
Intelpletaz~)ne proiettiva degli spazi a connessioue affine. 

Memor ia  di  :ENRICO Bo~IPIA~I (a l~,oma). 

Suuto.  - Si mostra  che una  Vn a couuessione affine pub sempre pensars i  come apparteneute ad 
uno spazio proiettivo di dimensio~e > n ( n  + 3)/2, ai  cui p u n t i  (ed entre i cui spazi  2 - oscu, 

latori) sin, associata una  be~ determi~ata varie th  algebrica. Le geodetiche della connesgioq~e, 
l'arco affine d~, u n a  geodetica i~ una  determi~ata  connessione e i l  trasporto di u n a  direzione 

sl costruisco~o con operazioni di carattere proiettivo in rapporto a tale variet~ algebrica. 

1. Int roduzione.  
In  un lavoro pubblicato di recente  ill questi Annali (~) he assoggettato a 

cri t ica approfondita la nozione di spazio a connessione affine e he date un'in- 
terpretazione geomctr ica  di operazioni anali t iche sui tensori, quali le (< estcn- 
sioni ~, le cui proprieth d ' invar ianza  non prima giustif icate (so non formal- 
monte) crane  r imaste  alquanto misteriosc (~). He raggiunte  lo scope costruendo 
in mode geometrico ben definite una connessione affine integrabile comple- 
tamente individuata dalla connessione data e da un punto della variet~ 
numcr ica  X~ cui quella si riferisce. 

Qui mi ripropongo lo stesso problema della caratterizzazione degli spazl 
a connessione e lo risolvo per tut t 'a l t ra  vb~ (sicch5 questo lavoro pub leggersi 
indipende,~temente da qucllo). Mentre in quel lavoro sceglievo a modello 
della X,  uno spazio affine eostruito a par t i re  dalla connessione e da un punto 
di Xn, (tui r~tggiango to scope pensando la Xn come una varieth V~, di uno 
spazio proiettivo SN di dimensione N abbastanza grande (c che viene ~recisata). 
Si trat ta di vedere quali enti geometrici  per questa V,, vengono definiti  
dalla data connessione. 

A questo scope ere venuto gi'~ preparando gli elementi  da lunga mane. 
In una Nora Lincea (3), traendo lo spunto da idee gih introdotte in miei 

lavori precedent i  (in quetla  citati), he definite i sistemi pluri-assiali di curve 
'sopra una varieth di uno spazio proiettivo (se si associa ad ogni punto della 
variet'~ un ,S', passante per esso si chiedono le curve tall che in ogni punto 
lo spa, zio oscu]atore di un certo ordine abbia partieolari  condizioni d ' inci-  

(t) E.  ]:~OMPIANI~ Geometria degli spazi  a connessione a['fine~ ,, A n n a l i  di Matem.  ~,, 
s. lva~ t. X X I V ,  194:5, p. 257-282, Mi r i fer i seo  a ques te  l aver% oltre che pe r  | ' e s a me  cri t ieo 
da cui nasce  l ' e s igenza  di una cos t ruzione  geomet r icu  de]le conness ioni ,  pe r  la b ib l iogra f ia  
che non sto qui a r ipe tere .  

(-2) A d  un altro ripe d i ¢  es tens ion i  ~, da  Lui  de t te  ~ ano tonome ~) era  a r r iva to  E,A Born 
TOLOTTI I Coordi~ate normal i  ed ,, e s t ens ion i ,  nel la geometria degli spaz~ a connessione 
lineare, ~, Rend .  Ace, d ' ] t a l i a  ,~, ~. V I P ,  vol,  I I  (1941)~ p. ][06-116. 

('~) E, ])~OMPIANI~ Aleune idee generali per  lo studio differenziale delle variety),. • l~end. 
Ace L ince i  ,,, s. VI  a, -co]. V {1927), p 383-'),89. 
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denza con lo S~}, e ne ho most ra to  l ' i n te resse  sia in relazione alle geodet iche  
di una  eonness ione  aff ine  o pro ie t t iva  sia in relazione a problemi di carat- 
tere  metr ico  (deformazioni  di specie superiore).  

Nello stesso ordine  di idee si muove una  Nora di Enea  Bortolot t i  (*)spe- 
c i f i camente  ded ica ta  ad iltLlstrare i rappor t i  f ra  s is temi assial i  e eonnessioni .  
In  essa perb non v iene  appr0fondi to  it p rob lema  di porre  in luce  l ' a rb i t r a -  
rietfi, es is tente  nel  d e t e r m i n a t e  u n a  conness ione  con assegna te  geodet iche,  e 
il s igni f ica to  del l ' a rco  af f ine  di u n a  geodet ica  in rappor to  ad u n a  d e t e r m i n a t a  
conness ione.  I1 Bortolot t i  ha  poi dato  notevol iss imi  con t r ibu t i  a l la  teoria (~) 
in  lavori  in eui ques te  ques t ioni  vengono pure  t r a t t a t e :  ma  ha  abbandona to  
il punto  di vis ta  proiet t ivo che si r ieo l legava  a l la  mia  Nora ci tata.  

Cib del resto era  p i enamen te  g ius t i f ica to  perchb m a n c a v a  a l lora  .una teo- 
r ia  degli  i nva r i an t i  proiet t ivi  d i f ferenzia l i  degli e lement i  curvi l inei .  Oggi 
possibile r ip rendere  quel  p r o g r a m m a :  spero in quanto  segue di aver  chiara- 
mente  indicato qual i  sono gli enti  collegati ,  in ques~a in te rpre taz ione  proiet- 
tiva, alle geodet iehe  di una  conness ione,  a l l ' a r co  af f ine  di una  geodetica in 
rappor to  ad una  connessione,  al t raspor to  af f ine  di direzioni  (nel caso di 
conness ioni  s immetr iche) .  

Io spero ehe questo modo di i n t e rp re t a re  le conness ioni  aff ini ,  r iportan-  
dole nelF ambito di u n ' i n t u i z i o n e  fami l i a re  q u a l ' ~  quel la  del gruppo proiet- 
tivo, r iesca  ad avvic inare  ad esse coloro che non pa r tee ipano  allo scet t ic ismo 
sul s ignif ica to  di (~ geomet r ia  )); e in ogni modo a mos t ra re  sopra un u l te r iore  
esempio i legami  esis tent i  f ra  geometr ia  d i f ferenzia le  e geomet r ia  algebrica.  

2. I1 trasporto di w,~ttori e di direzioni negli spazi di l~iemann. 
Atlo scopo di ch ia r i re  bene la  n a t u r a  del p rob lema che ci si propone 

pa r t i amo dal caso R i e m a n n i a n o  in cui ha  avn'to origine,  con una  Memori~ 
di. T. LEvI-CIVlWA {s} del 1917, la  teor ia  dei t raspor t i  di vet tor i  e di dirczioni .  

In  una  va r ie ta  numer ica  X~ (in cui le coord ina te  di un punto  si ind icano  
con ~ ,  i = 1, ..., n)  ~ d a t a  una  fo rma quad ra t i c a  d i f fe renz ia le  inva r i an te  One t r i ca )  

2.1 d s  ~ ~ g , k d x t d x  ~, i ,  k = 1, . . . ,  n 

ehe fa di Xn una  varieth r i e m a n n i a n a  R , .  

(Q E.A BORTOr,OTTI, Sistemi assiali  e connessioni ~elle V~, <(Rend. Ace. Lineei,,, 
s. VI a, vol. V (1927), p. 390.395. 

(s) Si ricor(lino in particolare i Suoi lavori: ,S'ulla geometria detle vaviet4 a co~nessione 
affine. Teoria invar ian t i va  delle trasformaziosd che conservano il parallelismo~ , Ann. di 
Matem. ~, s. l I ]  a, t. VII I  (1930), p. 53-101; 

Sulle connessioni proiettive, ,, Rend. Circ. Matem. P~,lermo ,, t. 56 (1932), p. 1-57; 
Spaz~ proiet t ivamente piani~ ~ Ann. di ~Iatem. % s IV% t. XI (1932)~ p. 114-134. 
Spaz$ a com~essione proiettiva~ Ed. Cremones~ (1941). 

(~') T. LEv~-CJvH'A~ Nozione di parallel ismo in una  varieth qualunque e eonseguente 
,~pecificazi(me geometrica della c~rvat~ra ]giemann~ana~ ~ Rend. Circ. Matem. di Palo, rmo , , ,  

v.l. 42 (1.91 ; ~ p. 177-205. 
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In questa  il trasporto di  vel tori  (controvarianti  ~) e di direz ioni  (o ver- 
sori, di modulo 1} si fa con la lcgge di Levi-Civita.  

2.2 d~' = - -  l'~(~,)~"dx ~ 

[~,.(x) i simboli di Christoffel di 2 a specie relativi  alla ore le F,.s(x) sono 
metr ica di R , .  

Si ricordi che nel l ' impostazione originale del Levi-Civita si giunge alla 
legge di trasporto 2.2 assumendo un << modello)> di R,~ in una V~ di uno 
spazio euclideo conveniente,nente ampio che determina o induce su ~;, la 
metrica 2.1. 

3In, come ha mostrato F. SEVERI (7), si pub dare della legge di trasporto 
2.2 una costruzionc in l r inseca ,  cio6 relativa atla R,~ pensata  in astratto, e 
non ricorrendo ad un suo modello euclideo, giovandosi delle nozioni di angolo 
e di distanza (e di quelle conseguenti  di geodetiche e di ipersuperf icie  geo- 
dctica} definite datla metr ica  2.1. 

In altri termini, il teorema di Severi  6 possibile perch6 in Rn esiste gik 
una geometr ia  individuata dalla 2.1; il tra'sporto di vettori  o di direzioni 6 
una conseguenza di essa {che detto teorema precisa). 

Ancora due osservazioni:  1o1 ]~ to stesso in R~ parlare  di trasporto di 
vetlori  {p. es. dx' )  o di d i rez ion i :  ci5 perch6 esistc un p a r a m e t r o  pr iv i l eg ia to  
ds relativo a(l ogni direzione dx ~, quelto appunto  definito da,lla 2.1. 

2 °) La geometria  di R,, 5 l ' ins ieme delle propriet~ invarianti  r ispetto 
alle trasformazioni puntuali  (o di variabili) che laseiano invariata  la forma 2.1, 
cio5 per  le quali  il parametro  privilegiato conserva il suo vatore (o si muta  
al pifi per  una (:ostante additiva}. 

3. Legge. di t raspor to  atone. 
ben nero come si passa dal caso r iemanniano al caso degli spazI a 

connessione affine. La. legge di trasporto 2.2 suggerisce spontaneamente  di 
considerate  pifi in geuerale  nan legge di trctsporto di  ve t tor i  con t rovar ian l i  

3.1 d~ ~ ~--- - -  L~s(x)~ 'dx/  i~ r, s --~ 1, ..., n 

ore le L~s(x) non sono affatto legate ad una forma differenziale quadra t ica  
(nb oceorre siano s immetr iche rispetto agli indici r, s che vi hanno funzioni 
differenti). 

Soltanto per  Fesigenza che non si alteri  il carat tere controvariante delle 
d~' per una qualsiasi  t rasformazione di coordinate,  le L ~ ( x )  devono soddisfare 
ad un sistema di eqhazioni a derivate  parziali detto fondamentale.  

Una  variet~ numerica Xn cui si associ il s is tema 3.1 (o il sistema di fun- 
zioni L~) 5 una varieth, (o spazio) a connessione affin.e e s ' ind ica  con A,,. 

(7) ]~3 SEVERI, Su~la curvatura del, te superficie e va~'iet}~,: <, Rend. Circ. di Palermo >>, 
vol. 42, (1917), p. 227-259. 
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A differenza del caso degli sp~lzl R,~, la geometr ia  di uno spazio A,~ 
s ' i n i z i a  con la legge di trasporto 3.1 (e non con una forma~ quadrat ica) ;  sic- 
chb non pub esistere un teorema analogo a quello di Severi  (che connette la 
nozione di trasporto ad altre precedent i :  nel ease at tuale queste semplice- 
mente non esistono). 

Cib pone in h c e  la maggiore astrattezza e difficolth della teoria gene- 
rale delle connessioni affini rispetto al caso riemanniano. 

Altri aspetti  di questa  maggiore difficolt/~ sono:  
1 °) il fatto " c h e l a  nozione di direzione, come totaliti~ dei vettori  eontro- 

varianti  aventi  eomponenti  proporzionali  a quelle  di un vettore assegnato 
( ~ - : ~  con ~ arbitrario), non ~ cos] semplice come nel caso riemanninno 
(in eui si possono int rodurre  i p a r a m e t r i  di direzione, per cui g , a ~ a ~  l) 

2 °) la maneanza di un p a r a m e t r o  pr i v i l eg ia to  per ogni direzione. 
Per  appro.fondire il problema, cio~ per porre in chiaro di quali  elementi 

si potrh chiedere (e in che senso) una geometr i zzaz ione  occorrono alcuni 
r ichiami di cose note. 

4. Richiami relativi alle eonnessioni (s). 
Introdotta la nozione di direz ione come totalit/~ dei vettori spiccati  da 

un punto ~ (di coordinate w~} di eomponenti  ~{~)~(x) con ~{x)=[::0 arbitrario 
si constata anzitutto che essa ha significato rispetto alle conness ien i ' a f f in i :  
cio~ vettori spiccati da x aventi la stessa direzione si trasportano, per effetto 
delle 3.1, in vettori spiccati da x +  d x  aventi pure  la stessa direzione. 

La nozione di direzione ~ quindi per t inente  agli spazi a connessione affine. 
Due direzioni cosi ottenute,  per le 3.1, in x e in x 4-dx~ si dicono paral le le .  

La seconda nozione pert inente a detfi spazi ~ quell~ di cuvve autoparaUele  

o geodetiche. Riferit i  i punti  di aria linea ad un p~rametro arbi trar io  t ha. 
senso, per quanto precede, parlare di direz ione della linea x~(tf in un punto, 

d;c ~ 
essendo questa  definita da -~/-~- o (il che 6 lo stesso data l 'arbitrariet 'h del 

dx ~ 
parametro) da ~ ( x ) ~ ,  con ~ ( x ) ~ 0  arbitrario. E percib ha anche sense chic- 

dersi se esistano linee autoparal le le  tali che in due punti  x e x + d~ di una 
di esse le loro direzioni siano parallele. Cib conduce a scl"ivere le equazioni 
(che diseendono immediatamente  dalla definizionet 

d~c ~ ~ , , d x  ~" d x /  . d~c ~ 
4.1 dl ~ + b,.~c~ d [  dt ~- ~(x) -dt 

helle quali  tanto il parametro l (che phi) sostituirsi con una sua funzione 
arbitraria,  salvo limitnzioni quali tat ive d ' invert ibi l i th I quanto l~ funzione ~{x} 

('~ Si veda I). e s .  L .  ] ). EISENIIART: Non-lfiema~rnian Geometry, Amor. Math. Sac. 
Colloquium publications, vol. VIII {1927L 
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sono perfe t tamente  arbitrari.  Queste sono accidentalith analif iche:  cib ehe 
inerente al concerto di geodetica ~ indipendente  da essa ed ~ rappresenta to  
dalle equazioni, in eui quelle aecidentalit/~ sono eliminate, 

j ~ , i j 
d x  d x d x ~ d ~  ~ + (Lh~dx  - -  L i ~ d x q d x a d ~  a --" O. 

Queste con l ' in t roduzione delle componenti  della c o n n e s s i o n e  s i m m e l r i c a  

assoc ia ta  F~. e del t ensore  d i  tors ione  S i~  per cui 

4.2 ~ Fi ..~ - 1 ~ ~ ..~ 1 i L ~ 

si serivono meglio 

4.3 d~Jd '% ~ -  dx~d~x ~ + A ~ p d x h d x a d x  ~ ~ 0 

o r e  

4.4 Al,#p t(h#,Jpj ; = :  = [ t h k ~ p - -  J ~ k ~ p - t ~  J p k ~ h  - t p k U h - | - l h p ~ k - -  

e ~ - - : 0  l)erj=4=p, : ]  per  j : p .  
i j  

L e  Ah#~, sono, ('ome devono essere, s immetriehc rispetto agli indiei in 
basso e alternanti rispett(} a quelli  in alto. 

Alle stesse equazioni pre(;edenti si arr iva per le geode t iche  d i  u n a  con. 
n e s s i o n e  pro~et l iva.  

~3 ,da, r ieordare pure the  le eqnazioni 4.3 detle geodetiehe, dipendenti  
(lalla. s()la c(mnessione simmetrica assoeiaia a quella data ],i h~, non determi. 
nano affatto (luesi, a :  non selo si pub seegliere ad arbitrio il tensore di tor. 
sione Si;~: (the non f igura  helle 4.4) ma si l)ossono muta te  le P ~  della con- 
nessione data nelle 

ove le ~ sono eomponenfi  di un vettore eovariante  arbi trario s e n z a  a l t e r a r e  
a f f a l t o  le geodel iehe.  

Aneora : se ei si l imita alle eomponent i  s immetr iche di una  eonnessione 
(come basta per  le geodetiche) e si r iscrivono le equazioni delle geodetiehe 

d'~c ~ ~ dm a d~c ~ dw t 
4.6 dt---- i -4- 1,'~ d i  d t  - -  ~(a~) dt  

si pub int rodurre  un p a r a m e t r o  a f f i n e  s per le geodefiche con la posizione 

4.7 ds  I ~dt 
d-i = ce ; 

questo parametro  affine dipende perb sia dalla geodetica sia dalla par t ieolare  
connessione che si consider~ (eio5 n o n  resta inalterato per  un eambiamento 4.5). 
Pe r  esso le equazioni detle geodetiehe divengono 

4.8 d %  -~ d~h dx~ O. 
s. ~ + l'h~ ~ s  ~ d s  --= 

4nna t i  d* Matemat*ca, Ser~e I V ,  T o m o  X X V I l l .  10 
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Se si pass& da  u n a  eonness ione  £~ ,  alla, eonness ionc  l~i h~ da ta  da l le  4.5, 
i p a r a m e t r i  a f f in i  s ed s re la t iv i  al le  due  eonness ion i  (e alla ste,~sa geodet ica)  
sono legat i  da l ta  r e l az ione  

ds 

5. Richiami di geometria proiettivo-diffel'enziale (~). 
Si cons ider i  uno spazio p ro ie t t ivo  SN in cui le coord ina te  p ro ie t t ive  omo. 

genee  s iano ind ica te  con y% a----0, 1~ .... N. 
Si cons ider i  poi in SN u n a  variet& V r a p p r e s e n t a t a  da 

5.1 y~ = y~(x ~) i -~ 1, ..., n. 

H e  ch iama to  spazio 2-osculalore S~21 oscu la to re  nel pun to  x lo spazio dei 

pun t i  di coo rd ina t e  

5.2 y~ ; y~ z ~y~ ~Y~" ",~ ~Y~ 

t i e6  (omet tendo  l ' i n d i c e  ~ de l le  coord ina te )  dei punt i  

5.3 Y, Yi; Y,k. 

Supponiamo questi p u n t i  l inearmenle indipen&,nti ,  cio~ s u p p e n i a m o  che  

iwn es is tano equaz ion i  del t ipo 

5.4 ctx)y 4- c~(x)y~ 4- dk(~iy,~ = 0 

(con le c, c*, c '~ non tu t te  mille) soddis fa t te  da tu t te  le coordinat.,,  y~. Cib vuol 

d i re  c h e l a  d imens ione  del lo spazio S(2) 5 l~ pifi Mta possil)ile e cio6 n(n  + 3) . 
2 ' 

in ques ta  ipotes i  d i r emo la V~, p r o i e t t i v a m e n t e  regolare o norm(de fin() al l ' in-  
t e rne  del 2 ° ordine.  E ques to  6 il case di una V,  generica di SN a p p e n a  

N _~ ?~(n + 3) 2 (p. e~. per  le supe r f i c i e  di S~). 

lYn pun to  dello S(2) oscu la to rc  ~ del  t ipo 

5.5  v°y  + v~y + v~y~l~ 

( v ~ =  v ~) cio6 le sue coord ina t e  n e l l ' a m b i e n t e  S,~, sono 

5.6 v°y "~" 4- v"u? + v~y~ " 

l e v " ,  v ~, v ~ sono coordinate omogenee loerdi di un  p u n t o  e n t r e  1o S{2). 

t 9) ]~e prime nozioni date appresso si trovano in P. DEI, ]?szzo: Sugli spazi tangenti 
ad una superficie o ad "~lna variet~ ~ ]Rend. Ace. Scienze di ~apoli % [886. Delle numevose 
ricerchc posteriori manca ancora un'esposizione trattatistica. So ne pub vedere un riassunto 
(fine al 1927) nell'artico]o di A. TEV4~AOINI: Es'posizione di alc~¢ni risultati di geometria 
pro,ett~va d~ffere~zmle ~egli iper~paz{, Appendico ] l I  ql vol. ]I (p. 729-769) di.G. ]?UBINI e 

E. CE(:H : Geometrm pvoiettiva differe~ziale~ (Ed. Zanieholli). 
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I1 piano osculatore in ult punto y di V, ad una sua curva b determinate  
dai punti y, dy, d"-y cio~ dai punti  

5,7 y ; yidx ~ ; y~ad~c~d~c ~ + y~d"w ~ , 

cie6 in coordinate locali 

5.8 (v ° =~= O, v ~ ~ v ~ ~ 0), (v ° ---- v ~ ~ O, v ~ ~ da:q, (v ~ --= O, v ~ = d ~  ~, v "~ ~ dx~dx~). 

Se si tiene fisso il punto y e la tangente in esso, i piani osculatori alle 
curve per il punto e per quella tangente appartengono allo spazio S,~+~, che 
he ehiamato S~2, 1}-oseulatore a V,, secondo quetla tangente, individuato dai 
punti 
5 9 y ; y~ (i ~-- 1, .... n) ; y ,~dx~dx  ~. 

Questo St2 , D-osculatoro al variare della tangente descrive un cone, 
avente per vertice lo spazio S,  tangente in y a i~ e ehe pub dirsi cone di  
])el Pezzo (pereh~ da questi considerate per n - ~  2 in S~). 

Esisle unct proiett~vit~, f ra  le tangenti  in  y a V ,  e gli S(2, 1) generatori 
del cone di Del Pezzo: elementi  eorvi,~pondenti sono quelli definiti  dagli stessi 
valori dei rapporti  delle dx'.  

6. S~1  de te rmina t i  da una eoppia di tangent i .  
Un'a l t ra  nozione di cut avremo bisogno in seguito ~ la seguente. Si con- 

sideri un punto y di V~, una sua direzione tangente ivi definim dalle ~w~ e 
un ' a l t r a  direzione tangente definita dalle d~. Consideriamo ta ret ta  congiun- 
genie y e ~y (eio~ la pr ima tangente data) come generatr ice di una  r igata  
passante pure per il punto y + dy. La generatrice per questo punto potr/~ 
inoltre individuarsi  col punto 
6.1 ~y + d~y 

e na tura lmente  r isul ta  defini ta  s e e  solo se si precisa il simbolo dSy. 
I1 piano tangente in un punto ky + 8y a una tale r igata  ~ quello dei punt i  

6.2 y ;, ~y ; kdy  + d~y 

e percib lo S~ tangente alla r igata  lunge la generatr ice (contenente i plant  
tangenti  a! variare di .~ o anehe come talvotta si dice lo S 3 della direzione 
r igata  ~ costi tuita da due generatrici  inf ini tamente  vicine) 5 quello dei punt i  

6.3 y; ~y = y~w~ ; dy -~ y~d~c ~ ; d~y -~ y~d~c ~ + yhadx, h ~  ~. 

Se si varia la generatr ice relat iva al punto y + dy, cio~ si lascia var iare  
d~w z questo S~ varia nello S,+1 dei punti  

(4ueste S.  tl 6 individuato dal punto y e dallo due di:,ez:oni d, 8 per esso: 
e qucste vi hanno ufficio involulorio, 
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Inversamente  ogni S~ d i  S,~t~ passante  per  il piano determinato da y e 
dalle due direzioni d~ ~ pub considerarsi  come S~ tangente lungo tutta la 
re t ta  (y, ~y) ad una rigata (ciob contenente  l ' ~  di questa) :  cib equivale 
infatti  a definire le d~w ~. In  conclus ione:  

Per ogni coppia di tangent i  a V ,  uscenli da un  suo punto  ~ definito un  
S .e~,  the dipende in  modo involutorio dalle due tangen! i :  esso ~ i l  luogo 
degli S a tangenti  nile rigate che hanno una  delle t a ,gen t i  per generatrice (nei 
cui p u n t i  lo Sa ~ tangente) e cl~e toeeano l ' a l t ra  tangente. 

7. Ale~me variet~ algebriehe legate a l l ' in torno del 2 ° ordine di un punt{~ 
di II,. 

Vogliamo ora farei un ' i dea  chiara del ]uogo deg|i  S~_tl-------S(2, 1)-oseula- 
tori (che abbiamo chiamato cono di Del Pezzo) al var iare  della tangente e 
del luogo degli S,~+1 determinat i  da una coppia di tangenti  a V, (n. 6). 

Poichb gli uni e gli altri contengono lo S,~ tangente nel punto conside" 
rato di V~, baster/~ tener eonto della variabili th del punto (cfr. le 5.9) 

7.1 yhkd~chdac ~, o v ~ ~--- dxhdx  ~ (v ° ---~ v' = 0) 

per  lo S(2, 1} e del punto (cfr. te 6.4) 

7.2 y h ~ d x ~ x  h, o v hk ---- dx~h~x ~ (v ° - -  v t ---~ 0) 

per  lo S ,  jl definito dalle tangenti  d, 8. 
Cib equivale a tagliare i coni deseritt i  da quegli  S,,i~ entro lo 

S,(,~-~8) ~_S(2) con lo spazio v ° =  v~- -0 ,  che 6 poi un qualsiasi St,,_l)t,,_~ 
2 2 

non incidente lo S ,  tangente nel punto. 
In questo spazio St.~-~jl,,-.)~ il punto 7,1 dcscrive la varieth che rap- 

presenta  al modo di Veronese le quadriche Q~ di uno spazio proiett ivo ~,,,__~ 
n - - 2  g 2n~t 

ciob una  ,,_~. 
La proiettivitt~ fra la stella di tangenti  in un punto di V,~ e i relativi 

spazi Sf2, 1) si ha facendo corr ispondere al punto di coordinate omogenee 

7.3 v ° - -  0, v t ~ d~ ~, v h~ = 0 

che descrive un S~-1, il punto 

7.4 v ° - -  O, v u = O, v h k  = dx~dx h 

ehe deserive la v 2'~~ 
- - n - - 1  " 

Lo S~-1 e la V e~-~ appartengono allo spazio v° =--=.-O, chc 5 un qualsiasi  
iperpiano non passante per  il punto di V, ehe potr'h dirsi ~ iperpiano impro- 
l )ri° ~ ~_1;?_~_-23_~ dello S(2) osculatore. 

2 

tn esso lo spazio S,~_~ e lo .~pazio di V ~'~ ~ s(~ne sghembi. 
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L a  var ie th  delle re t te  cong iungen t i  pun t i  cor r i spondent i  ne l la  proie t t iv i t~  
~72 n - ~  f ra  S,_1 e ,~-i 5 gih stata da  me s tud ia t a  in al t ro lavoro {~o): essa 0 una 

~r razionale d' ordine 2 " - - 1  the contiene ~ " V  e'-~ di Veronese. n--1 
Queste V ~'- '  sono riferite proiettivamente fra loro e a l l a  stell<~ di tangenti n--1 

e una qualsiasi di esse pub esser sostituita alla v2,-~ pr ima considerata nella 
costrt~zione di W~.  

Di ques ta  ~4~ dovremo servirci  f ra  poco. 
Ora vogl iamo renderc i  conto del la  cos t ruz ione  del  pun to  7.2 in re laz ione 

a l la  var ie t~ di ¥ e r o n e s e  desc r i t t a  dal pun to  7.1. Su ques ta  le direzioni  tan.  
genti  a V,~ d e ~ si r app re sen tano  in due punt i ,  d ic iamol i  D e h : gli spaz~ tan. 
genti alla V '~-~ nei pun t i  D e h s'incontrano nel punto 7.2. L a d i m o s t r a z i o n e  n--] 

immedia ta .  
Lo S,,+~ individuato da un punto di V ,  e da due retie in  esso tangenti 

(luogo degli S~ tangenti lu~im una delte due retie alle rigate che l 'hauno per 
generalrice e toecano l'altra) si ottiene congiu~wendo lo S ,  tangente nel punto 
a V ,  con i punt i  d' inlersezione degli spaz~ tangenti ad una qualunque delle 
V "~-~ di Veronese di W,, nei punt i  che nella proiettivit~t detta sopra corrispon. 
dono alle due ta~wenti. 

Ogni S:~ per quelle due tangenti e contenuto hello S,~+~ da esse individuato 
pub pensaxsi come S~ tangente lungo una  di quelle retie a qualehe rigata 
tangente all' altra. 

8. Geodetiehe di una eonnessione. 

Vogliamo ora cos t ru i re  sopra  una  V, di SN (N  ~ n(n + 3)) - - - ~ - -  con S(2) rego- 

la te  (di d imens ione  n(n- t -3}  t le curve  in tegra l i  di un  s i s tema di equa~ioni  
2 • ] 

8.1 d ~  ~ -+ r~kdxhd~ ~ ~- ~(x~)dx ~. 

Una  variet~t Xn su cui sia ind iv idua to  questo s i s tema di curve,  geodetiche, 
si direr una  Gn. 

I piani  oscula tor i  alle curve  del s i s tema in un  punt% come r i su l ta  dal.  
l ' e i imina re  i d i f ferenzia l i  seeoudi f ra  le 8.1 e le 5.7, sono ind iv idua t i  dai  punt i  

8.2 y ; y~dx ~ ; y~hdxhdx ~ -+- y~(~dx ~ - -  F~kdx~hdx~ ~) 

cio~ anche  dai pun t i  

8.3 Y ; y~dx ~ ; Yt, hdx~hdx~ ~ - -  Y~F~kdx~hdw ~. 

Tra lasc iando  di cons iderare  il pun to  dato, in te ressano  i due  punt i  di 
coord ina te  loeali  ( v ° ~  0) e 

7.4 v ~ ~ d~r, ~. v ~h -~ 0 ; v ~ ---~ - -  I '~dx~kc ~, v ~ --~ dxhd~ ~. 

(to) E .  I{OMPiANI, Oeo~etria proie t t iva  eli elementi differenziali~ ~ A nna.li  di  M a t e m a t i c a  , ,  
s. I V  ~, t. X X I ]  (1943)~ 1)l ). 1.32. Si  v e d a  in  p a r t i c o l a r e  i l  Gap .  1 °. 
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Possiamo "dire c h e l a  ret ta  che li congiunge ~ la traecia sul l ' iperpiano 
v " ~  0 dello S(2)-oseulatore (che /~ poi un iperpiano quMsiasi non passante 
per il punto y) del piano osculatore alla curva 8.1 uscente da y in direzione d. 

I1 primo punto, al variare di dx i, descrive lo S,~_1 v ° :  0 dello S.  tam- 
genre (ehe potremmo dire S,-1 improprio); il secondo punto deserive la proie- 
zione da questo S~-I della variet~t di Veronese 

8.5 v ~ "--- O, v hk --~ d~chdx ~, 

sullo spazio S~(,,+lj l di equazioni 
2 

8.6 v' - -  O, v ~ - -  - -  r~kv h~. 

Questa proiezione ~ dunque anch 'essa  una  v/triet/~ di Veronese V ~-~ n--1 e 

risulta r iferi ta proiet t ivamente allo S,-1 (improprio dello Su tangente). 
Si applicano dunque integralmente  le considerazioni sulla W, luogo delle 

congiungenti  coppie di punti  eorrispondenti  in nn 'omograf ia  fra un S,~_~ e 
una V~[~_-I ' di Veronese. 

Pr ima di enunciare  il risultato ricordiamo ancora la definizione di 
sistema p-ass ia le  di curve sopra nna V~. Dato per ogni punto di V,, un S~ 
diciamo sistema p-ass ia le  di curve definito dal sistema degli Sp d' appoggio 
la totalit/~ delle curve i eui piani oseulatori in ogni punto segano in ret te 
lo S~ per esso. 

n(n -+- i )  I1 piano osculatore ad una curva 8.1 sega in una Poniamo p -  2 

ret ta lo S~ di equazioni (le 8.6 tolta v ° :  0) 

Inoltre si nota ehe per individuare il piano dei tre punti  8.3 o 8.4 si 
possono sostituire ad essi loro eombinazioni lineari, sicch~ in particotare si 
~)ossono prendere  i punti  

8.8 y ; y f l x  ~ ; yh~dxhdx ~ - -  yf~7~d~hdx ~ - -  2y~dx)~t, d x  h 

ore ~hdx h ~ una f o rma  arbitraria,  cio6 le ,~h sono eomponenti di un vetlore 

covariante arbitrario.  L'u l t imo punto pub ~nche scriversi 

8.9 yhkd~hd~ ~ - -  Y~( Uk + Ohm, + 

e quindi i piani osculatori alle curve 8.1 in y segano in una retta anche lo 
Sp di equazioni 

~ - -  p i  
s . ~ o  v' ( ~ + ~ , ~  + ~ + ~ ) ~ " ~  = - r J , ~  ~ - ~ j ~ .  

Siamo ora in grado di enuneiare  il t eorema:  
Data  i n  u~w spazio proietl i t 'o S~ u n a  V ,  non  soddis facenfe  ad  equazioni  

a derivate par z ia l i  del 2 ° ordine l inear i  omogenee, cio~ tale ehe i l  suo S(2) 
oseulatore generico abbia d imens ione  n(n t-3)/2, si coslruisca il  eono di  Del 
Pezzo degli S(,,, 1) osculatori in  u n  punto  di  V,, seeondo le varie fangenl i  a V ,  

e in eorri,spondenza pro ie l t i va  con esse. 
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Per sempliciti~ di discorso si seghi tutta la configurazione con uno 
S~(.÷3)_~ arbitrario dello S(2), purch~ non passanle  per il punto.  L a  stella 

di tangenti d~ luogo ad u~, S,_~ riferito proiettivamente agli S .  sezioni degli 
S,+1 generatori del cone di Del Pezzo ( formanti  a lore volta u n  cone che 
ha per  vertice lo S._1). 

n(n + 1) 
un generico Sv_~ con p - ~  . . . . . . .  questo taglia Preso in  S,~(.+s) 1 2 

2 
il cone era detto in una  variet~ di Veronese ~en-~ che r isul ta ri feri ta proietti. n- -1  

vamente a S . -1 .  II luogo delle congiungenti coppie di pun t i  corrispondenti 
o n~r2n__  i di V . -1  e di S . - I  ~ u n a  variet~ ~ r2n  -1  razionale che possiede ~ v _ l .  
Le curve della varietd, data Vn definite dalla condizione the i p l a n t  oscu. 

latori ad esse in  ut~ pun ic  ineidano in  retie lo Sp congiungente il pun ic  allo 
Sp_l, cio~ le curve del sistema p-assiale definite dall 'assegnare lo Sp in ogni 
pun ic  di V .  soddisfano ad equazioni del ripe 8.1 (in cut le F~1, sono quelle the 
figurano helle equazioni 8.7 dello Sp) e le lore tracce sullo spazio Sn(n+3)_ 1 

2 

scow le generalrici di Wn. 
Viceversa: dale il sistema 8.1 r imane  definita la Wn  m a  ~o~, u n  Sp-a. 

Gli cx~"Sp_l cite segano W~ nelle ~'~ varieU~ di Veronese V ~'-~ ch'essa contiene n- -1  

conlie~e congiunti con il punic  di V ,  danno luogo ad c<~'S~ ciascuno dei quail  
segato in retle dcd p l a n t  osculatori alle curve integrali di 8.1. Sicch~ le gee. 

deliche 8.1 ~,~, indiv iduano le ~ ihk (cio~ uric spazio S~) ma la W , .  A d  u n  
sislema di t ~ ~ hk si pub soslituire it sistema F~,~, + ~ k  + ~k~h COn le ~, compo- 
nenli  di u~ vetlore covariante at bilrario: cib equzvale a sostituire allo Sp 8.7 
uno qualsiasi  degli Sp rapp~Zesenlati dalle 8.10 i cui S~_~ (lore tracce su 
S,(,, ~:~) ~) pure segano W~ in variet~ di Vero~ese. 

In altri te rmini :  sul modello proiettivo scelto di ¥~ in  S~ t a t t i  i sislemi ( .(o+1,) 
di curve definiti da equazioni del tipo 8.1 sono sistemi p-ass ial i  p = 2 

e anzi  in ciascun punic  to Sv che definisce il sistema pub scegliersi in ~ modi:  
di qui l ' intervento del veltore arbitrario +h (~). 

(i~) Si  noti  che anehe da] punto  di v is ta  numera t ivo  ]a costruzione geometr ica dh 
l 'esatto numero  dei  paramet r i  (coefficienti) che devono f igurare  nel]e equazioni  delle geodetiehe. 

i coefficienti  essenzial i  sono in numero  uguale  a quetlo delle r~h d iminui to  d i n  per  

l ' i n t e rven to  de] vettore a rb i t ra r io  ¢~h~ ciob n.  n(n -~- 1) .~ ~"  

Gli  Sp-~ ~ S~(n~l ) di Sn(n~l) dipendono da un  numero  di pararaetr i  uguale  a 
2 2 

[ n ( n 2 - 3 )  1 ~z(n+l)2 4-1 ] n ( n  + 1) - - n . n ( n +  1) " 2  2 ' 

ma poich5 ad u n  Sp-~ se ne possono sost i tuire c,~n che pure  segano ]4/~ in una  varieth di 
Veronose si ha lo stesso numero  di prima• 
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Mi pare e0si ehiari ta in ogni dettaglio Ia costruzione di una G+~ e la dif- 
ferenza che esiste fra l 'assegnare una G,~ e l 'assegnare  ~na eonnessione sim- 
metr iea affine A.  che determini  G,.  Di pifi a eostruzioni di carat tere infini. 
tesimale si sono sostituite eostruzioni (di piani osculatori) in termini finiti 
(condizioni d ' ineidenza) e si ~ tolta dl mezzo ogni indeterminazione insita in 
qnel linguaggio e si ~ riportato tutto nell' ambito della geometria  proiettiva. 

Con gli stessi cr i ter l  vogliamo ora chiarire il significato del l 'a rco affine 
di una geodetica rispetto ad una eonnessione e del trasporto di direzioni. 

9. Areo afflne delle geodetiehe rispetto ad una assegnata connessione. 
Come si ~ gi~ r icordato al n. 4, data G~, cio~ un sistema di geodetiche 

in X~, si pub fissare su ciascuna di esse un a r c o  a f f i n e  soltal~to se si asse- 
gna u n a  delle connessioni s immetr iche P~ hk che abbia quel s is tema di geodetiche. 

D 'accordo  con quanto s'~ visto net n. precedente,  eib equivale  a f issare 
in un punto di Vn uno degli S~ la cui traccia su v ° = 0  b u n  S~_~ che sega 
in varietk di Veronese ta W~ relat iva a G,.  E poich5 le geodetiche costitui- 
scono un sistema p -ass ia l e  con uno di quegli S~ come spazio d 'appoggie,  il 
piano osculatore nel punto alla geodetica sega questo S~ in una retta the  si 
diri~ n o r m a l e  a f f i n e  alla geodetica secondo la connessione F~k assegnata• 

Rilevato cib, proponiamoci di caratterizzare il parametro affine. 
Fissiamo percib in SN un iperpiano che possiamo sempre scegliere come 

y~-----0 (facendo con cib dello S N  proiettivo uno spazio affine}. Pe r  i punti 
dy"  

non appartenent i  ad esso pub farsi senCaltro y " = l ,  e quindi ~ , . - - 0  (4~ cosi 

per  le derivate successive). Cib equivale a dire che tu t t ' i  punti  derivati  di 
un punto qualsiasi  di V, appartengono a lF iperp iano  y 0 =  0. 

Consideriamo ora una  curva di V,~ , x ~ ~ x~(t), eio~ nel l 'ambiente y~ ~ y 'qxi t ) ) .  

Com'~ noto (~i se si pa i sa  da questa  rappresentazione parametr ica  ad un 'a l t ra  
con un parametro differente,  sia p. es. s, si pub scegliere questo in modo che 

il punto d - ' y ( x ) v e n g a  a trovarsi sopra una retta pref issata  passante per il 
d8 ~ 

punto ~ e giacente nel piano osculatore.  
d~y 

Determiniamo appunto s in modo che il punto ~s ~ si trovi sulla normale 

affine rel~tiva alla connessione F~k. 
Per  le geodetiche di questa  riferi te ad un parametro t qualsiasi  si ha, 

d~x~ ~ [,~ d x  h d x  ~ d x  ~ 

d t  ~ ÷ hk d~ ~ -d-t--= ~(x)  -dr  

(~) E. Boo,PIANo, S u l l a  n o r m a l i z z a z i o ~ e  delle equaz ion i  differenziali~ ¢ Rend.  Ace. Lin- 
te l  >>, s. V] a, vol.  X X I I I  (1936), p. 807-812; 

S u r  la nor~nal isa t ion  des dquat ions  dsff~rentielles l ineaires,  , ]3ulletin da la Sect ion 
Sc ien t i f ique  de l ' A c a d d m i e  Roumaine,~,  t. X X V I ] I  {1936); e pih r eeen temen te  nel ta  Me- 
mor ia :  Fe>rme n o r m a t i  delte equaz ion i  d i f f e renz ia l i  l i near i  e loro s igni f ieato  geometrico~ 

Ann.  ScionS. de l 'Universi t (?  de J a s sy  ,>~ t. X X ] I I  (19"~7}, p. 75.]05. 
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e se si cambia t in nuovo parametro s il punto 

~[ r ~ d~c ~ dx • 
Y~i [-- ~ d~ dt 

cio6 ha coordinate tocati 

d'ZY 6 

dxfl/dt\~ dx~ d~t t .+- y,~ dx~ d~c~ (dt~ ~ 

v ° - -  0, v ~ [ -~ dxa dx~* dxg/dt\~ dx* d*t v ~ dxn dx~ (dt~ ~ 
= t -  ~''~ -~ dt + ~ -dr t ~ )  + dt  d~ ~' - -  d~ ~t \ ~ ]  " 

y, d~Y~ eoineida 

che es~a ap, par tenga 

Condizione neeessaria e suffieiente affinch6 la ret ta 

con la normale affine reb~tiva alt~ eonne~sione Ihk 
allo S~ di equazion, , 8.7 t ie6 ehe 

[dl \2 d.~t 
~[~) ~ ~ = o 

e q,wsta equivale esatt,qmente alia 4.7 ell(' definisce il parametro affine s. 
Du que ; 

L'arco ~ffine s d i u n a  geodetica di V ,  ~scente da un  sue punto y relati- 
v(tm, ente ad una data co~ess ione ~ tale che per esso, e soltanto per esso, la 

d~-Y-t del osculatore alla coincide la normale retla y, ds ~] piano geodetica c o n  affine 

rispetto alla connessione data, cio~ con l' intersezione di detto piano osculatore 
con lo Sp d' appoggio determinate dalla connessione. 

Qui si vede bene dove entra  nell~ cestruzione de l l ' a rco  affine la psrti- 
i colare eonnessione l~hk, eio6 lo S~ da essa defini te  in ogni punto di .X~: il 

piano oseulatore alla geodetica in esame taglia in rette tutti  gli S~ per il 
punto eostruiti  a partire dalla W~ (che c~rath,rizza la G~, ma non ]a c o n  
nessione) : ma soltanto se se ne fissa uno si ha mode di dist inguere nel piano 
oseulatore una ret ta  (normale aff ine);  e s(Jo in relazione a quests, 6 possibile 
def ini te  l ' a rco  affine. 

L 'es is tenza  del l 'a reo affine appena si sia fissata una normale affine in 
ciaseun punto della curva in esame lin seguito alla scelta d i u n a  connes" 
sione l~k) pub porsi in evidenza in vari altri  modi. 

Ricordo che data in uno spazio proiettivo £~v una qualsiasi ourva C e 
sulla svihlppabile cireo,~critta a C aim eurva C~ e poi s~lla sviluppabile cir- 
eoseritta a C, un~ curva C 2 viene determinaio in mode intrinseco (cio6 del 
tutto indipendente sia dal riferimento, sis dal fattore di proporzionalit'h delle 
coordinate, sia dal parametro assunti nella rappresemazione anal i t iea  della 
curva) un fattore di proporzionalith in ogni punto di C e un arco proiettivo 

dy d~Y descrivono le curve Ct e C 2. s tale ehe i punti  ~-~ e ~ 

Annali  ds Matemattca,  ~orio  IV~ Tome X ~ : V I I I ,  11 
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Nella  Memovia c i ta ta  in (~) ~ esp l ic i t amcnte  indica lo  il caso in cui C~ sia u n a  
sezione ipe rp iana  del la  sv i luppabi le  c i rcoscr i t t a  a C:  si ha a l lora  la <~ geo- 
me t r i a  a f f ine  ~) di C. 0 r a  questo ~ proprio  il caso che in teressa  q u i :  un  iper. 
p iano  q u a l u n q u e  di Sly pub esser preso come ive rp iano  impropr io  e C~ in 
esso. Di pifi si pub a s sumer e  come C~ la sezione del la  r iga ta  delle normal i  
a f f in i  con qm, l l ' i p e rp i ano  poich6 es~a appar t i ene  ev iden temen te  al la svi lup.  
pabi le  c i rcoscr i t ta  a C~. 

Ma l ' e s i s t enza  d e l l ' a r c o  af f ine  r i su l t a  anche  da considerazioni  pifi ele. 
mentar i ,  di cui  mi sono servito r ecen t emen te  per  al t ro scopo i~3}. 

Sia  da to  un  e lemento  .E~ di curva, e una  re t t a  per  it suo centro  e nel  
suo piano.  C o m u n q u e  si seelga su t la  re t ta  un  cent ro  di proiezione res ta  indi- 
v idua t a  f ino a l F i n t o r n o  del  2 ° o rd ine  (e non avrebbe senso ch iedere  di pifi) 
u n a  cor r i spondenza  f ra  i . p u n t i  del l 'E~ e i punt i  della t angen te  ad esso. Un 
pa rame t ro  a f f ine  d is t r ibui to  su l la  t an~en te  si r ipor ta  cosi suil 'E.~; se ora si 
passa  a l l ' E :  successi~o fnel cui piano sia pure  dnta  una  re t t a  per  il cent ro  
delFE~} si pub r ipe tere  l ' ope raz ione  e a s sumere  gti stessi valori  del pr imo e 
del secondo pa rame t ro  nei due punt i  dell 'E~ comune  ai due E~: cosi conti- 
n u a n d o  si def in isce  un  pa rame t ro  af f ine  sul la  curva  con tenen le  gli E~. 

Nel easo a t tua le  la curva  ~ una  geodetica e la re t ta  che oceorr(, consi.  
de ra re  in ogni suo punto  ~ la normale  af f ine  f issata da l la  conness ione.  

10. l n v a r i a n t e  di due eonnessioni  s i m m e t r i c h e  con le stesse geodet iehe,  
Si considerh~o due conness ioni  l h, e l h k : - - - I h k +  5h~a ~ ¢~'~h che d a a n o  

luogo al la  s tessa Gn; e sia E~ l ' e lemento  di geodet ica  in direzione d~c ~. Nel 
piano di E. 2 in re iazione alIe due conness ioni  si hanno  due normal i  aff ini .  

Una  tale eonf iguraz ione  (E.~ e due ret te  per il suo centroj  ha, come 
noto (~), un  invari,~,nte proiei t ivo inf in i tes imo che (ira vogl iamo ealcolare .  

Se F e lemento  E~ ~ r appresen ta to  (in co ) rd ina t e  pro ie t | ive  e con riferi- 
dy l 

mento  ad un pa rame t ro  qualsiasi} da  y + ~ dt + ~! dt ~ e le re t te  spiccate  

dal  suo cent ro  y sono inol t re  ind iv idua te  dai  punt i  z, z q u e l P i n v a r i a n t e  {che 
a meno di un fa t tore  

espresso da  

IY  dy d ~ y t . t y  z 

l Y dy  z t .  I y dy 

ore  i de t e rminan t i  del 3 ° ord ine  
siasi  delle coordina te  proie t t ive  

numer i co  ~ l ' i n l i n i t e s i mo  

 i_Iv v 
, l - I y  Y' 

pr ine ipa le  di un  birapporto} 

y"t.lv  Jdt 

indieat i  si possono cos t ru i re  con tre qual-  
omogenee dei punt i  ehe vi f igurano  (cib 

I ~s) E. BOMPIANb Sulle co~',rispondenze pu~tuali b'a spazi proiettivi, , Rend. Ace. Lin. 
cei ,,, s. VII I  a, vol. VI. p. 145-161. 

(~4~ E. Bo~PIAXI~ Alcuni invarianti proiettivi di elementi cuvvilinei, ,, ~end. Acc. IAn. 
eel,,  s. vla~ vol. XXII (1935)~ p, 483-491; n. I~ 1. 
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equ iva l e  a p ro i e t t a r e  su uno qua ls ias i  dei p iani  di r i f e r i m e n t o ) ;  e non c ' b  
qu ind i  bisogno di spec i f i ca re  qual i .  

P e r  fa re  i ca lcol i  nel modo pifi rap ido  r i f e r i a m o  la geode t i ca  in esamc 
al suo a rco  a f f i ae  s re la t ivo  a l la  co]mess ;one  F ~  con ci6 dt ~ ds  e il 1)unto 

y , ,__d~p  co inc ide  col pun to  z (sulla n o r m a l e  a f f ine  r e l a t i va  a que l l a  connes-  
d8 ~ 

sione), i1 pr  mo r a p p o r t o  di d e t e r m i n a n t i  a secon,!o m e m b r o  b = 1. Quanto  
al secondo rappor to ,  r i f c r endos i  alle coo rd ina t e  locali ,  i d v t e r m i n a n t i  del  3 ° 
o rd ine  si r i ducono  a d e t e r m i n a n t i  del  2 ° ordim,,  e i nd icando  con i l ' i n d i c e  
re l a t ivo  ad una  r iga  si ha per  l ' i n v a r i a n t e  l ' e s p r e s s i o n e  

I dx~ - -  ]'~*~ dx~'dx~ - -  2+~ dxhd'~* ] 

Dunq ue 

L ' i n v a r i a n l e  ~hdx h d I ' invar i~ tu te  pro ie t t i vo  re la t i vo  a l l ' e l e m e n t o  d i  2 o or- 

d i n e  E~ d i  geode l i ca  u s c e n t e  d a l  p u n l o  i n  d i r e z i o u e  dx i e alle  due  n o r m a l i  

a, f f i n i  de f in i t e  ne l  suo  p i a n o  oscu la lore  da l'ihk e dee pSki _1._ ~ k  -h Sk~)h.i 

1 . T r a s p o r t i  affini s i m m e t r i c i  di d i rez ion i .  
Vogl iamo ora a s se~narc  sul la  V, in SN p ro ie t t i vo  una  cos t ruz ione  geo- 

m e t r i c a  r c l a t i va  al ia  legge di t r a spo r to  

1 1 . 1  d ~ x  ~ ,~ pi ~ = - -  I hk~x~dx ~, hl~ = F~h. 

(;ib vuol d i r e :  f issato un  pun to  x su If, e due  t angen t i  d, $ in esso a 
V, ' de f in i t e  da d x  i e $xq  a s se g n a re  u n a  cos t ruz ione  g e o m e t r i c a  di u n a  tan- 
gen te  a V~ nel pun to  x - - t - d x  d e f i n i t a  ino i t re  da S x +  d~x  (oppure  scam- 
b i ando  d e 8). 

N e l l ' a m b i e n t e  SN si devono  c o n s i d e r a r e  i pun t i  

i I 1.2 y ; yi$xJ ; y i d x  ~ ; - -  y fhk$xhdx~  ~ -4- y~hSxhdvc ~ 

eiob di coo rd ina t e  loeali ,  en t ro  lo S(2) oscu la to re ,  

(v ° =4= O. v' = v h* = 0):  (0, v ~ : ~x ~, v h~ := O~ ; (0, v ~ = d x  ~ v ~t' = O) 

(0, v ~ - ~ -  r ~ x ~ d x  a, v ~p' 1 = :2 ($xhdxh .4- $ z a d x  h) ). 

[ 'o:ch~ le c o o r d i n a t e  d e l F u l t i m o  p u n t o  possono  a n c h e  sc r ive rs i  

O, V t -  1 r~h(~3hdxtt_h 8zad~h), vhtt 1 11.3 

esso ~ppa r t i ene  allo S~_~ 

1 1 4  V i  - - -  ~ F~kV art 
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dello S,~(~+~?_.1 rappresentato da v ° ~ 0 ;  questo Sp_, b quello rappresen- 

tato dalle 8.6 sul quale sta la V "a'~-i di Veronese ot tenuta segando con r t--1 

esso il cone di Del Pcz~o, Si ricord ~ che i punti  di questa V ~'~--~ ,~-1 sono riferit i  
proiet t ivamente alle rette tangenti  a V,~ nel punto in esame (v°:= 1, v ~---v ha ~--0). 

Riferendoci a quanto s'~ detto al n. 7. il punto 11.3 pub costruirsi cosi:  
si considerino i punti D e A di V 2'~-t. corrisF, ondenti  alle tangenti  d, 8" n - - 1  

V 2'>-~ s ' ineontrano nel punto 11.3. eli Sn_i tangenti  in essi a n--1 
Lo S 3 contenenie i puntl  11.2 si sa quindi eos t ru i re :  ess'o 6 quello ehe 

eontiene la direzione r iga ta  ~, delle due generatrici  inf ini tamente vicine 
definite dalle eoppie di punti  ~x, ~oc), (x q-dx,; 8x-t-dSa~}. 

Si pub anche osservare che per la eostruzione di questo S 3 6 indiffe. 
rente par t i te  dalla V e'~-' determinata  dallo S~_, 11.4 o da una qualsiasi delle 

n - - 1  
altre cxa n V ~n-~ --n-1 eontenute in W~, pur di prendere su ciascuna di queste i 
punti  corrispondenti  nella proiettivith a d e 8 (e pot procedere come sopra). 

Lo stesso fatto r isul ta  anche dalFosservazione seguente Per  individuare 
lo S a si pub sostituire a l l 'u l t imo dei punti  11.2 una qualsiasi combinazione 
l ineare di esso e dei precedent i ;  cio6 tenuto conto degli ordini di infinitesimi 

- -  Y~r~kSa~ada~ a - -  Yi~a:~cphdx a - -  y~clm~ ~xh ~ Ya ~ 8madx~ 

eve gli pfaff iani  q%dm a, ~buda: ~ sono del tutto arbitrari .  
Lo stesso punto s~indica meglio con 

- Yi(P'hk -1- ~j," -+- ~ik,.~h}Sx, ndx~ -t- yahSmhdoc, a 

eio~, confrontando con le 11.2, lo S a r imane inalterato se alia cormessione pi nk 

si sostituisce F al t ra  

L ~  = r~ 8 ~ 

Perb se si vuolc ehe questa nuova connessione sia pure simmetrica,  e 

F ~ porremo allora L~---- a~, dev 'essere  

8~¢;~ + ~ ~ ~ ~ " 

Si fissi p. es. i - - h  =t= k; r isulta ~ = ~ cio~ 

I~ ~ F ~ ~ 

Risu l ta  da cib the lo S a c h e  una  connessione s immetr ica associa ad una  
cgppia di tangent i  in  un  punto  a Vn non var ia  se si sostituisce a detta 
connessione una  quals ias i  delle altre connessioni simmetriche the hanno le 

stesse geodetiche. 
In altri termini questi S a dipendono da G,~ e non dalle partieolari  con- 

nessioni che le determinano.  
Le eons~derazioni preeedenti  determina~m pea" ogni eoppia (li tangenti  

d, 8 in un punto y di V~, uno S~ che taglia in una retta cias(',uno degli S~, 
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d 'appoggio (ehe s~,rvono a costruire  G,~t. Ciascuno di questi  S~ ~ pensato come 
congiungente due generatr ici  inFinitamente vicine {Y, ~Y, e (y + dy, 8y + d~y) 
di una rigata, eiob contenente un 8~ di rignta o direzione riga~a. Ogni deter- 
minazione del simbolo dSy corr isponde ad una determinazione della genera- 
trice inf ini tamente  vicina a y, By), In  termini finiti, cib vuol dire che ogre 
determinazione di dSy deve dar  luogo ad una  ((proiettivit~ di Chasles ~) lungo 
la retta (y, 8y , ' e io~  ad una proiettivit~t fra i suoi punti  e i piani per essa 
entro lo spazio S 3 sopra determinato  relativo a d e a 8. 

Un punto della te t ra  (y, By) s'indicherfi, con 

11.6 ky + 8y 

s ' lmende che )~ d~v'essere un infinitesimo dello stesso ordine di 8y ed i~ rela- 
tivo al punto y e alla direzione 8; per  r ieordare  il fatto che ), ~ infinitesimo 
si potr~, indicate  co~ k ~ 80: se poi converr'~ esplici tare la sua dipendenza 
dalla sua direzione 8 si scriverh ),~-~ ~)~Sx a essendo t~a le componenti  di un 
arbi trar io vettore covariante  {non necessar iamente  le derivate  di una fun- 
zione 0 rispetto nile w~). 

I1 piano tangente in qnel punto ad una rigata ot tenuta spostando (nel 
modo da definire) quel la  ret ta  in direzione d ~ individuato dai punt i  

11.7 y ; 8y ; ydy  + dS)~. 

dSy = d(y~8~d~ --. y~a8~cadx ~ -~- y~dSx, ~ con la connessione F ~  Valutiamo 
cio~ ponendo 

11.8 dS~ ~ = ~ r ~ 8 ~ d x ~ .  

Un punto generico del piano tangente  in 11.6 ha le coordinate locali 
(v ° arbi t rar ia  e) 

v ~ ~ 80dx ~ -,~- d p S x i -  p~kS~hdx~ 
11.9 

1 (8~hd~ , -t- 8x*dx~ h) V h k  ~ 

ovo dp ~ un arbitrario infinitesimo Ila cui dipendenza dalla dire~ione d si 
pub porre in evidenza scrivendo per esso ~hdw h, ~h arbitrarie). 

Consideriamo ora lo Sp d 'appoggio definito dalle 1 ~i I~ ~ 8 i + 8k~h h k  ~ hk  -~" h + h  

di equazioni {analoghe alte 11,4) 

Il punto 11.9 appar t iene  ad ,~ ,  eio~ il piano tangente nel punto 11.7 
sega in una ret ta  lo S~ s e e  solo se 

Dunque :  il piano corrispondente nella proiettivit5 di Chasles determinata 
dalla connessione ]'~ hk al punto 80x + 8y ~ quello (dello S~ sopra costruito) che 
incide in rette gli S~, d'appoggio per i ffuali risulta ~hSXh--~ ~ 80. 
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In relazione al punto asseguato y e alla direzione assegnata 8 vi sono 
~ " - ~  8~ d 'appoggio che soddisfano a questa condizione per un dato va- 
lore di 80, cio~ per un punto ~0y + ~y, quindi fissata P~  gli c~ ~ S~ d'appog- 
gio si distribuiscono in ~ '  insiemi c~ '~-~ di S;~ e vi ~ una corrispondenza 
biunivoca {proiettiva) fru i punti della retta (y, ~Yl e gli insiemi ~ - t  di S~. 

Se ora consideriamo due connessioni differenti  F ~ P~ hk e hk e faeciamo cor- 
r ispondere due punti  ~0y + ~y e ~(~y + ~y che helle proieltivith di Chasles 
determinate  dalle due connessioni abbiano lo stesso piano eorrispondente 
otteniamo sulla retta {y, 8y} la proiettivit~t rappresentata  da 

~ - - ~ 0 = ~ . ~  h. 

Questa proiettivil& determinata da due connessioni pi ~k e F~  sulla retla 
{y, By) d& il significato di ~h~x~ h. 

Ancora :  fissiamo lo S~ d'appoggio definito da P ~ hT~ e cerchiamo quali sono 
i punti  ~(~y + 8y che al variare della direzione ~ e per una co~,nessione F~k 
hanno piani  tangenli incidenti lo Sp. 

Si deve uvere ~0 ~ S m ~ ;  e pereib il luogo di quei punti  ~ lo S,,_t di 
equazione 

V 0 .~_ ~hY h 

entro lo S~ tangente a V, in y. 
• ~ che fissato uno Sp d'appoggio (relativo a P~k) si he, una  proiet. _Ne g e ~ u e  

tivit~t fra gli S~-1 dello S ,  tangente in y a V~ e gli c~" S~ d~appoggio (gli 
uni e gli altri individuati  dalle ~ ) .  

12. C o n e ] u s i o n i .  

Riassumendo tutto quanto precede e senza entvare nei dettagli, si vede 
c h e l a  teoria di uno spazio a connessione affine pub farsi r ient rare  nella 
geometria proiettiva differenziale di una varietfi V. immersa in un SN proiet- 
tivo che sin proiet t ivamente re~'olaa'e fin,) a,ll'intorno del 2 ° ordine di un suo 
punto generico~ ciob~ 

8(2) ----- S . ,  a) N ~ n(n + 3) 
' 2 

L'assegnazione delle geodetiche della connessione su V. equivale all'asse- 
W 2 n -  l gnazione, in un S,~(,+a~-1 di S(2) di una ~ ehe si costruisce ponendo 

una proiettivitg fra i punti  di uno Su-j e i punti  di una varietg di Vero- 
V2,~-i Questa 1,C,~ 6 tagliata da c~" Sv_~ del suo ambiente  pure  in va- nese u-i • 

rieth di Veronese ;  gli $7, che proiett~no dal punto di V~ questi S~_~ {relativi 
alla W, appartenentt ,  alle S{2) osculatore nel punto) sono gli S~ d 'appoggio 
dei l)iani osculatori alle geodetiehe (cio~: questi piani segano quegli S~ in rette). 
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Fissare  una connessione simmetrica con quelle  geodetiche equivale  a 
fissare, per  ogni punto di V~,, uno di quegli  Sp:  si ha con cib, in ogni piano 
osculatore  sd una geodetica, u~a retta, normale affine a l l 'e lemento di geode- 
tica, ehe permette  la definizione di un arco affine di geodetica retativo ad 
una connessione. 

Sempre  per  le connessioni simmetriche, il trasporto di una direzione 
ill direzione d Ida y a y + d y }  def inisee:  I °) un S~ determinato da ~ e d 
eontenente t '6 ,  o direzione rigata, da cos t ru i re ;  questo non dipende dalla, 
par t ieolare  connessione adoperata, eio~ da, un S~ d'appoggio, ma da]la W 2"-~ 
the  determina le geodet iche;  2 °} la direzione rigata, o in termini finiti, la 
proiettivith di Chasles intorno alla ret ta  lY, ~Yj: e si ha modo di vedere come 
es.~a, varia, con la connessione. 

Con cib mi pa.iono eompietamente chiari te le circostanT, e relati.ve ad una 
connessione s immetr iea :  per ragioni di spazio devo r imandare  a d altro lavoro 
l 'analogo chiar imento pro' il trasporto di direzioni relative ad una connessione 
asimmetrica,  


