
D e u x  t h 6 o r g m e s  de  g 6 o m 6 t r i e  a n a l l a g m a t i q u e  r 6 e l l e  
n d i m e n s i o n s .  

t~I5moire  p a r  F~LIE OARTAN (St P a r i s ) .  

Je  me propose dans cette courte conf6rence *} d 'at t i rer  votre attention sur 
dcux th6or6mes de g6om~trie analyt ique anal lagmat ique r6elle ~ n ~ 2 
dimensions. Le premier  se rappovte :~, la repr6sentation d ' u n e  t ransformation 
anal lagmat ique r6e]le par une substi tution lin6aire d~termin6e portant  sur  
les coordonn6cs anal lagmatiques,  le second se rapporte it la recherche  d'hyper- 
sph6res r~elles orient6es eonnaiss:mt les invariants  anal lagmatiques rat ionnels  
de ces hypcrsph~res eonsid6r6es deux h deux It}. 

I - G 6 n 4 r a l i t 6 s  s u r  l ' e s p a c e  a n a l l a g m a t i q u e .  

1. Ddfinition de ]'eSl|a£e anal lagmatique.  
L'espace anall;~gm,tique r6e] h n dimensions peut se d6duire &un espace 

enclidien r6el f i n  dimension,~ E par l 'addi t ion 'aux points r~el~ de cet espace, 
rapport6 par exe.q~ple/i un sy,~tbmc de coordonn6es rectangulai res  X~, X2, ..., 
X , ,  un  point improt)rc qu 'on pout appeler  te point 4 l ' infini.  Pour  eela on 
introduit  nn systbme de n- t~2  coordonn6es homog6nes xo, x~,.. . ,  ~ , ,  x,,+~ 
lides aux coordonn6es rec tangula i res  par les relat ions 

- i - x ;  < = ' "  

d' oh 1' on d~duit 

9~'n + ! 

x~ + x~ ÷ ... + x ~' 
n 

(1) "2 "2 a~, + z"2 + ... + ~ - -  z o x , + ,  --= F(Xo ,  x , ,  ... x , + , )  - -  0.  

Les points h distance finie de l ' espace  euclidien sont ceux pour lequels 
la coordonn6e x, 0 eat diff6rentL~ d,  z6,'o. Le point impropre {point it l ' infini)  
est eelui pour lequel la coordonn~e x0 est nulle. I1 est unique car  l '4ga- 
lit4 ~ o - - 0  entralne,  darts h~ domaine r6el, 

a t  - - -  ~2 - -  "" ~ g~n - - -  O~ 

d'of l  la  n u l l i t 6  de  t o u t e s  l e s  c o o r d o n n 6 e s  ~ s a u l  w n + , .  

(*) C o n f 6 r e n c e  l u e  a u  t r o i s i 6 m e  C o n g r S s  d e  l ' U ~ i o n e  M a t e m a t i c a  I t a l i a ~ a  St P i s e  le 23 
s e p t e n i b r e  19:t8. 

{t) Cf r .  • A n n .  Soc .  P o l .  M:alh.  , ,  (19~t7), p. 266-278. 
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L'espaee euelidien compldtd par le point h, l 'infini est, l 'espace anallagma- 
t ique que" nous al)pellerons A;  les eoordonn6es x,,, x ~ , . . . x , , ,  x,+~ sont ]es 
coordonneds a~+atlagmatiques de cet esp~ce ; ]a forme qnadrat ique  F(~;~, xq, .... 

~,~, x,~+~} sera dire la forme f o n d a m e n l a l e  de cet espace. 

2. Reprdsentat ion projectiw~ de l 'espace anai lagmat iqm ~. - -  Les coordon- 
ndes anal lagmatiques  homogbnes xo, x~, ~ ,  ... , , , ,  x?~+~ p~ uvent  ~trc regard6es 
eomme les coordonn6es homogbnes c[' un espaee project if  h n +  1 dimen- 
sions P dans lequel  est ptongd l ' e space  analIagniatiq~e A i eet e s p a c e  A 
n ' e s t  au t r e  que la'  quadr ique  Q d 'dquat ion Fix, o, x , , . . . x , ,  x~+~):=O. Les 
t ransformations anal lagmat iques  de l ' e spaee  A se~ont par ddfini(ion les 
t ransformations projectives de l 'espace P qui laisser.t invariante la quadr ique  Q: 
elles se t raduisent  par  les subst i tut ions lin6aires h, coefficients r6els qui 
laissent invariante l 'dquation F{x,o, x, , . . .x ,~,  x ,~+~)=0,  c'est/~ dii'e qui repro- 
duisent  la forme F /~ un facteur  constant  pr6s X diff6rent de zdro. 

L I ~ t E  1. - On pen t  reprdsenter de deux  maJ+ibres d i f f&entes  loute trans- 
f o rmat ion  anallagmalif~ue rdelle T . p a r  une  subs t i ! , t i on  lindaire rdelle (-) 
la i ssanl  i nvar ian t e  la forme quadra t ique  Fix,°, x~ .... x , ,  x,+_~). 

En effet la forme fondamentale  r6elle F se d6compose en la somme des 
carrds de n + 2 formes ]in6a:ires ind6pendantes d(mt n--t 1 ~ont prde6d6s du 
signe + et le dernier  du sighe .... . I1 en sera de mdme d(, la f<>rme 
F(x'o,  x '~ , . . .x ' , ,  x',,+~t, I I e n  rdsulte, d ' aprbs  la ]oi classique d ' inert ie ,  que 
l' dgalitd 

F(x', , ,  x'~, x',~ ... x ' , ,  x'~,.,)--= ),F(xo, x, ,  ... x . ,  x.+,) 

exige que ), soit posi t i f ;  en divi,~nt par ~ ¥)~ i~s coefficients des formes 
lindaires x'o, x'~, ..., x'~,, x',,+~, on jnstifier ' t  l '6none6 du I~emme I. 

II. - L e s  h y p e r s p h b r e s  h 6 q u a t i o n  r 6 e l l e  e t  l e u r s  c o o r d o n n 6 e s .  

3. Equat ion gdndrale des hypersphbres  de l 'espace A. 
Cette 6quation est., ~n coordonndes r(,etangulaire~ 

a,,iX~ + X~ q- ... t- X~,t 2a~X, - -  2a.~X~ .... ... - -  2a , ,X ,  + a,,+~ = 0, 

ou, en uti l isant  lea eoordonndes anallaglnatiques : 

(2) aox,,+ ~ --  2a,x ,  - -  2a~x~ ... 2a,,x,, -~- a,~.+~Xo = O. 

Remarquons  q u ' u n e  hypersph~re l>roprement dite correspond "X un coeffi- 
cient a,  diff6rent de z6ro. Si a o est nul l '6qnation {2) repr6sente un hyperplan.  
En g6om6tric anat lagmatique ]'hyperl)t~n doit 6tre re~,~ardd eomme une hyper- 
sphere partieuliOre, cctract&i~de p a r  la propridtd de co~denir le po in t  6 l ' infini.  
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Les coefficient.~ a0, a , , . . ,  a,, +, seront appell6s les coordonn6es de l 'hyper- 
sphbre;  eltes song dSfinies h u n  f~eteur arbi traire prbs diff6rent de z6ro. 

LE~[~E 2. - Si l 'on applique aux  coordonndes a0, a , ,  ...a~, a.n+~ d 'une  
hypersph~re E une des substitutions lindaires 0 q~i traduisent  ne transfor. 
mat ion anallagmalique rdctle T. t 'hypersph~re donl les coordonndes a'i sont les 
transformdes par  (9 des coordonndes a~ song les coordonndes de l'hpersph~re E' 
transformde de V par  T. 

En effet soient x,,~, x ~ , x ~ , . . . x , + ~  tes coordonn~es d ' u n  point de E et 
~'~, x ' , , . . .x '~+;  ceIles du point transform6 par O. On aura en d6signant 
par ,~ un param~tre arbitrMre, et d 'aprbs  le Lemme 1, 

d' o/1 

d' oil 

3F 
F(x'~) + ~a ' ,  ~ 

3F v 3F v , - -  , ~ a i  3 " 

Or la relation tJb qui peut  s '6cr i re  

3F ~F ~F 

exprime que te point xi est situ(~ sur l 'hypersph~ro de c~ordonn~es ai;  la 
re]ation 

3F 3F 3F 
a t  o ~ ] ' -4-  - I - ~ ' ~ - i  3 3 3 , n ÷  l 

exprimera  done que le point (x'~l est situ6 sur  l'hypersp~,re de eoordonn~es a'~ 
ce qui ddmontre le Lemme 2. 

En d~finitive les substitutions lin~aires (-) qui traduisent  analyt iquement  
toute transformation anallagmatique T appliqude aux  points  de l' espace anal- 
lagm~tique rdet A traduisent  dgalement la m~me transformation T a ppliqude 
aux  coordonndes des hypersph~res de A. 

I I I . -  L e s  h y p e r p h ~ r e s  p r o p r e m e n t  r 6 e l l e s ,  l e s  h y p e r p h ~ r e s  
i m p r o p r e m e n t  r 6 e l l e s  e t  l e u r s  c o o r d o n n 6 e s  s e m i - n o r m a l e s .  

4. - -  L'~qu~,tion d~une hypersph~re proprement  dite peut  s '~crire 
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o n  e n  d 6 d u i t  i m m d d i a t e m e n t  

(3) F(a,,, a , ,  % ,  ..., a , ,+ j  = a~oR '', 

R d6signant le rayon de l' hypersphbre.  
Trois cns sent h dis t inguer :  

I ~ Oas Flr~i)-~0. On a affaire h u n e  hypersph~re h centre  rdel et 
rayon purement  imagina i re ;  nous dirons qne l 'hypersphSre est imp,,'ol)rement 
rdelle. 

2 ~m" CAs F ( a i ) >  O. On ~ affaire h une hypersphSre de centre rde] 
et de rayon r6el;  hens  dirons qne t 'hypersphbre, es! proprement rdetle. 

3 ~'ne CAs F ( a i ) : 0 .  On a affaire "h u n e  hypersphi}re de rayon nul, 
c 'es t  i~ dire 5, u n  point. 

Remarquons que tout hyperplan r6el rentre  darts la classe des hyper- 
spheres proprement  rdelles, puisqne 

E(a~) = ,,~ H- aY, + .  + a ~ > O. ~ * • • ~?,  

5 . -  Dans l ' espaee  projeetif  P les hype,rsplff~res improprement  r~e,lles 
sent repr~sent6es par le,s points inl&ie~,~rs h ]a quadriqne Q, les hypersph6re,s 
propreme,nt rSe,lles par le.~ poinls extdrieurs h, la q~adrique Q et les hyper- 
sphb, re,s de rayon n u l  par les points de la qnadriqne Q. 

6, HyperspM:re puremeni,  rdelle orientge. ~ Toute,hypersphL'ro purement  
r6elle est sus(,eptil)le d 'n , : e  orien, tafion. Orienl(,r cello hyp(,~rsphbre c ' c s t  
eboisir une des de,ux rdgions dan.q los ,tu,,lh,s elle sdparo l 'eslmee anallagma- 
t ique;  la rdgion ehoisie sera apl)el](5(', le domaine de l 'hypersld~hre orient6e. 
Dans l 'espace l)rojeetif P h., point rel)rds(u~talif d(' I']lypevsl)h;'ve, qu~,lle que 
soit s~m orientali,m, est un poin{ _711 i. . t6rienr h la qn;~drique, Q, et le do~nai~e 
de t'hypersph/-q'e orientde e.st l'un(, des denx r6aions de la quadri , tne Q sdpa- 
r6es par l 'hyporeone de sommet M tangent h Q, on encore par l'hyl)e,rplan 
polaire de M par  rapport  ~t Q. 

7. {~oordounSes semi-normales dh~ne hypersldlbl:e imin 'oprenmnt r6elle - -  

L' in6galit6 
F(ad < 0 

o n  

qui oaract6rise ees hypersphbres montre que leurs cordonn6es ao e.t a,,+~ 
sent de m(hne signe et ne }),,uvent jamais s 'anHnler.  Comme los points qni 
les reprd.qentent dans l 'ospaee l . 'o j .e l i f  P sent inl6vieurs it la quad]'iqm~ Q, 
ils ferment  u n  ensembl-  eonno..e ct ~i l 'on clmisit pour l :un d ' eux  la, eeor- 
donn6e a0 positive, le passage d ' n n e  manibre eon | inue  de ee point h, nn 
autre point queleonque de l ' ensemble  eonduira pour tons c,e~ points 5, de;; 
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coordonn6es a o et a~,+~ pouitives. Nous appel lons  eoordonndes semi-normales  
d ' u n  que lconque  de cos points  callas pour  ]esquel]es on a 

ao > O, a,,+~ > O, 

ou encore a,~ ~-a,,+~ > 0. A v e c  cet te  suppos i t ion  nous  r a y o n s  qua les eoordon. 
ndes semi-nor  males de tout point  in, ldrieur 0 Q ou de loute hypersphdre impro. 
prement rdelle soul ddfinies de un  faetee~r ? osit i f  arbitraire pros. 

8. Coord~)nndes sen,.i-norm~fl~s d' un po in t  de, l 'espace, a n a i l a g ma t i q u e .  - -  
Comma les coordonndas  d ' u n  point  satisf, nt  'i Pdqua£ion 

= + + 

il en rdstHte qua x,, et x~,~ sont du  m~me s i g , e  at qua, l ' .une de cos coor- 
donndes ne pout  s ' a n n u l e r  qua si lo point  est l ' o r ig ino  des coordonndes  ou 
le point  h l ' inf ini .  On pourra tou jours  s ' a r r ange r  pour  qi~e ]a somme xo + x,+~ 
salt  posi t ive ~,t on 1)ant lmssev par  con~inuit6 d ' u n  point  qnelconq~xe de Q h~ 
un antra point  quolconque  de manibre h, a.voir c o n s t a m m e n t  x o + x , , + ~ > 0 .  
Los coord, nndcs semi-nor;nal( ,s  d ' u n  point  seront  ddl'inies ainsi  pa,r la con- 

di t ion ~, ~- ;~,,4~ > 0. Riles soad ddfinies & un  facleur posi t i f  arbilraire pr4s. 

9. Coordonndou .~emi-normt~les d ' tme hype r sph6re  p u r e m e n t  rdclle, brientfie.  
• N()us los ehoi~irons par  convent ion  de manibro  qua los coordondes ao, 
a~ .... a,,, a,,+~ sat is l 'assant  5, h~ ,m~dii,ion 

- -  (t,,Xv ~ i -! ?tt,O~,t ~ ... t ~an~n --  CQ.+i~o ..> O~ 

los x~ d(~sigmmt les c()ordonr., .~,~¢ semi-no, males & u n  point  quc lconque  du 
dom,  ine de i 'hypersl~hbre.  

On volt imm6diatem~mt qua si le point  it l ' i n f in i  fa i t  pnr t ie  du  domaine  
de l 'hyparsph('~re ori,nt(~(~ donnde, la, coo rdonndo  s e m i - n o r m a l e  a 0 de carte 
hyl)ersi.h6r,, eai; ndy~ttiv(, or, s'il ~n full; pc: l ie ,  ella ast posi t ive (hypersph~re 
orientde ex td r i eu r emen t  ou in tdl'i(m~ement). 

]0. - -  Tm::om'~:~: I. - Ybule tra~Tsformalion anallagmalique rdelle T pout 
~tre reprdsentde c~nalyliqueme~t par  une subslitulion lindaire rdelle bien ddler. 
mi~de (9 laiss(~J# i~wavi~fnfe la farina [o~damenlale F et faisan~ passer  d ' u n  
syst~me de coordon~des semi-~ormales d 'une  hypersph~re improprement rdelle, 
ou de rayon nnl, ou pJ'oprement rdelle orion tale, aux  coordonn~es semi-normales  
de eette h,~persl)hdre transformde par  T 

] )mm~s~:~Awo~.  - ])'~pr,~:s te L e m m e  1, il exis te  deux  subs t i tu t ions  
line, aires J;epr6scniant an~]y t iquemen t  la t r ans fo rmat io~  T et l a i s san t  inva.  
r iant~ ]a farina fondamen ta l e  F.  
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Par tons  alors d' une hypersph~re improprement  rdelle particul@re, par 
exemple  l 'hypersph~re So de coordohndes a o ~ a .+ i  = 1, a, ---, a.2 . . . . .  a,~ -~-- O, 
et soient 

0 , ,, . , , + 1 _  (i ---- O, I ,  2 ,  . . . ,  n ÷ l )  a ' i  -~- ~ i  a o  - [ -  ~ i  5 i  ---1- . . .  --~ ~ i  5 n  q -  ~ i  ¢~n~l 

les dquations de l ' une  des substi tut ions lindaires reprdsentant  ta transfor- 
mation anal lagmatique T. L 'hype r sphbre  E, sera transformde en P hyper.  
sphere Y"0 de eoordonndes 

o ~ - b l  , o .n-t-1 o ~q-1 

Ces eoordonndes sont semi-normales pour  ~'o si 1' on a 

o o ~n-l-t  
~o + ~+1  > O, ~,,+l ÷ ,,+l ~ O, 

ces deux in(fgalitds se ddduisant au tomat iquement  l ' une  de l 'autre .  L ' u n e  
quelconque d ' en t re  elles suffit  pour que le thdor~me I soit vdrifid pour  
l 'hypersph~re  improprement  rdelle S 0. 

Cela posd le thdor~me sera vdrifid automat iquement  pour  ~toute hyper- 
sphere improprement  rdelle Y.. On pea t  en .effet passer  par  eontinuitd de ~o 
/t ~. La somme a' o ÷ a'~+~ relat ive h la t ransformde Z' de  E ne peut  j amais  
s' annu l e t ;  elle res tera  donc toujours  posi t ive;  le thdor~me I e s t  done vdrifid 
pour toute h/ypersph@re improprement rdelle. 

I1 e n e s t  de m~me pour  une hypersph~re de rayon nul _M /~ laquelle an 
peut  passer  par  continuitd en par tant  de S o pour  aller au centre de Zo et 
de 1~ au point M e n  suivant  une ligne droite, car /~ chaque instant  du pas- 
sage la somme a!o +5 ' , ,+1,  qui  ne peut  j amais  s 'annuler ,  r es te ra  positive. 

Par tons  enfin d ' a n e  hypersph~re proprement  rdelle orientde de coordon. 
rides semi-normales  5o, 5 , , . . . ,  an,  5n+~ et soient x~ les coordonndes semi-nor- 
males d 'un point quelconque M de son domaine. L'inegalitd (4) du n. 9 peut  
s' dcrire 

~F 3F 3F  
I4) cto V £  + a , ~ + ... + 5 , ~  ~ , ,+~  > o .  

La subst i tut ion lindaire 0 t ransformant  les coordonndes semi-normales  de 
l ' hypers  h~re orient~e en 5 o, 5 ~, ... a~,+~ et les coordonndes semi-normales  

t t t du point M' en x0 ,  x ~ , . . . x n + ~ ,  on aura 

32' 3F a' 3F 
5 ' o a 7  + 5 ' , a -~  ÷ . . .  ÷ -+,  a t e ,+  > °. 

Le th6or~me I se t rouvera  donc vdrifi6 p o u r  les hypersph~res purement  
rdelles orientdes paisque le domaine d 'une  quelconque de ces hypersphbres  
est t ransformd duns le domaine de cette hypersph~re transformde par T. 
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11. - -  Revenons  ~ l 'espace pro jee t i f  P. Les  points  de cet espace qui  sont 
in t~r ieurs  ~ la q u a d r i q u e  Q ont leurs  eoordonn~es s emi -no rma le s  d~finies 
ufi f ac t eu r  posi t i f  pros, tandis  q u ' i l  n ' e n  est pas de m~me pour  les points  
ext~r ieurs  h Q. On peut  dire  que ees points  sont gdomdt r iquemen t  or ientables .  
On peut  du  reste  mon t r e r  f ac i l ement  qu 'on  peut  passer  pa r  eont inui t6  d ' u n e  
hypersph~re  orient~e ~ la m~me hypersph~re  orient~e d ' u n e  au t re  mani~re .  
P a r  exemple  consid~rons la fami l le  d ' hype r sph~re s  orfent~es de coordonn~es 
s e m i - n o r m a l e s  

a 0 ~ - -  sin t, a~ ---~ --  cos t, a~ . . . . . .  a,~ ---- 0, a,~+~ ---- sin t, 

et fa isons  var ie r  t de t o h t0H-~:;  on passera  de F h y p e r s p h ~ r e  (to) i~ l ' hper -  
sphere  (t, ÷ re), qui est la  m~me que 1 )hypersph~re  (to) , mais  orient~e d ' u n e  
au t re  manii~re. 

On r e m a r q u e r a  que le passage  d ' u n e  hypersp~re  i~ 1 , a u t r e  se fa i t  n~ces- 
sa i rement  en passan t  par  un  h y p e r p l a n  (pour sin t -~  0). 

IV. - H y p e r s p h ~ r e s  u n i t a i r e s ,  l n v a r l a n t s  a n a l l a g m a t i q u e s .  

12. - -  Une  hypersphi~re p u r e m e n t  r~lle orient~e de coordonn~s ai est dire 
u n i t a i r e  si l ' on  a 

F(a~) -~ 1, 

ou, d' apr~s l' 4quat ion (3) d u n .  4, 

1 1 
a 0 - ~  ou R '  

su ivant  que l ' hype r sph~re  est orient~e in t~ r i eu remen t  ou ext~irieuremen~. 
Une  hypersph~re  improp remen t  r~el]e est di te u n i t a i r e  si l ' o n  a 

F(a~) "-- - -  1 

avec a 0 ~ 0. e ' e s t  ~ dire 

1 
 0=tR I 

1 3 . -  La  f igure  fortune de deux  hypersph~res  un i t a i r e s  orient~es de 
eoordonn~s a, bi admet  un  inva r i an t  ana l l agmat ique ,  i~ savoir  F express ion  

(aob,,÷,-t-boa~+,) (2). 

(2) On lui  donne  encore  le nora de  produit scalaire des  d e u x  h y p e r s p h ~ r e s  un i t a i res .  
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S'i l  s 'agi t  de deux hypersph~res proprement  dites de eentres a,,  ~ ,  ... ~, et 
~,, ~ ... ~. et de rayons R et R', cet invar iant  est ~gal 

1 ,, ~ 1 1 R~ + R ' ~ -  d~ 
aob,, a , ~ ,  -4- ... + ~ , ~ , , - - 2  {:¢-~ + .. .  ,, - -  R ~) - -  2 ( ~  + ' "  + ~'~ - -  R''~) j - -  2R- -~  ' 

fornmle off les facteurs  R, R' du d~nominate~lr repr~sentent les rayons des 
hypersph~res precedes du signe + ou du s i g n e -  suivant que les hyper.  
sphbres sont purement  r~elles orient~es int~r ieurement  ou ex t~r ieurement ;  si 
l ' une  des hypersphSres,  la premi/~re par exemple est improprement  r~elle le 
facteur  R du d~nominateur  est ~gal a u module du rayon. Enfin d est la 
distance des eentres  des denx hypersphSres.  

R~ d'~ 
L' expression + R'2 - -  2RR' , interpreit~e corn e il vient d 'etre dit, est l'in- 

variant  anal lagmat ique rat ionnel  unique de la f igure consid~rde. 
Remarquoas  que cet invar ian t  ne chan e pas,  si les deux hypersph~res 

dtant purement  rdelles, orientdes, on change simultandmenl l 'orientation de 
chacune d' elles. 

On montre faei lement  que l ' invar ia~t  anallagmatique, si les deux hper. 
spheres sont purement  rdelles sdcantes, est le cosinus de l 'a~gle fail  en u n  
point  M commun aux  deux hypersph~rcs par  les normales en M ~ ces deux 
hypersph~res men,des vers l 'inldrieur du domai~e de chacu~e (:~). Si tes deux 
hypersph~res sont improprement  rdelles, le~r invar iant  a~allagmalique esl 
toujours ndgatif. 

¥ .  - R 4 s o l u t i o n  d '  u n  p r o b l ~ m e  g ( ~ n ~ r a l .  

14. --  PROBL]~]~IE. - Dgterminer p ~ n + 1 hypersph~rrs S~ , S.2 , ... Sv unilai- 
res, proprement rdelles, orienldes, i~ddpendantes, coJomissanl les invar iants  
anal lagmatiques ajj des couples S~Sj d'hpersph~res inconnues. 

Nous at t r ibuerons aux hypersph6res £'~ leurs (:oordonnSes semi-normales .  
Ces p h ypersphb,'es d6terminent  un .~ysldme lin6aire d 'hypersphbres  ren t rant  
toutes dans l 'ex: , rcssion u,S~ + u ~ S ~ + . . . - t  u~S~.,. Nous appcllerons forme 
fondamentale  de co systdme lin6aire la l'ormc qu~drat ique q)(u~, u.~, ...u~,) 
qui reprSsente le carr~ scalaire de l'hyper~:phbre g6n6rale du syst~me. 

On a 

• (u,,  u~, ... u~) ----- u; + u.~ + ... + u~ + 2Y, aou~u j . 

t a} Si les dcux  hypersph6res  sont des hyperplans ,  ce prodni t  scalairc~ est le cosinns de 
P angle  des deux  hypcrplans .  
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15. - -  LE:~IME 3. - L a  ddcomposition de la forme quadratique O(u~u:, .,, up) 
en une somme de carrds de formes lindaires inddpeudantes donne naissance, 
pour que le probl~me soil, possible, 

soit ~ p carrds positifs, 
soil ~ p - - 1  carrds posil i fs  el un  carrd ndgalif, 
soil 6 p -  1 carrds posilifs. 

D I ~ S I O N S T ~ A T I O N .  - ) I o n t r o n s  d 'abord que la condition est n6eessai re :  
il snffit pour  cela de montrer  qne le nombre des carr6s posit ifs  est au 
moins dgal 'a p - - 1 .  Dan~ le ca s contraire en effet on pourrMt extra.ire dn 
syst6me lin6aire consid6r6 au moins deux hypersph6res  dist inetes orthogonales 
entre elles, dent chacune serait  en improprement  r6elle ou de rayon nul. Or 
il es| ~ impossible que l ' invariant  anal tagmatiqne de deux hypersph6res  impro- 
prement  rdelles soil nnl, puis(lu'il  est essentiel lement n6gatif ;  si l ' une  des 
hypersphbres  6tait improprement  r(,~elle el, t ' au t r e  'a rayon nul, eela signifie- 
rail q u ' u n e  hypersph6re impropreinent r6elle eontient  un point r6el, ce qui 
est absurde ;  enfin l ' invar ian t  anal lagmatique de la figure form4e de deux 
points r6el~ disiipcts est |ou jours  n6gatif ear, avec un choix corn, enable 
des coordonn6es semi-nornmtes  des deux points, cet invariant  est 4gal 

1 --2~XoX'od* off d d6signe la distance de ces points, dans le c~s ou ils sent 

1 
lens deux h distance l'inie, c| h, ~ 2x, ox/,,~ si le second point  est le point 

'~, t' infini. 

1 6 . -  Pour  montrer  qne le problbme est possible dans les condit ions 
dnoncdes par le Lemme 3, passons en revue lea trois eas possibles. 

1 ~' (;a,=. La forme /'o~damentale q)(n,u~,.., up) se ddcompose err p earrds 

positifs. Supposons 

V ~ q -  .,. q -  V ~ {5) d){u~ u2, %)  == u~ + . . .  -e u "2 + 2Ea~u~uj == v~ -~- 
• , ,  . p P" 

et so i t  

le d6terminant  des ~ 6tant diff6rent de z6ro. 
Cheississons dans l ' espaee  anal lagmatique,  ce qui est toujours  possible, 

p hypersph6res  unitaires ind6pendantes orient6es, orthogonales entre elles, 
ce qui revient  h prendre, darts l ' e space  projectif  P, p points ext6r ieurs  ~ la 
qua~drique Q et conjugn6s entre eux denx ~t deux, On aura, en d6signant 
par A~, A~, ... A~ les p hypersph6res  uni taires  choisies, 

u,S~ .+ u.~S~ q ... q-- % S ~  = v~A~ q- %A.~ + ... vvA ~ 

et on constate immddiatement  d 'apr6s la relation (5) que les produits  scalaires 
des hypersph6res  S~Sj sent 6ga:ux aux invariants  donn6~ a ij et en entre que 
les hyper,~phhre,,~ S~ sent  lmrement  rd~lle~ llnitaires. 

. A ~ d i  d i  Maten~at@.a,  ~('Pio- 1 V ,  Tctm¢~ N X V 1 f I, 2 
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II y a une infinit~ de choix pour  les hypersph~res Ai ,  A~ .... , A~o et on 
d~montre q.u'on peut  passer  de l~une ~ l 'mltre  par  une t ransformation anal. 
lagmatique.  Dans ce premier CarS le probl~me proposd admet done une infinild 
de solutions routes anallagmatiquement dgales entre elles. 

2 ~ °  CAs. La forme fo~damentale @(u,, u~,.., up) se ddcompose en p -  1 
carrds positifs et ut~ earr~ ndgatif. Nous aurons iei 

÷ v ~ - t - . . .  + v 2 - - v  ~ ~ ~ u 2 ÷ Za~;u~.  (6) ~ ( u , ,  u.~, ... u~)  = v ,  p_~ p u ,  + ... + p 

Choisissous p -  1 hypersph~res unitaires indSpendantes orient~es~ ortho- 
gonales entre elles et une hypersphSre impropremcnt  r~elle uni taire  orthogo- 
nale aux pr~cSdentes que nous d~signerons respect ivement  par  A~, A~, ... A~_~, 
A~. On pourra  prendre pour S, ,  S. 2 .... S~ les hypersphSres sat isfaisant  h, la 
relat ion 

d'apr~s la relation (6) les hypersph~res S, ,  S 2,... ,~'~ satisfont aux conditions 
du probl~me. 

I1 y a une infinit5 de choix pour  les hypersph~res A~, A~, ... A~:_~, A~ 
dont les p - - 1  premieres  sont purement  r~elles orient~es unitaires et la der- 
n i t re  est improprement  r~elle unitaire,  ces p hypersph~res ~tant orthogonales 
entre elles deux h deux. On peut  toujours passer  duns l 'esp~ce project i f  de 
la figure fortune par  ]es points reprSsentatifs des hypersphSr(s  A~, A~,.. .A~ 
du premier  choix aux points rdprSsentatifs des hypersphbres  du second choix, 
mats sous la condilion que la somme a0- t - a ,  ~ de Ap soit positive duns les 
deux choice. I1 en rdsulte que si F on change les orientat ions de routes les 
hypersphSres S~, on aura  deux solutions du prob]~me qui ne pourront  pas 
se d~duire l~une de l ' au t r e  par  une transformation anallagmutique.  

Dane le 2 ~'~ cas envisagd il existe done deux familles de solutions, les 
solutions de chaque famille dlant anallagmatiquemen/ dgales entre elles. Les 
solutions de l' autre famille se dgduisent de celles de la premiere famiUe en 
changeant les orientations des hypersph~res cherchdes, ce qui fournit dee solu. 
tions non anallagmatiquement dgales aux  premiSres. 

3 ~ C~s. La form~ fondamentale ¢(u~, u~,~., u,) se ddcompose en p - - 1  
carrds positifs. 

Noas aurons iei 

(7) ~P(u,, u~, ... u~) -~ v, + ... ~- ,_~ u, -~ ... -~- 

Choisissons p - - 1  hypersph~res unitaires orient~es orthogonales entre 
elles, que nous d~signerons par  A~, A~, ... A~_~. Les p -- 1 (~quations linSaires 

v~ - -  v., ----- ... - -  v~_~ -~---0 

donnent  pour u~, u ~ . . .  u~ des valeurs bien ddtermindes h un facteur  constant  
pros, soit ~ ,  ~:, ... ~ ,  de sorte que le systSme linSaire u~S~ ~- ... u~S~ contient 
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lo point  
~,A, ) ~A~ -3-... -4 ~A~,. 

Si l 'on change  I 'o r ien t~ t ion  de routes los sphbres S~, S , , , . . .S~ ,  on aura  une  
solut ion du prol)lbmo qui no pent 5tre a n a l l a g m a t i q u e m e n t  @,ale "~. la, pre- 
mi6ro car  il n ' ex i s t e  a ucune  transforma, tion annllagma~tiquo qui eh~nge le 
s igne des eoordonndes  s emi -no rnmles  d ' n n  point.  

17. - -  !:(~sumons 1,,s rdsul ta ts  ol)t(mus d~ns ] '6none6 du thdorb, me suivant .  
Tm;:om;:Mt~: I f . -  Po~t,~" q~' i l  e,~isle des soluIio~s du t?robldme dnoncd au 

n ld il est m~c~'ss~ire flue la /br~e fond~tmontale du syMdme li~'~daire constitud 
p(tr les p ~__ n -t- t hypcrsphdres unilaires orientdes S , ,  S~, ... S~ soil ddcompo. 
sable soil 

1 ° en, p carrds positifs, 
2 ° en p -  I corrds positifv el un ndgalif, 
3 ° e~ p - I  c,a~rrds posilifs. 

Daas le premier cas Ie problSme comporte une infinitd de sot~tions routes 
anallagmali(luement (;,gales enlre elles. 

Dans le second et le troisieme eas le probl~me comporte deu';c familles de 
solutions, les solulions de chaque /amille dtant anallagmatiquement dgales 
entre elles, mais non anallagmaliqucment dgales & celles de l'aulre famille. On 
passe des solulions de la premiere famille ~ eelles de la seeonde en changeant 
l' orienlalion de toules les hypersj)hSres qui saris font au l~robl~e donnd. 

18. Gas lmrt icul ier .  - -  P r e n o n s  le cas  p = 2. I1 s 'ag i t  de trouver  d e u x  
hyp, ,rsphbres  uni ta ires  orientdes  S, et S.~ de tel le  fagon que  la forme quadra-  
ti(lm, cP(u~, u~) qui reprdsente  le carr6 scMaire de u~S~-t-u~S.2 soi l  

q)(u, ,  u~) -=- u~ --t- u~ -t- 2au~u 2. 

IJa dScompos i t ion  en carr~s de eet~e forme d o n n e  

¢b(u~ , u.21 = u~ 4 -  2au~u~ -3- u~ ---= {u, -t- au~) ~ + (1 .... a~)u~. 

P a s s o n s  en revue  los trois cas  a21~  1, a ' ~  1, a - ~ =  1. 
Dans  le premier  cas off le  produi t  scala ire  des  d e u x  hypersph~res  est  

in[Sr ieur  '~ t en va l eur 'abso lue ,  tes hypersph(~res sont  s~eantes  ; soit  a =  cos ~. 
Par une  transformat ion  a n M l a g m a t i q u e  eonvenab le ,  les  deux  h y p e r s p h ~ r e s  
sont  transformdes  en d e a x  hyperpl: :ns  se cow,pant sous  t ' ang l e  a ;  n o u s  pou- 
vons  supposer  que  ces  h y p e r p l a n s  ont  pour  6quat ions  r e s p e e t i v e s :  

~ == 0~ x I cos ¢¢ -b- x,~ Sill q. ----- 0. 

Le e b a n g e m e n t  s imul tan6  de leurs  or ientat ions  so traduit  par les  6quat ions  
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Dans le second cas les deux hypersphOres ne sont ni tangentes ni s~can- 
tes :  supposous- les  int¢rieures l 'une 'h l 'autre, ce qu'on peut toujour  r~aliser 
par  une t ransformat ion anal lagmatique.  Si elles sont orient6es intOrieurement 
route les deux, leurs domaines n 'on t  aueun  point commun tandis que si on 
change simultan~ment leurs orientations , leurs domaines ont une infinit~ de 
points communs, la nouvelle  figure ne p e u t  done 6tre anal lagmat iquement  
~gale h la premiere. Un raisonnement  analogue conduit  ~ la m~me conclusion 
si l ' une  des hypersph~res est orient6e intOrieurement, l ' au t r e  6rant orient~e 
ext~rieurement.  

Dens te troisieme c a s a  ~-~- 1, par  e x e m p l e  a ~  1, on a affaire 'h deux 
hypersph~res orient~es tangentes  qu ' on  peut  par une t ransformation anat- 
la;~matique ramener  /~ deux hyperplans  or ient , s  parall~les e t  de mOme 
orientation. Le domaine de Fun des deux hyperplans,  par  exemple le premier,  
contiendra l 'autt 'e hyperplan.  Si l 'on change simultan~ment les deux orienta- 
tiom:, ce sera le domaine du second hyperplan qui contiendra le premier.  Le 
changement  simultan~ des orientations de  S~ et de S. 2 ne pent done Otre r6a~- 
lisable par  une t ransformation ana]lagmatique.  

Les rdsultats prdeddents sont d'accord avee l'dnoncd du thdor~me II,  

19. - -  •,[. BL~SCltKE, dans le volume de son Trait(! de Gt~om~trie diff6- 
rentie]le eonsacr6 /~ la G6omdtrie anal lagmatique r6elle /~ trois dimensions, 
fait rentrer  dans le groupe de cette Gbom~trie ] 'op6ration qui consiste h, 
changer  l 'o r ien ta t ion  de toutes les sphbres /~ centre r~el et rayon r6el. Si 
l 'on admet ce point da v~:'=, ie probl~me d u n .  14 que  nous venons de traiter 
ne comporterai t  que des solutions routes anal lagmat iquement  ~gales entre 
elles. Mais on peut  consid4rer que ce point de rue  n 'es t  pas eonforme "h la 
nature  des choses ;  c ' es t  pour cela que nous ne Favons  pas adopt6. 

l~ous pouvons remarquer  que le c a s q u e  nous avons trait5 tire son int6- 
r6t du fair que l 'dquation de la quadrique Q a son premier membre d~compo- 
sable en une somme de n + 1 ca,rrds positifs et u n s e u l  carrd ndgatif 


