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R4sttm~. - Le t~'avait est rdsumd dans l'Int~'oduction. 

Introduction. 

l . -  Soit  Q an  cy l ind re  in f in i :  Q = ~ X R t ,  Q ou~er t  born6 de R n, 

s u f f i s a m m e n t  r6gu l i e r  et soi t  A x, t, ~ @ -= P un o p 6 r a t e u r  parabo-  

l ique  dans  Q, A est suppos6 e l l ip t ique  d ' o r d r e  2m ~ coef f ic ien t s  suff isam- 
men t  r6gu l i e r s  en x (par ex. ind~f ih imen t  d i f f6 ren t i ab les  on analyt iques?  et 
de ~lasses convenables en  t (du type  (~GEVRE¥~)). 

On se p ropose  d ' 6 t u d i e r  le probl~me mix te  non homog~ne dans  Q 

(*) Pu = L 

f <(distribution>> (~) dans  Q, a, suppor~ en t limit(i i~ gauche ,  la ((distributions> 
(~) u d tant  ~ suppo r t  en t l imit~ ~ g a u c h e  et v~r i f ian t  (2) 

~Ju (**) - -  - ~vJ -- gj sur Z (fronti~re de Q), 0 < ~ , j < m - - 1  (~) 

off g~ est une  (~distribution>> sur  E. 

2 . -  L a  m~thode  d ' a t t a q u e  de ce probl~me est, c o mme  dans  [21], 
d'e~pl ic i ter  (au tan t  que  p o s s i b l e ) d e u x  espaees  fonc t ionne l s  E _  et F _  sur  
Q de fbnc t ions  h s u p p o r t  l imit~ h droi te ,  et  ces espaces  6tant  (<aussi pe t i t s  
que  possible>>, tels que  P* soit u n  isomorphisme de E _  sur  F _  (E_ ((contient>> 

(l) On prendra ici - voir plus bas - des distributions ggn~iralisges~ du type cfonction. 
nelles de Gevrey>> ~t ~fonctionnelles analytiques~>. 

(~) Dans un sens q-ui sera lorgcis6. 

~J u = ddriv~ie normale d ~ordre j sur ~. ( 3 )  
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~Jv 
les condi t ions  aux  t imi tes  ~-j - -  0, 0 ~<j  ~ m - -  1" P~ est 1 : ad jo in t  (formel) 

de P) .  Alors~ par  transposition, P est un  isomorphisme de (F_)'----F'+ sur  
(E_)' = E '+ .  

On obtiertt  alors des r6sul ta ts  re la t i fs  /~ (*) (**) par  expl ic i ta t ion  de cet 
i somorphisme.  

3. - Ev idemment ,  il y a une  trbs g rande  la t i tude  dans  le choix de E_  
et F _  (4). Dane [21] nous avons pris  (essent iel lement)  pour  F _  l ' e space  
~)_(@(Q)) des fonct ions  ind~f in iment  d i f f6rent iab les  en t h suppor t  l imit6 
droi te  /~ va leurs  dans  ~)(~). 

Nous al lons p rendre  essen t ie l l ement  iei pour  / ~  des <<classes de Gevrey)> 
~, valeurs darts ~)(~). 

4 . -  P o u r  merger h, bien ce p rogramme,  il f au t  d ' a b o r d  6tudier  ces 
<(classes de GEVRE~:)> h va leurs  dane des espaces vectoriels  topologiques.  
En  fair, nous  eonsid6rons des sui tes  IMp} non quasi analygiques (lee classes 
de GEVREY cor respondan t  au  cas off Mk = (kz¢)!, :¢ > 1) et tes espaces  
de fonctiorts de <<classe Mz)) ~ va leurs  dans  un espace vector ie l  topolo- 

g ique  X. 
C 'es t  l ' ob j e t  du  Chapi t re  1, off nous  6 tudions  aussi  le dual  de ces 

espaees.  Ce chap.  6tend au  cas vector iel  les r6sul ta ts  de ROUMIEV [25] 

re la t i f s  au  cas scalaire .  

5. - I1 faut  aussi  avoir, comme on a d6j~ dit, des th6or6mes de rdgula- 
rit6 pour  l ' o p 6 r a t e u r  P*  (ou P). Nous en obt iendrons  p h s i e u r s  dans  les 
chap. 2 et 4. On commence  avec un r6sul ta t  <~abstrait>> assez g6n6ral.  Sous 
des hypothbses  ra i sonnab les  sur  la sui te  Mk (hypothbses d6ja rencontr(fes 
pour  des ra isons  t echn iques  voisines,  pa r  A. F r i e d m a n  [9]) on mont re  que 
si les coeff ic ients  et le second membre  de ~<l'6quation op6rationnelle))  (corn- 

me darts [18]) 

d u  
(***) A( t )u  + ~ = f 

song de classe { Mz }, alors u esg de classe i Mk} (chap. 2, n. i - - 2 ) .  

Dans  t e c a s  des op6ra teurs  parabol iques  <(concrets~ A t, x, ~ "-I- ~--t 

on pent  pr6eiser  encore  les r6sul ta ts  de ~..r6gularit6~ dans  les classes {Me}. 

(4) Et nous ne pr~endons nullement donner dans le travail [21] et iei ,tous~ les 
ehoix int~ressants. Voir d'ailleurs d'autres cas dans [20] et [3]. 
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(chap. 2 n. 3 et chap. 4 n. 5). En par t icul ier  (th~or. 5.2, chap. 4) on d~mon- 
ire un th~orSme de r~gularit~ dans la classe des fonctions analyt iques en x 
duns ~ et de GEV~EY en t ,  avec M~-~(2km)!  (2m ordre de A ) q u e  l 'on  
peut consid~rer comme l 'extension it la fronti~re des r~sultats classiques sur la 
r~gularisation h l ' int~rieur des solutions des ~quations paraboliques ((~EVI~EY 
[t0], FRIEDMAN [9], ...). La principale difficult~ technique rencontr~e pour 
obtenir ce dernier r~sultat est l ' ex tens ion d ' un  th~or~me de KOTAKE- 
NAa~SI~HA~ [13] ~ la fronti~re>>: si une fonction v(x) d~finie clans un 
ouvert ~2 de R ~, de fronti~re analyt ique r~elle, v~rifie des conditions <<conve- 
nables>> pour le normes l[ ~ v  [I L'-(O), ~[~ ~tant elliptique h coefficients ana- 

lytiques duns ~, k : 0, 1, 2, ..., et v~rifie des conditions aux limites <<con. 
venables>>, alors v(x) est analyt ique duns ~ (ce r~sulta~, qui fair F objet, 
avee quetques variantes,  du chap. 4, contient ~ la lois un th~or~me de 
~[ORR:EY-NIRE~BE,RG [24] et le r4sultat de KOTAKE-~ARASIMttAN, loe. t i t ) .  

6. - Enfin le chapitre 3 ~tudie le probl~me initial  et eontient les prin- 
cipaux r~isultats sur les probl~mes aux limites non homog~nes dans des 
espaces de M~ --  distributions vectorielles. On a encore utilis~ de fa¢on 
essentielte l ' ex tens ion du th~or~me de KOTAKE IN-ARASIMI{AN dont on a d~jh 
parl~ et en outre un th(ior(~me de << rel~vement >> (th~or~me 3.1 du chap. 3) 
qui se ram~ne h u n  probl~me de CAucn¥ dans des classes de GEVREY en 
t et analyt iques en x, qui a ~ r~solu r~cemment par G. TALE~T~ [30], 
[31] (cf. aussi LEtCAY-0HYA [17]). 

Comme on verra, on est conduit h faire des hypotheses de plus en plus 

fortes S~tlr les eoe ~ficie~lt s de A/~,  t, ~ t ~  posit le r~sultat final, on suppose 

que les coefficients de A sont inddpendants de t ~ hypoth~se qui est tri~s 
probablement trop restrictive. 

7. - Nous ~tudierons ul t~rieurement les probl~mes analogues pour des 
op~rateurs d '~volution de types diffdrents (SCHROED]NGE:R, bien pos~s au sens  
de PETROWSKY, hyperboliques). 

S .  - Certains de r~sultats de ce travail ont ~t~ donn~s dans: 

1) J. L. LIONS, Cours d'(it~ sur les distributions, Lisbonne, septembre 
1964 (un r~sum~ du cours devant parai tre aux Port. Math.). 

2) J . L .  L I o ~ s - E .  MAG-E~TES: Colloque sur les ~quations aux d~riv~es 
partielles, ~Nervi (Genova), f~vrier 1965. 

3) E. MAGENES - S~minaire Leray - Coll~ge de France - mars 1965. 

9. - Le plan du travail est le suivant:  
Chapitre 1. - Espaces de Mk-distributions vectorielles. 
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1. Espace ~)Mk(X) , X ~tant un espace  de BAI~ACt~[. 

2. Mk-distributions h valeurs dans X, X BA~Ac~ r~flexif. 

3. Espace @+, M1/X), X ~ a n t  un espace de B A ~ c m  

4. Espace de Mk-distributions h valeurs dans X e t •  support limit6 
gauche. 

5. Un espace de suites vectorielles. 

6. Espace ~Mk(X)~ X non BA~CACg. 

7. Mk-distributions h valeurs duns X, X non BA~CAC~. 

8. Espace ~)+,Mk(X ) et ~M~(X). X non BA~AeH. 

9. Espace ~'+,,~k(X), X non BANACt~. 

Chapgtre 2 . -  Thdor4mes de M~-rdgutaritd pour les dquations diffdrentielles. 

1. Equations op6rationnelles d ~volut ion.  Th6or6me de Mk-regu!arit6. 

2. Une variante du Th6or6me 1 dans d~autres espaces. 

3. Le cas des op6rateurs diff6rentiels. 

Chapitre 3 . -  Probl~mes non homog~nes pour opdraleurs diffdrenliels pa- 
rc&oliques. 

1. Utilisation de la transposit ion dans le cas abstrait. 

2. Propri6t6 de traces de 1 ~espace X_. 

3. Rel6vement de l 'op(irateur ~.  

4. Espace Y+. Th~or~me de trace. 

5. Probl~mes non homog~nes. 

Chapilre 4. - Remarques sur les opdrateurs elliptiques et l' analyticitd des 
f onctio ns- Application. 

1. Posit ion du probl~me. 

2. Ma~oration des d~riv~es tangentielles.  

3. ~a jo ra t ion  des d~riv~es normales. 

4. D6monstration de F analyticit~ de u. 

5. Applications. iNouveaux th6or6mes de r6gularit6 pour op6rateurs 

diff6rentiels parabotiques. 
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C ~ , ~ ' I ~  I 

E s p a c e s  d e  M ~ - d i s t r i b u t i o n s  v e c t o r l e l l e s .  

1. - Espaee ~M~(X), X dtant  un espaee de Banaeh. 

1.1. - On commence par le cas off X est un espaee de BA~Ac~ (sa norme 
~tant notre  II II x). 

On d6signe par ~(X) (resp. ~(X), resp. ~)+(X)) l' espace des fonetions 
ind6finiment diff6rcntiables sur R ~ valeurs dans X, i~ support compact 
(resp. h support queleonque,  resp. i~ support limit6 h gauche (~)), cos espaces 
6tant munis  des topologies de L. S o . w A l t z  [28]. 

Notre objet est ici de d6finir et ~tudier bri~vement (~) des sous espaces 
de ~(X),  ~(X), ~)+(X), seas espaces d~finis par  des indgalitds diffdrentielles. 

La donn~e fondamentale  est eelle d ' une  suite IMp}, k : O ,  1, ... de 
hombres r6els positifs. 

Voici tout de smite la d~finition (< algdbrique >> de ~)M~(X): ~ ( X ) =  
espace des ¢~ e ~)(X) tels qu ' i l  existe des eonstantes C et L (ddpendant de ~) 
telles que 

(1.1) II ~(~)(t)ll x ~ e L k M k  ~ k  et ~ t e R .  

Nature l lement  il convient que cet espace ne soit pas r~duit h {0} d'ofi 
l 'hypoth6se suivante (qui sera toujours faite duns la suite): 

(1.2) la suite Mk est non quasi-analytique. 

De fa~on analogue ~ [25], p. 48 on d6montre que ~M~(X)est dense dans 
~9 (X). 

Rappelons ceci (of. [21], n. 6, 7, 11): on peat  toujours remplaeer  la 
la suite M~ par  une suite <~ ~quivalente >> (i. e. donnant  le ra~me espaee) et 

qui soit logar i thmiquement  eonvexe;  on pourra  done supposer sans d iminuer  
la g6n~ralit(i que 

(M~) ~ ~ Mk-1 Mk+l ; 

(5) i.e. ~ ~ ~)+(X) si ¢pe$(X) et si ~(tl = 0  Vt~_~to (dgpendant de ~); T - ( X )  d6signo 
l 'espace des ~ e $ ( X )  h support limit6 ~t droite. 

(6) Nous ne voulons pa8 entreprendre ici une 6tude syst~matique des espaces introduits 
duns ce Chapitre! 

Ar~naU di Matv.matio~ 44 
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alors l 'hypoth~se (1.2) revient h la condition 

(1.3) ~ M~_~ 

1.2. - Invariance par  ddrivalion ; ddfinition (~ algdbrique ~ dquivalente. 

Nous ferons 1' hypoth~se suivante: 

(1.4) 
il existe une constante H telle que 

M~+I ~ H~M~ ~4k. 

dcp 
I1 est ators imm4diat, d 'apr6s (1.1) que si ~e~)Mk(X), alors~/~- e~)~k(X ). 

On peut aussi remplacer les in6galit(is ponctuelles (I.1) par des in(~ga- 
lit~s intdgrales : 

PRoPosI~IO~ 1.1. - Soit p fixd, 1 ~ p < ~ .  On suppose que (1.4) a lieu. 
Alors la condition ndcessaire et suff isante pour que % (ldment de ~ (X) ,  soit 
dans ~)Mk(X) est qu ' i l  existe des constantes c r , L~ (ddpendant de ¢p) telles que 

+zc  

f [[ ~(k)(t) I[ ~dt) ~/p ~-~ %LkM~:~ ~ k .  (1.5) ( 

D~MONSTI~A~IOI~. - 1) Soit ~e~Mk(X) ,  done v4rifiant (1.i); alors, si [~,~] 
est un born~ contenant le support de % on a 

-t-oo 

( f [I ¢~(k)(t) II ~dt )  lip ~ °L~Mk(~--a)  1;p 

d' otL (1.5). 

2) R~eiproquement, soit ~ E ~(X) ,  v~rifiant (1.5) et 
born6 eontenant le support de ~; alors 

done 

soit encore 6¢~ ~ u n  

t 

¢~(k)(t ) __ f ¢p(k+~) (s) ds, 
5~ 

II ~ck)(t)II x ~( II ,~<~+~)(s)II ~:ds) ~/p (~ --~)~:P', ~ + p, = i, 
g$ 
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d' off 

II q~(~)(t) II x ~ %L~ +~ M~+~ (~--a) ~/~' 

et le r(~sultat sui t  en uf i l i san t  (1.4). 

1.3.  - T o p o l o g i e  s u r  f~Mk(X). 
On va in t rodu i re  la topologie <~naturelle)> sur  ~Mk(X ) sous une f0rme 

pa r t i cu l i~ remen t  commode pour  la d~ te rmina t ion  de l'espace dual de ~M~(X). 

V(~rifions tout  d ' a b o r d  la 

PJaot 'osI~Io~ 1.2. - Soil ~e f~(X) .  Les deux~ conditions suivantes sont 
dquivalentes : 

(i) ~ ~ ~Mk(X), ~ est nulle hors de ( - - n ,  + n); 

(it) il existe c et L telles que 

(f  
- - 0 0  

1 

[ t jq ?(k)(t)!t2xdt =;~ cLknqM~, k el ~q(O, 1 ...) 

iN. B. - On se borne d a n s  (it) ~ la norme L2 en l ;  on pourra i t  aussi  b ien 
u t i l i se r  une  norme  L~,  p ~ 2, comme ~ ta Propos i t ion  2.1. 

D~MO~STRA~IO~. - t) Soil q~ v~r i f iant  (i); alors, sur  le suppor t  de ~ (ou 
q~(k)), ] t ] ~ n et (it) rP, sul te  des in~galit~s (1.5). 

2) Soit q~ v~ri f iant  (ii); alors 

- - 0 0  
i 

l 

I] ?(k) (t) I] ~z dt ~<:~ cLkMk ; 

ut i l i san t  cela avec k - ~  0, et q quelconque,  on en d~duit  que n~cessa i rement  
q~- -0  hors  de ( - - n ,  n); et par  a i l leurs  les in~gali tds (it) pour  q - - 0  don. 
nen t  (1.5) (avec p ---- 2), et donc ~0 est duns f~Mk(X ) d'apr~s la proposi t ion 1.1. 

Grace h la Propos i t ion  1.2 on va pouvoir ,  en u t i l i sant  l ' app l i ca t ion  

(1.6) q0 ~ I t ]q q~(k), k - -  O, 1, ..., q --  O, 1, ..., 

consid6rer  ~Mk(X ) comme un  SObS espaoe d' un  espace de sui tes  doubles.  
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In t rodu i sons  doilc l ' e space  de sui tes  doubles su ivan t :  

(t.7) E - - - /e  --  {g~, q}}, k = 0, t ,  ..., q = 0, t ,  ... 

g~:,q eL~(X), ~ k ,  ~ q ;  

il exis te  c, L, n tel les que  

Hgk, qilL~(X)~CLknqMk, ~ k ,  V-q (~) 

I1 est alors c l a i r -  on a fair ce q u ' i l  fa l la i t  pour  C a ! -  que (1.6) 
appl ique  ~M~(X) dans  E, l ' app l i ca t i on  ~tant  b iunivoque.  On va alors m u n i r  
E de sa topologie C nature l le) )  et m u n i r  ~ k ( X )  de la topologie <<image 
r(fciproque ~. 

Choisissons pour  cela une  sui te  L ~ - . - - ~  oz et d~finissons E('~) comme 
le sous espaee de E des e - - I g k ,  q} telles q u ' i l  existe c avee 

l[ gk, q [[ L~(x) ~ c L ~ n q M ~  ~ k  et ~ q .  

(1.8) 

P o u r  e~E(" ) ,  posons 

1 
I l e l l E ( ~ , ' -  sup k q k, q L ,  n M~ 11 gk, u It Lo(x); 

e ~ e s t  UIle 

norme.  

Ators 

(i.9) 

norme sur  E ('~) et E (~> est un  espace de BAh'ACI-{ pour  cette 

E - -  U E m) 

et on mun i t  E de la topologie de limite inductive correspondante .  

On v~rifie sails peine que la topologie de E ne d(~pend pas du choix 

de ]a sui te  L , ~ c ~ .  
On m u n i t  m a i n t e n a n t  ~)Mk(X ) de la topologie image rdciproque de velle 

de E dans l'application (1.6). 

RE1RARQUE 1.1. - L a  topologie sur  ~Mk(X) peut  done auss i  8ire d4fiilie 
comme su i t :  d~signant  par  ~M~(--n, n; L~; X) l ' e space  des ~e~)(X) ,  

(7) L~(X)= espace des (classes de)fonct ions  Lp 
÷m 

.or o lir( ) 11p 
-.'-O0 

sur R, ~ valeurs dans X, avec ]a 
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suppor t  dans  ( - - n ,  n) et tel les  que  

M ~ <~x~ k kLn 

(et ce t te  q u a n t i t e  d4f in i ssan t  u n e  norme su r  cet  espace) ,  on  p r e n d  
~ ( X ) -  U ~M~(--n,  n; L~, X), topologie  de l imi te  induc t ive .  

2. - M k - d i s t r i b u t i o n s  ~ va leu r s  dans  X, X Ba n a c h  rd f lex i f .  

2.1. D~FI~ITIOh~. - On appelle espace des Mk-distributions ~ valeurs da~s 
X, et l 'on note ~ q ( X ) ,  l'espace dual de ~)~k(X'), X '  dtant le dual (fort) 
de X;  donc : 

(2.1) ~'M k (X) -- (~)M~ (X')y. 

On m u n i t  ~ 7 , ( X )  de la topologie  fo r te  de dual .  

L a  d6r iva t ion  et  la mu l t i p l i ca t i on  p a r  des  fonc t ions  sca la i res  de 8M k 
se d4f in i ssen t  comme dans  les d i s t r ibu t ions  de SCHWAR~:Z [26], [28]. 

¢) 

X !  2.2. - P u i s q u e  ~)Mk( ) C  ~ ( X ' )  (9) et  ~Mk(X' ) est dense  dans  ~(X') ,  on 

• ' i peu t  i den t i f i e r  (~(X~)) ' h u n  sous espace de ~)Mk() .  Or (cf. [28]): 

( ~ ( X ' ) ) ' - - ~ ' ( X ) ,  e spaee  des  d i s t r ibu t ions  h va leu r s  dans  X et donc  

' X ~'(X) c @~k ( )" 

On va m a i n t e n a n t  d o n n e r  le thdor~me de structure des 616ments de 
! 

~ M  k(X) : 

TH]~OREME 2.1. - 7bute f~ 'M~(X)  19~ut se reprdsenter, de [agon non 
uniffue, sous la forme 

o O  

(2.2) f =  ~ Dkfk, D = d/dt ,  
k~o 

{8) SMk=$Mkt~) clans les notations d u n .  3. 3 suivant; SM:,----$(~M~I) dans les nora. 
tions de [25], p. 58. 

(9) E C E signifie dans ce travail inclusion algdbrique avec i~ljeetion continue. 
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(2.3) f~ est lovalement de carrd sommable ~ valeurs dans X, 

(2.4) 

I ~ L  et ~n ,  on a :  

et oit (2.2) signifie que 

1 

Ii f (t) tl =x dt < co, 

(2.5) < f ,  ~ - -  Z ( - - 1 )  ~ ~f~(t) ,  ~(~)(t)~dt, ~e~gM~(X ' )  
k ~ C  

--oo 

(le c rochet  sous les int~grales  d0s ignant  ta  dual i t~  ent re  X et X '  et < f, ~ 
d6s ignant  la dual i t0  ent re  ~Mk(X' ) et ~)'Mk(X)). 

Rdciproquement, toute f de la forme (2.2)-(2.5), avec (2.3) (2.4), reprdsente 
un dldment de ~)'Mk(X). 

D]~MO~S~nA~ION. - Soit  d ~ abord ~ ~ ~ f, ~ ~ une  forme l in6aire  con- 
t inue  sur  ~)~k(X'); soit 7: l ' app l i c a t i o n  (1.6) et Eo l ' i m a g e  de ~I~(X')  dans  E 
par  ~: (E est @f in i  comme au 5~ ° 1, en y rempla~an t  X par  X'). Alors 
e o - - ~ f ,  7:-~eo~ est con t inue  sur  Eo, et d 'apr~s le th~or~me de ttA~t~-BA~AC~, 
se pro longe  en une  forme Iin0aire con t inue  sur  E ;  done il exis te  d e E '  
tel que 

(2.6) < e', eo > = ~ f, 7:-~eo ~ ~eo s Eo 

(dans (2.6) le p remie r  crochet  d6signe la dual i td  entre  E '  et E, 

' X ent re  ~Mk( ) et ~M~(X')). 
Done 

le deuxigme 

< e ' ,  r : ~  --  ~ f ,  ~ >  ~ e ~ k  (X'). 

Mais la s t ruc tu re  de E '  est connue  [25]: tout  
ter, de faqon non un ique  5 par  nne  sui te  double  

e '=  Ig~,q!, 
(2.7) 

g~, q e (L~(X'))' = L2(X) 

e' + E '  peut  se reprdsen- 

(puisque X est r6flexif) telle que 

(2.8) Z LknqMk [lgk, q [[ L~.x) < ~  
k , q  

~ L  et ~ n ;  
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alors 

(2.9) 

Posons 

< e ' ,  u ~ > = ~ , z q f  < g k ,  q(t), l tiq~t~)(t)>dt, ~ M ~ ( X ' ) .  

(2.10) f~ = (--  1) ~ Z I t tqgk, q. 
q ~ 0  

V6rifions que la s6rie converge dans L2(- -n ,  n; X), n fini quelconque;  
on fait 

q:2~O 

Z n q ll gk,  u I1 L~(X), 
q>o 

d' off le r4sultat grace h (2.8), et en outre 

E MkL k II fz II Lo . ( - . , . ;x )~  Z LknOMk II gkq II L:<x> 
k~o k, q 

d' off (2.4) grace /~ (2.8). 

On peut alors 6erire (2.9) sous la forme 

/ .  

<e', =r> =Y, t < /~(t), 
v /  

~ O D  

d' off (2.2), (2.3), (2.4). 

La r6ciproque est immediate.  

REMARQUE 2.1. - Pour  le r~sultat de 
le N o 4. 

~(k) (t) > dt 

s t ructure  de ~)'~k(X) ef. aussi 

3. - Espaee ~ + , ~ ( X ) ,  X dtant uu espaee de Banaeh.  

3.1. Espace ~ X ~+,~k( )" 

On d4finit d 'abord ~ '  • 1' .+,Mk(X ) comme espace des 
propri4t~s: 

(3.1) ~ ~ ~(X), 

(3.2) ? ~ 0  pour t < a ,  

fonctions ~ avec les 
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(3.3) 

~zb < 0% ( ~  a), il existe des constantes c et L (d6pendant-de 

q0 et de b) telles que 

b (f )1 II ~(~)(t)It ~xdt ~ cLkMk 

On ddfinit ensuite: 

(3.4) ~÷,  M k (X) = U ~'+, ~ l  )~ 
9~ n 

an 6rant une suite ( q u e l c o n q u e ) ~ -  oo. 

Une lois d~finie une topologie sur ~?F,.~(X), on muni ra  ~+,M~(X) de la 
topologie de limite inductive eorrespondante ~t (3.4). 

3.2. Topologie sur ~_,_,I7~(X). 

a ' b L  z Soient d 'abord  b e t  L fi~ds ( L ~  1, b ~ a ) ;  on d6signe par ~2,?i/~( ) 
l ' espace  des ~ satisfaisant h (3.1) (3.2) et (3.3) avec b et L fix6s; on 
munit  cet espace de la famille de semi-normes suivante:  

1) les semi-normes d~finissant la topologie de ~(X);  

2) la semi-norme 

b i(f 
sup tl ¢~(~)(t)II ) d t  

~ L ~  

On d~finit ensuite 

(3.5) 

C~a ; b, L~ t x ~  
a;  b U ~2J- I , M  k ~ )~ ~+'Mk (X) --" L 

L~ suite (quelconque) ~ ~ c,o; topologie de limite inductive;  

(3.6) 

a - ~ a ; bn " X "  N ,.,+, ~k( ) ~+, ~k  ( X )  - -  b~ 

b, suite (quelconque) tendant  vers 
projective (cf. par. ex. [15], [29]). 

c~; topologie de limite 

Noter que dans (3.6) l ' ident i t~ algdbrique est imm6diute; et (3.6) 

X ddfinit la topologie de ~)+,~k( ). 
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REMARQUE 3.i. - Natu.rellement, (1.4) ayaat  lieu, on peut  (el. Proposi- 
tion 1.1) remplacer  dans (3.3) les in6galit6s dans L~ par des in~galit6s 
L~, p # 2 ) .  

RE~ARQUE 

REMARQUE 

3.3 Espace 

On d~finit:  

' 9 3.,. - On d6finit de m~me ~)_,Mk(X ) (support limit4 ~ droite). 

3.3. - ~Mk(X) C ~ . M k ( X  ) et est dense. 

8Mk(X). 

(3.7) 8 ~'b'L( X ) =  t~ I ~ES(X),  M k ( 

b 

sup ~ 11 ~ock)Ct) II x d t  -~ < ~ , 

avee la topologie d6finie par les semi-normes de 8(X) et la semi-normo 

b i ( f  )1 sup II r(k)(t)II dt II ~ dt  -~. 

Ensuite  

(3.8) 

puis 

t a, b pa, b, Ln 8 z ~ ( X )  - -  0 ~ k  (X),  
L. 

L n - - . - - { - ~ ;  topologie de limite inductive;  

8~q (X) = n ~ '  b.(x) ,  
an~ bn k 

(3.9) 

an ~ -  cx~, b, ~ jr. c~; topologie de limite projective. 

klors,  algdbriquement 

(3.10) @+,Mk (X) = 8Mk(X) I~ @+(X). 

Mais il faut prendre  garde que la topologie ( (na ture l le~>-  d6finie en 
3.1, 3 . 2 -  sur  ~)+,:%(X) est strictement p lus  fine que la topologie inter- 
section de ~ t k ( X  ) et de ~)+(X). Cf. 5T ° 4 ci aprbs. 

Annali di Matvmat~ea 45 
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4. - Espace des M~-d i s t r ibu t ions  '~ valeurs duns X et ~ suppor t  l imitd 
gauche. 

4 . 1 . -  Comme au N O 2, on suppose que X est un espaee de BA~ACg 
r~flexif. 

On d~finit: 

(4.1) @'+, = M,(X'))', 

avee la topologie forte de dual de ~)_, M~(X'). 

On a le r~sultat de s t ructure  su ivant :  

' X TI~OR]~ME 4 . 1 . -  L'espace ~ + , ~ (  ) coincide avec le sous espace de 
~)'M~(X) des distributions h support limitd & gauche. 

D]~MONS~ATIO~ ~. - 1) L ' e space  ~ , ( X ' )  est dense dans ~_ ,  ~e(X') et par 
consequent  on pent identif ier  ~ ) ' + , ~ ( X )  /~ un sous espace de ~D'Mk(X). 

2) Si q~e~)M~(X'), le support  de q~ s~ lo ignan t  ind~finiment vers 1~ 
gauche, alors q ~ - - 0  duns ~)--,M~(X) et par cons6quent ( f ,  ~ ~ - - ~ 0 ,  (pour 
f donn(~e duns ~'÷,M~(X)). Alors f est n~cessairement /~ support  timit~ 

gauche. 

3) Soit enfin fe~D'z%(X) et "~ support  limit~ /~ gauche. Soit 
Oe$Mk( "-- ~M~(C)), O(t) -- 1 duns un voisinage du support  de f et 0(t) --  0 
pout  t ( t o  convenable  (une retie fonction existe). Alors 

o f =  f 

et si q~e~)~(X'),  on a done" 

(4.2) </7, r >  = < f ,  0 r > .  

Si ¢p--,-0 (dans ~DMJX')) pour la topologie de ~_,~k(X' ) ,  alors 0 q ~ 0  
darts ~DM~(X') et done < f, 0¢~ > - - +  0, done d 'apr~s  (4.2), [ d~finit une forme 
lin6aire continue sur ~)M1:(X') muni  de la topologie induite p a r  ~)_,Mk(X'), 
de sorte que f~D'+,Mk(X ), ee qui ach~ve la d~monstration du th6or~me. [On 
a implici tement  utilis6 le fait que 0q0e~Me(X') si 0 e ~ k  , q ~ e ~ k ( X ' ) ;  en 

effet 

( k' t O(k-J) ~(i) (0~) (~) = 
i=o \ j  / 
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e n t r a i n e  

~ ( k )  k i  II (0 ~)¢k>(t)II x ,  ~_ ~ c:L1- Mk..+c2L~Mj , 
i=o j 

c~, Li c o n s t a n t e s  convenables~ I t I ~ T. 

C o m m e  M~ ~ M~_~M~+~. on a: ]II~_IM t ~  MoMk et done  

II (0 ¢~)(k)(t) II x, ~ ClC2MoM¢(L~ "4- L2) k, 

d'ot ' t  le r6 su l t a t ] .  

Du  r6su l t a t  p r6c6den t  et du  T h 6 o r b m e  2.1 on va  d6du i r e  le 

Tn]~OR~3)L~ 4.2. - Soil f donnde dans ~'+, M~(X). Soit t~ -- limite ~ gauche 
du support de fi Pour tout to < t~, il existe une ddoomposition de f de la forme 

cx~ 

(4.3) f = ~2 D~'f~:, 
k ~ 0  

(en un sens analogue ~ (2.5) ~, o/~ 

(4.4) fk est localement de earrd sommable ~ valeurs darts X,  

(4.5) f~ est nulle pour t ~ to 

(4.6) ~ L et ~ n ,  on a: 

(( )1 
E MkL k Hfk(t) lt2xdt ~ < o c .  

k ~ o  j 
to 

Rdciproquement, si f e s t  donnde dans ~)'Mk(X ) et si, pour tout to < tl 
(donnd) it existe une ddcomposition de f de la forme (4.3) avec (4.4), (4.5), (4.6) 
alors f e s t  darts ~)'+, Mk(X ) et est nuile pour t ~ tl. 

D~MOI~S~nA~IO~. - Soi t  0 e ~ M  k c o m m e  ell 3), d ~ m o n s t r a t i o n  du  Th~orb- 
me 4.1. 

C o m m e  fe~'Mk(X), on p e u t  la  r e p r e s e n t e r  (d ' ap r~s  le Th~or~me  2.1) 
sous  la  f o r m e  

co 
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g~ loealement  L,  i~ vateurs  duns X, 

Z M~L ~ 11 g~(t) li x d t  ? < c~ ~ L .  
~ n  

Comme f =  Of, on peut  alors 5erire (4.3) (utilisant 

ave8 

~-oo 

< f,  ~ > = < f ,  0 ~ > - -  < gk(t),  (-- t)kD k (0 qo) .> dr) 
k.-~-O 

f~ = ( - -1 )  k £ (-- i)J ( J )  O(i-k)g~. 

Soit n fixd; l O(J - - k ) ( l ) l~c lL j - kMi_k  pour  te [ to ;  n] et donc 

et donc 

' ( ;  ) ( f  )1 1 tl f~ it ~ d t  ~ c~ E L , i - kMi_k  II gj li x ~ dt  v~ 
t~ to 

k ~ o  

1 

f~(t) ![ 2x dt ~ ~ (si L2 - -  max (L, L~)) 

(et eomme MkMj-~  "~ MoM~) 

~o 

d' off (4.6) suit. La r~eiproque est immediate  grgce aux th~or/~mes 4.t et 2.1. 

- X '  4.2. Remarque  sur  la topologie de ~)-,zg~ ( ). - (Ceci n ' es t  pas indis- 
pensable pour  l~ suite). 

Comme on a vu en 3.3, il pourra i t  parai tre  ra isonnable  de munir  

6~_, ak(X') = 4a~k(X') n @_(X') 

de la topologie ~borne sup~r ieure , .  
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~kppelons ~)~'(X') l 'espace ~-,M~(X') muni de eette topologie; elle est 
strictement moths fine que la topologic <~naturelle)>, en effet 

(4.7) v X '  ' X (@_,~uk()) = 8~k( ) + 6Y+(X), 

autrement  dit tout ~l~ment f de (~F (X'~V est somme d 'une  Mk-distribu- M k  \ J] 

tion ~ support compact ~ valeurs duns X et d ' une  distr ibution ordinaire "~ 
valeurs duns X ~ support limitd h gauche. Donc f sera d'ordre tint sur tout 
compact assez gloignd vers la droite, ce qui n 'es t  pas le cas de tout ~l~ment 

' X ' X f de ~+,Mk ( ); donc ( ~ , M 1 , ( X ' ) ) ' ~ ) ÷ , M k ( )  strictement, d'ofi notre 
assertion. 

5. - U n  espace  de  s u i t e s  v e c t o r i e l l e s °  

5.1. - On veut maintenant  ~tendre certains des r~sultats precedents au 
eas off X n'est plus un espace de BA~ACg. 

On aura  besoin pour eeta d ' u n  espace de suites (eomme en 1.3 mats 
dans un cadre plus g~n4ral). 

Soit donc G u n  espace vectoriel topologique localement convexe s~par~ 
donn~ que l 'on  suppose tonneld (cf. [6]). On d~signe par E l 'espace des 
suites 

(5.1) e - - f g z ! ~  g~eG,  k - - O ,  !, 2, ... 

telles qu ' i l  existe L (d~fpendant de e) avec 

(5.2) g~ 
L~M~ 
- -  e born6 de G lorsqne k varie. 

On d~signe par E L te sous espace de E form~ des suites telles que (5.2) 
air lieu pour le m~me L. 

Alors 

L~ 

et lorsqu'on aura choisi une topologie sur E L on prendra sur E la topoiogie 
de limite inductive correspondante h (5.3). 

Topologie sur E L. - Soit e ' ~ -  voisinage de 0 duns G. On d6finit alors 

} g~ t 
(5.4) @--  e=tgk  ~ ~  ~¢k . 
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On prend pour syst~me fondament~l de voisinages de 0 dans E l 'en .  
semble des ~)) lorsqe ~))o pareourt  an syst~me fondamental  de voisinages 
de 0 dans G. 

5.2. - Espace dual  E'  de E. - On va dSmontrer la 

PROPOSITIO~ 5.1. - On suppose que G est tonneld. Tout dldment e' de E' 
peut  se rdprdsenter (de fa t  on non unique) sous la forme 

(5.5) e' - -  ~ g'~ ~ g'~ e G', 
k ~ 0  

(5.6) MkLkg '~-~  0 dans  G' fort lorsque k - ~ ,  ~ L ,  

la dualitd entre E' el E dtanl donnde par:  

(x) 

(5.7) < e ' ,  e >  = E <g'l~, gk > ,  e - -  I g ~ } e E  
k ~ o  

(les crochets dans la somme ddsignant la dualitd entre G' et G); et rdcipro- 

quement. 

D:~IO~STRATIO~. - 1) V~rifions d~abord que la s~rie dans (5.7) converge 

si (5.6) a lieu. 

Pour  e - - Igk l l  donn(~ dans E, il existe L e t  B - - b o r n ~  de G tels que 

gk e B  ~k .  
L~Mk 

Par  ail leurs Mz(LL~)kg'k--~O dans G ' fort, a, vee 
avec L1 fixd > 1. Donc 

done 

c constant% done 

M L L  ~a'~ gk : ~( , :  , L ~ M k ~ O  

g~ ~ c, ] < Mk(LL~)kg'k' [fM--k > I - -  

t 4g'k~ g ~  i~ .vL1  -~ 

L1 quelconque, donc 

D ~ o-~ te r~sultat. 
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2) Montrons  alors que ( toujours (5.6) ayan t  lieu) la forme 

e = ( g k } ~  ~ <g 'k ,  g ~ >  = <e ' ,  e >  
k~O 

est con t inue  sur  E. II suff i t  de mo n t r e r  que sa res t r ic t ion  h E L e s t  cont inue .  
I1 faut  donc mon t r e r  que, pour  ~ > 0 donn~, il exis te  ¢2) (cf. (5.4)) tel que 
t < e ' ,  e >  1 ~ s  ~ZeeZl). Choisissons L ~ ( ~  1) tel  que M k ( L L ~ ) k g ' ~ O  

dans  G' for t ;  done 

Mk(LL1)kg'k e B'  = born~ de G' fort.  

dL~ 
Choisissons e' par  L ~ - I  --  e; et p renons  e)) (cf. (5,4)) cor respondan t  

o)) G --  ~'(B')o (c ' e s t  un  vois inage de 0 dans  G car G est tonne l@ Alors 

et donc 

d 'of i  le r(isultat.  

gk 1 
< 21l~(LL1)kg'k, LkMe > ~ ~' si e =  tg~}E@ 

' = e  s i  e a e ) ) ,  
k=O 

3) Reste  m a i n t e n a n t  'h mon t r e r  que tout  e 'EE '  peut  se me t t r e  sous la 
forme (5.5) avec (5.6).. 

P o u r  g e G  posons:  

g 6tant  i~ l a k  ~me p l ace ;  

6v idemment  sk(g) E E et 

sk(g) = {0, 0 . . . .  , 0 ,  g, 0, ...}, 

la forme 

g ~ < e', sk(g) > 

est lin(iaire con t inue  sur  G; donc 

(5.8) < d, sk(g) > --  < g'~, g > ,  

0 n  a donc une  appl ica t ion  

e ' - - { g ' k }  

g'k ~ G'. 
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de 

et 

O~ 

E ' ~ I I  G', 

~4 

(5.9) ~ e', [ g~ , g~ , ... ~ g,* , O, ... ~ ! ~ --- ~ ~ g'~ , g~ ~ , 
/ c = O  

Montrons que (5.6) est v~rifi~ par les g'k; 
existerai t  L e t  B ~ born~ de G tel que' 

(5.10) ~ M k L ~ g ' k ,  b 

ne tend pas vers 0 uniform~ment pour b e B .  

Posons 

(5.1i) 

(5.12) 

Alors 

done 

g~E G. 

s ' i l  n ' e n  ~tait pas ainsi, il 

7:b - -  [M~Lkb ! 

u~b " - t M o b ,  LM~b, ..., L~M~b,  O, ...} 

t 
Sk - -  Sk_~ -"  ",~ .M~L g k , b ~ ~ O 

uniform4ment pour b ~ B, ee qui oontredit (5.10), d' off le r~sultat, sous r~serve 
de v~rifier (5.12). 

Or soit L~ fix~ ~ L. Aiors 7 : b e e  L~ et il suffit  de montrer  que u~b ~ ub 
dans E L~ uniformement  pour b e B. Or 

u b -  b~b----(0, ..o, O, L~T~M~+~b, L~+2M~+~b, ... !. 

Soit o))Gun voisinage de 0 dans G et o))le voisinage (5.4)eorrespondant. 
On peut a!ors t reuver  n tel que 

(L; b ~ D G ,  : V b ~ B ,  d~s que p i ~ n .  

uniform~ment  pour b E B ,  

On a: r~b ~ E .  Admettons un instant  

7:~b---ub dans E lorsque ~z ~ ~ ,  uniform~ment pour b e B. 
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Mais alors, pour z o r n ,  rzb--uab~ 6)) ear  cela revient ~ v~rifier que 

On a done d~montr~ (5.6). 

Grf~ee au point 1), on pout passer h la timite en n darts (5 .9)e t  on 
obtient (5.5) (5.7). 

Ceci ach~ve la d~monstration du th~or~me. 

6 . -  Espaee 6)Mk(X ), X non Banach. 

6.1. - Ddfinition de ~)~I,(X). 

Soit X un espace vectoriel topologique localement eonvexe s~par~ quel- 
eonque (pour l ' instant).  
n iment  diff~irentiables 
L. SChWARTz [27] [28]. 
tels que : 

On d6signd par 6)(X) l 'espace des fonctions ind6fi- 
sur /~ ~t valeurs dans X, muni  de la topologie dO 
On definit alors ~Mk(X ) eomme l 'espaee des 50 

(6.1) 5 o c t ( X )  

(6.2) il existe L (d~pendant de 50) tel que 

50(k) (t) 
LkM---~ ~ born6 de X, lorsque tG R et k - -  0~ 1, ... 

(ie bornd d6pend iei aussi de 50 i). 

(Los hypothbses sur Mt, soni toujours les m6mes, el. 1.1). 

Si l' on suppose que (1.4) a lieu, alors, comme on le v~rifie sans peine, 
~)M~(X) est invariant  par  d~rivation. 

6.2. - Topologie sur ~ k  (X). 

On va op~rer de fagon analogue au N o 1, 1.3. 

On consid~re l ' espace  ~)0(X) des fonefions contirtues sur R k valeurs 
dans X et h support compact, m u m  de la topologie de L. SCHWARTZ [27]. 

Notons la 

PRoPosx~Io~ 6.i. - Soit ~ e6)(X).  
dffuivalenles : 

(i) 

(ii) 

Les deux conditions suivantes sont 

~6)~(X), ~(t)=O si [ t l ~ r t ;  

il existe L tel que, lorsque k el q varient, 

I t i q 50(k) 
nq LkMk demeure darts un bornd de ~)o(X). 

~ [ n ~ l i  d i  Ma temat i va  45 
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D]~O~CSTnA~m~. - 1) Soit ~ v6rifiant (i). La fonction t ~  ltlq est bor- ~$q 

n~e si ] t ] ~ n ;  d'ofi (ii), les fonctions t-- .  -Itlq ~(k)(t) nq L~Mk ayant leur support 

duns le compact fixe [ - - n ,  n]. 

2) Soit ~ v6rifiant (ii). S ' i l  existe to et k tels que ¢~(k)(to)#0 et 

~ q ¢~(k)(t°) n' to [ > n, alors la suite est pas bornde duns X lersque q ~ c ~  
LkMk 

(k fix6). Donc ~o est h. support  dans [ - - n ,  hi. Ecrivant  (ii) pour q - - 0 ,  on 
eu d6duit (6.2). 

Espace E. - On considbre l ' espace E, analogue /~ celui du N o 5, mais 
avec des suites doubles au lieu de suites simples (ee qui 6videmment  ne 
change rien d 'essent ie l l ) ,  et avec 

(6.3) 

Mors 

(6.4) ~ gk~ 

L~n~Mk 

G = D0(X). 

E - -  {e = t g~q!tg~q E G, et it existe L e t  n tels que 

born6 de G lorsque k et q varient}. 

On designe par /~L l 'espace correspondant  h n fixe et L ~ L,,, topolo- 
gie comme en 5.1, et E ~ U E L`, L,~--.- ~ ~ ,  topologie de limite inductive. 

q4 

L' application 

(6.5) ~ ] t Iq~ (k) 

applique DM~(X) duns E;  soit Eo l ' image  de D~zk(X) dans cette applica- 
tion; on munit DMk(X) de la topologie image rdciproque de cetle de E dans 
l' application (6.5). 

Cela revient  donc h munir  DM~(X) de la topologie de limite inductive 
des D ~ k ( - - n ,  n;  L . ;  X)~ d6finis eomme suit 

DM h ( - n ,  n; L~; X ) = { ~  [ ~ED(X),  ~ support darts [ - - n ,  n], 

¢~(k)(t) bornd de X, ~ k  et ~ t e E - - n ,  nl} 
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un syst~me fondamental  de voisinages de 0 ~tant donn~ pac 

= ~ L~M----k ~¢px '  ~/k ct ~ t e [ - - n , n ]  

o'~)z parcourant  un systbme fondamental  de voisinages de 0 dans X. 

7. - Mk d i s t r i b u t i o n s  ~ va leurs  dans X, X non  Banach .  

7.1. Hypotheses . -  On suppose que X est un espace vectoriel  s~par~ 
localemcnt convexe r(~flexif. 

7.2. - Ddfinition. - On pose 

(7.~) ~ ' M  k ( X )  = (~)Mk (Z ' ) )  t 

avec la topologie forte de dual, X'  ~tant le dual ( for t )de  X. L 'espace  
)' "X' Mkt ) e s t -  par  d ~ f i n i t i o n -  l ' espace  des Mk-d i s t r ibu t ions  i~ valeurs 

dans X. 

REMARQUE 7.1. - A vrai dire, la d6finition (7.1) n 'es t  pas la plus g~n~- 
tale possible;  par analogie avec [28], on pourrai t  appeler espace des /'l/k- 
distributions ~ valeurs dans X l 'espace ~(~Mk ; X) des applications lin~aires 
continues de ~M~ clans X;  mais dans les applications que nous avons en 
rue,  c 'es t  la d6finition (7.1) qui est commode. 

Nous n ~ t u d i o n s  pas ici le probl~me de trouver des critSres sur X 
permet tant  d ' a f f i rmer  que ~'Mk(X ) - -~ (~Mk ; X);  mais dans tous ]es cas 

~'M, (X) C £ (~)M* ; X). 

La d~rivation et la multiplication, par des fonctions scataires d e r e k  , se 
d~finissent darts ~'Mk(X ) comme dans les classes de SChwARTZ [26], [28]. 

7.3.. Structure de ~ 'Mk(X ). - On pose 

(7.2) ~)'o(X) = (6)o(X'))', 

et on suppose que 

Alors 

T]t]~OR~iKE 7 . 1 . -  
unique, SOUS la forme 

~°(X') est tonneld. 

(7.3) 

Toute f E ~ ' M k ( X )  peut  se reprdsenter, de fa~on non 

OD 
f= ~ Dk~k , 

k.~.O 
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o/e 

(7.4) 1~ e ~Yo(X), 

(7.5) 

I quelle que soit la fonction 0 ~ o ( =  ~o(~)) (i.e. cont inue  scalaire 
~o 

/~ suppor t  compact) et quel que soit L > O, la sdrie Y, L~.M~O~ 
~----0 

~onverge darts ~'~(X), 

et oit (7.3) signifie que 

(7.6) < f, ~ > = ~ (--  i) k < ~tk, ~(k) > ,  ~ e ~ ( X ' )  
k ~ 0  

(les crochets  dans la somme d6signant  la duali td entre ~'°(X) et ~)°(X') et 
< f, ¢~ > celle entre  ~'Mk(X ) et ~Mk(X')). 

Rdviproquement, route f de la forme (7.3), (7.6) avec (7.4), (7.5) ddfinit un 
dldment de ~)'~k (X). 

D]~o~sTIcA~Io~. -  Soit ~ <  f, ~ > une forme lin6aire cont inue sur 
~)~/k(X); soit 7: l ' app l i ca t ion  (6.5) off F o n  remplace  X par  X ' :  alors (comme 
dans la d6monst ra t ion  du Th6orbme 2.1) on volt qu ' i l  existe d e E '  tel que 

(7.7) < f, ~ > : < d, r:~ > ~-~ e ®~k (X') 

Mais d ' ap rbs  la proposi t ion 5.1, on peut  6erire 

(7.8)  e' == ~ g'k, q, 
k~ q 

g'~a ~ G'(-- ~'°(X)) 

(7.9) tt q ~ G v MkL n g ~ q ~ O  dans fort lorsque (k, q ) ~  ~ ,  ~ L  et ~ n .  

(Le r~sultat  est bien valable puisque nous supposons que ~)0(X')= G 
tonnel~). 

Alors 

< d ,  r : ~ > =  ~ <g 'kq ,  I tlq~ Ik)> 
k,  q 

est 

(chaque crochet  dans  la somme d6signant  la duali t6 entre  G' et G). 

I1 en r~sulte la formule  (7.3) avec 
oo 

q t (7.10) i~ : - - ( - -1) i t  ~ [ t t  gkq,  
q----0 
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sous r6serve de v6rifier ta convergence de la s6rie (7.i0) duns ~'~(X) et de 
vfirifier (7.5). 

Convergence de (7.10) 

On rappelle que G- -~° (X ' ) .  Soit el)G, un voisinage de 0, eonvexe, 6qui- 
librfi, absorbant dans G'; il rant montrer  que~ (pour k fix6), 

qo+ 

qo 

pour qo assez grand et z quelconque. 

~a i s  e))G,--B o, B - - b o r n 6  6quilibr6 de ~)°(X'); donc les ~16ments de B 
sent ~ support  duns un compact fix6 [ - - n ,  n], - - n  convenable ~ et si b e B  

alors i_t lqbeB, ~q.  I1 r6sulte de  (7.9) que (n + 1) q g 'kq~O duns G' fort, 

donc ( n +  1)qg'kqee~G: pour q ~ q ~ ,  et pour q ~ q ~ :  

< [ t!qg'kq, b >  I -- ~ - ~  ~<(n+l)qg 'kq ,  !~ qb> I ~ , b e B ,  

et donc 

cheissant  qo tel 

--q~qo~n + 1/ 

que Z < I, on en d~duit le r6sultat. 
q ~ qo 

Vdrification de (7.5). 

Soit 0 fixe; on peut supposer que 10(t) l__<l et est h support duns 
[ - - n ,  hi. Soit L fix~. On veut montrer  (7.5), donc que, @s, 6taut un voisi- 
nage de 0 duns G', convexe, 6quilibr6, absorbant, la somme 

ko+~ 
(7.1 I) S -" F, LaM~O ~h ~ ~G ~ 

k ~ k  o 

pour ko assez grand et z quelconque. 

Choisissons L1 > L;  d 'apr~s  (7.9) 

M~L~ (n ~, l)qg'kq 

demeure  dans un born6 de G', donc 

(7.12) MkL~(n ~- i)qg'~q ~ ).o~, ~ k ,  ~ q .  
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On peut  Ocrire 

Mais 

et donc 

si 

S - -  Z Z ( - - 1 )  a ~ L *  ~=*o q=o ~ 211~L, (n -[- 1)qg'kqO(t). 

+ 1] I o(Ol _< ~-~---i 

( n + l ) ~ , o  ~ < 1 "  
k~ k 0 L l l  - -  ' 

ehoisissant  ko pour  que eerie condition air lieu, on en d4duit (7.11). 

La r4ciproque n 'of f re  pus de difficult4; la d0monstrat ion du th6orbme 
est aehev~e. 

REMARQUE 7.1. - Si X est un espace de BANAC~, l ' espace  ~)o(X') est 
tonneld, puisque limite inductive d ' espaces  de FR~CHET (et m0me de BANACH). 

Si donc X est un B~N.~cK r0flexif, le th4or&me 7.1 est valable et donne 
alors une variante  du Th4or~me 2.1. Dans le eas g4n~ral, nous exprimons f 
comme somme ( i n f i n i e )  de d4riv4es de ~ae~)'°(X) (donc los ~g sont des 
mesures ~ valeurs duns X)  et non de fa comme duns le Th6orbme 2.1, h 
cause de la dif[icult4 de travail ler  avec L~(X)lorsque X n'est pus m~trisable. 

8. - Espaees D+, M k(X) 

(8.1) 

(8.2) 

(8.3) 

et SMk(X), X non Banach.  

On suit iei une d4marche tout h fait parall~le ~ cello du No 3. 

8.1. Espave ~ . X - 9 + , ~ (  ). 

L 'e space  ~)~_,a~k(X) est l ' e space  des fonctions ~ avec los propri~t4s 

e ~(X), 

~ 0 ,  pour  t < a ,  

~ b ( ~ a )  fini, il existe L ~ I  telle que 

~<k) (t) 
LkMk 

demeure  duns un born~ de X, pour  t ~ b  et ~ k .  
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On d~signe 
avec b e t  L ~ I  
8(X)) on d~finit :  

a; b, L par ~ + , ~ ( X )  l ' e space  des ~ sat isfaisant  i~ (8.1) (8.2) (8.3) 
f ixes;  si @x (resp. @$(x))= voisinage de 0 dans X (resp. 

l ~(~')(t) s ~ x ,  re[a,  b] ~ k l  (8.4) ~) -- ~, I ~ ~ ~ ( x l ,  L*M~ ' } 

a ; b  L et on d~finit un  syst~me fondamenta l  de voisinages de 0 dans ~)+,]d~(X) 
faisant parcour i r  ~t @$(x) et @x des syst~mes fondamentaux.  

On prend  ensui te  Ln, b ~  ~ c<~ et ° 

e n  

(8.5) a ~ ;  b~,L~x~ ~ ~+,M~(X) : N ( U  + , M  k ~ ~j 
bn L n 

(avec les topologies de l imite induct ive  et project ive pour  U et n). 

8.2. - Espace ~+, Mk(X ). 

Si a,, est une  suite - - - , - -  c~, on d~finit 

(8.6) 9 + , ~ ( X )  = u 9 ~  " ~ ( X ) ,  

muni  de la topologie de l imite induct ive  correspondante .  

D~finitions analogues  pour  ~ _ , ~ ( X ) .  

8.3. - Espace ~ k ( X ) .  

On d~finit 

~e*; b~ 
e born4 de X, 

~ k  et ~te[a,b]} 

et on ]e muni t  de la topologie d4finie par  le syst~me fondamenta l  de voisi. 
nages de 0 suivant :  

l ~(k)(t) e@x,  ~ k  et ~¢ t e [ a ,  b]l ~3 = ~ ] ~ e e2$(x), LaMk 

off ez)8<x ) (resp. @x) parcour t  un  syst~me fondamenta l  de voisinages de 0 
duns ~(X) (resp. X). 
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et 

Ensuite on pose 

~ ct, b Oct, b, L n / X  ~ ~ ( X ) :  U ~ t ~  ~ ), L , - - +  ~x~, topologie de limite induetiv% 
L n 

ct~ b~ 

a,~ ~ -  c% b~ ~ + c,% topologie de limite projective. 

3 . -  E s p a e e  ~ ) '+ ,a t~ (X' ,  X n o n  B a n a e h .  

On fair les m~mes hypotheses qu 'en 7.1 et 7.3. On pose: 

(9.i) X t  " ~'+, ~ (X) = ('~_, ~ ( ))'. 

On a l e  

T~OR]~ME 9 . 1 . -  L'espace ~ '+ ,a~(X)  coincide avec le sous espace de 
' X ~ ~k( ) des distributions dt support  limitd db gauche. 

D~MONS~I~A~ION, - Analogue h la d6monstration du Th6or6me 4.1, sous 
r6serve de v6rifier que, 8 6tant donn6e eomme duns la d6monstration du 
Th4orbme 41, l 'appl ieat ion ~ - - * 0 ~  est lin6aire continue de 

i t  @_, ~ ( ) - - . -  6 )~ t  k (X' ) .  

I1 suffit  de v6rifier que sa restriction ~t _,~k~ ) est continue. 
Si to est la limite ~t gauche du support de 0~ la fonetion 0~ est nulle hors 
de [to, a]. 

I1 suffit  de montrer  que ~ ~ 0~ est continue de 

~ , ,  ct, r , _ , ,  
a~ k ~ ~ -" q~ ~ ~ M ~  (X'). 

[Rappelons que ~b --- ensemble des ~ e S(X'), nultes pour t :> a, reties que 

~(k)(t) e born6 de X'  pour t e  [to, a], k O, 1, ]. - -  ~ , . .  

L~M~ 

I1 existe des constantes cl, L~ telles que 

[ 0 (~)(t) ] <__ clLI~Ma, ~ k ,  t e [to, a]. 
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L~ On va alors montrer  que ¢~--.-0~ est continue de O ~ ( [ t o ,  a]; 
X ' ) = W ,  o f f  

1) L , : L + L 1 ;  

L 2) de fa~on g~n~rale, ~)~k([to, a]; X ' ) - -  espaee des ~e~(X~) ,  nulles 

hors de [to a], telles que ~(~)(l) ~ ] / ~  e born~ de X', ~k ,  te[to,  a]. 

Soit done 6)) un  voisinage de 0 donn6 darts W; done 

= {+ I ,+ ~ t~" +(k)(t) 
L M, - E  a).)x,, 6'1)x, : voisinage de 0 darts X '  }. 

Nous devons trouver c)~, voisinage de 0 duns ¢9, tel que 

(9.2) ~ = O~ e a~ ~ e q4 ¢. 

D~finissons 94? par 

:)¢; --  { ~ I ~ e qb ~(~) (t) 1 L"M--~h e ~ 6))x,, 6"9 x, = m~me voisinage de 0 

que celni apparaissant  duns 6))t' 

hIontrons qu 'a lors  (9.3) a lieu. On a: 

et 

klO( -i'(l) (¢i>(t) t 
L~M~ - -  j=o \ LJMfi 

I i=o j L~Mk LJM~ ~ c I ~ M ~  ~=o j = p  

Mais ~I~:_iMj< Mot]i~, done p <  clMo 1 __  ~ (L1 + L) ~ - -  OlMo d' off le r6sultat 
L2 

suit. 

Du Th6or/~me pre%(ident et du Th~oriSme 7.1 on va d~duire le 

T~oR/~ctE 9.2. - Soil f donnd dans ~'+, M~(X); soil tl "- limite dt gauche 
du support de f. Pour tout to ~ t~, il existe une ddcomposition de f de la 
f or14vt e 

09 

(9.3) f = ~ D ~ h ,  (en un sens analogue ~ (7B)) 

Annal i  di Matemat iva  47 
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o/t 

(9.4) ~t, e ~'°(X), 

(9.5) ~ = 0 pour t < to 

(9.6) 
Y~ L~MaX~ 

1¢~0 

quelle que soit la fonction )~ ~ ~o el quel que soit L, la sdrie 

converge darts ~)'o(X). 

Rdciproquement, s i f  est donnde dans ~'Mk(X ) el si, pour tout t o <  t~ 
donnd il existe une ddcomposition de f de la forme (9.3) avec (9.4), (9.5) et (9.6), 
alors f e s t  darts ~)'+, ~tk(X ) et est nulle pour t < t~. 

D]~MONS~RATm~. - Soit 0e~z~k, 0 - - 0  s i t  < t o ,  0----1 dans  un voisi- 
nage du suppor t  de f. Alors f - - O f .  

D~apr~s le Th~or~me 7.t, on peut  ~erire f sous la forme 

OD 

k ~ O  

v~ e ~'°(X), 

quel le  que soit X ~ o ,  et quel  que soit L, ltr s6rie 

v~ L*M,~(vh 
k~O 

converge dans ~)'°(X). 

Alors (comme h la d6monst ra t ion  du Th6or~me 4.2), on 
tion (9.3) avee 

~ = ( - - 1 ) "  E ( - - t ) J (~ )O( i -k )D .  

a la repr6senta- 

On a 6v idemment  (9.4) (9.5) et il reste done h v6rifier (9.6). 

Or 

E Lh/l/~X~ = E ~(v~ E (--1) i  +e O(i-k>L*3l~ = 
k~o  ~>~0 k=o 

off 
1 , 

~ --  (L + L1) J MF1 ~=o~2 (--  1)i+k O<i-k>L~M~; 
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on a pris L~ tel que 

I 0(k)(t) [ ~-~c~L~Mh sur le support  de X, ~vLk. 

Le r~sultat suit  alors du fair que 

I ~ ( t )  1 --< c~ (L + L~)J k=o 

La rdciproque es t  immediate.  

T h ~ o r ~ m e s  d e  Mk - r e g u l a r i | ~  p o u r  les  6 q u a t i o n s  

d i f f 6 r e n t i e l l e s  de  t y p e  p a r a b o l i q u e .  

1.-  Equations opgrationnelles d'gvolution.- Thdor~me de Mh-r6gularitd. 

1.1. - Rappels (el. [ i8]).  

Soient V et H deux espace de HILBER% avec V c H ,  V ~ H  continue, 
Y dense darts H ;  pour  u, v e V (resp. f, g e H)  on d~signera par  ((u, v)), l{ u ti 
(resp. (f~ g), [ f l ) le produit  sealaire et la. norme duns V (resp. H) .  

On identifie H ~ son ant i -dual  et on d~signe par  V' l ' an t idua l  de V; 
comme V e s t  dense dans H 

V c H  c V ;  

si v'e  V', v e V ,  (v', v) d(isigne la valeur de v' au  point v; si v 'eH,  (v', v) 
coincide avec le produit  scalaire dans H ;  enfin frv' [I d(isigne la norme 
duale de celle de V. 

On se donne, pour tout t ~ R ,  une forme sesquil in6aire continue sur  V :  

u, v--~a(t; u, v); 

on supposera  que t--~a(t; u, v) est ind~finiment diff~rentiable sur R (pour 
tout u, v e V )  et que 

(1.1) 
t pour tout T < o% il existe ~T et aT> 0 tels que 

l R e a ( t ; v , v ) + k r T  v ! ~ a T H V l l  ~, pour tout v E V  et t ~ 7 ' .  
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La forme t . -~a( t ;  u, v )~tant  semi-l in~aire continue sur V peut 
s' ~erire 

(1.2) a(t; u, v)--(A(t)u,  v), A(t)ue V' 

ce qui d*finit A ( t ) ~ ( V ;  V'). 

Sous l 'hypothbse (1.1) on sait [18] que 

(1.3) 
d 

A(t) + ~ est un isomorphisme de ~+(V) sur ~+(V'). 

Moyennant  des hypoth6ses suppl4mentaires de r6gularit6 sur A(t) et sur 
le deuxi6me membre,  on va maintenant  6tablir un r6sultat de r6gularit4 
suppl6mentaire  pour la solution. 

1.2. - Thdor~me de Ms - rdgularitd. 

On se donne une suite Mk (comme au Chapitre 1, N. 1) donc non quasi- 
analylique et logarithmiquement convexe et v6rifiant 

(1.4) il existe une constante H telle que M~+~ ~_ H~Mh, ~k .  

On supposera ere outre : 

il existe une constante cl telle que 

(1.5) 
t ( k )  Mk_i_Mt~cl.Mn, ~ k ,  et ~ j  avec O~j<__k. j 

Ceei pos~i 

Tl~OaEl~n 1.1. - On suppose que (1.4) (1.5) ont lieu el que A(t) 
(1.1) el i~ 

(1.6) 

satisfait 

A ( = "  t --~ A(t)") ~ gM~ (~ (V; V')). 

d 
Alors A(C + d-t est un isomorphisme de ~)+,M~ (V) sur ~+,  ~ (V'). 

L~ d~monstration de ee Th4or~me oeeupe les numeros ci apr~s. 

1.3. - Rdduction du probl~me. Lemme. 
Ct t 

On montrera  d' abord (au point 1.4) q u e s i  f e  ~+. M~ (V), la solution u 
darts ~+(V) de 

(1.7) A(t)u + u ' =  f u' = -d~ 
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est  clans ~ _ ,  Mk(V ) (noter  que  (cf. [18]) on sait  qu ' i l  y a m~me limite i~ 

gauche  pou r  le suppor t  de u et de f).  

P o u r  ce r6sul tat ,  il suff i t  de r a i sonner  sur  F in te rva l le  [a, b], b fini  
que t conque .  

~ a i s  alors,  b 6rant fixd, on peut ,  pa r  le e h a n g e m e n t  de u en exp(kt)u(Z°), 
k ~ ) , b ,  suppose r  (cf. (1.i)) que  

a(t; v, v)>~a~llvll~, ~ v ~ V ,  t ~ b  

On peu t  ensu i te  renormaliser V (en une  norme 6quivalente ,  encore  notde 
l lv l l )  de fagon que  

(1.8) Re a(t ,  v, v ) ~ l l v l l  ~ ~ v + V ,  t ~ b .  

Ceci n ' a  6 v i d e m m e n t  r ien  d ' e s sen t i e t  mais  s impl i f ie  un peu  
ci dessous .  

Nous  poserons  : 

b (; )1 
(1 .9)  v(u(k)) = It u(k>(t)11 ~ dt 

a 

les ca lcu l s  

(1.10) 

b (j )1 
,~,(f(k)) = It f(~)(t) 11 ,dr ~. 

D ' a p r ~ s  la d6f ini t ion mSme (cf. chap.  1, n. 3.1), pour  mon t r e r  que  
a ,  b 

u e ~+ ,  M~(V), il suf f i ra  de m o n t r e r  q u ' i l  existe des constantes ~ et B telles que 

(1.11) v (u(~')) ~ ~ BaMk ~k .  

LE~IME 1.1. - La solution de (1.7) vdrifie 

(1.12) v (u) < v,  (f). 

D]~MO~S+RATIO~. - P r e n o n s  le p rodu i t  sca la i re  (dans (V', V ) ) d e  (1.7) 
avec u(t) et p r enons  la par t i e  r6elle,  en in t6grant  de a ~t b: 

b b 

Re a(t; u(t), u ( t ) )d t+~ { u(b) ~ l u(a) = R e  (f(t), u(t))dt" 

(t0) Qui ne change pas l'appar~enance aux ospaces ~)÷, M k. 
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)/[ais u ( a ) - - 0 ;  uti l isant  (1.8) on en d~duit 

b b 

J_ !1 u(t)it: dt ~ .,t fl fit)11, li u(t)II 
all* 

dt 
l1 I% 

d'ofi (1.12). 

Notons par ail leurs ceei (qui est imm6diat, puisque l 'on sait que toutes 
les fonetions consid6r6es dans (1.7) sont ind6finiment diff6rentiables): 

(1.13) A(t)u(~) q_ (u(kj), --_ f(k) ~1  (ktA(k_i) t u(i) 
j=o \ j ]  () 

(u(~) d~u(t) a"A(t)t 
--  dr* ' A(k)(t)-- dt a ]" 

i.4. - Ddmonstration du Thdordme 1.1; partie algdbrique (I). 

Montrons d 'abord  (ce qui est l ' e ssent ie l ! )  que si fe~)~_a~k(V') ators 

u e 6)~, Mt,(V). 
~Nous savons, par  hypoth~se, qu ' i l  existe des constantes c, d, L, ~ telles 

que 

(1.14) v.(f(k)) ~ d~aM~ ~ k ,  

(1.15) II A(k)(t) 11 ~(v; v,) <_ cLaM, ~tk, a ~ t <_b. 

On va montrer  (1.11) avec 

--  2d, 
(1.16) 

B = sup. ((2 cc~ q-1)L, £). 

On raisonne par r6eurrence  sur k; si k - - 0 ,  d 'apr6s  te Lemme 1.1, 

v(u) < ,~ , ( f )  ~ dMo 

d'ofl (1.11) darts ee eas puisque ~ - - 2 d .  
Admettons alors (1.11) pour 1, ..., k--1 et vC~rifions le pour k. Si ga 

dOsigne le deuxi6me membre  de (1.13), une nouvelle application du Lemme 
1.1 (~ l '6quat ion (1.13)) donne:  

(1.17) v (u (~)) ~___ va(g,) 



J .  L. LIONS - E. )~[AGENES: Espaces de fonctions et distr~butlons, etc. 375 

Mais 

v,(g~) < v,(f(~)) + 
/=o 

(~) v*(A(k-j) u¢i)) 

et avee te choix  de ~ et B, on a dOjh (avec (1.14)) 

v,(f  (k)) ~ ~ BkMk. 

II reste  done, d 'aprOs (1.17), h mon t r e r  que 

(1.18) 

Mais 

v , ( A ( k - S ) u ( i  )) ~ sup II A(~-J)(t) I1 ~(v; v,>V(u(i)) 

et u t i l i san t  (1.15) et l ' hypo th~se  de r6currence ,  le I ~r membre  de (1.18) est 
major~ par  

k- -1  

Uti l i san t  m a i n t e n a n t  (1.5), on a:  

~-~ 1 
~ ~ cc~Mk ~ Lk - iB  j ~ c c~ ~MkB ~ ~ ~ MhB ~ 

i = °  - -  - -  1 
L 

B 
car  2 ccl ~ - -  1 

L 
a, b u ~ ~)+, ~ (V). 

grace h (1.t6) - -  Ceci mont re  (1.18) et mont re  done que  

REMARQUE 1.1. - On peut  prdciser le r6sul ta t  obtenu de la facon 
su ivante  : si 

b E  fe~_;~, (V') (notat ion du  lN ° 3, Ghap. 1), alors 

u =- ~+,~; b,~B(2),~r,~.j, B(£) = sup. ((2ccl + 1)L, ~) 

et comme il s ' ag i t  lh d'espaces de Frdchet, l ' app l i ca t i on  f ~  u est cont inue,  
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grace au th~orbme du gruphe ferm6; donc:  

(1.19) f ~ u  est continue de ~ , M ~  ( v )  darts V). 

1.5. - Pat t i e  algdbrique (II). 

V~rifions ma in tenan t  que 

d u  
(1.20) u - -  A(t) u + - d i  

appl ique  ~)+, Mk(V) duns ~)+, a~ (V'). 

d 
On suit d6ji~, (el. Chap. I) que, grace ~ (1.4), dt  appl ique  ~)+, Mk(V ) duns 

V' lui m~me. Reste done fi. v6rifier que A(t) appl ique  ~+,Mk(V ) duns ~3+,M~.( ). 
V6rif ions un peu p lus :  

(1.21) u--~ A(t)u applique ~ b. B ~ ;  b, B + L t y t  ~ ~ + , ~ k ( V )  duns ~+, M k ~ j. 

En effet 

d ~ Off 

(Au)(k) --_ X A(k-J)u(J), 

v,((Au) (k)) ~__ E cLk-iMk_i~B~Mj 

(nous supposons cette lois que v ( u ( ~ ) ) ~ B J M j ,  ~ i ) .  Done 

%((Au)(k)) ~ cct ~Mk 
/c 
Y~ L ~ - i B  j 

~___ ccl ~(L+B)aMk 

d~ofi (1.21) suit. 
Nuture l lement ,  on peut  ici encore appl iquer  le 

ferm(~; done dans (1.21) 1 ~ appl ica t ion est continue. 
th~or6me du gruphe 

1.6. - Partie topologique. 

De (1.19) et de la cont inui t5  de (1.21) va r~sulter  que 

l u --~ A(t)u + u r = f est un  isomorphisme (topologique) 
c~;b (1.22) de @~;,~k(V) sur ~+,~k(V') .  
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En effet nous savons dej/~ qae e 'es t  un isomorphisme alg6brique. Pa r  
ai l leurs quel que soit L,~ u--,-A(t)u + u ' - - f  est continue de 

~ ) a  ; b, L n +, M~ ( V ) d a n s  un espace ~)~';~'g~+, M~ , L~ convenable,  

~.b ~, ,V, ~ ;  b ~+,M~ ( V), limite done de ~),~_',~ ( ) dans +,M~vV') et par consequent  de ~:b 

inductive des ~_;, b/L~ (V), L,~ ~ -~ ~c, darts +, Mk, ( V'). Le m~me raisonnement  
(utilisant (1.19) 

Mais alors 

Done : 

pour  l ' appl iea t ion inverse f---*u, montre (1.22). 

~,~ a, b n u ~ A ( t )  u + u '  est continue de gl ~+,M (V) dans 
b n . - - ~  

et la m~me remarque  vaut  pour. l' application inverse f ~ u .  

(1.23) 
i u---~A (t)u-{-u' est un isomorphisme topologique de 

a~ ct ~+, M~ (V) sur ~)+, ~ (V'). 

Le lih~orbme 1.1 en r~sulte aussit6t. 

2. - Une var iante  du Thdor~me 1.1 dans d ' au t r e s  espaees. 

2.1. Autres espaves fonctionnels. 

~a; b. L,~,  (resp. ~ .~ 'L (X) )  d~finis Soit X un espace BA:~AGIt et ~'+, M~ <-~J 
comme au Chapitre 1, 3.2 et 3 . 3  avec L > 0. On pose alors 

(2.1) n , ~  L. (X) 

(resp. 

(2.2) n $ ~ ( x )  = n n ~7~-~ ~-' ~-(X)) 

ehaeun de ees espaees 4rant muni de sa topologie naturel le  d'espace de 
Frdchet. On f e r a l '  hypoth~se 

(2.3) n~-,M~CX) n'est pas vide. 

Ceci revient  ~ donner  de nouvelles conditions sur  la suite {Mk}. Nous 
n ~ t u d i e r o n s  pas ici cette quest ion en g(~n~iral, en renvoyant  au travail  de 
BEURI~II, T~ [4], off on (~tudie un problbmc de m~me type, mais avec une 
autre  d6finition de classe de type Mk. En tout cas F hypothbse (2.3)est  
v~rifi~e pour  les su~tes de GEVUEY: Mh = (k!)~, d ~ 1. 

Anr,~l i  di  M a t ~ a t i v a  48 
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On pose ensui te  

(2.4) rig+, ~ ( x )  = u ng~<;.~(X), 
an --.,--- oo 

muni de sa topologie de limite inductive. 

Nature l lement  

(2.5) 

(2.6) 

n~+,,r,(X) c ~+, M~(X). 

On d~finit de mSme n~9_M~(X) et 

n~_,  ,,~(X) c ~ _  ,~(X). 

On pose, par ddfinition: 

u59'+, ~k(X') = (n~_, M~(X))'; 

UD'+. M~(X') est l ' e space  des super-Ma-distributions 
i~ support  limit(i h gauche). 

2.2. - Thdor~me de super-Ma-rdgularitd. 

On se place duns les conditions du N. 1.1; 

Mk et M~ telles que 

(~ vodeurs darts X',  (et 

on se donne deuw suites 

(2.7) Mk et M~ satisfont h l ' ana logue  de (1.4); 

(2.8) l M~_~ Mj ~ ~Mk ,  ~k ,  

~h'--+0 si k ~ o c .  

O ~ j ~ k - - 1 .  

Par  ex. on peut  prendre Ma--- (k i) ~ et M*k -- (kV)~*,. 1 < d ~ d*. 

TI~OR]~ME 2.1 - On suppose que (2.7) (2.8) ont lieu et que 

(2.9) 

d 
Alors A(t) + -~ est 

A e n6M%(~(V; If')). 

un isomorphisme de fl~9+, Mk(V ) 8Ur N ~ ) + ,  M~(yr). 
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2.3. - Ddmonstration du Thdor~me 2 . 1 .  

1) Rdductiort du probl~me. 

On va d6montrer  (ce qui entraine le Th4or6me) que 

d 
(2.10) A(t) + lit est 

On voit, comme 
(a, b), et que, sur eet intervalle,  (1.8) a lieu. 

un isomorphisme de n ~ , ~ ( Y )  sur f l~ ,M~ (V'), 

au n. 1.3, qu ' i l  suffit de raisonner  sur un intervalle 

flg'c~ a;  b / V i  \ c¢~a; b, L n 2) Soit donc fE  ~'+,M~ ~----;1-~+,M~ (V') 

dans ~ ( V )  de L, 

(2.11) A (t)u -[- u' -" f. 

On va montrer  que u ~  n~)~.~(V); soit doric 
montrer  qu' i l  existe ~ tel que (notations de (1.3)) 

(2.12) v (u (k)) < ~BaMk, ~ k .  

On sait (par hypoth~se) qu ' i l  existe c et d tels que 

(2.13) 

(2.14) 

La 

(2.15) 

et soit u la solutiou 

B fix~ quelconque; on va 

v,( f  (k)) ~ dBaMa , ~ k .  

11A(~)(t) ]1 ~(v; v,) ~ cLaM~ ~ k ,  t ~ [a, b], L --  B/2 .  

eonstante c 6tant ainsi fix6e par  (2.14), choisissons ko tel que 

M~_i M~ ~ ~-~ Mk pour k ~ ko , O ~ j ~_~ k - - 1  

(ce qui est loisible d'apr(~s (2.8)). 

Nous allons alors montrer  (2.12) avec 

(2.16) ~ - - m a x  [ max v(u(i)) ] o<_i<_ko L:Mj ' 2d (L --  B/2). 

Evidemment  (2.12) est satisfait pour j ~ k o .  
k - - l ( > k o )  et vdrifions le pour k. 

Admettons le jusqu '  i~ 
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Comme en 1.4, on obtient;  

(2.17) v (u(~)) ~ v (f(~) -b E sup 
]~o t~[a, b] 

tl A(~-i~(t) II ~(~; ~)v(u(~)); 

par  (2.13) et (2.14), v , ( f (~ ) )~2  B~M~ ~ k  et le deuxi~me terme darts le 

membre  droit de (2.17) est major~ par 

~-~ / k \  1 ~-~ 
~=oE I c L ~ - ~ M ~ - ~ B ~ M ~ - - c ~  2c M~ /=oE L ~ - i B  ~--  

_ B k _ L k ~ 
--  ~ l[~k - ~ L ~  --  ~ M~(B k - -  L ~) (car L - -  B/2) ~ ~ B~M~ 

d'ofi (2.12) suit. 

3) L' application f ~  u envoie donc n~_~, Mk(V ') dans n~)~_, Mk (V) et 
elle est continue d ~aprbs le th~or~me du graphe ferm6. 

Un ra isonnement  direct  montre  que u ~ f - - A u  ~ u' est lin~iaire de 

n~.,M~(V) dans n~)~_,M~(V') et continue d 'aprbs le th~or~me du graphe 
fermi ,  d ~ofi (2.10), ce qui ach~ve le d~monstration du th~ori~me. 

3. Les cas des op~rateurs diff~rentiels. 

3.1. - 2Votations. 

5Tous allons maintenant  prendre  pour A(t) un op~rateur diff4rentiel  dans 
un ouvert  Q de R '~ borne, dont la fronti~re I' est suppos(~e vari~t~ de dimen- 
sion n -  1 ind(~finiment diff(Irentiable, P, (itunt d ' u n  seul cotei de F, donc 

(3.1) A(t): u ~ A ( t ) u - - A  a~, t, ~-~ --  ~ (--1)lvlD~(a~q(~,t)D~u) 
iP[ , i q } ~  m 

et nous ferons sur les coef[icients apq des hypotheses de rdgularitd diff6rentes, 
precis~es au fur  et ~ mesure. 

I1 s ' ag i ra  en tout cas d 'hypoth~ses de r~gularit~ suffisantes pour que l ' on  
puisse, quand on en aura  besoin, considerer  l 'op~raieur  ad/oint formel de A 

(3.2) ~ ) D~(aqz, (x, A* x, t,~-~ "- ~ ( - -1)  lvl P -  t) D~) 
l p [ , r q r ~ m  
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et la formule  de GI~EEh- suivante  (el. [t]), dans le cyl indre Q-"  ~ X R, de 

~rontii~re ~ X R e t  pour  u et v r~gulii~res dans Q et ~ suppor t  compact :  

(3.3) cl (A u -4- u') v dxdt  ~ c| u ( A~-v ~ v') dxdt  - m | S~u~v d¢~ 
QJ JQ I-----o J 

avec d~----~il~ment d~aire de E, 

yju --- ff~j - -d~r iv~e  normale  ~ F d' ordre i, 

S~, Tj-~ op(irateurs diff~rentiels  l in6aires d' ordre 2 m - - j - - l ,  d~termin~s par  A. 

On fera encore  l' hypothdse d' ellipticitd: 

(3.4) 
Re ~ (-- 1)lp I apq(~, t) Ip+q ~ ~ I ~ I ~ ,  

iP l ,  lql=-:m 

tO[to,  tx], ~ 0  (d6pendant  de to et t~). 

~4i e R", x e S .  

Enf in  {M~} sera une suite de nombres  r6els positifs avec les propri(ft(ts 
des n. pr6c~dents, c ' es t  ~ dire 

(3.5) 

i t Mrc} est Iogarithmique convexe et non quasi -analy t ique;  

M ~ + I ~ H ~ M k ,  ~ k  (H constante  ~ 0); 

On se bornera  ~ 6tudier  lc probli~me avec conditions aux  limites sur Y, 
de Dirichlet (11). 

3 . 2 . -  Un rdsultat de M~ rdgularitd en t et de rdgularitd en ~. 

Nous allons d ' abo rd  d~montrer  le 

Tm~Ort]~ME 3 . 1 . -  Soit s fixg entier ~ - - m  quelconque (1~); supposons 

(1~) Pour  ne pas rajouter  des difficult6s technique ; mais cela n ' a  rien d'essentiol.  
(is) On suppose s 0ntier pour simplifier. 
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que (3.4) et (3.5) ont lieu et que 

(3.6) a~ (x ,  t) e~M~(~9'~+~(~)) (~) 

Alors A x, t, ~_~ ~- est un  isomorphisme de 

9 + ,  ~ ( H  ~+~'~(~2) ~ H ~  ~ (e)) sur  

Commenqons  par  le 

L E M ~  3.1. - Soit 
vdrifiant 

(3.7) 

Alors 

9+, M~ (H ~ (Q)) 

g donnd dans ~)+,M~(H~(Q)) et 

A( t )w(t)  = g(t). 

D]~MOI,~STRA~ION. - 
soit b fix(i, b > a. 

Alors,  a cause  de (3.6), il exis te  c et L (ddpendcmt de s) tels que  

Soi t  a ~ l imi tes  fi gauche  des suppor t s  de g e t  w;  

(3.8) tt A(k)(t) ]l ~(m+:.~(~); H~(O) ~-- cL~Mk V-k e t t  e [a, b]. 

P a r  a i l leurs ,  si de fagon g~n6rale  ¢~ (resp. ~) est  con t inue  de [a, b] 

H~"(!~)(resp. H~(f~)) et si 

A (t) ~ (t) = +(t), t e [a, b] 

dans  

alors,  d ' a p r 6 s  les r4sul ta t s  b ien  connus  de rdgular i t6  des p rob lbmes  aux  
l imi tes  e l l ip t ique% ~(t) eHs+2" (Q)  et il exis te  une  cons tan te  c_~ ddpendant 

(is) ~)k((~)~ Ct~(~)(k entier  2 0 ) :  espace de BAI~ACH des fonetions k - f o i s  continue- 

ment diff4rentiables dans ~; ~9(~)_~_Czc(~}: espace des fonctions indgfiniment diffgrentiables 

darts ~ muni de sa topologie naturelle d 'espace  de FRECHET; Hk(~) (k entier ~ 0 ) :  espace 
de ]:In.BERT des (classes des) fonctiens de cart4 sommabte darts ~ avec les d4riv4es jusqu'~ 
l ' o rd re  k; ]~0k(~): adh4rence de ~D(~) (espace des fonctions indgfiniment diff4rentiables et 

support compact darts 2) dans Hk(~); H-k(P.): dual  (fort) dc H0k(~). 
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de s tel le que  

(3.9) 

(ott 

II ~p(t) II ~+,.~ ~ c~ sup  II ~P I1~, 
t ~ [et, b] 

II [1[ ~----norme de f dans  Hr(Q)). 

P a r  hypoth6se ,  il e x i s t e d  et £ te l les  que  

t e [a, b] 

(3.10) sup  II g(k)(t) ]l , ~ d~kM~ ~ k  
t~[a, b] 

I n t rodu i sons  : 

(3.11) 
~ = 2dc2 

B = max  (£, (1 + 2 ccxc~)L) 

(cl 6rant Ia eons tan te  i n t e rvenan t  dans  (3.5)). 

On va montrer~ par  r6eu r renee  sur  k, que  

(3.12) sup 11 w(Z)(t) [I ~+2,,, ~ ~BkM~ V'k.  
t~[a, b] 

P o u r  k = 0 ,  on app l ique  (3.9) (avee ~ = g ) .  Admet tons  le r6su l ta t  
j u s q u ' h  k - - 1 .  On d6dui t  de (3.7) par  d6r iva t ion  (loisible!) en t :  

d' oit, a p p l i q u a n t  

A(t) w(k)(t) - -  g(k)(t) - -  ~ (t)w(i)(t) 
i=o \1]  

(3.9) : 

sup  II w(k)(t) I1 ~+2,~ ~ c~ s u p  IIg(k)(t~ II, + 
tE [a, b] t e [~, bl 

(k) + c~ ~ sup  
¢=o j teta. b] 

JJ A(k-J)(t) II C<H,+2,,<a); H:<a>) s u p  It w(i)(t)II 2,.+~ 
te[a, b] 

c~d£~Mk + c2 j~=o [j } cL~-iMh-i ~ B~Mj 

et 

d' ot~ (3.12). 

1 k--1 
~ ~ k M ~  + cclc2~M~ E L ~ - i B  j 

] = o  

CGzG2 k-1 B k 1 B k  Z L k - i B  J ~ cclc2 ~ - -  < 
i=o - - - -  1 

L 
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REMARQUE 3 . 1 . -  Comme c2, c et L dOpendent de s, on voit que (eu 
g6u6ral) B ddpendra de s. 

D~O~STRATIO~ DU TI~I~OR~E 3:1. 

1) Soit f e~)+ ,~ ,  (H~(g~)); ~t cause de (3.4), (3.5) et (3.6), on peat  

uppliquer le th~or~me 1.1 de ce ehapitre  avec V--H~'(~2), V'-~-H-m(~), 

H =  L~(D); soit donc u la solution (dens @+,M~(H~(~)) de 

du 
(3.13) A (t)u + dtt --  f" 

Alors 

du  

done, d 'apr~s  le Lemme 3.1: 

u ~ 9 + .  **~ ( H  "~" ('+~-, ~')(~)). 

du  
Alors f - - - ~ e ~ + , i ~ ( H ~ i ' ( a " ~ ) ( ~ 2 ) )  et le Lemme 3.1 donne 

u e ~ + ,  M~(H "~" I, ~ ~-: , -)  O)) 

et ainsi de suite; done u e ~ + ,  M~(H ~+2'~ (~)). 

du 
2) L' application u ~ f = A (t) + ~- est lin~aire de 

L, ,  eonvenable (d~pendant de L et s), et elle est continue d 'aprbs le th(for~me 
du grephe fermi .  Done elle est cont inue de 

b +, **~ (~)) ~)~,~(H~+2~(~))  ~ ~)~;,M~(HS(Q)) done de 9"~ b (H~+2~ 

• ~ - -  ~ + , ~ ( H  (~)). (limite inductive de ~)~,~L~(H~+~(12)), L~, + ~ )  , ; b  

D'ofi l 'on  d~duit que u - - f  est cont inue de 

+ , ~  (~))  - -  ~+ ,**~ ( H '  O ) ) .  
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D'apr6s 1), e ' es t  un isomorphisme alg6brique de 

~+,  M~ (H~+z~(Q)) A H ~  (~2)) sur ~)+, M~ (HS (g)) 

et par consequent  le m~me ra isonnement  que pr@6demment,  appliqu6 ~t 
F op6ration inverse f ~ u ,  montre  qu 'e t le  est lin6aire continue de 

~+,  ~ (H ~ (~)) --~ ~+,  ~ (H " +~  (~) n H~ ~ (~)), 

d'ofi le th6or6me. 

3.3. - Supposons main tenant  que l 'on  air 

(3.14) %~ e ~M~ (~" (~2) ) 

Alors le Th6orbme 3.1 est valable quel 
particulier : 

est 

TI~I~OI~ME 3 . 2 . -  Sous 

un isomorphisme de 

n 
$ 

~ r  

que soit s. 

les hypotheses (3.4), (2.5), et 

On a done en 

d 
(3.14), A(t)-~ dt 

~)q-, M~ (H,+2"~(~) A Ho  (Q)) s u r  A ~ + ,  M~ (Hs(Q)), 

chaque espace produit dtant muni  de ta topologie de limite projective. 

Notons que Fhypoth~se (3.14) signifie: pour tout compact [a, b] et pour 
tout r il existe c~ et L~ (d@endant de r) tels que 

<_ c~, ~ k ,  t e [a, b]. 

Si on suppose que 

k L~Mk 

(3.15) apq e SM~(@ (~)J  

alors il existe L inddpendant de r tel que 

IL ~pq-(k)(x, t)IJ ~)r(~) 
LkM~ ~ c~, .~k, t e [a, b] 

Duns ce cas, on peut duns (3.8) choisir L inddpendante de s -  mais c 
et c~ ddpendront de s en gdndral et alors, duns (3.12), B d6pendra de s. 
Duns ces conditions on ne peut pus, en g6n6rat, prendre  duns l '6none~ du 
Th~orbme 3.2 l ' intersect ion en s <<sous le signe ~)+,M >>; plus pr6cis6ment, 

Annali di Matematioa 49 



386 J . L .  Lm~s - E. M ~ E ~ s :  Espaces de ]onctlons et distr~butlons etc. 

d 
nous ignorons si, sous les h.vpoth~ses (3.4), (3.5) et (3.15). A(t)-~cl)  

isomorphisme de 

"(U - ' -  0}  (14) s u r  ~ ) -~ - ,M~(~H$(~ '~ ) )  - -  ~ ) + , M ~ ( ~ ) ( ~ ) )  • 
$ 

est un 

3.4. - Nous aurons besoin dans la suite d ' u n  nouveau th~or6me d ~iso- 

morphisme, pour F op~rateur A ~ ~t" 

Supposons que (3.4) (3.5) et (3.15) ont lieu; et d4finissons l~espace 

(3.16) X+ = tu I u e ~+(~(~)),  ?u=O, Au+u'e D+, Mk(D(~))}, 

~(~) ~tant l ' espace des foactious ind~finiment diff~rentiables et h support 
compact dans ~ mun i :de  la topologie de SCHWARTZ [26]. 

En util isant le fair que @ + , ~ ( ~ ( ~ ) ) C ~ ÷ ( ~ ( ~ ) )  et que si f e ~ + ( ~ ) ( ~ ) )  

il existe u unique darts ~ + ( ~ ( ~ ) )  telle que y u - ~ 0  et A u ~ - u ' - - f  (cf. [18] 
th~or6me 8.1 p. 121), alors on peul munir  X ÷  de la topologie image rdci. 
proque de celle de ~+, M~(~(-O,)) (cf. chap. 1 pour eette topologie), et alors: 

(3.17) A ~ ~ est un isomorphisme de X+ sur ~-,M~(~)(~2)). 
~t 

Si la r~ponse '~ la question posde h la fin de 3.3 est positive alors on 

en ddduit que X ÷ C ~ + , ~ I ~ ( ~ ( ~ ) )  et la topologie sur X+ peut 6tre definie 
aussi comme la topologie localement convexe le moins fine rendant  continues 
les applications 

u ~ u  et u ~ A u - ~ - u '  de X+ dans ~+,M~(~(~))  et ~)+,Mk(~)(~-~)) 

respectivement.  

REMARQUE 3.2. - Nous obtiendrons de nouveaux r~sultats de r~gularit~ 

(dans l ' espace ~÷,M~(:~(~))) au chap. IV. 

(,4) :u = I y0u, .... ~m-~ u I. 
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C]-IA PITRE 3, 

P r o b l ~ m e s  n o n  h o m o g 6 n e s  p o u r  o p 6 r a t e u r s  

d i f f 6 r e n t i e l s  p a r a b o l i q u e s .  

1 .  - Uti l i sa t ion de la t ransposi t ion dans le cas abstrai t .  

1.1. - 5Tous avons donc obtenu duns le chap. 2 des r6sultats d ' isomor- 
phisme duns des espaces de M~-fonct ions  ~ valeurs vectorielles soit pour 
des op4rateurs << abstrai ts  >> (n. 1 et 2) soit pour des op6rateurs diff6rentiels 
parabol iques : concrets >> (n. 3). 

Pa r  transposit ion on peut  maintenant  obtenir des r6sultats duns des 
espaces de Mk-distributions. Appliquons cette id6e d ' abord  duns le cas 

abstrait)>; on va donc reprendre les notations et les hypotheses du n. 1, 
chap. 2. 

On d~signe par A*(t) l'adjoint de A(t) ¢l~fini par  

a*(t, u, v)--(A*(t)u, v) 
a v e c  

a*(t, u, v ) - -a ( t ,  v, u). 

Alors dans les m~mes hypoth6ses (1.i), (1.-) et (1 .5)du n. 1 chap. 2, 
on obtient, en 6changeant, A(t) et A*(t) duns le Th4or6me 1.1 du chap. 2 
que : 

(IA) d 
A*(t/-- ~ est un isomorphisme de ~--.M~(V) sur ~)_ ,~(V' ) .  

Par  transposition, on d~duit 6videmment de (1.1) que l ' ad jo in t  de 
d 

A * ( t ) -  -dr est un isomorphisme de (~_,M~(V')' sur (~-,M~(V))'; or l ' ad joint  

d d d' de A*(t)--  ~ est A ( t ) +  ~ ;  et apr6s la d~finition (4.1), chap. 1, de 

~'+.M~(X), on a f inalement le 

d 
T]t~,OI~:E 1.1. - L'operateur A(t) ~-dt est un isomorphisme de 

r c W  "W" ~)+,Mk(~) sur  ~+ ,Mk(  )" 

REI~ARQUE 1.1.-  Naturel lement,  on peut pr6ciser le  sens du th4or6me i.1 
en uti l isant  le thdor~me de structure 4.2, chap. 1. 
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REMAI~QUE 1.2. - Comme on a dej/~ dit duns l ' In t roduct ion,  les th~or@. 
mes 1.1 du chap. 2 et 1.1 du chap. 3 s '6tendent,  au moths part iel lement,  
d' autres types d' dquatior~s opdrationnelles : 

d d ~ 
A (t) ± i ~ [ ,  A(t) -~ [1-t~ , A (t) - -  A*(t). 

I1 parait  @galement tr@s probable que des r(isultats du type pr6c~dent 
sont encore valables (sons des hypotheses couvenables )dans  les cas suivants:  

(i) cas off Y ~ V(t) d(~pend de t (de fa¢on ~t ~tre dans une classe 
{2d~} en t); 

(it) cas off l 'on  se place dans des espaces de Banach (cf. par  ex. les 
t ravaux de KA~ro-TA~AI3E [12]). 

1 . 2 . -  On pourai t  aussi << t ransposer  >> en partant  du th6or6me 2.1 du 
d 

chap. 2: sous les hypothOses de ce thdor~me on aurait alors que A-{- dt est 

un isomorphisme de U~'+ , M~ ( V) sur U~'+, M~ ( V'). 

Et il faudrai t  alors 6tudier la structure des espaces u~)'+, M~(V)et U~'+, ~(IF'). 
Mats nous ne d6velopperons pas ce point, ni les cons@quences ~pratiques>> que 
l 'on  pourra i t  tirer de ce genre de r@sultats dans le cas de op6rateurs para- 
bol iques (~ concre t s , .  

2. - Propri@t~ de traces de i'espaee X_ .  

2.1 . -  IViais on pent  obtenir  des r~sultats bien plus int@r6ssants en util isant 
la (<transposition>> et en ~ ive loppant  la th6orie comme on a d~j/~ dit duns 
l ' in troduct ion,  dans le cas des op~rateurs parabol iques  <<" concrets )>. 

On pourrai t  ici d@velopper la thdorie duns plusieurs  espaces de M k -  
dis tr ibut ions;  par  ex. on pourrait ,  en par tant  du th~or/~me 3.1, chap. 2, (~tudier 
ta si tuation dans les espaces de type ~'÷,M~(H'(~2)) avec r n4gatif. 

Mats nous croyons plus int~ressant de nous placer  dans des espaees, 
encore plus g~n~raux, de Mk-distr ibut ions /~ valeurs  dans ~'(~2)(~)'(~2)--espace 
des distr ibutions sur  i~, cf. [26]). 

Le point de d~part sera alors le th6ori~me 3.4 du chap. 2 ou, plus pr@- 

eis~ment, le th~or~me q u ' o n  obtient en @changeant A-4- ~ avec l 'op6ra teur  

A * - - ~ t  et sous des hypotheses convenables sur Q et la suite ( M~ }, qui sont 

tout ~ fai t  naturelles duns le vas d' opdrateurs paraboliques conc/rets. 
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(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

On supposera  done dor~navant  que 

est un  ouvert bornd de R ~ de fronti~re F varidtd analy l ique rdelle 
de dimension n ~ 1, ~2 dtant d~un seul cold de F; 

l ~ opdrateur A donnd p a r  (3.1) chap. 2 est inddpendant  de t e t  a coeffi- 

cients a~q(~c, t) ---- a~q(~c) analy t iques  duns  ~ ;  

(hypoth~se d'ellipticitd, cf. (3.4) chap. 2)): il existe ,8 ~ 0 tel que 

Re 2~ (-- 1)Iv t a~q (,x) ~v+q ~ ~ I ~ i ~'~ 
t p l = i C l i = m  

(2.4) Mk --  (2kin) ! 

~ + R  '~, x e ~ .  

Alors Me satisfait  aux propri~t~s (3.5), chap. 2. 

On in t rodui t  t ' e space  X _ ,  cor respondant  i~ l ' e spaee  X+ d u n .  3 chap. 2. 

X _  : { v I v e ~ _ ( ~  (~), ?v - -  O, A*v - -  v' ~ ~ _ ,  Mh (~) (~Q)) } 

muni  de la topologie image r@iproque  par  A* - -  ~t de celle de ~_, ~(lt)(~2)); A* 

~tant l ' ad jo in t  formel de A (cf (3.2) chap.(2)). Alors eomme en (3.17) chap. 2 
o n  ~ : 

A * - -  - 
~t 

est u n  isomorphisme de X _  sur  ~ _ ,  ai~(~ (~)) 

2 . 2 . -  Nous ut i l iserons duns la st!ite les espaces ~(P), ~(~2), ~ ( ~ ) ) ( 0  

voisinage convenable  de r dans ~) :  it s 'agi t  des espaces des fonctions ana. 

lyt iques respec t ivement  sur F, ~ et ~ ;  ils sont des l imites induct ives  non 
strictes d ' espaees  de BAN~C]~, de type (M); les duals  sont des espaces de 

FI~EOI=IET; ~(F), 7~(~), J~(~)) et les duals  sont tous des espaces nuel6aires  
(el. [11], [16], [19], [23], [29]); on notera Ies duals  par  ~'(l:), ~(~),  :~'(~). 

Pour  v ~ X _  on va poser  

~;v -= ( To V, . . . ,  T ~ _ l  v } 

alors il est ~vident que %v ~ ~ _(~)(F)m); mais il y a beaueoup plus.  

TH]~OR]~E 2.1. - On suppose que (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) ont lieu; alors 
l 'appl ical ion v ~ % v  est lindaire de X _  dans 19_ Mk(~( [ ) "  ). 

R E i ~ A R Q U E  2.1. - On verra au numgro su ivant  que cette application est 
en fa i l  surjective. 
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RE~A!~QUE 2,2. - ][1 revient  au m6me de prendre  Mk = k 2k~ . 

L 'espace  ~)+,~+I~(X) est alors l'espace des fonctions de Gevrey d'ordre 
2m ~ valeurs darts X (et ~ support  limitd ~ gauche ou h droite). 

D ~ o ~ s ~ o ~ * .  - Soit v dans X; posons 

(2.5) A*v -- v' = % 

La [onction ~ est dans D~_M~(~ Q)) pour un a convenable Done en 

part icul ier  ~E ~a,M~(L~-(Q))  et d'apr~s le Chap. 2, Th. 3.1, on a: 

(~,6) vE a ~ - .  M~ (Ho (~)). 

Soit b u n  uombre 

© C ~  tel que ~ 0  

a fix~ quelconque, il existe un voisinage ~) de ]:, 

dans © X [b, a]; done 

(2.7) A * v = v '  dans © X [ b ,  a] 

et par  cons4quent par  application successive de l 'op~rateur  A* et de la 
d6rivation en t 

A*k  v --. V(k). 

D'apr6s  (2.6), v est en part icul ier  dans ~)a--,M~(L2(~)) et done, il existe 
des constantes c et L telles que 

(2.8) [[ Aa~v(t) i} L~(O)~cLk(2km) [, ~ k ,  rE[b, a] 

et 

(2.9) ~,+I *k v (t) ----- 0 ~ k  

(on rappelle que ~'w = t yoW, ..., 7,~-1w}). 
)/[ais on montrera  au Chapitre IV le r~sultat (of. th~or. 1.2) qui suit: 

t si r E D ( O )  et s~il existe L et c tets que 

[[A*~VIIL~(O)~cLk(2kn~)! et y~A*kv - - 0  ~k, j=0 ,  1, . . . ,m- - l ,  

(2.10) ~ alors v e s t  analyt ique (de variables r~elles) dans la fermeture  ~ d 'un 
voisinage fixe ©1 de r (©~c©; O1 d~pendant de L) et demeure  dans un 

ensemble born~ (d6pendant de v) de l 'espace ~ ( ~ )  de fonctions 

analyt iques  sa t  ~ .  
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De ce r6sul ta t ,  p rov i so i r emen t  admis,  et de (2.8), (2.9) il r6su l te :  

I il ex is te  ©~ vois inage  de F, © ~ C ~ ) C ~ ,  tel que  v ( t ) ~ E ( ~ )  
(2.11) 

d e m e u r e  dans  un  born6 de ~E(~)~) pour  t ~ [b, a]. 

P a r  a i l leurs ,  dans  © X [b, a], donc dans  ~)~ X [b, a], on a: 

v ' - -  A 'v ,  donc D~v --  A * %  

et donc 

(2.12) 

(2.13) 

Mais 

done 

et  

D~D~v(x, t ) - -D~A*~:v(x ,  t), xE©~,  tE[b, a]. 

Ceei, j o in t  ~ (2.11)~ mont re  quail  ex i s te  des  cons tan tes  c~ et L~ tel les  que  

} D~D~tv (x, t) t ~ c~L I ~ } + ~ ( I P I + 2kin) i, ~ p ,  k, x ~ ©-1, t ~ [b, a]. 

( I P I + 2kin)! ~ 2 I pl÷z~,~ i p] ! (2kin)!, 

p k [ D~Dt v (x, t) ! < c~(2L~) I p I (22"~L~)k [ p I !(2kin) ! 

Mais comme  les coef f ic ien ts  de "-~v sont  dans  ~(F) et ind6pendan ts  de t 
et comme b a 6t6 fix~ que lconque ,  a lors  on a 

(2.] 4) 

3. - R e l i ~ v e m e n t  d e  ~7. 

3 . 1 . -  On a l e  

THEOR~:~]~ 3.1. - Pour tout g de ~ _ ,  .~1~(~([~)'~), il existe une fonotion v 
de X _  telle que 

(3.1) ~ v  - -  g. 

D]~MONS~tCATIO~ ~. - S o i t  g ~ D _ , M ~ ( ~ ( [ ) ' n ) ;  alors  il exis te  a tel que  g 

soit dans  ~)a_,~1k(~(g)'~): on rappe l l e  que  (cf. pa r  ex. [.19]) ~ ( F ) ~ -  l imite  
induc t ive  des ~8~(F), s , ~ - ~ - ~ ;  donc, si nous  chois issons  une  su i te  b,~ 
d~cro issante  e t - - ~ - - c ~ ,  il ex is te  s,, et L ,~ (~  1) tels que  

g(~)(t) E ~8~ (~) ~ k ,  ~ t  Elb~ , a], (M~ --  (2km)! ) 
L,,M~ 
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On peut supposer les suites L,~ et s~ croissantes. Alors d 'apr6s [30], 
[31] (el. aussi [17]) on peut construire  v~, dans un voisinage O , ( c Q )  
de 1~, telle que 

A*v,~ - -  v'~ = 0 dans ©,~ × [b~, al, 

"fvn --  0 sur l: X [b~, a], 

'i~v,~ = g sur P X [b~, a], 

et pour laquelle il existe L' ,  avec 

Les voisinages On peuvent  etre choisis d6croissants et d 'aprbs  l 'unici t6 

du probl6me de CAUClZY. v~+~(x, l) coincide avee v,,(x, t) sur ~,~+~ X [b,, a]. 
On va main tenant  construire  une fonction v de X_  qui, pour chaque 

n coincide avec les v. dans un voisinage convenable de P X [ b ~ , a ]  (alors v 
donne le rfsultat).  

Pour  eela, on 
suivantes : 

construit  une fonction ~(x, t), ayant  les propri~t~s 

:¢ E @~, M~ (~)(~)), a' fix6, a' > a ; 

~(m, t ) -  1 dans un voisinage eonvenable de 

P X [b,-1, b,,], ~ n ,  

a(x, t) • support darts 0 ,  X [b,~-l, b~]. 

(Une telle construction est possible par <<cartes locales>>, ramenant  Q h 
un demi espace et en util isant une fonction scalaire de elasse M~: en t, 
positive et suff isamment  d~croissante lorsque t ~ - - c o ) .  

Alors on d6finit v pour t E[b,_~, b~] par 

( ~(x, t)v,(x~, t) dans ©nX [b~_~, b.] ,  

V ( ~  t) 
0 darts (~ ~ ©~) X [b~_~, bn]. 

v~)(t) E born~ de :E(~),  ~ k ,  ~ tE[b~ ,a] .  
k (L~) M~ 
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3.2. - I1 r6sulte des th6orbmes 2.1 et 3.1 que l ' appl ica t ion v--.-~gv est 
lindaire et surjective de X_--~ ~)_,/~0~(P)") .  Soit N g  le noyau de eette 
applicat ion (~), soit ~" l ' appl ica t ion quotient:  X ' _ =  X_/_N,g~)_,~(iE(F) '~):  
c~est un isomorphisme algdbrique. On munit  X '_  de la topologie quotient  
et on munit  maintenant  ~ _  M~(~E(P) "~) de la topotogie transport6e par  ¢g'. 

Pour  6viter route ambiguit6 a v e c l e  chap. 1, on notera ~ ) _  M~(iE(I')" ) l 'espace 

~)_,M~(iE(P) m) muni de cette topologie. I1 nous semble probable que les 

espaces ~)_,M~(~(F) m) et #~_,~&(:E(P)'n), dont on suit qu ' i l s  coincident 
algdbriquement, coincident topologiquement muis ee point n' est pus d6montr6! 

En tout cas on peut  maintenant  dire que 

(3.2) v ' ~  ¢g'v" est un isomorphisme algdbrique el topologique de 2£'_ sur 

~ ~) - -  , M k ( ~ ( r ) m )  • 

4. - Espaee Y÷. Th6or~me de trace. 

4 . 1 . -  Espace ~(~). 

Soit Z(~2) un espace vectoriel  topologique localement convexe 
rdflexif, de fonctions d4finies sur  ~2, eontenu dans L~(~2)~ tel que 

s~par~ 

(4.1) 
i 1) X _ c  ~_,M~(g(~)) .  

t 2) ~)_,M~(~)(~)) soit dense duns D-,  M~ (Z (fl)). 

II ea~iste de tels espaces. - Par  ex.,  d' apr~s le 

s ---- m, on peut  prendre Z(~) - -  H~(~) .  

On peut  aussi prendre,  pour s fix~ ~ m, 

Th~or. 3.1, chap. 2, avee 

(~2)-- Zs(Q)--{u ] EH~(~), eI~ID~uEL~(Q), m ~  i a ! ~ s }  

off ~ est une fonction continue dans ~, telle que ~(a~)--d(w, F) (distance de 
o~ /~ F) si d(k, F ) ~ o ,  ~o assez petit, et ~(a~)--~0 si d(x, r )>~o;  on munit  
Es(~) de su s t ructure  hi lbert ienne naturelle.  En effet on a (4 .1) , t )d 'aprbs  
le Th~or. 3.1 cit~ et (4.1)2) parce que ~ ( 9 . ) e s t  dense duns Z'(Q), (cf. [19] 
pour  un cas analogue). 

(i5) Zv~: est ferm~ dans X_ puisque~ v ~ ~:v est continue de X-- darts, pax exemple~ 
P espace ~)_(~)(~),~). 
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On pourra  p rendre  ~ ( ~ ) =  ~ E*(g~) si la quest ion pos6e ~ la fin de 
S 

chap. 2 admet  une  r6ponse positive. 
On cl6signe par  E'(~) le dual  de ~(~). 

3.3, 

4.2. - Espace Y+ : 

(4.2) Y+ ----- (u [ u E 6)'+, i~(6)'(-q)), A u + u ' E  9 '+ ,  M~(E'(~2))}, 

On muni t  cet espace de la topologie locatement  eonvexe ta moins  fine 
rendan t  cont inues  les appl icat ions  u ~ u  et u ~ A u ~ u '  de Y+ duns 
~ '+ ,M~(~ ' (Q))  et ~ '+ ,  M~(Z'(~)) respect ivement .  

Pour  6viter iei des diff ieultds topologiques,  on suppose ~ '+ ,  M~(a~'(~)) et 
~'+!M~(~,'(~)) munis  de leur topologie de dual faible de D_,ik(~)(~))  et 

D_,M~(Z(~2)) respectivement . Alors, si u ~ M(u) est une forme ant i - l in~aire  
cont inue  sur  Y+, il existe fE  ~)_ i~(-q)) et gE  ~)_ i~(~(~2)) tels que 

(4.3) M (u) --  < f, u > -4- < g, Au + u' > .  

Montrons ta 

PROPOSITIO~ 4.1. - So~s les hypothdses (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) l'espace 

( ~) (~)) est dense duns Y+. 

DI~MONS~RA~O~¢ (mSme pr incipe  que duns [20], p. 316), 

Soit u--~  M(u) une forme ant i - l in6aire  cont inue sur ¥+ ,  telle que 

M(v) = o E ( 9  

On veut  mon t re r  que M(u)-----0 ~ u E  Y+.  

On peut  ~crire M sous la forme (4.3); soient f -e t  g les pro longements  
de f et g /~ R~ X Rt par  0 hors du cyl indre  Q. 

Soit ~ un pro longement  de A, /~ coefficients analyt iques  duns un voisi. 
nage convenable  du eylindre,  gI Ctant e l l ipt ique duns ce voisinage. 

Alors, ~t¢¢ E aA)(R'*+l), on a, par  hypoth~se 

done 

? + - = 0 
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~iais alors  ([8], [9]) g(t) est analy t ique en x clans un vo is inage  Kt  

(dans -R n) de I ' (dgpendant  de t) (~'); or g(t)  est  nulle  clans le par t ie  de 
Kt  ex t6 r i eu re  ~ ~, done g(t)- - -O dans  K~, done g(t) est nulle dans un  
voisinage de F. Alors  g E ~)_,M~(~(~)) et pa r  cons( iquent  

et donc 

g, A u  + u' ~ - -  ~ A * g - - g ' ,  u 

M ( u )  = < f + A*g  - -  g', u > = O. c . q . f . d .  

4.3. - Thdor~me de traces. 

Sons  r~serve d ' u n e  iden t i f ica t ion  ana logue  ~t celle faite dans  [20] 
p. 317-318 on a le 

T~On~:ME 4.1. - S o u s  les hypotheses (2.1), (2.2). (2.3), (2.4), l 'appl icat ion 
lindaire 

(4.4) u - + ~ u =  {~,oU . . . .  , ~ ,~_~u}  

de ~)(~)(~)) dans ~}(~)(F)") se protonge par  co~,tinuitd en une application 

lindaire continue, encore notde u ~ ?u, de Y+ dans 17 D'+, M~. (~'(F) "~) (espace 

dual  de 2I ~ _  M~ (X(F)'~), muni  de la topologie  faible). 

P a r  ddfinition, ,[u sera  la ((trace>) de u sur  F. 

D]~O~STR~ION.  - Soit  u E Y+ fixt~ ; p renons  ~ E ~t ~ _ ,  i~  (~(F)"~); d 'apr~s  
le Thdori~me 3.1, il ex is te  v = v(d;) dans  X'_ tel que  

(4.5) 

Posons  : 

~v=0, "gv=~. 

(4.6) Z(~b) --  ~ u, A % - -  v' ~ - -  < A u - ~  u', v 

le 1 ~ (rep. 2 em~) c rochet  d~s ignant  la dual i t~ en t re  ~)'+,M~(~)'(~)) (resp. 

~'+, M k (~'(g)) et D - ,  MR(D(~2)) (resp. D--, M~(Z (12))) (noter  que  X _  c ~_,M~(E(~))). 

Vdr i f ions  que  Z(~) ne d~pend que  de ~, Soient  v~ et v2 deux  ~l~ments 

(16) On peut aussi utiliser le rdsultat (2.t0) (of. Chap. 4 pour la d6monstration) pour 
obtenir l'analyticit~ de g en x; le r~sultat de KOT~kKE-I'~ARSIYIttAN ~13] est m~me ici suffisant. 



396 J. I~. LIoNs - E. ~'L(GENES: E8p~lOe8 de fonct~ons et distributions~ etc. 

de X _  satisfaisant /~ (4.5). Alors v ~ v ~ - - w  satisfait  ~, 

yw, ~ w  - -  O. 

Mais alors (comme duns [20], p. 318) w e s t  nulle 
sorte que w ~ 6)- ,  u~ ((~)). Alors 

au voisinage de F de 

Donc 

(4.7) Z(~) = < ~u, -~ > ,  ~u ~ # D'+, ~(;W(r)m). 

e¢ u - - ~ u  est l in6aire de Y+ dans ¢¢ ~)'+, ~(:E'(P)m). 

/¢Iontrons que u---~zu est continue pour  les topologies faibles; 

V6rifions que + ~ Z @ )  est ant i- l indaire  sur  ~6)- ,  M~(iE(I') '~); soient +~ 
et +~ deux 616merits de cet espace;  on peut  t rouver  v~ et v: EX_  tetles que 

' i~v~- -~ ,  i-----l, 2 et ~;(v~-4-v~)--~b~A-~ 

(il suffit  de noter que dans la d6monstration du Th6or6me 3.1 on peut 
prendre les mCmes ©~ et la mSme fonction ~(a~, t) pour construire v~ et v2). 
D' oh 1' antilin6urit6 de Z d' aprbs (4.6). 

Montrons maintenant  que Z e s t  continue. Posons 

(v) = < u, A*'v--  Dtv > - -  < u  -4- Dtu, v >'~ 

la forme v--~CP(v) est continue sur X _  et nulte  sur N~; (el. n. 3.2); done 
la forme v'--~ O'(v')-- O(v), v E v', est continue sur X '_  done ~ ~ Z(~b) --  

- -  (I)'((~')-1~) est continue sur  ~ ) _ ,  M~(~E(F) '~) 

cela) il faut  monlrer  que, pour  ~2 

(4.8) u - -  < ~u, ~ > 

or fixons v avec (4.5); alors 

fix6 (dans ~ ~_,~( :E(F) '*))  

est continue sur  ](+; 

<~u, ~ > - -  <u ,  A~-V - v  ~ > - < A u + u ' ,  v >  

et (4.8) r~sulte de la ddfinition de la topologie sur  Y+. 

pour 

< u ,  A * w - - w ' > - - < A u q - u ' ,  w >  d ~ofi le rdsultat.  
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On verifie enfin~ comme dans [20], p. 319, que zu = ~'u 
ee qui ach~ve la d6monstration du ~h~orbme. 

5. - P r o b l ~ m e s  n o n  h o m o g ~ n e s .  

5.1. - Par  transposit ion du~r~sultat d u n .  2.t on a ceci: 
exi~te u un ique  d a n s  ~)'+,M~(~)'(~)) tel que 

< u, A*v - -  v' > = L(v), -~v e X _  (5.1) 

et en oatre  

(5.2) l' appl icat ion  L ~ u est l indaire cont inue 

5.2. - Choix de L.  - Soient f et g donn6s avec 

(5.3) f e  D'+, ~,~(3'(~t) 

(5.4) g e Z ~'+,  M~ (W(F)"% 

On choisit 

(b.5) 

le 1 "~ (resp. 2 ~m~) 

~/D'+, MilE'(r)")) et 

si L E (X_)  ~, il 

L(v)--  <f, v > + < g ,  ~ v > ,  

crochet d6signant la dualit6 entre ~)'+, M~($'(Q)) (resp. 

~ _ ,  M~(~(~2)) (resp. # D- ,  M~(iE(I~)m)). 

Alors L est bien darts (X_)' ct l 'appl icat ion 

(5.6) f, g ~ L 

est bilin6aire continue de D'+, M~(~'(~)) X ~ ~'+.  M~(J~'(F) m) ---~(X_)' tous ces 
espaces 0rant munis  de leur topologie faible de dual. 

5.3. - On va d6duire de 1~ le 

TH~OR~ME 5 . 1 . -  On suppose que (2.1)(2-2), (2.3), (2.4) ont lieu. E t a n t  

donndes f e  ~ '+,  ~ (Z'(Q) et 9 e / ¢  ~ '+ ,  M~ (W(r)m), il  existe u e ~ ' %  M k (D'(Q)) 
un ique  sa t i s fa i san t  it 

(5.7) A u  + u' - -  f 

(5.7) Tu = g (au sens du th(~or~me 4.1). 

si u C ~)(~(~)) 

de (X_) '  dans  
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E n  outre l' appl ica t ion  f, g ~ u est continue,  chaque espace dtant m u n i  

de sa topologie faible de dual .  

D ] ~ o ~ s ~ R ~ o ~ . -  Compte tenu des remarques  du point 5.2, tout cc 
qui reste h montrer  est que si ~te ~)'+,,%(~'(~)) est la solution de 

alors ~ satisfait  a (5.7) (5.8). 

Que (5.7) air lieu est imm~diat h cause de (4.1), 2); (5.8) rdsulte alors 
de (5.7), et du Th~ori~me 4.1 (off l' on a implici tement  d(~montr(i que 

~, A~v - -  v' > - -  < A u  + ~', v > : -  < ~(~,~ ~ v  ) pour  u ~ Y +  et v ~ X _ ) .  

5.4. - Notons pour terminer  qac le th6or~me de s t ructure  9.2, chap. !, 
s ' app l ique  a u x  d is t r ibut ions  [ e t  u d u  Thdor~me 5.1, d a n s  les exemptes 

donnds a n  n. 4.1 pour  Z'(~Q). 

En effet, il suffit de v~rifier que ~°(X')  est tonneld lorsque X- -~ ' (~ )  ou 
~'(~2). I1 suffit  donc de v~rifier que ®o(~(~2)) ou ~)0(D(~)) est tonnel~; or 
ces espaces sont des limites inductives d ' e spaces  des BANACH OU (~ ~), d'oiJ 
le r4sultat  d 'apr~s  [6], Cor. 2, p. 2. 

R E M A R Q U E  5 .1 .  - Le th~or. 5.1 est d ' au tan t  plus int~ressant que l 'espace 
Z'(~) est plus ((grand)~ et donc que "~(9) est plus (~petit>) (cf. 4 1); nous 
ignorons s ' i l  existe  un E(.Q) minimal. 

C~Am~RE IV. 

R e m a r q u e s  s u r  l e s  o p ~ r a t e u r s  e l l i p t i q u e s  e t  
l ' a n a l y t i c i t 4  d e s  f o n c t i o n s  - A p p l i c a t i o n s .  

i . -  Posi t ion  du probl~me. 

Nous allons dans ce Chapitre ddmontrer entre autres la proposit ion (2.10), 
utilis~e au chap. 3; en fair nous obtiendrons davantage une gdn~ralisation 
d 'un th6or~me de KOTAKE-I~AtCASI]~It:IA~ [13], theor. 1., qui donne une condition 
n~cessaire et suffisante pour q u ' u n e  fonction soit analyt ique dans un ouvert 
~2 de R'*; en ajoutant  aux conditions de KOTAKE-~ARASI~II~A1,T des condi- 
tions convenables  sur  ta fronti~re I ' de ~ (suppos~e analyt ique r~elle), nous 
prouverons en f a r  l 'anatyt ici t~ de la fonction dans  tout ~ - "  ~ U P. 
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Soit donc ~ un  ouver t  born~ de / ~  .h, f ront ibre  [" vari~t4 ana ly t ique  
rOelle de d imens ion  n -  1, g2 ~tant  d ~un seul cot~ de r .  

T~[]~on:~iE 1.1. - Soit C~ un  opdrateur lindaire propremenl etliptique au 

sens de [1], 6 coefficients analy t iques  darts ~,  d' ordre m, m, pa i re  (~) Ddsi. 
gnons par  Ct ~, k - - O ,  1, 2, ..., le k-i~'me itdrd de ~ (C~°u--u).  Duns ces 
hypotheses, si u e ~ (~) el s ' i l  existe deux  constantes L e t  c telles que pour  
tout k et i entier ~ 0 

1f ~I ~u )) L~<~) ~ eL~(mk) ! 

}] T~(~U) H H.,<,++)--j--~(r) ~ cL ~+~+ ~(m(k + i  + i))! 

ators u est une fonction analy t ique  duns ~). 

L a  d~mons t ra t ion  de th6or~me ut i l ise  

m 
j : 0 ,  1, ..., ~ - - - 1  (~s), 

e s sen t i e l l ement  les id l e s  de 
)iORI~EY-NIREMBERG [24] et de KOTAKE-1NARASIMI-IA57 [13]. On peut  se 
r a mene r  par  ¢ca r tes  locales>> et en u t i l i san t  aussi  le th~or. 1 de [13] h la 
d~mons t ra t ion  du th6or~me 1.2 su ivant  (qui precise m~me le r 6 s u l t a t  pr6- 
c~dent) et d ' o h  l ' o n  d~dui t  la proposi t ion (2.10 du chap.  3 (~9). 

D~signons par  (x, y)-7-(xx,  ..., xn-~, y) le point  g6n~rique de R'* et par  
~ ( r > 0 ) ;  la demi -bou l e  t(x, y) l~c~+ ... + x ~ _ ~ + y ~ , ~ r  ~, y > 0 }  et par  ]3~ 
la par t ie  de la f ront i~re  de Q~ telle que y : 0. 

Soit ro fix~, 0 < r o < l ;  et soit 

~ u - -  ~, a~(~c, y)D~u 

'~ coe f f i c i en t s  a ~ e ~ ( ~ o )  , d~, ~ta.nt p ropremen t  e l l ip t ique  darts ~ o .  Alors 

TH]~ORI~ME 2 . 2 -  Soit L ~ O fixd ; si u e D(~o)  et s' il  existe c ~ O 
(dependant de u) telle que pour tout k et i entier ~ 0 

(1.1) 

(1.2) ( 

II ~t~u If L-'<~)~o> ~ cLk (ink) ! 

j=0 ~Y~ /a=o []H,~q+~)-j-,/~(r~)] 

(~7) Darts ce chapitre on remplace pour simplifier l'deriture 2m par m. 
Qs) I-Is+~/~([), s entieJ" ~ 0  est l'espaee des ~traces, des fonetions de Hs+i(fi). 
(i9} On notera que ]'on ne suppose pus les -(j(~ku) nuls, mais de normes ~d croissancs 

convenabte~ . 
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alors il exisle r+ < ro, ddpendan!  de L et de ~ ,  telle que u+~f (~+, ) ;  et si c 

demeure  d a n s  u n  bornd de R ~, u demeure dans  u n  bornd de ~f(~+,). 

2. - ] Ia jorat ion  des ddrivges tangent i e l l e s .  

2 . 1 . -  Dans  ee num~ro  nous  d o n n e ro n s  les ma jo ra t ions  des der iv~es 
<~tangentielles >> c~est fi d i re  pa r  r a p p o r t  a u x  ~+.ariables x~, de la fone t ion  u. 
La  d6mons t r a t i on  suit  cel le  du  theor .  1 de [13] (n. 3 et 4); done nous  con- 
s e rve rons  des  no ta t ions  tr~s semblab les  ~t [13] et ne d o n n e r o n s  pas  tous 

les ddtai ls  t echn iques .  

Si : ¢ = ( a ~  . . . .  , :¢++), a~ en t i e r s  :~_0, on pose :¢!=:¢~!  . . ,  a,~! 

3 ] a I D ~ : D = '  si ~ , , : 0 ,  D ~ :  ~y--~. D : ~x~ ... 3x*,~-~ 3y% ' 

On i n t rodu i t  les s eminormes ,  p o u r  k en t i e r  ~ 0  

k! 

k !  D ~ 

k ! D ~ 

LE~ME 2.1. - Pour  k et k' ent iers  ~ 0, on a 

(2.1) 
k~ 

(2.2) 
k!  

t t u l l ~ , k + k , , a , =  Z tt D~ul l~ .  a l~k  ~ k"t~r 

I1 suff i t  (el. L e m m a  3.1 de [14] de no te r  que  

( k + k ' ) !  v k !  k ' !  
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L E ~ ¢ E  .,.2. Soit q entier, 0 ~ q ~ m, r ~ ro; il existe une eonstante 
cm (ddpendant seulement de m et ro) telle que pour tout ~ ~ 0 et toute 

fonction u ~  ~ o )  on air 

q 

q 
(2-4) ]l u 11 ,,, q, o,. ~-~ ~ ][ u l] ~n, o,. + c,, ~ ~-q [[ u l] o, o. 

q 
(2.5) IlD~u[lo, o,~[ID~u]lo,~),+c,~-- ~ ~-q ] l u l [ o , a , .  

C 'es t  l ' a n a l o g u e  du l emma  3.3 [13] et il est bien e o n n u :  on pout  le 
d6mont re r  en p ro longean t  u dans  R n et en u t i l i san t  la t r ans fo rma t ion  de 
FOURIER. 

P a r  une  d~mons t ra t ion  ana logue  on peut  obteni r  aussi  te l emme suivant ,  
qui  est ~ g a l e m e n t  bien eonnu  (cf. par  ex. ~/[ORREY~IREMBERG [24] p. 277). 

LEMlgE 2 . 3 . -  Soit r ~ ro; pour tout ~ ~ 0 il existe c~(e), ddpendant 

seulement de m e t  ~, telle que pour tout u ~ ~(Q~o) on ait 

(2.~) 
m 

t = l  Y - -  

REi~ARQUE 2.1. - Soit p en t ie r  ~ 0 .  En  app l iquan t  (2.3) ~ D~u avee 
l a] - ~ p m  et en sommant  on obtient ,  pour  0 ~ q ~ m ,  

(2.7) 
q 

On obt ient  des in(igalit~s ana logues  en app l iquan t  (2.4), (2.5) et (2.6) au 
l ieu de (2.3). 

2 . 2 . -  LEMME 2 . 4 . -  Sous les hypotheses faites sur l'opdrateur C6, il 
exisle deux constanies positives rl et el (rl ~ ro) ddpendant seulement de 

C °) telles q u e s i  r et ~ sont des nombres positifs, avec ~ r ,  r + ~  r~ 

(~0) Plus pr~cis~ment rt  et ct d6pendent de la constante d'ellipticit~ de ~,  de la borne 
sup~rieure des modules des coefficients de ~ et da module de continuit~ des coefficients 
de la partle principale de ~ tcf. AGYION-DOUOL~S-/~IRE~BERG [1_]7 thgor. 15.1). 

A, nn, alA di  M a t e m a t i ~  51 
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el u e  ~ ( ~ o ) ,  on air 

(2.8) 

En effet, grg~ce aux r6sultats sur la r6gularisation des solutions des 
problbmes elliptiqqes, il existe deux constantes r~ et Co d6pendant seulement  
de ~ ,  avi~c r~ ~ r o  (cf. note de bas de page (_~o)) relies que pour tout 

v e  ~(~ro) et h support  duns ~ on air 

(2.9) II v 1I ~, ~.,., ~ C o  {11 ~ v  II o,~,. "1- Ill v Iit o, r,. -I- Ii v II o, a,.~}. 

Soit alors ~(t) une fonction fix6e, ind6finiment diff6rentiable duns [ - - c~ ,  
q-c~],telle que ~ ( t ) ~ l  pour t ~ O  et ?(t)----O pour t_>_l. Pour  tout r et 
positifs, avee ~ < r ,  O < r q - ~ r ~ ,  on eonstruit  la fonetion 

~ yZ ) z ( x ,  y ) = ~  V x ~ +  ... + x , , _ l +  - r . 

iI existe alors c~ > 0, ddpendant  seulement  de a, telle que 

s u p  I D~z I ~ c ~ - ~ t .  
9.rq- 

En posant v - - z u  duns (2.9), des calculs analogues ~ eeux de la d6mon. 
stration du lemme 3.2 de [13] (el. aussi [21 bis] teor. 13.1) donnent  (2.8). 

LE1KME 2.5. - Soit a une fonction analyt ique dans ~o sa t i s fa isant  ~ 

(2.20) sup I D~a ] ~ a !  c~l~I+~ ~ a  
~,t b 

~] ~ D ~ ( a  u).  Ddsignons par  [a, Dx]u le commutaleur [a, D~ u - -  aD~u ~ 
Alors pour tout k ~ O  et u ~ ( ~ ] ~ o )  et r ~ r o  on a 

k!  D ~ k i  c~ ~ (p!)-lc[P []uN~,v, ur ~, l l[a,  x] u It o,p.~ ~< 
t~ i=k  ~ p=o 

a v e c  ca ~ ?z c2,  

La d6monstration est la m~rne quean lemme 4.1 de [13]. 

L]~t~E 2.6. - Soient rl el cl les constantes du lemme 2.4, r el ~ posit i fs;  
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il existe alors une constante c~ ddpendant de ~ et de ~ (~) telle que pour  
tout k et u e ~) (~,~o) on air 

(2.11) 

k 

+ ( ( k +  1)m)! _~c~+ ~ v, ((pm)I)-~c-j~. II u II ~,~m, ~+~} 
p : 0  

En  fai t  en u t i l i san t  (2.2) et en a p p l i q u a n t  le l emme 2.4 i~ D~u, on 
obtien~ 

+ E (kin) ! 

I1 suf f i t  a lors  de m a j o r e r  le t e r m e  

(kin)! 

de fagon route  g fair  ana logue  '~ eel le  d~velopp~e p a r  KOTAKE-NtkRASIMttAlg 
p o u r  la ddmons t r a t i on  d u  t e mme  4.2 de [13] ( fo rmules  (4.5) et (4.9)]; on 
u t i l i s e ra  les l emmes  2.5. et la r e m a r q u e  2.1. 

2.3. D]~FIN~mION. - Soit ) , > 0 ,  k enlier ~ 0, R > O et ~ r~ (r, cons. 
tante du lemme 2.4); on pose 

k ~x(U, ),, R) = 
1 

( k m ) I ) k  sup ( R - - r ) ~  II u I] ~, kin, ~ r 

~ ( u ,  ),, R ) - -  
1 

sup ( R  - -  r)  ~ ill u tll k~ ,  (km)~ F r • 
R/~ ~ r < R  

LEI~ME 2.7. - I! existe une valeur ~1 de )~ ddpendant de ~ (plus prdci. 
sdment ~1 ddpend contin~tment de c~ et c2 si les coefficients de ~ vdrifient 

(~1) Plus prdcisdment si tons les coefficients de ~ vgrifient (210), alors c 4 ddpend 
coutinflment de c~ et de ~. 
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tous (2.10)) telle que pour tout k et u e ~ ( ~ ]  on air, pour R < r l  et t ~_> k~ 

t [ (kin 4- 1) (km 4- m)]-I I oe (~u, I, R) 4- (2.12) z~+~(u, I, R)<_T~ ... 

k 1 E + ~(u, ~, R) l +  ~ ~:o ~(u, ~, R). 

Muhipl ions  (2.11) par  [((k 4 - 1 ) m ) l ~ - ~ k - k - ~ ( R - - r )  (~+n~ et prenons  la 
R - - r  

borne sup6r ieure  pour  R / 2 ~ r  < R en choisissant  ~ - -  k 4- 1" Au premier  
_k+~ ,~ membre  on obtient  ~x ~u, )., R). Pour  le deuxi6me membre  les m~mes 

ra i sonnements  que [13], d6monstraf ion du lemme 4.3, (avec la seule substi- 
tut ion de ok (~ t ,  I, R) par  z~(~u,  t ,  R)4-  ~ ( u ,  t ,  R) et de z~(u, t. R) par  
~ ( u ,  k; R)) prouvent  que l ' on  peut  le majorer  par  le dernier  membre  de 
(2.12), si l ' on  p rend  k~ convenable  (et on peut  choisir  k~ fonction cont inue  de 
cl et c2). 

2.4. - On peu t  main tenan t  d6mont re r  le 

T~]~om~E 2.1. - Les hypothdses song celles du Thdor~me 1.2; soient k 
et R fixds comme au temme 2.7 et soit u e 6 ) ( ~ o )  vdrifiant (1.1) et (1.2); 
alors pour k et i enliers ~ 0 ,  on a 

(2.14) z~(~iu, ~, R) ~ (kin 4- 1) . .  (kin + im)2c(L + 2) k+i 

oit si i - - 0  le deuxieme membre vaut, per convention 2c(L ~ 2)< 

DI~OlCS~]~ATION. - Appl iquons  (2.12) /~ ~iu,  i ent ier  ~ 0; 

(2.15) 
kq-1. ,',q 

4 p"-o 

A cause de l 'hypoth~se  (1.2) (en y ~ehangeant  k avec i ) o n  peut  toujours  
supposer  (il suffit  de prendre  t l  suf f i samment  grand de faqon que, par  

1 R k'~ ( n - - l )  k~_~l, pour  tout k ~ 0 )  que :  e x ,  ~ /¢ 

).i 2 

(2.16) ~p~(~tiu, k, R) ~ (kin 4- 1) ... (kin 4- im 4- m)2c(L 4- 2) ~+~÷1. 
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D~montrons  alors (2.14) par  induc t ion  sur  k. Pour  k = 0 et i quelconque 
(2.14) est c ra te  h cause  de l ' hypo th~se  (1.1). Supposons  (2.14) c ra te  pour  k 
fix~ et i quelconque; alors  de (2.15) et (2.16) on d~duit  

k+~  1 
( ~ u ,  k, R ) ~  ( k m +  1) ... ( k m + i m + m ) 4 c ( L + 2 ) k + i + ~ +  

k 
1 Z (pro + 1) ... (pm + im)2c(L + 2 ) ~ + ~  

+ 4  ~=o 
1 1 
~ (kin + 1) ... (kin + i m +  m) 2e(L + 2) ~ ~+~ + 4 (kin + 1) ... (kin + im). 

1 
• 2c(L + 2)~+ ~ E - ~-~ ~ ( k m  + 1) (km+im+m)2c(L+2)~:+~+ ~ + 

~=o L - { - 2  . . . .  

et doric (2.14) est c ra te  aussi  pour  k +  1. Et  le th~or~me est d~montr~. 

3 . -  Majora t ion  des dd, rivdes normales .  

3.1. - P a r  u f i l i sa t ion  de la fo rmule  de LEIBNIZ on a l e  

LEMm~ 3.1. - Soit p et q entiers ~ 0 ;  on a 

Z ~.  I DqyD~(uv)] ~ Z Z ~ l ) ! h )  Z I DvDgu[ • 

• Z ( p - - l ) !  D q-~'/)vv 

On pose mai ,ntenant  la d~fini t ion su ivan te :  

D]~FINI~IO~. - Pour k et q entiers ~ O, )~ > O, 0 > O, R ~ r~ 

1 qm sup (R--r)(k+q tm I1Dy uIt  ~ , k m ~ .  z~,q(u, X, 0, R) = ((k + q)m)! ~k+qOk R/~,'<R 

O n  a a l o r 8  

(3.1) ~k, O(u ' ),, 0, R ) =  ~(u ,  kO, R) ~tk. 

Le but  p r inc ipa l  de ce num6ro  est la d~imonstration du th fo r6me  
su ivan t  : 

T~]~OR]~ME 3.]. - Les hypotheses sont celles du thdor~me 1.2. Soil rl la 
constante du lemme 2.4; supposons que tous les coefficients de ~ vdrifient 
(2.10); soit ~1 la constante du lemme 2.7; et soil u e ~ ( ~ o )  et verifient (1.1) 
et (1.2); alors il e~ciste deux~ constanles positives ~o el 0 o ~  1 ddpendant 
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contin,i .ment de r~, c~ et )~ (et donc ddpendant  seulement  de c~ et des dldments 
de C~ indiquds  ~t la note (~o) de bas de page) telles que pour  ~ >_),o, 0 ~_ 0o, 
R <_ rx on ait  p o u r  touts entiers pos i t i f s  k, q et i 

(3.2) ~ ,  q($~u, ~, O, R) <--' (kin + qm + 1) ... ( k m + q m + i m ) 2 c  ( L + 2 ) ~ + ~  +~ 

oi~ l ' on  convient  que le deuxi~me membre  se rddui t  p o u r  i = 0 & 2 c ( L +  2)~+~. 

D~MONS~RATIOI~. - On peu t  suppose r  h cause  de l 'ellipticit~i de ~ que  

le coe f f i c i en t  de D ~ u  dans  dIu est  4gal ~t 1. On a donc 

m t 
m 

t,=~ i=o  I"I=i 

m-- t  
at, i, ~ (~ Y) Dv D~, u 

et alors  pou r  q ~ 0 en t ie r  et [ a [  ----kin, k ent ie r  ~ 0 ,  on a 

m t 

D ~n+qm D ~ q~,~ a qm ~ ~ m - t D ~ u ) "  Dv D~(at, i, ~ (x ,  y ) ,_,~ 

En u t i l i san t  le l e m m e  3.1 on ob t ien t :  

(3.3) • " Dy D ~ ( ~ u )  l + 

z=o h=o t=x i=o I ~ t - - i \  l ] \ h / l ~ " ( = z ~ .  
l D ~ D ~ t , i , ~ ( x ,  y) l • 

v, (kin - -  l) ! nq ~-a+È~-t r)~+~ ~, j ! ~ I 

< ( o n  ut i l i se  ( k m - - l + j )  t Z Z J ! ! k m - - l ) ! l  
- -  ~! - - t ~ l = J  i ~ l = k ~ - z  ~! T t ] 

-~ I I)y D ~ ( ~ ) I  + ~ ~ ~ 2~ • 
l~]=km ~ !  t=o h=o t= l  /=o  

(kin l d - i )  • ~ , q m - - h + m - - t  ~ 

• ~, Z ~1 l! ~D~at,  ~(x, y ) ]  
I~j=l I ~ l = : J !  ~l I Dy i, • 



J.  L. LIo~s - E. MAGENES: Espaees de ]onetions et distributions, etc. 407 

A cause  de l 'anal3~ticit6 des  at,¢,~ on peu t  suppose r  q u ' i l s  v6r i f ient  (2.10) 
et on a donc 

(3.4) I D~D~at, i,~(x, y) l ~--~h! ~l c~ +1~1+~ 

et donc on a 

(3,5) 
l! 

I'~ l=t I~ l= i  J~ l!h:c~ 

_<,l! h! n i+Zc~h+ ~. 

En u t i l i san t  (3.4) et (3.5) pa r  in tegra t ion  de (3.3) dans  Q~ on obt ient  

(3.6) -r~m+qm qm 

/ = o  h = o  t = l  / = o  

• qm 4-m--h-- t  
h I pv~h+~ II Dy - II ~, k~.+z+i, 9.~ 

off P e s t  une  cons tan te  qui  d6pend  seu lemen t  de c2, n e t  m (et continfi .  
ment  de c~). 

En  u t i l i san t  le l emme 2.2 ( formule  (2.4) avec s - - 1  et r e m a r q u e  2.1) 
O i l  a 

t 
~ q m + m - - h - - l  q m + m - - h - - t  . 

D q m + m - - h - - t  . 

r~qm-f-m--h--t  - - q m + m - - h - - t  
<~ Y,,, { 11 ,L'u u 11 ~, k~-z+t,~,  q - I I / ) y  u II ~,k~,--1, ~}  

oil y,~ est  une  cons tan te  qui  depend  s e u l e m e n t  de m. 

En u t i l i san t  a lors  encore  le l emme 2.2 et le l emme 2.3 (et la r e m a r q u e  
2.1) on a p o u r  ~ > 0  a rb i t r a i r e  

t 13m+q m - h - t  ~ m + q m - - h  
v, If---~ ~ l l ~ . k ~ - t + i , ~ .  < - - ' s y . , l l v v  utl~.i,.,,-z,~,.--F 

t = l  j ~ 0  

~.-, m -4- q ra - -h  
-F ~'.-c,.(e) 1 1 D ~ - n  u 11 ~,e,~+,--z, ~. + e mY., I1 ~z ull~,,k.,-~,u.-F 

, j D q m - h  



408 J . L .  LIo~'- - E. M~o~N~s: Espaces  de fone t ions  et d i s t r ibu t ions ,  etc. 

off c'm(e) d6pend seulement  de ~ e t  de m. On a donc 

(3.7) qm 

~m+qm--h 

Utilisons maintenant  un ealeul de [13], p. 456, pour  majorer  les termes 
du type [l I] ~., k~n-~, ~,. 1 ~ 0 . . . .  , k m  avec une expression eontenant seule- 
ments des termes du type II I I~,p~,~ /9~-0~ ..., k. En fair on a 

l == 0 s ~ O  

0 <_p ~ k - -  l, en util isant le lemme 2.2 (remarque 2.1) on peut  6crire: 

u 

Prenons  dans (3.9) 

~, _ ( p r o + z ) !  p _ ( ~ _ ~ )  

((p + 1)m)I 

alors 

~ , _ ~ _  ~ ,  mm ( P m  + Z) ! p ~  
(pro) I 

et donc 

(3.10) 
p - s  p - ( p +  z ) m 

p m p ~  

-~ Crn~ m -  (pro)! 
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Ut i l i sons  (3.10) dans  (3.9); on a 

( ~ ) ~ (km)!  p~,~_~,~ 
(3.11) E l! P~ tl v It ~, ~:~-~, ~ --~' o~ ( p ~ . ~  

~= o p ~ o  

• 1I v I1 ~, ~ ,  ~ 

avee 6'£ eons tan te  qui  d6pend seu lement  de m, 

De faqon ana logue  on a:  

(3.12) E h l P~ II ~ v II o,~, ~ c~ E 
~=o \ h J  - -  ~=o (sin) ! 

8m 
• IIDu v l l o , ~ ,  

avee ~ '  eons tan te  qui d~pend seu lement  de m. 
En u t i l i san t  (3.11) et (3.12), on d6dui t  de (3.7) 

(3.13) II y U 11 x, ~m,~,. < II Dy ~Iu I1 x, k~, ~ "4- 

k (km) ! (qm) ! 
+ ~ "~ d. , (pm) i (sm) T 

p ~ 0  S = 0  

8 ~  Sqlt, 
+ c.,(~)II b y  u II ~, (p+~)~, a~ + c'.~(~)II D~, u II ~,p~. a~ } 

oh d,~ d6pend seu lement  de m. 
(R - -  r) (k+~+~).~ 

Mult ipl ions  m a i n t e n a n t  (3.14) par  ((k 4- q + 1 )m!  ).~+q+~ 0 z 

R 
la borne  sup6r ieure  pour  ~- _~, r < R, on a alors 

et p renons  

(3.14) 
1 

~,  ~+ q (u, k, O, R) ~ (kin + qm -{-1) ... (km + qm -f- m) " )( " 

. ~k, q(SIu, ;~, O, R ) +  

d,,a Z Z )k-v+q-~ Ok+p . 
p ~ O  S ~ O  

• zp, ' + I ( u ,  ~, 0 ,  R)  

÷ d~ c., (a) 4. ~ ~+'.~(u, )., O, R) 
p==O S=:O 

k l?(k-p+q-s)~+l [Rl(~-p+q-s+,)~ 
+ d.,c',.(a)p=~oE ~=o~ ) ~ ~ \ ~ ]  zp, ~(u, ),, 0 ,  R). 

Annal i  di Matemat i ca  52 
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Enf in  si on pose 

R m p  m 

02  ~ = ~, 0~ = 

Oil  a 

(3.15) ~z,~+q(u, ),, O, R ) < _  
1 1 

(kin -~ qm -~ 1) .. (kin + qm ~- m) ~ " 

(R)m 
• 9. zk., q ( d u ,  )~, O, R ) +  

k q 

- 4 - s d ~ P  E 
q ~ o  S~O 

q 
P Y~ E 

+ c., (~)d. ,~ p=° ~=o 

P R  " k q , v, 
+ c ,, (s) d~  ~2"  p=o ~-o ~k-p ~q-~ ~v, ~ (u , ) , ,  O, R). 

Chois issons  ma in tenan t  ~ tel que  

(3.16, ~ d.~ P ~ 

et, pou r  ee ehoix  de s, p renons  ko et Oo tels que  

(3.17) 

Xo>_ X1; 0 o ~ 1 ;  r~ 
),o2 ~ ~ ~ ,  

P r ~  d,~c'~, (~ ) 1 
2 " %  ~< 46 

p ~ W% //t r i P  1 ~ m rl P 1 
d~.,(s) ~o~6, 2 . % 0 ° <  2' 2")~o < 2" 

Alors si ),>~),o, 0>__0o,  R ~ r l  on d6dui t  de (3.15), (3.i6), (3.17): 

(3.18) 

1 z k, q ( ~ t u ,  k, 0, R) ~-~0 
10 (kin -f- qm -4- 1 ) ... ( k m  q- qm A- m) 

k--1  

2 ~k-~ zv, ~+~(u, L 0, R ) +  
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~ 0  k q -4- ~2 Z ~ - ~ - ~ {  ~v+l, .(~, ~,, 0, R ) +  ~v,. (u, i, 0, R~} 
p ~ 0  S:=0 

k--1 

off, si k = 0, la somme  E dolt  ~tre suppr im6e .  
p =  o 

Appl iquons  (3.18) h d~u, i en t ie r  q u e l c o n q u e  ~ 0 ,  on a 

1 z~, ~÷q(~u, ~. O, S) < 1 ~" q (~+~u,  ),, O, R) 
(3.19) 2 -- 1()" ( k m q - q m +  1) ... (kmq-qmA-m) q- 

1 k--I ~ k - -  +40 pZo~k--~P' q+~(~i~t' ~' (:~)' R) ÷ v~ qz ~ ~k-P ~q-s ~P, s+~(~Vu, ~, O, R) 

/c q 

p=O S~O 

k--1  

a v e c l a  m~me conven t ion  q u ' a u p a r a v a n t  pour  la somme  2]. 
p ~ 0  

D~signons  pa r  p(q, i, k) la propridtd (3.2) (pour les va leu r s  q, i, k du 
param~tre)  et d~signons  par  P(q, i, k) la propri6t~ p(q', i', k'), O ~ q ' J ~ q ,  
0 ~ . i ' ~ i ,  O ~ k ' ~ k .  

Ceci pos~  nous  al lons v~r i f ier  h par t i r  de (3.19) les impl ica t ions  sui- 
van tes :  

(~) P(q, i + l, O)U P(q, i, 1 ) ~ p ( q  + 1, i, 0) 

(2) si k ~ 1, P(q, i -Jr 1, k) U P(q -~ 1, i, k - -  1) (2 P(q, i, k + 1) :=~ 

:=~p(q q- 1, i - -  k). 

En effet  on a, d ' a p r b s  (3.19) 

1 (kmd-qm+ 1) ... (kmd-qmd-(i+ 1) m) 
1 zk, ~+~(~u, ~, O, R) ~ 10 (km-~qm-~l) ... (km+qm+m) 2c(L~2)k+q+~+~ ~ 2 

q- 40p~ol k~l \LA-2] [ ~ -~-P2 c(L-4-2)k ' q+i+l(pmh-(qq-1)mq-1 ... (pmq--(q-l-1)mq-im)q- 

-~- ~i-O p=o .=o \Lq-2] \Lq-2] 2c (Lq-2)e+q+i-~l(pm q- (s q- i)m q- 1) ... 

... (pro ~ (s ~ 1) m ~ ira) 
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... ((p + l ) m  ~- sm -1- im)~-(pm + sm -~ t) ... (pro -t- 8m -t- ira)} 

L• 
~ i 

et a lors  pu i sque  ~ I  et  L - ~  ~ on t rouve  

12 ~ ,  ~+~ ( ~ u ,  k, O, R) ~ (km +(q'--~ 1) m +  1) ... (kmT(q + 1) m-k-ira) 2cL ~+~ ~+~ 

e ' e s t  ~ dire (32) est  v ra ie  auss i  pour  ~k, ~+q(~iu, k, (9, R). On va ma in tenan t  
d6mont re r  le thdor6me 3.1 par  induct ion .  

D ' a p r 6 s  le Thdor6me 2.1 et (3.1), pu i sque  0 o ~ 1 ,  nous  savons  que  
P(O, i, k) a l ieu, ~ i ,  k. 

Admet tons  P(q~, i, k), q ' ~  q, ~ i ,  k et mon t rons  P(q-~  l, i, k), ~zi, k. 

D ' a p r ~ s  l ' hypo th~se  de r~eur rence  et (~), on a P ( q +  1, i, 0), ~ i .  Soit  k 
fix~ q u e l c o n q u e ;  admet tons  P ( q - ~  1, i, k - - i ) ;  ceci, j o in t  i~ l ' hypo th6se  de 
r~cur rence  et (~), en t ra ine  p ( q + l ,  i, k); ceci  d~montre  P(q-{-1 ,  i ,k) et 
achSve l a  ddmons t ra t ion  du  th6ori~me. 

4. - D d m o n s t r a t i o n  de  l ' a n a l y t i c i t 6  de u. 

4.1. - Du  th~or~me 3.1 on peut  d~duire  le 

COROLLAIRE 4 . 1 . -  II existe une constante A T, ddpendant contin~.ment 
seulement de L~ r ~  ~2 et ~ (et done confinement et seulement de L, c~ et des 
dldments de Cb indiquds & 

r ' - - - ~  , on air 

(4.1) 

la note (~o) en bas de page), telle que 8i on pose 

En fait  u t i l i sons  (3.2) avec  )~--) ,o,  0 ~ - 0 o ,  R - - r ,  et i - - 0 ;  on 

~k'q(u~ ko, 0o, r~) ~ ' 2 c ( L ~  2) k+q ~ k  et q ent iers  ~ 0  

p - - 0 ,  i, 2, ... 

d 'o~ par  la  d6f in i t ion  de an, q(u, k, 0, R) 

(4.2) II D~ ~'~ ~ I I ~, k,~, ~,., ~ ((k ~ q) m) ! ).o h+~ Oo ~ r '(~+q) ~ 2c (L-l- 2) ~+~ 

~((k-~q)m)I  2cM k+q avec  M cons tan te  d~pendant  eont inf iment  de ?~o, Oo, r', L 
et donc de r l ,  v2, k, et L. 
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Soient  m a i n t e n a n t  t et h ent iers  que lconques  ~ 0 ;  et supposons que 
t - - q m - q - s  et h - - v m - f - j ,  avec 0 < _ s < m ,  0 < _ j < m ,  alors en u t i l i san t  
le l emme 2.2 et la r emarque  2.1 avec s - - 1  on a 

D(q+l )m 
<--'ltD(yq+')~utl~,(k+,)~,~.'q-c., l i l y  u II ~, k~, ~,, q- 

~qm ~ II Dy -I- ~,~ 11 ~y u II ~, (k+:)~, 9..'-t- % 

et doric par  (4.2) on a 

(4.3) II Dt.~ tl ~:, h, p,,., ~ ((k -}- 1) m q- (q -+- 1) m) ! 2c (1 -q- 2era + c~) M~+q+ z 

2 k _<(t  q- h -k- 2m)! 2cfl  q- 2c,~ --}-c,~)M +q+2 _~(t q--h)! 2c_M~t+ h (~) 

avec /'1/1 cons tan te  qui  d6pend cont in f iment  de M. 

Et enf in  on obt ient  

p p~ 

t=o t ~ i = v - t  ~! 

P P! E ( p - - t ) !  
--  t=o23 t ! (p - -  t) l I ~ I =p- t  ~ ., I1 Dx(Dtu u) II o, ~., 

: E I1Dtyu 11 ~,p- t ,~/  <-- E ( tq-p- - t ) !  2cMlt+P -t  = p !  2c(2M~)v 
t ~ o  t ~ o  

d 'of i  (4.1) avec N - - 2 M z .  c . q . f . d .  

Ut i l i sons  m a i n t e n a n t  le th6or~me 
obt ient  

de SOBOLEV h par t i r  de (4.1): on 

(4.4) sup I D ~ u l ~ c * e p !  N y  [ ~ l = P ,  p = O ,  1, ... 
~ r  p 

a v e c  c a cons tan te  f ixe (d6pendant  de n) et N1 eons tante  d6pendan t  de r '  et 

(~2) On  a iei  u t i l i sg  le fa i r  q u e  ( v+w) !  < v ! w !  2v2w. 
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de 2/, cout inf iment .  Et  alors u est anMyt ique  duns une demi -bou le  ~r,  fermde,  
de r ayon  r ,  ddpendan t  de N~ donc de r' et lg, donc seulement  de L e t  de dI. 

Et  (4.4) nous  mont re  aussi  que, si c est fixd, u demeure  duns un  bornd de 

J~ (f~,). 

5 . -  Applications. 51ouveaux thdor~mes de rdgularitd pour opdrateurs 
diffdrentiels paraboliques. 

5.1. - On va m a i n t e n a n t  donner  uue nouvel le  appl ica t ion  du thdor~me 
1.1 qui  donne  un  thdor~me de ~r6gutari td)) ,  pour  les opdra teurs  diff~rent ie ls  
pa rabo l iques  <<concrets~), ddmontrd  jusqu~h present  seu lement ,  eroyons  nous,  

~ u  ~u 
pour  l' opdra teur  de la cha leu r  en deux  var iab les  - -  ~c~ ~ - ~ - ( c .  tIoL~aRES; 

[14], GEVm~Y [10]). 

Tm~O~E~E 5.1. - Soit  A l 'opdrateur donnd p a r  (3.1) du  chap. 2 et sup. 

posons que les hypotheses (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) du  chap. 3 soient valables: 
alors s~ v ~ ~+(~((~)), yv = 0 et Av  ~ v' ~ (~+, ~ (~  (~)) on a 

(5.1) v ~ ~+ ,  M~ (~ (~)). 

I)~O51S~RA:~Io~. - Posons  A v  n u v '  = ~; alors il exis te  a tel qae  
c~ 7-7 :p~)+,M~(J~(~)) et V est nul le  pour  t < a. Soit b > a fixd q u e l c o n q u e ;  

O i l  a 

(5.2) Av  = - -  v' -1- ~ dans  -q X [a, b] 

(5.3) "(jr = 0 

Ddrivons pa r  rappor t  h t (5.2); on a:  

(5.4) A v '  = - -  v"  + ~'. 

Appl iquons  l ' o p d r a t e u r  A bo (5.2); on a 

A~v "-  - -  Av '  + A% (5.5) 
Doric 

(5,6) A~v = v ' m  ,~'-4- A %  

Et en gdndral  de fa~on ana logue  on ~ pour  k ~ l  

(5.7) 

j - - O ,  l, ..., m - - 1 .  

Agv --  (--  1)kv ~k) -t- (--  1)~-lP (k-l) -]-(--  1)~-2A(~ (k-~)) -]- 

+ (__ 1)~-3A ~ (q)(k-~)) -t- ... + A~-I 9" 
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(5.S) 

Mais v 

+, M~ (L~ (~)) 

(5.9) 

E t  done aussi ,  grace  h (5.3) 

y~(A%) = ( - -  1)~-~y~¢ (~-~) -4- ( - -  1)~-~(A(~(~--')) + ... + 7.~(A~-~¢). 

est en par t ieu l ie r ,  d :apr~s  le th4or. 3.1 du  chap.  2, dans  

et done il exis tc  c et L tel les  que  

11 v(~)(t) II L,(O) ~-- cL~(2mk)! t e [a, b], ~4k. 

En out re  grace  au fai t  que  les coef f ic ien ts  de A sont  dans  ~ ( ~ )  et 

¢~e~)~_,~(~(~))),  il exis te  C~ et L2 tel les  que  

(5.10) [[ Ah@(k)(t)) [i L~(O) --~ clLlk+h(2m(k + h))!, ~ k ,  h, t e [a,, b] 

Tk+h+~+~ (2m (k + h ÷i-+- 1)) ! 

~ k ,  h, i, t ~ [ a ,  b]. 

Done de (5.7), (5.9) et (5.10) on d~duit  

(5.12) II A %  11 L~(~)) ~ c Lk (2ink) ! -[- c~L~ -~ (2m(k - -  1))! -[- 

c~L~-~(2m(k - -  1)! -4- -.. -1- c~Lk--~(2m( k - -  l)! : 

_ _  _ _  / c  t - -  cLk(2mk)! ~ kc~L~-~(2m(k 1))! ~ c , L , ( 2 m k ) .  

~ k ,  t e [a, b]. 
c a et La cons tan tes  d6pendan t  de c, L, c~ et L~. 

Et de fagon analogue ,  de (5.8) et (5.11) on d~duit  

(5.13) 11 YSA ~v) ]1 ~,,~(~+,~-j-~/.~(r> ~ c ,Lk ,+~(2m(k~- i~ - l ) )  ! ~ k ,  i~ t 6 [a, b]. 

Et alors  grace  aux  th6or~rues 1.1 et 1.2 de ce chapi t re ,  v(t) d e m e u r e  
dans  un born~ de ~ (~ )  p o u r  t e [ a ,  b]. 

Mais alors  pu i sque  de (5.7) on d6dui t  

D p  l~k--1 , p k--2 

... D~A ~ ~(x, t) I + + i  ~ - ~  

on volt  enfin,  pour  b fix~ ~ a, qu ' i l  ex is te  des cons tan tes  c~ et L~ tel les  que  

p k (5.14) I DxDtv(x ,  t) l ~__c~Lt~I+~(Ip l - b 2 k m ) ! ~  

~c~(2L~-)t~J(2~"~L~) ~ ] P  I !(2kin)!, ~ p ,  k et x e ~ , ,  r e [a ,  b] 
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et par  consequent,  puisque b e s t  queleonque 

v ~ ~+,  ~ ~ (5)) 

On obtient donc en part iculier ,  grace aussi t~ [18], 
que le probl~me 

Z (--1) lPiDP(ap, q(x)Dqu)+ 
IPl ,  iqt~__m 

y ~ v - - 0  j - - 0 ,  ..., m - - 1  sur v 

admet pour chaque f e  @+. ~ (~ (~)) une et ~me seule solution u ~ ~ +, M~(iE(~)). 

6~ on  

e.q.f.d. 

th~or6me 8.t p. 121, 

~u 
~[- -  f(x, t) dans Q 
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Note ajoutde h la correction des ~preuves. 

L'hypoth~se (2.2) chap. 3, selon laquelle les coefficients apq sent ind~pendants de t, 
peut ~tre remplacde par la condition 

apq ~ ~Mk(2C (~)). M k ~- (2kin) ! 

d raiorbs un rdsultat de A. CAVAL1.U¢C~ sur ta rdgularisatlon des solutions des problbmes 
aux limites pour des dquations quasi-elliptiques, qui vient de paraitre aux Annali di Mat. 
pura e appl. sons le titre ,Sulle proprieth differenziali delle soluzioni delle equazioni 
quasi ellittiche,. 
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