
II t eo rema  di ro tocon t raz ioue  per  una  classe 
di au toomeomor f i smi  de l la  corona circolare.  

Memoriu di G-IUSEPPE SGORZA DRAGOb~I (a ~oma) 

Sunto. - I n  questa Memoria sorto ripresi in esams qnegli autoomeomorfismi di nna  corona 
circolare, che non ammst tono p u n t i  un i t i  e che appIicano ~s dus circo~ferenze estrems 
ciascuna su se stessa. Per  questi autoomeomorfismi viene indicata  u n a  notevol~ precisa. 
zione di  u n  r isnl tato recente ; e per  quelli~ che non hanno  pun t i  un i t i  nemmeno nei  
rispctt ivi  quadrati ,  e che soddisfanno, insieme coi lore inversi, ed in una  certa metrica~ 
a n n a  condizione t ipschi tz iana opport~na, sar~ indicate  u n  r isul tato forse definitive. 
Maggiori part icolari  si possono trovare nsl la prefazione, che na tura lmente  costituisce il  
veto r iassunto del~a Memoria.  

In  ques ta  Hemoriu, redat ta  in galsa  da essere intesa anche senza una 
conoseenza approfondita  della le t tera tura  s~ll 'argomento (I), r iprendo in esame 
qaegl i  autoomeomorf ismi  di una corona circolare, the  non ammettono punt i  
uniti  e che applieano le due cireonferenze estreme della corona ciascuna su 
se s t e s s a .  

Pe r  questi  autoomeomorf ismi  fornirb una notevole precisazione di un 
mio risultato recente (~)(n o 27). E per  que l l i ,  che non hanno punti  uniti  
nemmeno nei rispettivi  quadrat i  e che per  di pilk soddisfanno, insieme eoi 
lore inversi, ed in una certa metrica, ad una eondizione lipschitziana oppor- 
tuna, giungerb ad un risultato forse definitive (n o 3~). 

Par l iamo prima, nella corona, degli autoomeomorfismi ehe non ammettono 
punt i  uniti  e che applicano le due cireonferenze estreme eiascuna su se stessa. 

Secondo quella  preeisazione, in ogni tal autoomeomorf ismo della corona, 
sempre presente,  nella corona, almeno una curva semplice ed aperta  che 

unison te due circouferenze estreme della corona e che sin priva di punt i  in 
eomune con la propria immagine nel l 'autoomeomorfismo;  oppure almeno ann 
curva semplice e chiusa, che aggiri it centre delia corona e ehe, se non b 
pr iva essa stessa di punti  in eomune con la propria immagine nell 'autoomeo- 
morfismo, si possa spezzare in due archi siffatti, che uno di essi sin privo 
di punti  in eomune con la propria  immagine nel l 'autoomeomorfismo ed abbia 
un diametro minore di un numero positive prefissato, e che l 'altro sin privo 
di punti  in comune con la propria  immagine nel l 'autoomeomorfismo e non 

(~) E eondotta a termine nell 'ambito dell' attivith dell' Istituto nazionale di alta matematiea. 
(~) Gontenuto nelIa mia Memoria  Sugl i  autoomeomorfismi di u n a  corona circolare pr iv i  

di p u n t i  un i t i  (Rendiconti del Seminario Matematieo dell' Universith di Padova, eel. X X X I I I  
(1963), pagg. 1-32). 
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incontri  nemmeno l ' immagine, nel l 'aatoomeomorfismo o nel l 'autoomeomorfismo 
inverso, di tut ta  la curva semplice e chiusa. Nell 'ul t imo sottocaso, la curva 
semplice e chiusa dipende eventualmentc  dalla scelta di quel numero posi t ivo;  
e quel diametro potr/~ essere caleolato nella metr ica euelidea. 

Par l iamo ora, nella corona, degli autoomeomorfismi ehe soddisfanno anehe 
a quelle al tre condizioni. 

Secondo quel  r isul tato definitivo, ogni tal autoomeomorfismo ammette  
sempre, come priva di punti  in comune con la propria  immagine, almeno 
ann carva  semplice e aperta, ehe eongiunga le due circonferenze estreme 
della corona, oppure almeno una curva semplice e chiusa, che aggiri il centro 
delia corona. Nel primo easo, i due campi in dividuati  nella corona dalla 
carva  aper ta  e dalla sua immagine si possono interpretar% diciamo come 
campi  di rotazione per l 'autoomeomorfismo indotto sulla r icovrente semplice. 
mente connessa della corona circolare. Nel secondo caso, la eurva aggira la 
propria immagine, o n e  ~ aggira ta ;  ed il campo individuato dalla curva 
chiusa e da l l ' immagine  si pub interpretare  come un campo di cotttrazione 

per l 'autoomeomorfismo assegnato, o per  il r ispett ivo inverso. Ma non voglio 
insistere su queste considerazioni presso che ovvie. Qui desidero piuttosto 
osservare un 'a l t ra  cosa. In quel la  tal condizione lipsehitziana, la distanza 
fra due pnnti  t rasformati  non potr~ mai superare  quella fra i r ispettivi  
t rasformandi  molt ipl icata per un coefficiente numerico,  k, vincolato alla 
k - 2 ~  - k - ~ >  2 / V 3 ;  questo tanto per  l 'autoomeomorfismo assegnato, quanto 
per  il r ispettivo inverso. I1 vincolo rappresentato daIla k-~-~ - k -8 > 2/V-3,  t he  

soddisfatto per  k~--6/5 e che implica per  esempio l a k  < 5/4, ~ imposto 
dalla costruzione. E pub darsi che basti  cambiare  questa  per  a t tenuare  quello. 
l~Ia sarebbe cer tamente  pifl interessante vedere cosa significhi, per nn autoo- 
meomorfismo della corona circolare, essere topologicamente equivalente ad 
uno ehe (appliehi le due eireonferenze estreme della corona ciascuna s u  se 
stessa e che) soddisfaceia,  insieme eoll ' inverso, a quella  tal condizione lip- 

schitziana. 

§ 1. - T r a s l a z i o n i  plane generallzzate. 

1. - In questo paragrafo,  e nei tre successivi,  rieorderb, insieme con le 
definizioni necessarie  per intenderli,  aleuni risultati  sulle traslazioni  p lane  

generalizzate,  cio/~ su quelle appiicazioni topologiche del piano reale euelideo 
ambiente  su se stesso, che conservano il sense delle rotazioni e che non 

ammettono punti  uniti  {~. 

(3) Per le indicazioni bibliografiche rimando alla mia Memoria A proposito degli auto. 
o~neomorfismi del ce~'chio dotati di un punto unito solo (Rendiconti del Seminario Matema 
rico dell'Universit~ di Pad ova, vol. XXXIII (1963), pagg. 332406). 
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2. - Lo spazio ambiente, al quale appar terranno tutt i  i punti, le curve, 
le linee, le serailinee e le superficie che avremo occasione di eonsiderare, 
sin dunque il piano reale euclideo. E sin g una traslazione piana generalizzata. 

Un arco di traslazione, relativo a t, ~ una curva semplice ed aperta~ the  
ha in comune con la propria immagine, nella t ,  soltanto un punto, es t remo 
sia per la curva oggettiva, sia per l ' immagine.  Ovvio cosa si debba intendere 
per segmenli  di  traslazione , relativi a t.  

A proposito degli archi di traslazione relativi a t b noto ehe:  
Una curva semplice ed aperta, la quale abbia almeno uno dei due estremi 

immagine  delt'algro nella g, e la quale abbia i n  comune con la propr ia  imma.  
gine nella t soltanto estremi, suoi  o dell ' immagine,  ~ addir i l tura  un  arco di 
traslazione nella t .  

Se 0¢ b u n  areo di traslazione nella t, la curva a ha in comune soltanto 
un punto anche con t-I(a), il significato di t-l(a) essendo dato dalla solita 
eonvenzione. E questo punto eomune b u n  estremo di a, nonch/~ di t - J ( ~ ) .  

Dettolo A ,  l 'altro estremo di ~ b dato da t(A). I1 punto A ~ l 'origine di ~, 
e t(A) ne b il termine, sempre con r i fer imento a t, naturalmente.  

Su ~, il verso the  porta daWorigine al termine sarh assunto come 
posi t ivo;  e quello che porta dal termine alForigine, come negativo. E quando 
useremo, a proposito di ~, frasi implieanti  un ordinamento dei suoi punti,  
ci r iferiremo sempre alFordinamento indotto dal suo verso positivo. 

Se si scambiano gli uffiei di t e t -1, l 'arco a ~ sempre un arco di tra- 
slazione; ma la sun origine diventa il suo termine;  e i l  suo termine diventa 
la sua or igine;  eee. In  l inea di massima non insisteremo pifi su osservazioni 
del genere. 

Fermo il significato di a ,  le immagini  d i a  nelle diverse potenze della 
t porgono, eomplessivamente,  la traiettoria, ~:(~), 

. . . .  + + + tt ) + ..., 

generata da a nella t.  Di guisa che r :(a)appare anehe come la t ra iet tor ia  
generata  da o: nella t -1. 

3 .  - A proposito degli archi di traslazione relativi a t e delle rispettive 
traiettorie, ~ noto che ogni punto del piano appart iene ad infinit i  arehi 
siffatti,  e quindi ad infinite traiettorie. E di qui, e dalla circostanza che:  

Le traiettorie delle traslazioni  p lane  generalizzate sono linee semplici  e 
aperte, 

eio~ immagini  biunivoche e continue delle rette reali euclidee, si deduce 
subito ehe : 

Ins ieme con t ,  son traslazioni p iane  generalizzate anche t 2 e t -2 e t -3 ... 
e non soltanto t -1 , 
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epperb, the  ogni potenza di t individua il proprio esponente ;  ed in partico- 
lare, the  t ° b l~unica potenza di t uguale all'identitY. 

Ed ormai b ovvio che, su ogni traiet toria {delia t)~ ogni punto della 
traiettoria individua, insieme con la propria  immagine, un arco di traslazione, 
atto a generare  la traiettoria.  

II penul t imo teorema si pub precisare,  nel sense ehe :  
Le traiettorie delle traslazioni p iane generalizzate sono immagin i  biuni.  

voehe e bieontinue delle rette reali euclidee ; 
vale a dire, che una traiet toria non pub mai r iavvicinarsi  indef ini tamente  ad 
ann posizione per  la quale sia gi/~ passata. 

4 . -  Premesso ehe uu insieme di pant i  del piano ~ libero uella t ,  se 
non ha puut i  in comune con la propria  immngine uel la  t ,  r ammen t i amo  
come nello stesso ordine di idee del primo teorema del numero precedente  
r ientrino tanto la cireostanza che :  

Una curva semplice e aperta, the sin tibera nella t,  ~ libera anche in  
tutte te potenze di t diverse dall ' identi t~ ; 
quanto quel la  t h e :  

Un irtsieme internamente eonnesso D di p u n t i  del p iano ~ libero neUe 
polenze di t diverse da t e dalla sun inversa, nonchd dall'identit~t, se l 'interno 
di D nort eontiene nessun punto  interne a t(D), vale a dire, se l ' inlerno di D 
non eontiene nessun punto  interne a t-l(D).  

A chiar imento di quest 'u l t imo enunciate  
sieme D ~ l~insieme dei punt i  interni  a D (e 
namente  connesso);  e t he  D b internamente 
possono sempre congiungere,  quatun.que essi 
siauo contenuti ,  a meno eventualmente  degli 

E eogliamo l 'oecasione per  avvert ire  ehe 
ed aper ta  ~ peraltro formate  dai puut i  della 
a rmenia  con la cireostanza~ ehe per  la curva  
estremi come dei puut i  interni  alla eurva.  

r icordiamo the  l ' inlerno dell'in- 
questo anehe se D non i~ inter- 
connesso, se due punt i  di D si 
siuuo, con archi semplici  che 

estremi, nelPinterno di D.  
l~interno di una  curva semplice 
eurva diversi dagli estremi,  in 
si par la  dei punt i  diversi  dagli 

5. - Sin 7: una trniettoria della t. L' insieme dei punti  ehe son d~aceu- 
mulazione per  z:, e ehe non appar tengono a z~, i~ chiuso, in conformit~ del- 
l 'ul t imo teorema del n o 3, anche se non b vuoto;  epperb esso divide il piano 
in uno o pifi insiemi apert i  connessi  e non vuoti, cio~ in uno o pifi campi. 
E z: appar t iene  ad uno di quest i  campi. Anzi:  

L a  traiettoria z: divide il campo che la contiene in  altri due campi 
disgiunti ,  i quali  hanno entrambi 7: come linen di frontiera, 
e forniscono i due campi  adiaeenti a 1:. Queste cireostanze, e l 'ul t ima propo- 
sizione del n o 3, ei autorizzano a parlare,  in un significato ovvio, delle due 

bande di ~:. 
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La traiet toria n non esaurisce sempre la frontiera dei propri  campi 
adiacenti .  Cib non os tante :  

I pun t i  the non apparlengono alla traiettoria ~ e che possono esser uni t i  
a 7: mediante curve semplici ed aperte aventi su 7: soltanto un  estremo, si 
distribuiseono appunto nei due  campi adiacenli alla traiettoria, esaurendoli. 

Dopo di cib, per comprendere  che :  
Ciascun punto dei due campi adiaeenti a 7: pub esser congiunto con tutti 

i p u n t i  di ,': mediante curve semplici ed aperte aventi su 7: sollanto un  punto, 
e precisamente soltanto un  estremo~ 
basra r icordare  di nuovo l 'ul t ima proposizione del n o 3. Invece la definizione 
istessa di t raiet toria implica t h e :  

Le traiettorie della solita traslazione p iana  generalizzata t son invar iant i  
nel la  t, 
invarianti  in quanto insiemi, natura lmente .  E di qui si trae subito ehe:  

Ins iemi  invar ian t i  nella t son anehe i singoli eampi adiaeenti alle diverse 
traiettorie della t ; 
nel fatto, si rammenti  t he  le traslazioni piane generalizzate conservano il 
senso delle rotazioni. 

6. - Secondo il lemma fondamentale  sulle traiettorie delle traslazioni 
plane generalizzate : 

Una curva semplice ed aperla incontra~ anzi  taglia, la propria immagine 
nella traslazione p iana  generalizzata t, se gli estremi della curva semplice ed 
aperta staccano, su qualche traieltoria della t, u n  arco, il quale abbia in 
comune con la curva semplice ed aperta soltanto gli estremi e contenga nel 
proprio inferno archi di lraslazione della t, 
vale a dire, se si p refer i see :  

Una eurva sempliee e aperta taglia la propr ia  immagine nella traslazione 
p iana  generalizzata t, se esiste un  tal arco :¢, di traslazione di t, che la curva 
incontri  tanto t-l(~) ~ t-~(:¢) ~ . .  , quanto t(o:) -~ t~(~) ~ ..., ma  non ~ontenga 
nessun punto di :¢, eccezion fatta, al massimo, per  uno solo degli estremi di a. 

E chiudiamo questo paragrafo fissando esplici tamente una convenzione 
discors iva:  talvolta, per  espr imere che l ' intersezione di certi  insiemi non 
vuota, invece di dire the  questi  insiemi si incontrano, diremo anche che essi 
si intersecano. In particolare,  due curve che si tocchino in un punt% si 
intersecano senz'altro, anche se non si tagliano nemmeno altrove. 

§ 2. - S u d d i v i s i o n i  s i m p l i c i a l i  p r i v i l e g i a t e .  

7. - In  questo e n e i  due paragraf i  successivi r iassumeremo la teoria 
delle suddivisioni simpliciali  privilegiate rispetto ad una traslazione piana 
generalizzata. L 'esposizione riproduce,  con qualche modifica e quaIche sop- 
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pressione, quella  sviluppata nella seconda delle mie I~emorie citate (§§ 3, 4 
e 5); peraltro~ i r i fer iment i  part icolari  saranno di massima taciuti,  come 
saranno di massima taeiuti anche i r i fer iment i  che potrebbero farsi in seguito. 

Nel piano, una suddivisione simpliciale K b privilegiata rispetto alla 
traslazione generalizzata t (e quindi anche rispetto alla tras]azione generaliz- 
zata t-l) ,  se la stella corrente di K ~ libera nella t (e quindi anche nella t-l). 
La Stella eorrente  di K ~ intesa qui come la somma di tutte le facce di K 
con un vertice nel centro delia stella, fornito na tura lmente  dal vertice corrente 
di K ;  ma talvolta sar~ identif icata  con il complesso simpliciale delle facce, 
dei lati e dei vertiei che eoncorrono a formarla.  

l~'aturalmente : 
Un punto e la sua immagine  nella traslctzione p i a n a  generalizzata t non 

possono appartenere mai  ad una  medesima stella di una  suddivisione simpli- 
ciale privilegiata rispetto a t;  
e non possono appar tenere  mai, a fortiori, nemmeno ad una medesima faccia 
di una  tal suddivisione. 

8. - Nel piano, la presenza di suddivisioni simplieiali privilegiate rispetto 
ad una  traslazione generalizzata t si dimostra abbastanza faci lmente anche 
ne] easo generale  (+). 

Peral tro,  per gli seopi di questa Memoria ~ sufficiente supporre c h e l a  
traslazione piana generalizzata t sia uni formemente  continua, insieme con t-1~ 
ed ammet ta  un numero positivo come estremo inferiore delle distanze dei 
punti  del piano dalle rispettive immagini  (nella t e quindi anche nella t-l) .  
Ed in queste eondizioni quella tal presenza ~ ovvia. Anzi in queste condizioni 

ovvio c h e l a  suddivisione s impl ic ia le  K del piano ~ privilegiata rispetto 
a t, se essa ~ equilatera, ciob se essa possiede soltanto facce equilatere,  e 
se la lunghezza eomune dei lati di K ~ abbastanza piccota. 

Le suddivisioni simpliciali di una  suddivisione simpliciale privilegiata 
rispetto a t, sono privilegiate anch'esse rispetto a t ;  la eosa ~ evidente. 

9. - Sia sempre t una  traslazione piana general izzata;  e K una  suddi- 
visione simpliciale del piano, privilegiata rispetto a t. 

Allora un  arco (un segmento),  che sia di traslazione per  t e ehe si 
presenti  come somma di lati di K ,  ~ un arco (un segmento) elementare di 
traslazione, con r i fer imento a t ed a K natura lmente .  

La terminologia si pub utilizzare anche per archi  (e segmenti),  che non 
siano di traslazione rispetto a t. Cosi par leremo di archi  (e di segmenti) 
elementari rispetto a K ,  secondo espressioni ormai ovvie nel loro significato. 

(4) S i  w e g g a ,  p e r  esemloio  , l a  ) / [ e m o r i a  c i t a t a  i n  (3); e p r e c i s a m e n t e  se  n e  v e g g a  i l  n o 94. 
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E parleremo altresi di poligonali (e di spezzate) elementari rispetto a K ,  il 
significato delle espressioni essendo sempre ovvio, ma con l 'avvertenza ehe 
useremo la terminologia soltanto per poligonali (e spezzate) semplici. 

In conformit~ di eib, diremo elementari, rispetto a K ,  tutti  quei poligoni 
(poligoni, nel senso di superficie poligonali), ehe siano contornati  da poligo- 
nali etementari  rispetto a K ;  eiob tutti  quei poligoni the  si presentino come 
somme di faece di K e ehe siano eontornati  da poligonali semplici e ehiuse. 

10. - Ferme le ipotesi e le notazioni del numero precedente, sia Cto un 
areo di traslazione della t, elementare rispetto a K ,  con l 'origine nel punto 
Ao, e quindi il termine nel punto t(Ao). Allora b manifesto ehe:  

Nelle ipotesi attuali, nessuno dei punt i  interni ad c~o pub essere interno 
a qualche faccia di K ;  
e basta ricordare la proposizione del n o 7 per riconoseere ehe:  

Nelle ipotesi afluali, K possiede almeno due vertici hell'inferno di ao. 

11. - Ferme le notazioni attuali,  gli estremi di ~o ed i vertiei eli K 
interni  ad so determinauo una suddivisione simplieiale di ~o, quella, ao, che 
sarh ricordata come la suddivisione simpliciale subordinata da K su ~o. 
I vertici ed i lati di ao sono vertiei e lati di K .  La proposizione precedente 
diventa : 

La suddivisione simpticiale ao possiede, complessivamenle, almeno tre lali ; 
e possiede, nell'interno di so, almeno due vertici. 

Se si percorre So nel verso positiv0, eiob da Ao a t{Ao), i vertiei ed i 
lati di ao si ineontrano in un certo ordine. A1 quale ci riferiamo sempre, 
anche se non lo avvertiremo esplieitamente, ogni volta ehe per questi vertici 
e per questi lati useremo loeuzioni imp[ieanti un eoncetto di ordinamento 
(la convenzione riehiedendo peraltro che si sia f issata ehiaramente l, quel- 
l 'ordine mutandosi  nel suo opposto, se si scambiano gli uffici di t e l-I). 

I1 primo lato di ao ha un estremo in Ao; e Fultimo ne ha uno in t(Ao). 
Tutti  gli altri lati di ao sono contenuti  nell ' interno di ~o; e formano il sot. 
toarco essenziale di ~o, con riferimento a K naturalmente.  L'origine di so 
appart iene soltanto al primo late eli a0; ed it termine soltanto all 'ultimo. 
Ogni vertice di ao inferno ad ao appart iene a due lati di ao, e soltanto a due. 

1~. - Sia Vo un vertice di ao interno ad ~o; e Wo sia la stella di K col 
centro nel punto V o. Atlora ao divide l'Vo in due poligoni, che saranno i 
poligoni di Wo individuali  da %.  

A proposito di questi poligoni ~ ovvio ehe: 

Nessuno di essi pub contenere punt i  di So nel proprio interno ; 
ed b noto che:  

Annal i  di Matemat ioa 
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Nessuno di essi pub intersecare s imultaneamente t-~(:~o)+ t-~(a)-{-... 

e t(So) + t (So) + . . . .  

come si potrebbe dedurre peraltro subito dalFult ima proposizione del n o 6. 
Rispetto a K ,  i poligoni di Wo individuati  da so sono elementari .  

13. - Sia adesso z:o la traiettoria generata da so (nella t); siano H o e  IIg 
i due campi adiacenti  a %;  e sia s uno dei lati della suddivisione ao. 

2rllora s appart iene a due facce sole di K ,  dieiamole ~ e $*. 
Le facce ~ e $* sono adiacenti  ad :%, lungo s. E parleremo d i s  come 

di un lato di adiacenza, tanto per So e 8, quanto per so e 8*. 
Non ~ restritt ivo supporre che ~ sia rivolta verso IIo, lungo s ;  dopo di 

che 8" sar/~ rivolta verso IIg, lungo s .  II significato di queste ul t ime frasi 
evidente;  e sarebbe facile preeisarlo con tutto rigore: 

Se sono presenti~ per ~ ed :¢o, due lati di adiacenza~ lunge di essi ~ 
sempre rivolta verso ]a stessa banda di so; analogamente per ~*, in circo- 
stanze analoghe. 

Ogni faccia di K sar~ considerata altresl come adiacente a ciascuno dei 
propri lati. 

1 4 .  - Sia di nuovo Vo un vertice di ao interno ad So; e Wo ta stella di 
K col centro in Vo. E fissiamo la nostra attenzione, per esempi% sul campo IIo. 

Le facce, adiacenti  ad ~o lungo i lafi di ao uscenti  da Vo, e rivolte verso 
Ho lungo questi lati di adiacenza, possono coincidere (in una sola), oppur no 
(nel quaI caso sono soltanto due}. Ebbene:  

Anche in questo secondo caso, quetle facce sono contenute in uno medesimo 

dei poligoni di TWo indiv iduat i  da ~o; 
e precisamente in quello rivolto verso Ho nel punto Vo ; ciob in quello siffa~to~ 
the  i saoi punti  interni stiano in Hose  sono abbastanza vicini a Vo. 

§ 3. - F a c c e  e l a t i  d l  p r i m a  e s e e o n d a  c a t e g o r l a  ; 

f a c c e  e l a t i  e e e e z i o n a l i .  

15. - Ferme le ipotesi e le notazioni introdotte nel paragrafo precedente, 
consideriamo di nuovo un lato, s, di ao. E sia di nuovo ~ la faecia di K 
adiacente ad So lungo s, r ivolta verso lIo t u n g o s .  

~oi  diremo ehe s 6 di p r i m a  categoria, per so e IIo (per ao e Ho), se 
incontra  t-l(so); che s b di seconda categoria, per so e IIo (per a o e  IIo), se 
incontra t(~o); che s b eccezionale, per So e IIo (per aoe  IIo}, se $ non ifleontra 
nb t-l(So), nb t(So). E la termiaologia si trasporta subito da s a 8; di guisa 
ehe anche ~ o b di p r i m a  categoria, o b di seconda eategoria, o ~ eccezionale, 
per So e IIo (per a o e  IIo), il tutto con riferimento a t e d  a K ,  naturalmente.  
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I1 r iferimento a t essendo sempre tacito, ~ ovvio ehe :  
Una faccia di K (un lato di ao), eccezionale per ~o e IIo, non pub essere 

n6 di prima, n~ di seconda calegoria ; 
ma dalla seconda proposizione del n o 12 si deduce subito che:  

Quelle faece di K, epperb anche quei lati di ao, ehe son di pr ima (seconda) 
categoria per % e IIo, non possono esserlo di seeonda t prima).  

Unita  alla proposizione del n o 14, la seconda proposizione del n o 12 
porge altrest che:  

Due lati consecutivi di ao non possono essere, per ~o e IIo, uno di pr ima 
e l'altro di seeortda categoria, la categoria potendo quindi cambiare soltanto 
se si passa per lali eccezionali ; 
e dopo eib basta  osservare ehe :  

I1 primo e l'ultimo lato di ao son rispettivamente di pr ima e di seconda 
eategoria, per ~o e IIo; 
per  dedurre ehe :  

In  ao (in K)  vi son sempre lati (facce) eceezionali per % e IIo. 
Accanto alla penul t ima proposizione rammentiamo che:  

Il sottoarco essenziole di ~o eontiene tutti i lati di ao eccezionali per 
~o (e IIo), anzi contiene tutte le inlersezioni di ~o con le faece di K eeoezionali 
per ~o (e IIo); 
e dopo di aver ricordato anche che :  

Quei lati di ao ehe ne precedono (seguono) uno di prima (seconda) categoria, 
per ~o e Iio, non possono essere di seconda {prima) categoria, per ~o e IIo ; 
chiudiamo questo numero osservando ehe, se si seambiano gli uffiei di t e l -~, 
gli elementi di prima eategoria si scambiano con quelli  di seeonda, mentre  
gli elementi  eccezionali  restano eccezionali. 

1 6 .  - t~erme le solite ipotesi, e le solite notazioni, e r icordato in parti- 
colare che II~ i~ l 'altro campo adiacente alla traiettoria no generata dall 'arco 
elementare  ~o, sia ~ una faccia di K ,  con i vertici nei punti  Po, Qo ed Ro, 
eceezionale, nella t, per ~o e IIo. 

Ed i nomi dei vertici di ~1 siano stati scelti in tal guise, che /)0 sia il 
primo e Qo l 'ult imo dei punti  comuni ad ~o e ~1. Allora Po e Qo sono conte. 
nuti  nel sottoarco essenziale di ~o, mentre  Ro o t~ esterno ad % o ~ contenuto 
anche lui nel sottoarco essenziale di :~o. 

Tanto nel primo quanto nel secondo caso indiehiamo con ~o il sottoareo 
di ~o individuato da Ao e Po, con ~* quetlo individuato da Po e Qo, e con 
~ '  quello individuato da Qo e t(Ao). Allora +* b, in ~o, la minima sottopo- 
ligonale ehe eontenga l ' intersezione di ~o e ~ .  

5Tel primo easo poniamo poi #1 = PoRo + RoQo ; e nel seeondo ~ =  PoQo. 
Allora ,~ b quella, delle poligonali individuate da P o e  Qo sul contorno 
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di ~1, che ha soltanto gli estremi su :¢o (I'altra avendo su :¢o almeno tutto 
un late di ~).  

Fe rme  queste posizioni, ramment iamo che i punti  interni a 41 sono 
interni a tie; anzi, che :  

[ p u n t i  di ~ esterni al sottoarco essenziale di so, clod i ~ u n t i  di ~ esterni 
ad so (fra i quali  eompaiono appunto anche quelli interni  a 4~), sono 
interni  a IIo; 
e r icordiamo altresi  t h e :  

Tutt i  i lati di ao eontenuti in 4" sono eccezionali per ao e IIo, 
come seguirebbe dalla circostanza che tutti i punti  del poligono elementare 
contornato dalla pol igonale  semplice e chiusa 4o*-+-+1 esterni a +* sone 
interni aneh'essi  a IIo. 

17. - Consideriamo adesso la curva semplice ed aper ta  sl definita datla 
posizione st----- 4'o-4- 4I -}- 4~'; consideriamo cio6 la eurva sempliee ed aper ta  
:¢~ ot tenuta  sost i tuendo ~ :  in so mediante ~ .  In  queste condizioni b note, 
e peral tro ~ ovvio, che :  

Anehe s~ ~ u n  areo di traslazione della t,  elementare rispetto a K ;  
e dope di cib, nella definizione istessa di ~1 b implicito che:  

Gli archi so ed al hanno la stessa origine, Ao~ e lo stesso termine, t(Ao} ; 
anzi che:  

1l pr imo e l'ultimo late di ao eoineidono, rispettivamente, col primo e 
t 'ultimo late di a~, 
s e a l  /~ la suddivisione simplieiale subordinata  da K su s l .  E Ia prima prq- 
posizione del numero preeedente  porge che :  

I p u n t i  di ~ esterni ad so sono interni  a He; 
mentre  l 'ul t ima di quello stesso numero d~ che :  

I n  a~ si ritrovano tutti  quei lati di ao che erano di pr ima  o di seeonda 

eategoria per So e II0. 
hYella definizione di sl ~ altresi implicito che:  
Quei lali d i a l ,  ehe non compaiono f ra  i lali di ao, eompaiono f ra  i lati 

di ~1. 
Diremo che a~ si ottiene da so mediante t 'aggiunzione della faccia ~1~ 

eccezionale per  so e IIo; e ehe 4* ~ la poligonale soppressa, nell 'aggiunzione, 
e ~ quelta  aggiunta. E rammenteremo di nuo'¢o e h e l a  poligonale soppressa 
6, in ~o, la minima sottopoligonale che contenga l ' intersezione di :¢o e ~1; e 
c h e l a  poligonale aggiunta ~ formata da uno o da due lati di ~ .  

1 8 . -  Indichiamo con =1 la traiettoria generata  da sl nella t. Allora, 
dalla quar ta  proposizione del n o 17 si deduce faci lmente che:  

L a  traiettoria ~1 appartiene completamente a IIo-~ roe; 
ma ~ a l t r e s l  note che i punti  interni a 4" sono interni ad un medesimo 
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campo  ad iaeen te  a ~1; anzi, se II~ ~ quel  campo  ad iaeen te  a r~ ehe eon t i ene  
l~interno di ~o*, ~ noto, pifi gene ra lmen te ,  e h e :  

I punt i  di ~1 esterni at sottoarco essenziaIe di ~1, cio~ i punt i  di 8~ 
esterni ad :¢1 (fra i quali compaiono appunto anche quelli interni a ~*o ), sono 
interni a II~. 

In  ques t ' u l t ima  propos iz ione  b impl ic i to  e h e :  

La traiettoria ~o ~ contenuta in II'~-4-~; 
inol t re  ~ noto c h e :  

Nelle condizioni attuali, il campo 1]o contiene il campo II1, ed il campo 
II~ eontiene il campo II'o; 
epperb  ehe : 

In  K ,  le faeee adiaeenti ai lati eomuni di as ed a~ e rivolte, lungo questi 
lati comuni, verso IIo {verso II'oJ, sono rivolte, lungo questi lati comuni, anohe 
verso II~ (verso II;); quelle rivolte verso II1 (verso II~), sono rivolte anche verso 
IIo (verso IIo). 

1 9 .  - P r o s e g u e n d o  in ques t a  r ap ida  r a s segna  di r isul ta t i ,  r i co rd iamo 
adesso  ehe : 

Ogni eventuale lato di K~ eomune ad Cto ed al ed eccezionale per :¢1 e 111, 
eeeezionale anehe per ~o e IIo; 

che : 

In  K ,  ogni eventuale lato comune ad ao e ad una faceia eceezionale per 
a~ e II1 appartiene anche ad al;  
e ehe, p e r t a n t o :  

In  K ,  quelle fa.cce, che sono eecezionali per ~ e [I1 e the hanno dei lati 
su %, sono eceezio~ali anche per ~o e 1-1o. 

Dopo di cib, la p e n u l t i m a  propos iz ione  del n o 17 si pub prec isare ,  nel  
senso ehe : 

Tutti  quei lati di ao, che non sono eccezionali per ~o e rio, comtaaiono 
anche in al e vi compaiono come lati non eeeezionali per ~1 e II~; 
anzi la p rec i saz ione  po t rebbe  essere  prosegui ta ,  f ino a r i conoscere  ehe i lat i  
di ao di p r ima  (seconda) ca tegor ia  per  ~o e IIo son di p r ima  (seeonda) cate.  
goI'ia anche  per  ¢¢~ e II~. 

20. - Su  ao cons ider iamo l 'u l t imo lato di p r ima  categoria ,  per  ao e IIo, 
ed iI pr imo di seconda,  con r i f e r imento  a t na tu ra lmen te .  Quel  lato p recede  
questo ,  a nol"ma de l l ' u t t ima  propos iz ione  del  n o 15. Quel  lato e ques to  non 
possono essere  eonseeut iv i ,  a no rma  del la  terza propos iz ione  dello s tesso 
numero .  Siceh~ su a0 ~Ti son lati che seguono tut t i  quell~i di p r ima  eategoria ,  
pe r  ~o e Ho~ e p recedono  tut t i  quel l i  di seconda.  Essi  sono ovv iamen te  ecce- 
zionali  pe r  ~o e IIo,. r i spe t to  a t .  Li d i remo eccezionali in  senso slretto~ o 
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s lret tamente eccezionali, per  ao e IIo, il tut to sempre  con r i fe r imento  a t 
(noneh~ a K ) .  R i a s s u m e n d o :  

Vi son sempre lati  di  ao, s tret tamente eccezionali per  :¢o e IIo, i lati  

s tret tamente eccezionali essendo anche eccezionali ; 

inol t re  : 
1 lat i  di  ao s tret lamenle eccezionali per  ~o e IIo coslituiscono u n a  suddiv i .  

sione s impl ic ia le  di  u n  sottoarco non  hul lo  e non  degenere di  ao; 
e p ree i samente  del sot toarco s tret tamente  eccezionale di ~o, re la t ive  (a t ,  a 
K ed) a IIo. 

§ 4. - O a t e n e  e e c e z i o n a l i .  

21. - F e r m e  n a t u r a l m e n t e  res tando  le solite ipotesi  e le solite conven.  

zioni, sia addesso A~,  

= . . . ,  

u n a  catena di K ,  cio~ u n a  m - p t a  o rd ina ta  di facce ~ ,  ..., ~m di K ,  m essendo 
qui  un numero  intero e posit ive.  

Noi d i remo che u n a  tal m - p i a  o rd ina ta  ~ u n a  catena eccezionale per  ~o 
e IIo {rispetto a t e K ) ,  e ehe m ~ la sua  lunghezza,  se ~ ~ eecezionale  per  
l ' a rco  e l emen ta re  di t ras laz ione  :¢o e per  it eampo He ad iacen te  a l la  traiet- 
tor ia  roe, gene ra t a  d~ ~o; se ~2 ~ eccezionale  per  ~1 e HI, qua lo ra  ~1 sia 
l 'arco e l emen ta re  di t ras lazione o t tenuto  agg iungendo  ~1 ad ~o, e 11I sia quet  
eampo ad iaeen te  a l la  t r a ie t to r ia  ~:1, genera ta  da ~i,  che non cont iene  nessun  
pun to  di ~1; se ~ ~ eccezionale  per  ~ e II~, qua lora  as sia.. .  ; e, f ina lmente ,  
se $m ~ eccezionale  per  :~m-1 e IIm_~, qua lo ra  am_~ sia l 'areo e l emen ta re  di 
t ras laz ione  o t tenuto  agg iungendo  ~ - 1  ad a,~_~, e II,~_~ sia quel  campo adia- 
cente  a l la  t r a ie t to r i a  u,~_~, gene ra t a  da  am-~, che non cont iene  nessun  punto  

di ~,~-i • 
Dope di che a~ sar~ quel l ' a reo  e l emen ta re  di t ras lazione che si ot t iene 

agg iungendo  ~,~ ad am-~; e ~:m sar~ la ~raiettoria genera ta  da am; e Hm il 
eampo ad iacen te  a ~z,~ privo di pun t i  in comune  con ~m. 

~ a t u r a l m e n t e  IIg, H~, ..., H~,. sa ranno  i eampi  r i spe t t ivamente  adiaee~lti 
a uo, n~, ..-, r~m e r i spe t t ivamente  divers i  da IIo, H1, ..., IIm. 

N a t u r a l m e n t e  anche  ao r iavrh  il solito s ignif ica to  ; ed ovviamente  analogo 
al sue sar~t il s iguif ica to  di a , ,  ..., a,~. Dope di cib si potri~ anche  dire  

c h e l a  ca tena  (l) ~ eccezionale per ao e IIo. 
E si dir~ al t resi  ehe ~m si ot t iene da ~o med ian te  F aggiunz ione  di Am. 
Spesso lo stesso simbolo A,~ che denota  la ca tena  (1)sarh  ut i l izzato anche  

per  indicare  la somma di ~ ,  ..., 5m, in quanto  ins iemi  di punt i .  Ino l t re  i 
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lati ed i vertici di ~ ,  ..., ~,~ porgeranno anche i lati ed i vertici di h ,~ in 
quanto ca tena;  e si parleri~ di ~1, ..., ~ anche come delle facce di 5.~, in 
quanto eatena. 

2 2 . -  Se ci si limita, eventualmente,  alle eatene di lunghezza unitaria,  
la quinta  proposizione dcl n o 15 porge subito che:  

In  K ,  la presenza di catene eccezionali per ao e IIo ~ certa ; 
e dopo di cib, ormai, 6 ovvio anehe che:  

In  K ,  la lunghezza per una calena eccezionale relativa ad ~o e IIo si pub 
prefissare ad arbilrio, 
attesa la possibilith di i terare indefini tamente l 'aggiunzione di facce eece- 
zionali. 

Formul iamo esptiei tamente altre due osservazioni, introducendo qualche 
simbolo ovvio nel significato. Prec isamente :  

Se ( ~ ,  ..., ~p) ~ una catena eccezionale per  ao e IIo e (~p+~, ..., ~+q) ~ una 
catena eccezionale per % e II~, la catena (8~, . . . ,~÷q)  ~ eccezionale per ~o e 
IIo e l'aggiunzione di ( ~ , . . . ,  ~+.q) ad ~o porta agli stessi risultati  finali del. 
l'aggiunzione di (~+~, ..., ~+q) ad % ;  
inoltre : 

Se la catena (~,  ..., ~+q) ~ eccezionale per ao e IIo, la catena {~, ..., ~ )  
eccezionale per :¢o e IIo e la eatena (~+~, ..., ~+q) lo ~ per % e II~; 

e si t rat ta  veramente di cireostanze ehe non hanno bisogno di dimostrazione, 
per poco che si rammentino le definizioni e si intenda ret tamente il signifi- 
cato dei simboli. 

°~3 - Posto the  la (1) sia una catena eccezionale per :¢o e 1Io, e ferme 
restando le altre eonvenzioni~ rammentlamo t h e :  

Se p ~ un numero intero, positivo o hullo, minore di m,  la spezzata a n 
e la faccia di ~:o+1 hanno in comune almeno un lato; 
ehe : 

2v~elle stesse ipotesi, l'interse~iol~e di a n e ~+~ ~ formata da lati e da 
vertici di K contenuti nel sottoarco essenziale di % ,  epperb interni ad % ;  
che : 

Nelle stesse ipotesi~ quei lali di a~+~, che non compaiono fra i lati di an, 
compaiono fra i lati di ~+~ ; 
ehe : 

Nelle solite ipotesi, se il numero intero p ,  positivo o hullo, ed il numero 
naturale q non superano m,  l'intersezione di a p e  ~q o ~ vuota o ~ formata 
da lati e da vertici contenuti nel soltoarco essenziale di % ;  
e ehe : 

Gli archi :~o, a~, ..., :¢m hanno la stessa origine e lo stesso termine ; 
anzi ehe : 
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Le  spezzate do, a~, ..., a, ,  hanno  to stes8o p r i m o  e to stesso u l t imo lato. 
E si pub osservare  anche  c h e :  
Gli arehi  ~ ,  ..., ~,~ sono r ispe l t ivamente  eontenut i  negli  i n s i emi  ctu ~ ~ , . . .  

• .., ~o + ~ + ... + ~ , , ,  
come segue subito da l l ' u l t ima  proposizione del n o t7, o da l la  terza di questo 
n u m e r o ;  e c h e :  

Tut t i  quei  lati  della spezzata ao ehe non sono eccezionali per  a o e  IIo, 
compaiono anche in  a~, . . . , a , ~ ;  e non  sono eccezionali nemmeno  per ~ e 
g~ . . . .  , per  ~,~ e II,~; 

come segue subito da l l ' appl ieaz ione  re i te ra ta  de lFul t imo teorema del n o 19, 
men t re  le u l t ime  r ighe di quet  numero  ci pe rmet te rebbero  a d d i r i t u r a  di affero 
mare  che i la t i  d i a o  di p r ima  Iseconda) ea tegor ia  per  So e IIo sono di p r ima  
(seconda) ea tegor ia  anche  per :¢~ e II~, ..., per  ~,,, e II, , .  

~ 4 o  - Posto di nuovo che la (l) sis  u n a  ca tena  eccezionale  per  ao e Ho 
e fe rme di nuovo le soli te convenzioni~ r a m m e n t i a m o  al t res i  ehe :  

5~elle ipolesi a t tual i ,  IIo contiene H,~ e II;~ eontiene tIg; 
epperb che i campi  IIo, II~, ..., II,~ vanno decrescendo,  men t r e  i campi  II~, 
f l ~ ,  . . .  , I  Ira vaano  c re scendo ;  ehe :  

Le traieltorie % e ~,, sono r ispet t ivamente  contenute negli  ins iemi  H;,~ -~ z:,~ 

e IIo + ~o ; 
anzi  ehe : 

Tut t i  i p u n l i  di  ~,~ esterni ad  ~o appar tengono a IIo; tut t i  i p u n t i  di  ~o 

esterni ad  o:m appartengono a II',~ ," 

e f i na lmen te  e h e :  
L ' ins i eme  h,~ ~ contenuto tanto nella somma di IIo e del soltoarco essen. 

ziale di  o:o, quanto  nel'la somma di [I;~ e del sottoareo essenziale di ~ ,  ; 

e ehe : 
L ' ins i eme  h,~ ~ tibero nel la  t .  
~Nelle proposizioni  p reeeden t i  g implici to che :  
S e m  > 1, i l r iangol i  ~ ,  ..., ~;, del la catena eecezionale (1 ) sono  dis t in t i  

a due a due ;  
epperb che la lunghezza  d i u n a  ca tena  eccezionale  porge anche  il numero  

delle faeee del la  eatena.  

2 5 . -  F e r m e  le solite eonvenzioni ,  accanto  ai r i su l ta t i  p recedent i  ram- 

men t i amo  che : 
Se la catena {1) ~ eccezionale per so e Ho, e se ~,~ ha u n  lato su o:o, 

questo lato appar t iene  anche ad  :¢1, ...~ ~ , , -1 ,  anz i  questo lato appart iene  anche 

ai  sottoarehi essenziali  di So, al~ ..., ~m-1; e ~m ~ e¢cezionale anche per  :¢o e 

IIo, per  ~ e I I~, . . . ,  per  a,+,_2 e tI,,_~ ; 
come si t rovu stabil i to nel  n o 45 del la  seconda delle mie Memorie citate.  
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26. - F e r m e  le sol i te  ipotesi ,  f i ss iamo u n ' a l t r a  convenzione~ p r e c i s a me n t e ,  
e o n v e n i a m o  nel  d i re  ehe u n a  m - p l a  ord ina ta ,  

(~ ,  ..., ~m), 

di facce ,  ~ ,  ..., $,~, di K porge  una  catena semiregolare r i spe t to  ad :~o, se 8~ 
e ~q sono dis t in te ,  per  poco che i n u m e r i  n a t u r a l i  p e q s iano d ivers i  f ra  di 
loro (e non  supe r ino  m}, e se ao ha  un  lato in c o m u n e  con ~ e ~ uno con  
~2, ..., e ~,~_~ uno con ~,~ (senza esc ludere  con ques to  che  ao possa ave re  
la t i  in c o m u n e  anche  con a l t r e  faece  de l la  ca tena ,  e cosi per  ~ ,  . . . ,  e eosi  
pe r  ~ ) .  E d imos t r i amo  c h e :  

Se la solita eatena (1) ~ eccezionale per ~o e IIo, essa ammette sottocalene 
semiregolari per ~o con l 'ultima faccia in una, prefissata a piacere, deUe 
~l , ..., ~,~ , 

ovvia  essendo l ' aceez ione  del t e r m i n e  sottocatena. 
Poss i amo  l imi t a rc i  a d i m o s t r a r e  il t e o r e ma  pe r  ~,~ (at tesa l ' u l t ima  propo- 

s izione del  n o 22}. E, he] vero,  il t r i angolo  ~,~ ha  a lmeno  u n  la to  su a, ,_~, 

visto ehe  esso ~ eccez iona le  pe r  ~m-~ e IIm_~, r i spe t to  a t .  E ques to  la to  
( s e m  > 1}~ o ~ un  lato di ~,~_~, o b u n  lato di ct,~_2, v is ta  la t e rza  proposi-  
z ione del n o 23. Nel seeondo caso ( s e m  > 2), que l  lato, o ~ un lato di ~,,,_2, 

o ~ un  lato di a~_~, v is ta  la t e rza  p ropos iz ione  del  n o 23. Nel  seeondo caso 
( s e m  > 3), que l  late ,  ece. eec. I n s o m m a :  o uno  dei lat i  di ~,~ a p p a r t i e n e  ad 
ao; ovvero  m ~ maggiore  di 1 e ~,~ ha  a lmeno  un  lato in c o mu n e  con uno  
dei  t r i angol i  ~ ,  ...~ ~m-~. E si pub r i p e t e r e  tu t to  il r a g i o n a m e n t o  a p a r t i r e  
da questo  tria,,~golo. E g iunge re  al ia  conclus ione ,  r i c o rd a n d o  ehe  le facee  di 
un a  ea t ena  eccez iona le  sono d i s t in te  a due  a due.  

§ 5. - G l i  e n u n c i a t i  c o n c l u s i v i .  

2 7 . -  T e r m i n a t a  l ' espos iz ione  de]le p remesse ,  ecco il p r imo dei nuov i  
t eo remi  conc lus iv i  : 

Per ogni autoomeomorfismo, t ,  di una corona circolare, C, il quale non 
ammetta punt i  u n i t i e d  applichi le due circonferenze estreme di C ciascuna 
su se stessa, d sempre presente, in C,  almeno una curva semplice ed aperta 
che unisce le due eirconferenze estreme di C e che ~ libera in t ,  opp~re almeno 
una eurva semplice e ehiusa che aggira il centro di C e ehe, se non ~ libera 
in t ,  si pub spezzare in due archi siffatti, che uno di essi non sia soltanto 
libero in t ,  ma abbia un diametro minore di un numero positivo prefissato, 
e vhe l'altro non sia soltanto libero in t ,  ma non incontrinemmeno l'immagine, 
o in t o in t -~, di tutta la curva semplice e chiusa (ehe dipender& eventual. 
mente dalla scelta di quel tale numero positivo). 

A n n a l i  eli M a t e m a t i c a  ~6 



282 (~. SCORZA DfCAGONI: I t  tcorema di rotoeontrazione per u+~a classe~ eec. 

Naturalmente  ~ o v v i o  che le condizioni imposte a t si t raducono in 
condizioni anatoghe per  t -~. 

2 8 . -  Data  t~ si fissi, nel piano ambiente,  un sistema di coordinate 
potari. Come polo si assuma il centre di C, ] 'asse polare potendo essere 
scelto ad arbitrio. Come unit~ di misura per i segmenti si assuma il raggio 
di C,  cio~ un segmento eogli estremi allineati  col centre di C e posti uno 
sul l ' interna e l 'altro sul l 'es terna delle due eirconferenze ehe delimitano C. 
Inoltre,  per  quello che ha tratto il verso positive delle rotazioni, si diea O 
il punto comune al semiasse polare posit ive ed alla miner circonferenza del 
contorno di C;  e se t (O)-~ t -~(O) ,  si fissi quel verso positive a p iacere ;  
invece, se t (O}  ~ t-~(O), si assuma come positive quel verso in cui O ,  t{O) e 
t-~(O) si succedono nell 'ordine scritto sulla minor circonferenza del contorno 
di C. 

In  quest 'u l t imo case, se si scambiano gli uffici di t e t -~, si scambiano 
necessar iamente  anche gli uffici dei due versi del piano. Per tanto  ogni volta 
the  scambieremo gli uffici  di t e t -~, noi assumeremo come positive il verso 
gih scelto come negat ive ;  cib anche se t(O) e t-~{O) eoincidono. 

29. - Se ~ ~ uno de'gii argomenti  del punto P di C, in quel  sistema di 
coordinate polari, ed ~ il modulo di P, tutti gli altri argomenti  di P si 
ottengono aggiungendo a ~ i numeri  interi re la t ivi ;  e r isul ta  y ~_~___~ ~ - 1 ,  
se ~ misura  il raggio della minor circonferenza del contorno di C.  

Se P '  e P "  son punti  di C,  con i moduli  rispettivi  dati da ~' ed ~", il 
lore scarto, 

II F,'P" II, 

i~ l 'estremo inferiore~ anzi il minimo, dei valori assunti  dalla radice quadraia  

V ( ¢ , _  ~")2 + (~' - -  ~") 2 

al variare di ~' fra gli argomenti  di P '  e di ~" fra quelli  di P",  la radiee 
quadra ta  essendo ovviamente intesa in sense ari tmetico (come tutte quelle  
considerate in questa Memorial.  Questo scarto, assunto a distanza~ definir~ 
la metrica polare nella corona C;  epperb si parler/t di esso appunto anche 
come della distanza fra pr  e P "  nelIa metriea polare. 

Non ~ il case di chiedersi  se nella metr ica  polare sussista il teorema 
del triangolo. In questa  Memoria ci baster~ sapere c h e l a  distanza fra P~ e 
p "  nella metr ica polare tende a zero, se, e soltanto se, tende a zero quella  
ealeolata secondo la metrica euelidea assegnata nel piano ambiente. 
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:~0. - Rispetto alla metrica polare, la solita trasformazione t o p o l o g i c a t  
della corona C ~ lipschitziana, secondo il coefficiente k, se risulta 

(2) II t(P')t(P"} I1 ~ k II P'P" If, 

qaa lunque  siano i punti P '  e P"  tratti dalla corona C,  k essendo una 
costante reale. 

Se t -~ /~ t ipschitziana anch'essa, r ispetto alia stessa metrica, e secondo 
lo stesso coefficiente, aceanto alla (2) sussiste la 

(3t It t-~(P') t-~{ P'') I1 ~ k II )~'P" I1o 

P '  e P"  essendo sempre qualunque  nella corona eireolare. 
La (2} e la (3), in quanto valide per ogni coppia di punti  P '  e i ° ' '  tratti  

della corona, equivalgono complessivamente al l 'unica eondizione bi laterale 

(4) 1 
tt P'P" II ~ tl t {P') t(P") It ~ k  N P'P" H, 

nella quale natura lmente  P '  e P "  sono sempre intesi come qualunque nella 
corona circolare. 

E per  esprimere che t soddisfa ad una tal condizione ~4), diremo che 
essa /~ bilaleralmente lipschilziana, secondo il coefficiente k, rispetto alla 
metr ica polare. 

Si noti che se t ~ bi la teralmente  lipschitziana, secondo il coefficiente k, 
rispetto alla metrica polare, le stesse circostanze si presentano anche per t -~. 

3 1 .  - Ebbene,  il seconde risultato conclusivo di questa  ~[emoria ~ fornito 
dal seguente tevrema di rotoeontrazione:  

Se l'autoomeomorfismo t della corona circolare C applica le due eirconfe. 
renze eslreme della corona ciascuna su se stessa, ~ privo di punl i  uniti, insieme 
col suo quadrato, ed ~ bilateralmente lipschitziano, rispetto alla melrica polare, 
secondo u~ coefficiente k soddisfaeente alla 

k -~ + k -~ > 2 / V 3 ,  

esso ammelle come libera, nella corona, almeno una curva semplice ed aperla, 
che unisca le due circon/erenze eslreme della corona, oppure almeno una curva 
semplice e chiusa, the aggiri il cenlro della corona. 

~a tu ra lmen te  non ~ eseluso che queste  due circostanze si possano pre- 
sentare s imultaneamente.  E dovrebbe essere superfluo osservare espl ici tamente 
che il coefficiente k non pub essere minore delltuniti~, come segue subito 
dalle (4) istesse. 
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3"~. - L a  condiz ione l i p sch i t z i ana  non sar/~ mai  u t i l izzata  in gu i sa  essen- 
ziale f ino a tu t to  il § 12, oiob f ino a tu t t a  la d imost raz ione  del t eorema del 
n o 27. P r i m a  di quel  pa ragra fo  essa sar/~ invoca ta  sol tanto per  d imos t ra re  le 
due  proposizioni  del n ° 43 e l ' u l t ima  del n o 79. E ques ta  e quel le  sa ranno  
ut i l izzate  sol tanto a par t i re  dal  § 13. Ana logamen te  nei  r igua rd i  del la  
k - 2 + k - 8 > 2 / ~ / 3 ;  essa sar~ ut i l izzata  a l la  f ine del n o 75 per  f i ssare  u n a  
condizione marg ina le ,  che non  rieorrer/~ mai  p r ima  del  § 13. 

Anche  la manean~a  di pun t i  un i t i  nel  quadra to  de l la  t non  sarit mai  
ut i l izzata  in guisa  essenziale  f ino a tut to  it § 12. P r i m a  di quel  pa ragra fo  
essa sar/~ invoca ta  sol tanto nei n i 36 e 40, per  s tabi l i re  e i rcostanze marg ina l i ,  
che sa ranno  ut i l izzate  sol tanto a par t i re  dal  § 13. 

Ed il t eorema del n o 27 sar~ appunto  stabil i to senza r icor rere  a l la  con- 
dizione l ipsch i tz iana  e senza imporre  a t ~ di non avere  punt i  unit i .  

§ 6. - C o n s i d e r a z l o n i  p r e l i m i n a r i .  

83. - F e r m e  le ipotesi e le no~azioni in t rodot te  nei  n i 27, 28 e 29, con- 
ven iamo di i nd i ca t e  con ~{~, ~q) e X(~, ~) uno degli  a rgoment i  ed ii modulo  
di t (P) ,  se ~ ed ,} sono uno degli  a rgoment i  ed il modulo  del pun to  P di C. 

Al lora  gli a rgoment i  di t(P) si o t tengono da ~(~, ~q) aggiungendogl i  i 
humer i  in ter i  re la t iv i  ; e r i su l t a  p <~ X{~, ~}<-- ~ "~ 1. Ino l t re  r iesce ident ica .  

men te  

(5) X(~, P)-----P, X(~, PA-1):P-[-1, 

at teso c h e t  app l ica  le due  c i rconferenze  es t rcme del la  corona  c iascuna  su 
se s t e ssa ;  e le d i f fe renze  

(6) p) - p + 1) - -  

non possono mai  a s sumere  valori  interi ,  perch6 t appl ica  le due c i rconferenze  
es t reme del la  corona  c i a scuna  su se stessa senza ammct t e r e  pun t i  uni t i .  

34. - Nel p iano rcale  eucl ideo ambien te  si fissi ora un s i s tema di 
coordina te  car tes iane  o r togona l i ;  e si in te rp re t ino  ~ ed ~ r i spe t t ivamen te  
come ascissa, x ,  e come ordinata~ y~ di un  punto  P del  piano.  

A1 var ia re  di ~ ed ~i, ciob di x ed y ,  il punto  P descr ive  la s t r isc ia  S 

i nd iv idua t a  dal le  d i suguag l i anze  

- - ~ < x < ~ c x ~ ,  p__<y <--p-}- 1 ; 



G. SCORZA DRAGONI: II teorema di rotocontrazione per u~a classe~ ecc. 285 

ed al panto  P di C finiseono con l 'essere r ispet t ivamente associati  i punti  

..., (x--27 y), ( x - - l ,  y), (x, y), (xq-2, y), (~+  2, y},... 

di S, e soltanto quest i ;  e da questi, volendo, si r isale a quello, identif icandoli .  

3,5. - Poniamo di nuovo che P e P siano punti  di S e di C, assoeiati  
secondo le eonvenzioni del numero precedente,  e correnti,  quello per  S e 
questo per C.  E poniamo di nuovo che x ed y siano l 'ascissa e l 'o rd ina ta .  
di /9 e che ~ ed ~ siano uno degli argomenti  ed il modulo di P .  

Allora la fnnzione f(~v, y) ~ univoeamente  determinata  a meno di una  
costante additiva, se le si impone di esser definita in S,  di esservi continua,  
e di esser r i spet t ivameate  uguale~ nel punto corrente (x, y), ad uno degli 
argomenti  di t(la). La eostante addit iva assume soltanto valori inter i ;  e nel. 
Fambito di questi  valori pub esser prefissata a piacere.  

Fissiamo un valore per  ques ta  eostante. Ed accanto ad f(x,  y) def iniamo 
anche la funzione g(x, y) impdnendole di essere r ispet t ivamente uguale  al 
modulo di t(P) nel punto corrente (x~ y) di S .  Anche g(a~, y) b univoca e 
continua in tut ta  la str iscia S .  

A1 punto corrente t rasformando (x, y) di S associamo~ come rispett ivo 
trasformato, il punto (f@, y), g(x~ y)). Otteniamo, per S, un autoomeomor- 
fismo, t, che porge una delle cosiddette immagini rettificate di t,  e le porge 
tutte, in r ispondenza ai diversi valori ehe si possono at tr ibuire a quella  tal 
eostante additiva, mentre t porge la cosiddetta immagine circolaxe delle sue 
immagini rettificate. Ovvio come si ri torni da t a t ,  eioi~ da un ' immagine  
ret t if icata alFimmagine circolare. Ed b ovvio che :  

L'autoomeomorfismo t d i  S ~ privo di punli  uniti ; 
atteso the  questa  circostanza si presenta  per  l~autoomeomorfismo t di C. 

36. - Fe rme  le notazioni fissate nel numero preeedente,  il valore 
f ir(x,  y), g(x, y)) coincide con uno degli argomenti  del punto t2(pi, mentre 
il valore g(f(vc, y), g(x, y)) coincide col modulo dello stesso punto. 5Te segue 
subito che : 

II quadralo di t porge un'immagine reltificata del quadrato di t ,  
epperb b privo anch'esso di punti  uniti, s e t  2 i~ privo di punti  uniti. 

Analogamente : 
L'inversa di t porge un'immagine reltificata dell'inversa di t;  

nel vero, le coordinate x ed y del punto P porgono uno degli argomenti  ed 
il modulo del punto t-l(t(P)). 

3 7 . -  Per  Fautoomeomorfismo t le t5) si t raducono naturalmente  nelle 
due identit~t 

g(x, ~ ) = ~ ,  g(x, ~ + 2 ) = p + 2 ,  
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cio~ nella circostanza che t applica le due orizzontali (~) estreme di S 
ciaseuna su se stessa. Inoltre b chiaro che r isul ta  identicamente 

f ( x  "4- 1, y) -~ f(~c, y) -~ i, g(~c + 1, y) = g(~,  y), 

cio6 che t ~ periodico nella x,  con periodo unitario, o, se si preferisce, che 
t b permutabile  con quell 'autoomeomorfismo, ~,  di S,  che muta  il punto 
corrente (x, y) di S r ispet t ivamente nel punto (x + 1, y). E di qui si trae 
subito the  : 

Ogni potenza di  t ~ permutab i le  con ogni  potenza  d i  ~.  
La circostanza the  le differenze (6) non possono mai assumere valori 

interi  relativi,  si t raduce nella circostanza analoga per le differenze 

q7) f (x ,  ~) - x ,  f (x ,  e + ~) - x ,  

ciascuna delle quali sarh quindi sempre compresa, in senso stretto, fra due 
humeri  interi  relativi consecutivi fissi. 

Nel seguito indicheremo con ~o e zl le due orizzontali estreme di S;  
precisamente,  t 0 sar/~ quella dei qunti  con l 'ordinata uguale a p, e z~ quella 
dei punti  con l 'ordinata  uguale a ~-{-1.  Ed indicheremo con z il sostegno 
dell 'asse dclle ascisse. 

38. - Le circostanze poste in luce nel n o 37 sussistono tall e quali  anche 
per t-l~ pureh~ natura lmente  si sostituiscano f e g con le funzioni che porgono 
r ispet t ivamente l 'aseissa e Fordinata del punto t - l (P)  espresse mediante le 
coordinate del punto corrente P di S.  

Si t rat ta  di una situazione part icolarmente favorevoIe a l l 'eventuale  
scambio degli uffici di t e t -~, cio~ di t e t - J .  

E per trovarci in una tal situazione favorevole anche rispetto a circo- 
stanze future~ noi accompagneremo ogni eventuale scambio di uffici fra t e 
t -1 con lo seambio degli uffici di ~ e ~-1. E quest~ultimo scambio noi lo 
effettueremo, una volta costruita t, cambiando il verso positivo delFasse 
delle ascisse (in armonia con la considerazione finale del n o 28) e conservando 

formalmente inal terata  la definizione di ~. 
Si noti che anche con questa nuova definizione di @~ le circostanze 

poste in ritievo nel numero precedente sono ancora ,¢alide, e sono ancora 

valide sia per t, sia per t -1. 

39. - Per  ottenere quel l ' immagine  rettificata,  t ,  di t ,  su cai fissare la 
nostra attenzion% noi sceglieremo quella tal costante additiva in guisa~ che 

{s) Orizzontali, eio~ rette con la direzione dell'asse delle ascisse. 
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f(0~ ?) sin maggior di 0 e minor di 1; cio6 in guisa ehe t muti il punto 0 
di S,  con l 'ascissa nulla e Fordinata uguale a. ~, in un punto con l 'ascissa 
positiva e minor deli 'unith (e con l 'ordinata uguale  a q). 

In  queste  eondizioni, la prima delle differenze (7) i~ sempre maggiore di 
0 e minor di 1. !nd i :  

La trasformazione t sposta tutti i pun t i  di %, aumenlandone l'as~issa di 
una ffuanlit& positiva, variabile evenlualmente da punto a punto, ma sempre 
minore dell'unit~, e lasciandone invariata l'ordinata ; 
siceh~ : 

Se P ~ un punto di %, la sun ascissa ~ maggiore di quelle di / - l (p)  e 
~-~(t(P)) ed ~ minore di quelle di t{P) e ~(t-~(P)). 

Pertanto,  come conseguenza della circostanza che:  
L'asvissa di t(O) ~ posiliva e minore di 1; 

noi abbiamo, in particolare,  che :  
L'asGissa di t-~(O) ~ maggiore di - - 1  e negativa. 
Per  la nostra t~ poi, la convenzione seguita nella scelta del verso positivo 

delle rotazioni nel sistema eoordinato polare porge t he :  
Su %, il punto t(O) ~ eontenuto nel segmento cogli eslremi in 0 e ~(t-~(O)). 
Dopo di cib, per eoneludere t h e :  
II punto l-a(O) ~ contenuto nel segmento cogli eslremi in ~-~(t(O)) ed O, 

basra applicare ~-~ ai punti  l(O) e ~(t-~(O)) e rammentare  che l 'aseissa di 
t-~(O) ~ negativa. 

40. - Fissa ta  t, tutte le altre immagini ret t if icate di t sono date dai 
prodotti  

(8) t~,  t~ -1 ,  t~ ~, t~ "-2, . . . ,  

i quali  pertanto sono privi di punt i  uniti. Di qui, e dalla cireostanza c h e t  2 
porge un ' immagine  ret t i f icata di t 2, segue che le altre immagini ret t if icate 
di t ~ sono date dai prodotti  

t ~ ,  t2~-1, t2~2, t~_2,  ..., 

ehe saranno privi di punti  uniti, quando t 2 sar~t privo di punti  uniti. 
F ra  i prodotti  (81, it seeondo ed il suo inverso avranno part ieolare inte- 

resse per  le nostre considerazioni, tanto che ci converrh por re :  

di guisa ehe risulter/~ 

n, -=-- ~ t - '  ( =  t - ~ ) ,  

w - ~  = t ~  - ~  ( =  ~ - ~ t ) ,  

mentre  w si potr~ interpretare  come una delle immagini ret t if icate di t - I .  
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41. - Se si seambiano gli uffici di t e t -~, e quindi anche quelli di t e 
t -~, e si r ispettano le convenzioni fissate nel n o 38, le circostanze poste in 
rilievo nei n t 39 e 40 si mantengono inalterate,  a patto di sosti tuirvi mate. 
r ia lmente  t con t -~ e t -~ con t (gli altri cambiament i  verif icandosi  piuttosto 
n-ei eoncetti,  che nei s imboti ;  al posto di w, eio~ di ~t -~, trovandosi,  in 
particolare,  ~t,  ma con una tal ~, che a eonti fatti l 'ufficio di w ~ assunto 
da w-~). E ci si r i t rova nella situazione favorevole gii~ r iscontrata  appunto 
in quel  n o 38. 

4 ~ . -  Per  legi t t imare pifi facilmente l 'applicazione della teoria esposta 
nei paragrafi  precedenti ,  non sarh poi male prolungare  t ,  w e ~ in guisa da 
convertir le in al t re t tante  traslazioni piane generalizzate. 

Allo scopo basra supporre  che tanto nel semipiano dei punti  con Fordi- 
nata minore di ? od uguale a ~, quanto in quello dei punti  con l 'ordinata 
maggiore di ~ + 1 od uguale a ~ + 1, le trasformazioni prolungat% che 
saranno r ispet t ivamente  indicate aneh'esse con t, w e ~, non alterino le ordi- 
nate dei punti  t rasformandi  e pert ino le semirette verticali (~) in semirette 
verticali .  

Dopo i prolungament i  ~ ~ addir i t tura  una traslazione piana ordinar ia ;  
dopo i prolungamcnti  risulta sempre 

w ----- ~t -~ ; 

e anche dopo i prolungament i  t b sempre permutabi le  con @; epperb :  
Anche dopo i prolungament i ,  le polenze di t son permntabi l i  con le potenze 

di  ~; 
le traslazioni piane generalizzate t e w son per di pifl uni formemente  con- 
t inue e t ammette,  al pari  di w,  un numero positivo come estremo inferiore 
delle distanze dei punti  del piano dai rispettivi trasformati .  

Si noti f inalmente che :  
Dopo i proh~nga~nenti la seconda proposizione del n o 39 sussiste anche se 

l 'ordinata di P ~ n~inore di ~. 
D'ora in poi t, w e ~ indicheranno sempre i prolungament i  delle trasfor- 

ma,tioni t ,  w e ~ originarie.  
E se t* rappresenta  l 'autoomeomorfismo subordinato da t sul semipiano 

dei punti  con l 'ordinata posit iva o nulla, t* indicher~ quel protungamento di t 
fornito dal l ' immagine  circolare di t*, l 'accezione at tuale delle parole imma. 

gine circolare essendo ormai palese. 
L 'autoomeomorf ismo t ¢" del piano ammette  an punto unito solo, il centro 

della corona C.  

(~) Semi re t t e  ver t ica l i ,  cio~ diret~e come l ' a s se  dette ordinate.  
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43. - So i punti  P '  e P "  di S,  r ispet t ivamente provenienti  dai punti  P '  
e P "  di C ,  sono abbastanza vicini, la loro distanza, 

I P'P"I ,  

nella metrica euclidea del piano coincide con la distanza di P '  e P "  nella 
metrica polare della corona. Ma se P '  e P "  sono abbastanza vicini, lo stesso 
accade per  t(P') e t(P'}, noneh6 per t-~(P) e t-~(P').  SieehG s e t  6 bilateral- 
mente lipschitziana nella metr ica polare secondo il coefficiente k e se i 
punti  P'  e P" di S sono abbastanza vicini, sussistono tanto la 

(9) 

quanto la 

(lO) 

1 l(P'} t(P') I ~ k 1 P'  P" 1, 

1 t-*(P') t-~(P") I <-- k I P'  P" I; 

che equivalgono r ispet t ivamente alla 

(11) 1 w-*(P) w-*(P") 1 <--' k I P'  P" !, 

ed alla 

(12) 1 w(P") 1 -< k I P' P" l, 

come si r iconosce subito tenendo conto de l  significato di w (e della circo- 
stanza che ~ 6 una traslazione ordinaria del piano). ~[a si r iconosce subi to  
anche the,  una volta soddisfatte per  te coppie P '  e P "  di punti  abbasianza 
vicini di S :  

La (9), la (10), la (1l) e la (12} sono soddisfatteper ogni coppia, P '  e P ' ,  
di pun t i  di S ;  
nel fatto, dati P '  e P "  eomuaque  in S,  basra suddividere il segmento P ' P "  
in segmenti  abbastanza piccol i ;  applieare la (9), la (10), la i l l )  e la (12) ai 
segmenti parziali ; e c c .  etc.  E questo ragionamento ci permette  anzi di rico- 
noscere the  : 

Nelle ipotesi attuali, t e w, nonch~ t -1 e ro -~, mutano le curve retlificabili 
di S in curve retlifieabili di S; e le lunghezze delle curve trasformate non possono 
mai  superare quelle delle rispettive trasformandz moltiplicate per il coefficienle 
numerico k ; 

e bas terebbe di nuovo limitarsi al caso di t e t -1, per  avere subito anehe il 
easo di w e w -~. 

A n n a l i  di M a t e m a t i c a  37 
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44. - Passiamo ora a fissare qualche al tra eonvenzione, the  dovrh aver 
valore per tutto il seguito. 

Preeisamente,  indiehiamo con h un numero reale positivo, ehe si deve 
intendere fissato una volta per tutte, anehe se non indicheremo subito tutte 
le eondizioni a cui esso deve soddisfare. E per ora imponiamo ad h soltanto 
di essere il reeiproco di un numero na tu ra le ;  e di essere tanto piccolo, ehe 
ogni sottoinsieme de1 piano sia libero nelta t, nella w e nella ~, noneh6 in 
tutti  i prodotti di t e w per potenze di ~, per poeo ehe tutte le reeiproche 
distanze dei suoi punti  siano minori di 2h (~t. 

Le condizioni imposte ad h sono certamente compatibili,  atteso it signi- 
ficato di t, di w e di ~, ed attesa la positivit~ dell~estremo inferiore delle 
distanze }l Pt(P)  ]l, eiob dell 'estremo inferiore delle distanze 1] t -~(P)P I], le 
distanze essendo ealeolate secondo la metr iea polare e P variando in C. 
Le eondizioni imposte ad h implicano la 

(13) h < 1/2, 

come segue non appena si ricordi, accanto al significato di h, que]lo di 9.. 
E conveniamo f inalmente di indicare con $ il semipiano dei punti  con l'ordi. 
nata  positiva o nu l la ;  con Sp quello dei punti  con l 'ordinata maggiore di 
od uguale a ~; con S~ quello dei punti  con l 'ordinata minore di ~ od 

uguale a ~. 

§ 7. - I n c o m i n c i a n o  l e  d i m o s t r a z i o n i .  

45. - Ferme natura lmente  le ipotesi e le convenzioni poste, l~orizzontale 
% dei punti  con l 'ordinata uguale a ,o ~ una  traiet toria sia neila t, sia nella 

w, sia nella ,~. 
E su questa orizzontale scegliamo il segmento so, 

So = Aot(Ao) , 

ed il segmento ~o, 

~o = Bow(Bo) ,  

di traslazione r ispet t ivamente nella t e nella w. E scegliamoli anzi in tal 

guisa, ehe : 
II segmento ~o sia contenuto nel segmento ~o, la lunghezza di quest'ultimo 

riuscendo poi minore dell'unit&. 

(7) Ogni volta the imporremo ad h qualche nuova condizione, la cireostanza sari~ posia 

in evidenza mediante una nota a pi~ di pagina, 
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La legittimit~ di queste ipotesi 6 s icura ;  bas ta  tenere conto dei risultati  
del n o 39 e identif icare Ao e Be col punto 0 di quel numero, eiob eel punto 
(0, ~), i r isultat i  di quet numero assicurando anzi che ogni segmento quale 
~o e quale  ~o ha una lunghezza minore dell 'unit~. 

L'orizzontale % sarh indicata con 7:o, in quanto traiettoria generata da 
~o nella t ;  e con Zo, in quanto traiettoria generata da ~o nella w. 

Uno, IIo, dei campi adiaeenti  a r:o b eostituito dai punti  con l 'ordinata 
maggiore di ~; l'altro, He, da quelli  con Fordinata minore di ~. 

iN'aturalmente Iio e IIo saranno r ispet t ivamente indicati  con ~o e Z~, in 
quanto campi adiacenti  a zo. 

Aecanto alla I I o + ~ o ~ Z o + %  ed alla I I ~ + r : o = E ' o - ~  %, sussistono 
ovviamente anche la IIo -]- =o-~: Sp e la lI'o + ~o = Sp. 

46. - Pass iamo a costruire un 'opportuna suddivisione simplieiale del 
piano, diciamola K ,  privi legiata sia rispetto a t, sia rispetto a w,  sia rispetto 
a ~;  applicata  su se stessa da ~ (nel sense che ogni vertiee, ogni late ed 
ogni faccia della suddivisione va r ispet t ivamente a finire, per  effetto di ~, 
in un tal vertice, in un tal late, in una tal faccia, e r ispet t ivamente 
proviene, nella ~,  da un tal vertice, d a un tal late, da una tal faecia);  e 
siffatta, ehe so e ~o siano elementari ,  r ispetto ad essa. 

Allo scope, consideriamo nel piano la suddivisione simplieiale equi latera  
K* individuata dall~avere due vertici nei punti  (0, ~) e (h, ~) e dall 'avere h 
come lunghezza dei suoi lati, il significato di h essendo naturalmente  quello 
stabilito nel n o 44. 

Attese le condizioni ivi imposte ad h, la suddivisione K ~ privilegiata 
tanto rispetto a t, quanto rispetto a w ed a ~, ed ~ applicata  su se stessa 
da ~. Le stelle di K* sono per di pifi l ibere anche rispetto a tutti i prodotti  
t~ p e w~ ~ di t e w per potenze di ~. 

Dopo~di eib, per passsare da K* a quella  tal K ,  basterh imporre a K 
di avere, come vertiei,  i vertici  di K*, noneh~ i punti  

Ao, t(Ao), Be ,  w(Bo} 

e le lore immagini nelle diverse potenze di ~. Allora infatti  K gode appunto 
di tutte le proprieti~ desiderate,  vale a d i re :  

Essa  ~ pr iv i l eg ia ta  risl~etto a t ,  w e ~ ; ~ appliccda su  se stessa da ~ ; 
ed ammet te  :¢o e ~o come segment i  elementari .  

Atteso l 'ult imo teorema del n o 4:  

Le  stelle di  K sono libere i n  tutte le potenze non  identiche di  t ,  d i  w 
e di  ~;  

mentre dalle proprieth di K* segue per di pifi che :  
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Le stelle di K sono libere anche rispetto a tutti i prodotti  t ~  e w~ 2' di t 
e di w per polenze di ~ .  

E farh comodo avere osservato espl iei tamente ehe :  

Le lunghezze dei lati di K non possono mai  superare il numero h;  
e che, attesa la wff ~ t - ~  ~+~, i prodotti  di w pe r  le diverse potenze di 
altri  non sono che quelli  di t -~ per  le diverse potenze di ~. 

47. - In  K ,  la equilateri th pub maneare  soltanto per le faece delle stelle 
eoi eentri  nei punti  Ao, t(Ao), Bo, w(Bo) e nei loro rispettivi t rasformati  
mediante  le diverse potenze di 0 ~. Anzi dalla eostruzione precedente  i~ facile 
dedurre  che :  

Tutte le facce di K prive di p u n t i  in comune con %(-~ r:o ~ %) sono equi- 
lalere, ed hanno h come lunghezza comune dei loro lati ; 
epperb, in part ieolare,  ehe:  

Queste eircostanze si presentano per tutte le facce di K conlenute neU'inlerno 
della strisvia S ;  
mentre  per  r iconoscere ehe :  

Quelle cirvostanze si presenlano anche per tulle quelle facce di K ,  che 
interseeano ~o senza contenerne n~ l'origine n~ il termine, 
basra r ieordare  la eostruzione, e r ieordare  che ao i~ contenuto in ~o e ehe la 
lunghezza di ~o ~ minore dell 'unit~, giusta le posizioni e le risultanze del n o 45. 

48. - Facce  di K le quali  si possano mutare  le uue helle attre mediante 
potenze di ~, saranno dette equivalenli r ispetto a @. 

E distr ibuiamo le facce di K contenute nella striseia S in classi di 
equivalenza rispetto a ~, ponendo faeee siffatte in una stessa cl~sse ogni 
volta che esse siano equivalenti  rispetto a ~ e soltanto se esse sono equiva. 
lenti r ispetto a ~. La  totaliti~ di queste  classi di equivalenza ~ finita. 
Dieiamo I i l  numero di ques~e elass i ;  e dimostr iamo che :  

Se u n  sottoinsieme internamente connesso del piano ~ formato da facce 
di K contenute in S e contiene pii~ di l faece di K ,  esso e la sua immagine 
nella ~ hanno in comune almeno una  faecia di K .  

Infatti ,  nel easo eon~rario, il sottoinsieme e la sua immagine nella 
non avrebbero in comune punti  interni e all 'uno e all~altra; una eircostanza 
analoga si p resenterebbe  per  il sottoinsieme e la sua immagine nella ~-1., 
ed il sottoinsieme sarebbe addir i t tura  libero nelle al tre potenze di 0. diverse 
dall ' identit~ (n o 4, seeonda proposizione). E tutto questo sarebbe ineompa~i- 
bile col signifieato di 1 e con l ' ipotesi che i! sottoinsieme eon~enga l -~  1 
facee di K eontenute nella str iseia S.  

l~ superf luo osservare che le faeee di K contenute in S non esauriscono S. 
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49. - Come abbiamo visto, i segment i  di t ras laz ione  :¢0 e ~o sono e lemen-  
tari  r i spet to  a l la  suddiv is ione  s impl ic ia le  K .  

I nd i ch i amo  con a0 la  suddivis ione s impl ic ia le  subord ina ta  da K su :¢o; 
e con be quel la  subord ina ta  su ~o. A l l o r a :  

Nelle condizioni attuali, ogni late di ao compare fra i lati di be; 
nel  fat to ~o eont iene  ~o, g ius ta  le ipotesi  poste nel n o 45. 

50. - I1 complesso K amme t t e  facce eccozionati  per  ao e He, r i spet to  
a t.  E le faece di K ,  eeeezionali ,  r i spet to  a t ,  per  ao e IIo, sono eccezional i  
anehe  per  ~o e Eo, r ispet to  a w ;  nel  fatto, ~o cont iene  ao, e genera,  nel la  w, 
la t r a ie t to r ia  ~o, che coincide con uo, men t re  Zo coincide con IIo. 

Ammet t endo  facee che sono eccezional i  tanto per  ao e IIo, r ispet to  a t ,  
quan to  per  ~o e Zo, r ispet to  a w,  il eomplesso K ammet t e  ca tene  t h e  sono 
eccezional i  tanto  per  Zto e IIo, r ispet to a t ,  quan to  per  ~o e Zo, r ispet to  a w :  
nel  fat to una  di quel le  facce si pub sempre  in te rpre ta re ,  q u a l u n q u e  essa sia, 
come u n a  di ques te  catene.  

A proposi to di s i f fa t te  catene,  eccezionali  tanto  per  ~o e IIo, r ispet to  a t, 
quan to  per  ~o e Vo, r ispet to  a w, i casi possibil i  sono d u e :  

Alcune di esse intersecano l'orizzontale ~1; 
o v v e r o  : 

Nessuna di esse interseca l'orizzontale ":1. 

Vedremo come nel  pr imo case sia ce r t amen te  p resen te  ne l la  sol i ta  corona 
circolare,  a lmeno una  cu rva  sempl ice  ed aper ta ,  che un i sca  le due  circonfe- 
renze es t reme del la  corona e t h e  sia l ibera r ispet to  a t .  E vedremo come 
nel  secondo s i  p resen t ino  le al t re  e i rcostanze con templa te  nel  t eorema del 
n o 27, quan to  t soddisfa  sol tanto  al le condizioni  iv i  i mp o s t e ;  e come si pre- 
sent ino  le a l t re  c i rcostanze con templa te  nel  teorema del n o 31; quando  t 
soddisfa anche  al le u l te r ior i  condizioni  imposte  ivi. 

§ 8. - L e  c o n c l u s i o n |  n e l  p r i m o  c a s e .  

P r e l i m i n a r i  p e r  i l  s e e o n d o  c a s e .  

5l .  - F e r m e  le ipotesi  del n o 27 e fe rme le solite convenzioni ,  conside- 
f l ame  d u n q u e  il case che fra le ca tene  di K eccezionali  tanto  per  ao e IIo, 
r ispet to  a t,  quanto  per  Do e So, r ispet to  a w, ve ne sia a lmeno  una,  Am, 

A,~ ~ (~1, ..., ~,~), 

che in tersechi  %. E g ius ta  il t eorema del n o 26 es t raggh iamo da A,,, u n a  
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sottocatena, 

(~,~ . . . . .  ~ ) ,  

semiregolare rispetto ad s0 (e ~0), siffatta che ~,,~ intersechi zl. 
Allora il numero naturale  p b certamente maggiore di 2, perch6 h 

minore di [ /2 ,  giusta la (13j. Ed b lecito supporre the  ~m~, ..., $,,p_, non 
intersechino z~. 

Uniamo, mediante segmenti, il baricentro del lato comune ad ao e Sm~ 
con quelto del lato comune a $~ e $,~; e cosi via., fino ad uni te  il baricentro 
del lato comune a ~p_~ e ~,~p con uno dei punti  di $ 'o situati  su ~:1. 

Otteniamo una poligonale semplice ed aperta, diciamola u,  che unisce 
le due orizzontali estreme to e z~ di S, che b eontenuta  (nell ' insieme 
~,-~ + "'" -[- ~'o epperb anehe) nell ' insieme $~ -~- ... -{- ~m, e che ha il proprio 

interno nell ' interno di S.  
kt teso il penultimo teorema del n o 24, la poligonale u intanto b libera 

sia neIla t {e nella t-~l, sia nella w (e nella w-~t, perch6 essa b contenuta  
nell ' insieme A,~ e perch6 la catena A,~ b eccezionale sia per % e Ho, rispetto 
a t ,  sia per Do e ~'o, rispetto a w. 

Indichiamo adesso con C il punto di u situato sulla retta %. 

Attesa la seeonda proposizione del n o 39, l 'ascissa di C b maggiore di 
quelle di t-~(C) e di ~-~(t(C)) ed ~ minore di quelle di t(C) e di ~tt-~(C)). 

Pertanto u separa, nella striscia S,  le curve t-~(u) e ~-~(t(u)) dalle curve 
t(u) e ~(t-~(u)), lasciando quelle prime, diciamo, a sinistra e queste ult ime a 
destra. Indi  ~-~(u) separa, nella striscia S ,  le curve ~-~(t-~(u)) e @-~(t(u)) 
dalle curve ~-~(t(u)) e t-x(u),  tasciando quelle prime a sinistra e queste ultime 
a destra. E ~(u)separa ,  nella solita striscia, le curve ~(l-~(u)l e t(u) dalle 
curve ~(t(u)) e ~2(/-~(u)), lasciando ecc. eec. 

In eonclusione, u b libera in tutte le potenze non iden¢iche di ~ ed in 
tutti  i prodotti di t (e di t -~) per potenze identiche e non identiche di ~. 

/~Ia allora basra risalire dalla striscia alla corona, perch6 u dia luogo 
ad una curva semplice ed aperta, che sia contenuta  nella corona, che unisca 
le due circonferenze estreme della corona e che sia l ibera nell 'autoomeomor- 
fismo assegnato per la corona. Donde appunto la conclusione, nel primo caso. 

52. - Inizieremo l%same del secondo ca.so dimostrando prel iminarmente,  

eireostanza peraltro fondamentale,  t h e :  
Nel  secondo caso, le lunghezze delle catene di  K eccezionali tanto per  ~o 

e Ho, rispetlo a t,  quan to  per  Do e 20, rispetto a w ,  descrivono u n  ins ieme 

numer ico  super iormente  l imitato ; 
e quindi dotato di massimo, atteso che si t ra t ta  di un insieme di humeri  

naturali .  
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Allo scopo r icorderemo un lemma, presentandolo nella forma pifi adat ta  
per le applicazioni attuali. 

53. - Osserviamo intanto the  l 'asse delle ascisse, o~ meglio, il sue 
sostegno z, ~+ una traiettoria tanto per  t,  quanto per  w e ~;  e the  l ' interno 
di S, cio~ l ' insieme dei punti  con l 'ordinata positiva, fornisce uno dei due 
eampi adiacenti  ad una tal traiettoria. E dimostriamo quindi che:  

Se la curva semplice ed aperta v* ha un es[re~w sull'asse delle a s~isse, 
mentre tutti gli altri suoi punti  sono interni ad S, essa pub intersecare ~(v*) 
soltanto a patto di intersecare g(v*}, oppure w(v*). 

Supponiamo, per  assurda ipotesi, c h e l a  curva v* incontri b(v*), ma sia 
l ibera tanto nella t,  quanto nella w (s~. 

Indichiamo con L* l 'estremo di v* si tuate su z. E scegliamo su v* il 
punto M* in tal guisa, che il sottoareo y* di v* con gli estremi nei punt i  
L* ed lll* intersechi  b(?*); e che ogni sottoarco proprio di ~,*, con un estremo 
nel punto L* (e Faltro hell ' interne di i f)  sia libero nella ~.  

La curva ?* non contiene nb b-~(L*), nb ~(L*), perch6 helle condizioni 
at tual i  la cnrva v* non contiene nb ~-~(L*), nb b(L*), ehe appartengono a ~, 
al pari  di L*, e che sono diversi da L*. 

Per tanto  il punto M* b diverso dal punto L*. 
Le curve y* e ~(~,*) non hanno in comune punti  diversi da M* e da 

~(M*); ed hanno in comune almeno uno dei punti  M* e ~(M*). 
Supponiamo ehe il punto M* appar tenga a ~(y*); ed indichiamo con y' 

il sottoarco (proprio) di ?* con gl i estremi nei punti  L* e ~-~(M*), e con y" 
quello con gli estremi nei punti  ~-~(M*) ed M*. 

A!lora ?' b libero nella ~ ;  indi esso b libero anche nella ~2 (come b 
ovvio, at~teso che ~ 6 una  traslazione piana ordinaria, e come si potrebbe 
dedurre anche dalla prima proposizione del n o 4); epperb esso non contiene il 
punto ~(M*), che appar t iene a ~2~y,). Inoltre y" 6 un arco di traslazione di 
(come segue dalla proposizione del n o 2); pertanto nemmeno lui contiene il 
punto ~(M*~. Sicch~, helle condizioni attuali  ~,* e ~(~'*) hanno in comune 
soltanto il punto M* (~t. 

Indichiamo adesso con ? la curva semplice e ehiusa L%(L*)-}-~(y'}-~ y*, 

y = L*~(L*) + ~(,;'} + ,;+, 

eiob la somma del segmento L*~(L*) e delle curve ~(~,'} e y*; e con P la 

(s) l Jer  l emmi  e d imos t r az ion i  qua l i  que l l i  del  testo,  si v e g g a n o  i ni  16 e 17 de l l a  ~[e- 
m o r i a  e i t a t a  in  (~) ed  i ni  71 e 72 de l la  ~ [emor i a  e i t a t a  in  (3). 

(9) Questo  fatfo r i e n t r a  in  u n a  nora  e i rcos tanza  di  c a r a t t e r e  g e n e r a l e  r i e e r d a t a  a n e h e  
ne l l a  • e m o r i a  c i t a t a  in  (s). Se  n e  v e g g a  i[ secondo  t eo rema  det n ° 8. 
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regione del imitata  (o, se si preferisce,  c o n t o r n a t a ) d a  y,  ciob l ' insieme dei 
punt i  di ~" e dei punti  aggirati  d a y .  

Le curve ~' e ~(~,) hanno in comune soltanto t 'arco ~(y'}, atteso che il 
punto if(M*) non appart iene a y'. 

I punti  di F esterni  ad L*.~(L*] souo interni ad $, com'~ ovvio. Per tanto  
la stessa circostanza si presenta anche per  i punti  di ~(I ~) esterni al segmento 
~(L*) ~2(L*). 

Ed il punto ~(L*) b esterno a F, in quanto punto della front iera di S 
esterno ad L*~(L*}. 

Di qui, e dalla circostanza che y e ~(y) hanno in comune soltanto ~('f'), 
segue che anche F e ~(F) hanno in comune soltanto ff(y'); epperb che gli 
interni di F e @(F) sono disgiunti. 

Consideriamo adesso la curva  t(y*). 
Essa par te  dal punto t(L*), che ~ interno al segmento L*~(L*), giusta la 

pr ima proposizione del n o 39. Essa b contenuta  hell ' inferno di S , a  meno del 
punto t(L*}, perch~ v* ~ contenuta  nelt ' interno di $,  a meno del punto L*, 
e perch~ z ~ una t raiet tor ia  anche per t.  Essa non interseca y*, perch~ v* 

l ibera nella t. Ed essa non interseca nemmeno ~.(y*), perch~ v* b l ibera 
anche nella w.  Dunque  essa b contenuta  nell ' interno di F~ se si euclude il 
punto L*. 

E la curva ~(t(~,*)) b contenuta hell ' inferno di ~(F*), se si eccet tua il 

punto  {~(L*). 
E tutto questo ~ assurdo, perch~ le curve t{y*) e ~(t(~*)) hanno in comune 

il punto t{M*), inferno ad S, mentre  gli interni  di I" e ~(1 ~) sono disgiunti. 

Con cib, il caso che il punto M* apparteng~ a ~(~'*) ~ esaurito. Quello 
che il punto ~(M*) appar tenga a ~*, cio~ the  il punto M* appartenga a 
~-1(~'*), sarh esaminato nel numero successivo. 

54. - I1 caso ehe il punto M* appar tenga a ~-l(y,} si pub r icondurre  a 
quelto the  il punto M* appar tenga a ~(y*), scambiando gli uffici  di t e t -1.  

E tanto basra perch6 la dimostrazione del lemma sia completa. Pera l t ro  
noi daremo un cenno della deduzione esplicita, a titolo di esempio. E svilup- 
peremo questo cenno senza cambiare  il verso positivo dell 'asse delle ascisse. 
Ne verr~ che ~ r imarr~ quello che e ra ;  epperb che per scambiare  gli uffici 
di ~ e ~-1 noi dovremo scambiare  matcr ia lmente  i simboli & e ~-~. 

E nel fatto, si indichi con •' il sottoarco di y* con gli estremi nei punt i  
L* e if(M*), e con y" quello con gli estremi nei punti  ~(M*) ed M * ;  con y 
la curva  semplice e chiusa L*~-I(L *)~- ~-l(y,}_~ y,  e con r la regione 

del imitata  d a y .  
Allora ragionamenti  analoghi a quelli  svolti nel caso precedente  porgono 

che y* e ~-~(y*) hanno in comune soltanto il punto .M*, cio~ che ~(y*) non 
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contiene il punto 211" (~o); che ~" e ~-~(?) hanno in comune soltanto la eurva 
~-~(7'), al pari di l? e 5-~(F); e che gli interni di P e 5-~(r) sono disgiunti.  

Dope di che basteri~ considerate  la eurva t-~(7*), ehe par te  dal punto 
t-~(L*}, interne al segmento ~-~(L*}L*, e ragionare sempre in guisa analoga 
a quella  scguita nel numero preeedente  per giungere appunm al risultato 
analogo. 

55. - Dal lemma dimostrato nei humeri  precedenti  si deduce in poehe 
bat tute  che : 

Se la curva semplice ed aperta v ~ contenuta nella striscia S ed ha un  
estremo su %, cio~ su r:o(= ~o), essa pub intersecare b(v) soltanto a patto di 
intersecare t(v), oppure w(v). 

5Tel vero, l 'estremo L di v appar tenga a %. E su • si consideri il punto 
L* che ha la stessa ascissa di L .  

La eurva semplice ed aper ta  v* formata dal segmento L*L  e d a v  
interna ad S, se si eccet tua il punto L*;  ed b l ibera nella t ,  nella qv e 
nella ~, se, e soltanto se~ v ~ r ispet t ivamente  l ibera nella t, nella w e nella ~. 

Per tanto  basta  applicare a v* il lemma precedente,  per  coneludere. 

5 6 .  - Passiamo f inalmente alla dimostrazione del teorema del n o 52. 
E ragioniamo ancora una volta per assurdo. 

Supponiamo che le lunghezze delle catene di K eccezionali tanto per  ~o 
e IIo, rispetto a t,  quanto per  6o e ~o, r ispetto a w,  descrivano un insieme 
numerico super iormente  illimitato (ciob, at tesa l 'ul t ima proposizione del n o 22, 
ehe la lunghezza di una tal catena si possa prefissare a piacere) ; e facciamo 
vedere che allora si presenta  il primo case. 

Allo scopo~ denotiamo di nuovo con h, , ,  

a ,  = . . . ,  

una eatena di K eccezionale tanto per uo e He, rispetto a t ,  quanto per  ~o 
e Zo, r ispetto a w;  ed incominciamo col dimostrare,  c h e s e  m ~ abbastanza 
grande, 5,, ammette  sottocatene semiregolari  per  ~o (e 90) provviste di l - t -1  
faece almeno, 1 essendo sempre il numero di quelle tali classi di equivalenza. 

Nel fatto, ogni faecia di ,3,,~ compare in almeno una tal sottocatena 
semiregolare,  giusta il teorema del n o 26. Pertanto,  se ciascuna di quelle 
eatene semiregolari  contenesse al massimo l facce, le facce di 5,~ apparter .  
rebbero tutte ad un opportune poligono, che si potrebbe fissure indipenden- 

(io) ~atura lmente  anche quosto ratio rientra nella circostanza a eui allude la procedonte 
nota a pi~ di pagina, 

Anna~i  eli M a t e m a t i v a  38 
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temente da A,~, una volta dato so e data  K .  Ed un tal poligono interseeando 
finite facce di K ,  il numero m ammetterebbe un confine superiore al finito. 

Supponiamo dunque che il numero m sia abbastanza grande. E dalla 
catena 5,~ estragghiamo una sottocatena, 

(14) (~,,~, ..., ~,~p), 

che sia semiregolare per C~o (e ~o) e che possegga almeno l ~  1 faeee. E too. 
striamo, per coneludere~ ehe una tal catena (14) interseca necessariamente ~1. 

Allo seopo, ammettiam% per assurda ipotesi, c h e l a  catena (i4) non 
intersechi %. 

In  queste condlzioni, le facce della catena (14) appartengono alia 
striscia S.  Nel veto, esse appartengono al semipiano Ho-4-Tco(---~Eo-~-% ~ S~), 
atteso il quarto teorema de! n o 24; mentre ~,~ ha un lato su ~o e l ' insieme 
~'~ ~ "'"-{-$'~1~ ~ connesso, anzi in ternamente  connesso. Indi, la catena (14) e 
la sua immagine nella ~ hanno in comune almeno una faccia, giusta il 
teorema del n o 48. 

Uniamo, mediante segmenti, il baricentro del lato comune ad a0 e ~ 
con quello di ~ ;  il baricentro di ~,~ con quello del late comune a ~,,~ e 
8,,~; il baricentro del lato comune a ~,,~ e ~,,~ con quello di ~,,~; e cos~ via, 
fino ad uni te  il baricentro del lato comune e ~,,~_~ e ~,,p con quello di ~,~p. 

Otteniamo una poligonale semplice ed aperta u.  La  poligonale u ha un 
estremo su a0, cio~ su %, ed appart iene ad S. Inoltre essa interseca ~(u~, 
contenendo tutti  i baricentr i  delle facce della catena (14). 

D~altra parte u ~ libera tanto nella t, quanto nel]a w, atteso che essa 
appart iene alla catena Am, eecezionale tanto per ¢¢o e IIo, rispetto a t ,  quanto 
per ~o e ~'o, rispetto a w, ed atteso il penult imo teorema del n o 24. 

E la contraddizione col lemma del numero precedente ormai ~ ovvia. 
Doncle la conclusione desiderata. 

§ 9. - C o n t i n u a  l ' e s a m e  d e l  s e c o n d o  c a s o .  

5 7 . -  Supponiamo che si presenti  il secondo caso. E fissiamo qualche 
eonvenzione, ehe sar~ mantenuta  fino a]la fine della Memoria. 

Nel seeondo caso ormai sappiamo che le catene di K eccezionali tanto 
per So e Ho, rispetto a t~ quanto per ~0 e Eo, rispetto a w, ammettono un 
massimo per le loro lunghezze. Ebbene, ora e nel seguito la n -p la  ordinata 
An di facce ~1, ..., ~ del solito eomplesso K, 

( 1 5 )  = . . . ,  
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porgertt  sempre  una  ca tena  eccezionale  tanto per  so e IIo, r i spet to  a t, quan to  
per  ~o e ~o, r i spet to  a w, mass ima  ne l la  sua lunghezza,  n. 

E da ta  u n a  tal  ca tena  eceezionale  (15), a~ ind icher~  que l l ' a r co  di tras]a- 
zione di t, ehe si o t t iene  agg iungendo  ~ ad so; r:~ sar~ la t ra le t to r ia  gene ra t a  
da ~ ,  ne l la  t ;  H~ indichert t  quel  campo ad iaeen te  a r~, che a no rma  del la  
seconda proposizione del n ° 1S non cont iene  nessun  punto  di ~1 e ]]~' l ' a l t r o  
campo ad iacen te  a ~ .  Ind i  a2 sar~ q u e l l ' a r c o  di t ras lazione di t, che si o t t iene  
agg iungendo  ~z ad a l ;  r~2 ind icherh  ]a t ra ie t to r ia  gene ra t a  da ~2 nel la  t ;  II2 
sar~ quel  campo ad iacen to  a r:~,. che a n o r m a  .della s tessa  seconda proposi- 
zione del  n o 18 non cont iene  nessun  punto  di ~2, e II~ l 'a l t ro  campo ad iacen te  
a T:~. E cosi via, f ino ad o~, che ind icherh  que lFa rco  di t ras laz ione  di t~ che 
si o t t iene  agg iungendo  ~,, ad a,_~ ; f ino a r:~,, ehe sara la  t r a ie t to r ia  genera ta  
da ~ ne t la  t ;  e f ino a II,,, che ind icher~  il eampo ad iacen te  a r:, pr ivo di 
pun t i  in comune  con ~, ,  ed a II~, c h e  sarh l ' a l t ro  campo ad iaeen te  a ~ , .  

Mlo  stesso modo, ~ ind icher~  quel l '  arco di t ras laz ione  di w, che si o t t iene  
agg iungendo  $~ a ~o ; z~ sarh la t r a i e t t o r i a  gene ra t a  da ~ nel la  ~v ; E~ ind icherh  
quel  campo ad iacen te  a z~, che non cont iene  nessun  punto  di ~ ,  e Z~' l ' a l t ro  
campo ad iaeen te  a z~. E ~2 sarh q u e l l ' a r c o  di t ras]azione di w, che si ot t iene 
agg iungendo  $2 a i~; ~2 indicherfi, la t r a i e t t e r i a  g e n e r a t a  da ~z nel la  w;  ~ 
sar~t quel  campo ad iacen te  a z~, che non cont iene  nessun  punto  di $2, e ~ ;  
l ' a l t r o  campo ad iaeen te  a z~. E cosi via, na tu r a lmen te ,  f ino a ~,~, z , ,  ~ .  e 
~ ' ,  il cui  s igni f ica to  ormai  b ovvio. 

E a n e o r a :  a~, az . . . .  , a ,  r a p p r e s e n t e r a n n o  le suddiv is ioni  s impl ic ia l i  ri- 
spe t t ivamen te  subord ina te  da  K su ~ ,  ~ ,  ..., :¢~, cosi come ao rappresen tava ,  
e rappresenterh ,  quel la  subord ina ta  su %; e b~, b~, . . . ,  b,~ r a p p r e s e n t e r a n n o  
le suddivis ioni  s impl ic ia l i  r i spe t t ivamen te  subord ina te  da K su ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ ,  
cost come bo r appresen iava ,  e rappresenterh ,  que l la  subord ina t a  su ~o- 

58. - 5;el corso del la  d imost raz ione  svolta nel  n o 56 abbiamo impl ie i ta .  
monte  r ieonosc iu to  t h e  t u t t e  le f ac to  di 5,, sono con tenu te  net la  s t r isc ia  S. 
Ma nel easo a t tua le  An non pub in te r secare  "cl. P e r t a n t o :  

Tutte le facce di h .  sono contenute nell ' insieme S-~1. 
I1 r i su l ta to  si pub a f f ina re  u l t e r io rmente .  Nel fatto,  il quar to  teorema 

de l  n ° 24 ci oonsente  di a f f e rmare  che :  
Tutti  i p u n t i  di 5 ,  si tuati  su %{----TOo---~ ~o) sono interni ad So. 
Dopo di cib, per  r iconoseere  c h e :  
Tutte le facce di An sono equilatere ed hanno h come comune lunghezza 

dei loro lati, 
basra r ieordare  i r i su l t a t i  r agg iun t i  nel n o 47. 

59. - Dal la  terza  proposiziono del n o 23 e dal le  pr ime due del numero  
p receden te  b agevole dedur re  t h e :  
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Tutte le poligonali ao, a~, ..., an {e be, b~, ..., b,) sono contenute nell ' in. 
sieme S - ~  ; 
e c h e :  

Tutti i pun t i  di ao, ax, .. , a,  (di be, b~ . . . . .  b,} situati su zo(= ~zo-~ %) 
appartengono ad ao (a be). 

Nel fatto, le circostanze sono ovvie per ao (e be). Per tanto  basra ragionare 
per induzion% tenendo presenti  le proposizioni ricordate. 

60. - E passiamo a stabilire qualche altro lemma, di importanza fonda- 
mentale  per gli sviluppi ulteriori. Precisamente  passiamo a dimostrare che :  

Ferme le convenzioni fissate, l'arco % (p -~  O, I, ..., n) ha in comune col 
segmento BoAo soltanto l'origine, Ao, e cot segmento t(Ao)w(Bo) soltanto it 
termine, t(Ao) ; 
a dimostrare t h e :  

Netle stesse ipotesi, i lati della spezzata a T (p ~ O, 1, ..., n) son lati anehe 
per la spezzata by, 
cio~ che a~ appart iene a ~p; e, f inalmente,  a dimostrare che:  

Nelle solite ipotesi, quegli eventuali lati di b~ (p~-O, 1, ..., n), che non 
eompaiono fra i lati di a~, appartengono ai segmeuli BoAo e t(Ao)w(Bo); 
di guisa the  ~:~ si ottiene aggregando questi segmenti  ad ap, coincide con 
~ se, e soltanto se, questi segmenti  sono entrambi degeneri,  ed appart iene 
ad a~ -~- Do (11). 

Se p ~ 0, i nostri lemmi sono soddisfatti per costruzione (n o 45); sicch~ 
possiamo dimostrarl i  indut t ivamente.  

Ammett iamo dunque  che le circostanze indicate nei tre lemmi si presen- 
tino per a~, ~v, a~ e br, p essendo qui un numero intero, positive o hullo, 
minore di n ;  e facciamo vedere ehe allora esse si presentano anehe per 

Nel fatto, ~+~ appar t iene  alla somma di Iio e del sottoarco essenziale 
di c¢o (n o 24, quarto teorema); quest 'ult imo 6 contenuto hel l ' in terne di ~o ed 
i segmenti  Bo Ao e t(Ao)w(Bo) non hanno punti  interni  ad ~o; indi ~r+~ non 
ha punti  in comune con Bo Ao e t(Ao)lv(Bo). Di qui e dall 'ipotesi indutt iva 
segue intanto il primo lemma (se si r icorda la terza proposizione del n o 23). 
E segue altrest che l ' intersezione di ~+~ e a p  coincide con quella di 8~+~ 
e b~o. Questo fatto, l ' ipotesi indutt iva e le circostanze indicate nelle ult ime 
righe del n o 17 assicurano c h e l a  poligonale soppressa netl 'aggiunzione di 
$~+t ad ~ coincide con quella soppressa nelFaggiunzione di ~+~ a ~ ,  e t he  
una circostanza analoga si presenta anche per le poligonali aggiunte. E di 

(i~) P e r  i l e m m i  d e l  t e s to ;  e le d i m e s t r a z i o n i ,  si v e g g a  a n c h e  i l  n ° 2J. d e l l a  M e m o r i a  

c i i a t a  in  (~), o p p u r e  il n ° 80 di  q u e l l a  c i t a ta  in  (3). 
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qui, at tesa l ' ipotesi  induttiva, b facile coneludere nel modo voluto anche 
r iguardo agli ult imi due lemmi. 

61. - Sia ora s u n  lato di ct~, e quindi anche un lato di b~. E siano 8 
e 8" le due faece di K adiacenti  ad :¢~ lungo s. Esse sono adiacenti  anehe 
a ~,, lungo s. Ebbene, ora noi proveremo che :  

Quella rivolta verso II , ,  lungo s,  ~ rivolta anche verso ~ , ,  lungo s .  
Si ponga, com'b leeito, ehe 8 sia quella rivolta verso II,,, lungo s (~2). 
In  quanto rivolta verso 1-In, lungo s, la faeeia 8 eontiene, nell ' interno, 

punti  d i g , ,  epperb di II0, ehe contiene IIn (n o 24, primo teorema).  
Se s appart iene per di pilt ad ao, la circostanza posta in lace  impliea 

ehe l ' interno di 8 appart iene a IIo. Indi  ~* ha l ' interno in II~; epperb in 
E~(~II~)', e quindi iu ~'., ehe contiene ~ (n o 24, pr ima proposizione). 
Per tanto  8" b rivolta verso ~ ,  lungo ogni lato in eomune con b,~. Quindi 

rivolta verso ~ ,  lungo s.  

Se s non appart iene ad ao, scegliamo il numero intero p positivo o nullo, 
e minore di n ,  in guisa, che s non appar tenga ad ap, ma appar tenga ad 
a~+~. Allora s b u n  lato di 8~+~ (n o 23, terzo teorema). Inoltre 8 b diversa 
da 8~+~, atteso che l ' in te rno  di 8~+~ ~ contenuto in II~+~ (n o 24, quarto 
teorema), epperb in II~ (n o 24, primo teorema),  e che 8 b rivolta verso IIn 
lungo s. )Ia l ' in terno d i  ~+~ ~ eontenuto anche in ~ + ~  (n o 24, quarto 

Y/ teorema}, epperb in ~ (n o 24, primo teorema).  E la conelusione ormai b 
facile. 

62. - Le dimostrazioni dei numer i  preeedent i  non sfrut tavano mai t 'ipo- 
tesi che h,~ fosse massima nella sua lunghezza. Per tanto  le loro eonclusioni 
valgono per  ogni catena,  5,~, 

a m  = (81, . . . ,  

di facee di K,  eccezionale tanto per  ao e Ho, rispetto a t ,  quanto per ~o e 
Eo, rispetto a w .  

E questa cireostanza ci permette  di porre la nozione di criticit~ anehe 
per una tal catena. 

Precisamente,  data una  tal catena 5,~, ed introdotti, nella guisa ovvia, 
a,, e ~ ,  a,~ e b,,, lI,~ e E,~, noi diremo che h,~ b critica, se a+~, e quindi 
~,,, contiene due lati eonseeutivi di am, e quindi di bin, siffatti, che il primo, 
diciamolo s', sia di pr ima categoria per :¢,~, I I m e  t, ed il secondo, dieiamolo 

(ie) P e r  i l  l e m m a  de l  testo~ e la  d imos t raz ione ,  si v e g g a  a n e h e  il  n ° 22 del la  Memor i a  
c i t a ta  i n  (~), oppure  il n ° 81 di  que l l a  c i t a ta  in  (s). 
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s", sia di seeonda categoria per ~,., E,~ e w;  oppure, siffatti che s' sia di 
prima categoria per ~ ,  E,~ e w e d  s" di seconda per  am, II,~ e t. E, volendo, 
la defiaizione si potrebbe at teggiare eonsentendo la eventuate  eoineidenza di 
s' ed s"; ma noi qui imporremo appuuto  a s' ed s" di essere distinti. 

Pos ta  una tal definizione, nei prossimi humeri  vedremo ehe:  
Quella catena (15}, eccezionale tanto per  ao e IIo, rispelto a t, quanto 

per ~o e Eo, rispetto a w ,  ~ certamente critica, perchd mass ima nella sua 
lunghezza, 
e permet teremo allo scopo qualehe lemma, in guisa da ot tenere una maggiore 
chiarezza. 

63. - Fe rme  na tura lmeute  te solite convenzioni, incominciamo intanto 
col far vedere che :  

Nelle ipotesi altuali, nessun lato di a~, eccezionale per a, e H~ rispetto a 
t, pub essere eccezionale per ~ e E~, rispetto a w .  

Sia infatti s un tal ]ato eccezionale di a , .  E sia ~ la faecia di K adia. 
cente ad s e rivolta verso II~, lungo s .  Allora ~ ~ eceezionale per  a .  e II~, 
r ispetto a t. Inoltre essa ~ rivolta anehe verso E, ,  lungo s,  giusta la propo- 
sizione del n o 61. Siceh~i, se essa fosse eccezionale anehe per  ~, e E , ,  rispetto 
a w, la eatena (~,  ~ ,  ..., ~ ,  ~) sarebbe eecezionale tanto per :¢o e IIo, rispetto 
a t,  quanto per  ~o e Eo, r ispetto a w,  ed avrebbe come lunghezza n +  1. 
Cosa assurda,  atteso il signifieato at tuale del numero n.  

Dopo di eib, per  avere ehe:  
I lati di a,~ strettamente eccezionali per :on e H , ,  rispet[o a t, o r isul tano 

tutti di p r i m a  categoria, per ~ e E , ,  rispelto a w ,  in quanto lati di b, ,  o 

r isul lano tutti  di seconda categoria, 
basta  r icordare ehe essi eosti tuiscono un sottoarco di ~, (n ° 20, seconda pro- 
posizione), e e h e l a  categoria pub cambiare  soltanto passando per lati 

eccezionali. 

6 4 .  - So in a,~ tutti i lati s t ret tamente eccezionali per a,, e II,~, rispetto 
a t, sono di seeonda categoria, in quanto lati di b~, per ~, e ~ , ,  r ispetto a 
w,  indiehiamo con s" il primo di essi ;  ed indichiamo con s' l 'ult imo taro di 
a+, di prima eategoria per ~ e I I~  rispetto a t. Se tutti quei lati stretta- 
mente eecezionali sono di prima eategoria, in quanto lati di b~, per  ~, e E,~, 
r ispetto a w,  indiehiamo con s' l 'ult imo di essi ;  ed indiehiamo con s" il 
primo lato di a,.~ di seconda categoria per  a ,  e H~, rispetto a t.  

Dopo di cib, ~ ovvio che 5~ ~ erit iea tanto nell 'un sottocas% quanto 

nell 'altro. 

65. - E volendo si pub anche dire che 5~ ~ critica in senso stretto, per 
espr imere espl ici tamente ehe nel primo sottocaso s" ~ eceezionale per  an e 
II,~ rispetto a t ,  e che nel secondo questa  circostanza si presenta per s'. 
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66 - I  due sottocasi  non sono poi essenz ia lmente  d i s t i n t i :  il pr imo si 
m u t a  nel  seeondo, se si seambiano  gli uf f ic i  di l e l -~ (e quindi  anche  quell i  
di w e w-~). 

Sieeh6, per esaur i re  l ' e same del seeondo caso bas terh  condur re  a t e rmine  
quel lo  del pr imo sottocaso. 

§ 10. - P r o s e g u e  l ' e s a m e  d e l  s e c o n d o  c a s o .  

67. - F e r m e  le solite notazioni  e le solite convenzioni ,  noi siamo d u n q u e  
autor izzat i  a supporre  che s' s ia di p r ima  ca tegor ia  per  a~ e II,~ r ispet to  a 
t ;  ed a supporre  che s" sia eccezionale  per  co,, e H , ,  r ispet to  a t, e di 
seconda ea tegor ia  per  ~,, e E~, r ispet to  a ~v. 

6 8 .  - Cib premesso,  ind ich iamo con I] l ' es t remo comune  ad s' ed s", di 
guisa  t h e  V b ce r t amen te  in te rno  ad ~,~ (epperb a ~ ) .  Ed ind ich iamo con 8' 
la faccia  di K ad iacen te  ad s' e r ivolta,  lungo s', verso ]I~ (e ~,}; e con ~" 
quel la  ad iacen te  ad s" e rivolta,  lungo s", verso 1-I, (e E,}. 

Le  f a c c e $ '  e 8" hanno  in comune  il ver t ice  V. E t- l (~,)  in te rseca  $' e 
non  in te rseca  8". P e r t a n t o :  

Le facce ~' e ~" apparlengono ad una medesima stella di K ,  quella col 
centro nel punto V, e sono dicerse [ra di loro. 

Sia W la s tel la  K col cent ro  nel punto  V. E de[ due poligoni elemen- 
tar i  ind iv idua t i  da ~. su W, sia W* qucl lo che coni iene  ~' e 8" (n o 14). 
Al lora  la p r ima  proposizione dei n o 12 porge in tan to  t h e :  

I punl i  interni a W* non appartengono mai ad ~.; 
ma noi ora mos t re remo ai t res i  che :  

I pun t i  interni a W* ed abbastanza vicini a V sono inter~i anche alla 
striscia S .  

Infa t t i ,  le c i rcostanze r icorda te  alla f ine del n o 14 ass icurano  che i 
pun t i  in te rn i  a W* ed abbas tanza  vicini  a V sono in te rn i  a II,~, epperb a 
IIo, che cont iene  II,~ (n o 24, pr imo teorema) .  D 'a l t r a  par te  V appar t i ene  ad 
S - - ' : ~ ,  g ius ta  la p r ima  proposizione del nO 59. E dopo di cib la conclus ione  

faci le .  

69. - L a  faee ia  8" non  ineon t ra  l-1(~,,), come abbiamo r ieordato,  e non 
incon t ra  n e m m e n o  l(:¢,,), in quanto  eecezionale  per  an e I I , ,  r ispet to  a t ;  
essa incon t ra  invece  w(~,~), in quanto  di seconda ca tegor ia  per  ~+~ e .Ev,, 
r ispet to  a w.  E noi ora d imos t re remo c h e :  

L'intersezione di 8" e w(~) ~ contenuta tanto nell'interno di w(~,~), quanto 
nell'interno di S .  
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Per ottenere una  maggiore chiarezza, ricordiamo a parte, che a norma 
della seeonda proposizione del n o 18 la faeeia 8" 6 contenuta nella somma 
di II ,  e del sottoarc0 essenziale di % in quanto essa b eccezionale per an e 
I I , ,  rispetto a t;  e che a norma della quarta  proposizione del n o' 24 essa 6 
eontenuta anehe nella somma di IIo e del sottoarco essenziale di %, pereh6 
la catena (8~, 32, ..., $,, 8") b eccezionale per so e IIo, rispetto a t.  

Cib premesso, faeeiamo intervenire i r isultat i  del n o 60. Secondo i quali, 
an ha in comune soltanto l~origine, Ao, col segmento~ eventualmente degenere, 
BoAo e soltanto il termine, t(Ao), col segmento, eventualmente  degenere, 
t(Ao)t(Bo); mentre ~, ~ dato da BoAo ~ - a ,  + t(Ao)w(Bo). 

A n o r a  d a t o  a s . a   olta d a  

perch~ i segmenti BoAo e t(Ao)+v(Bo) stanno sulla retta ~o(-----uo), ehe 6 una 
traiettoria nella w. Ed i segmenti w(Bo)w(Ao) e w(t(Ao))w~(Bo) eontengono gli 
estremi di w(%), appartengono a % e non intersecano il sottoarco essenziale 

d i a o .  
Indi  i punti  comuni a $" e w(~.) sono intanto interni  a w(%). ~e l  fatto 

essi sono contenuti  nella somma di IIo e del sottoarco essenziale di do, in 
quanto pufiti di 3". Pertanto essi non possono appartenere n~ a W(Bo)w(Ao) 
n6 a w(t(Ao))w~(Bo). Da c u i l a  eonelasione, visto ehe essi sono punti  di w(~,) 
e viste ie eireostanze ricordate nelFalinea precedente. 

E dopo di cib ~ facile dedurre  the  essi sono per di pifi interni  alla 
striseia S.  Nel fatto, in quanto interni  a w(%), epperb a w(~,), essi non 
possono essere interni  a ~ ,  che ~ an  arco di traslazione nella w. 1)ertanto 
essi non appartengono al sottoarco essenziale di :¢,. Ma essi appartengono 
a 8". Quindi essi appartengono a I I , .  Pertanto essi appartengono anehe a IIo, 
ehe eontiene II,  (n o 24, primo teorema). Epperb essi sono esterni a ~o(~ uo = %). 
D'al t ra  parte, in quanto interni  a w(~,~) essi apparten~ono ad S ~  ~ ,  vista 
la pr ima proposizione del n o 59 ed attesa t ' invaria~za di S e di xl nella w. 
E la seconda affermazione del lemma ~ stabilita anch'essa. 

70. - Sia adesso Q* un tal punto di ~,, the  il punto ~v(Q*), diciamolo Q', 

(16) Q' ~--- w(Q*), 

appar tenga a 8"; ed R* un tal punto di %,  che il punto t-l(R*}, diciamolo R', 

(17) R' = t-t(R*), 

appartenga a 8'. La  presenza di Q* ed R* ~ certa, dato il significato di 8' e 

8"; eppcrb ~ certa anche quella di Q' ed R'. 
Attesa la proposizione del numero precedente, il punto Q' ~ interno a 

w(a,) e a d  S ;  per tan to :  
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II punto Q* ~ interno ad ~, e ad S;  
inol t re  ~ ovvio c h e :  

I p u n t i  Q' ed R' sono diversi f ra  di loro, 
perch~ Q' appar t i ene  a 8" ed R' a t-l(a~), men t re  ~" non in te rseca  t-~(~n), 
in quan to  eeeezionale  per  c¢,~ e [In r ispet to  a t .  

71. - Ricordato  che i pun t i  comuni  ad :¢~ e Z:o(-~ %) sono i pun t i  comuni  
ad a .  e 0¢o, cons ider iamo su ~, il sot toarco c* ind iv idua to  dal le  eond iz ion i :  
di eon tenere  Q* ed R*;  di avere  gli  es t remi  su :¢o; e di essere min ima le  di 
f ronte  a ques te  proprieth.  

L a  presenza  di c* b s i e u r a ;  e n a t u r a t m e n t e  c* b un sot toarco anehe  per  
~n. Ino l t r e  ~ certo c h e :  

Almeno uno degli estremi di c* ~ interno ad :¢o, epperb a ~o; 
e c h e :  

Gli estremi di c* interni  ad C~o (a ~o) sono interni anche ad a, (a ~,,); 
tu t to  questo perch~ Q* /~ in te rno  ad S e pereh~ il pr imo e Fu l t imo  lato di 
a,~ (di b,~) eoincidono,  r i spe t t ivamente ,  col pr imo e con l 'u l t imo lato di ao (di bo). 

72. - Dalle  due proposizioni  del numero  precedente  si deduce  immedia .  
t amen te  che : 

Almeno uno degli estremi d i~*  ~ inferno ad ~ ed a ~,~; 
e di qui  e dal  s ignif ica to  t ras laz ionale  di ~¢+~ e di ~,~ si t rae  subito che :  

L a  curva semplice ed aperta c* ~ libera tanto nella t,  quanto netla w .  
Dopo di cib basra r icordare  il l emma  del n o 55 per  r iconoscere  senz 'a l t ro  che:  
Essa ~ libera anche nella ~ ; 

e da  qui  segue e h e :  

La  curva semplice ed a~ver[a c* ~ libera in tutle le potenze non identiche 
di t, di w e d i ~ ,  
atteso il pr imo teorema del n o 4. 

73. - II punto  V ~ inferno ad ~ (epperb a ~,~), ment re  Q' appar t i ene  a 
w(~,) ed R'  a t - l t a . ) .  Di qui  e dal  s igni f ica to  t ras laz ionale  di ~,, e ~,~ si 
deduce  che : 

I segmenti Q'V ed R ' V  non sono degeneri; 
ma noi ora  mos t re remo t h e :  

Le loro lunghezze non possono mai  superare il numero h;  
e c h e :  

Essi hanno in comune soltanto il punto  V; 
la p r ima  c i rcos tanza  essendo anzi i m m e d i a t a :  nel  fatto, i segment i  Q'V ed 
R ' V  appar tengono,  nel l 'ordine ,  a ~" e ~'; e le lunghezze dei lat i  di U e ~" 
non superano  mai  h (n o 46). 

&nnati di Matematiea 39 
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Ma ~' e ~" sono anche diverse fra di lore {n o 68, pr ima proposizione). 
Pe r t an to :  o quei segmenti  hanno in comune soltanto il pun~o V; ovvero essi 
appartengono ad un late comune a ~' e ~", nel qual case ~" conterrebbe //', 
eosa assurda (per an motive addotto proprio nella dimostra~ione del primo 
lemma del nO 68). Donde anehe la seconda circostanza. 

74:. - Consideriamo di nuovo, in K ,  la stella IV, eel centre nel punto V, 
nonch~ il poligono W*, individuato da :¢~ su W e rivolto verso II ,  nel punto ]7. 

h l lora  dalla seeonda proposizione det numero preccdente segue subito che : 
La lunghezza della poligonale sempli~e ed aperta Q'V q-VR'  non pub 

superare il numero 2h ; 
ma helle alfre considerazioni dello stesso numero 6 implieito che:  

La poligonale sempliee ed aperta Q'V-ff VR' ~ eontenuta nel poligono W*, 
di guise che essa 6 libera nella @ (ed in tul le le potenze non identiehe di ~), 
atteso ehe W 6 libera nella ~ (ed in tut te le potenze non identiehe di ~). 

75. - Nell ~interno di W* eonsideriamo adesso un tal punto U, che siano 
ugaal i  gli angoli UVQ' ed UVR', di gui~a che:  

I segmenti Q'U ed R'U non sono certamente degeneri ed hanno in comune 
soltanto il punto U; 
e supponiamo U lento vicino a V, che:  

I1 punto U sia interne di S ,  
giusta l 'u l t ima proposizione del n o 68; che:  

La poligonale semplice ed aperta Q'U q-UR'  sia contenuta nell'interno 
di W*, a prescindere, eventualmente, dai punli Q' ed R'; 
e f inalmente  ehe:  

La lunghezza della poligonale semplice ed aperta Q'U q- Ut~' sia minore 
di 2h:+ ~, 

essendo un numero reale e positive fissato una volta per tutte in guise 

da soddisfare ella 

(18) ~ < h ,  

e da soddisfare altresi alia 

(19) < y h(k + k - -  

qualora ci si trovi nelle condizioni ul ter iormente contemplate dal teorema 

del n o 31. 

76. - II punto U essendo interne ad S, giusta la seconda risultanza del 

numero preeedente~ ~ facile rieonoseere ehe :  
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I punt i  di Q'U %- UR' diversi da R' sono cerlamenle inlerni ad S .  
Nel veto, si ramment ino la (16) e la (17). Allora Q' ~ interno ad S,  in 

quanto immagine, nella w, del punto Q*, inferno ad S (n o 70, pr ima propo- 
sizione); ed R' appart iene ad S, in quanto immagine, nella t -~, di un punto 
dell 'arco a~, che appart iene ad S,  anzi ad S - - z ~ ,  giusta la pr ima proposi. 
zione del n o 59. 

77. - Percorr iamo la poligonale Q ' U +  UB' a part i re  da Q'; ed arrestia- 
moci appena incontriamo t-X(c*), ne[ punto R". Indi r i torniamo indietro, 
sulla medesima poligonale, a partire da R", ed arrest iamoci appena  incon- 
triamo w(c~), nel punto Q". 

La presenza di Q" ed R" b cer ta ;  se non altro Q"---Q' ed /~"-----R'. 
Inoltre  b immediato t h e :  

I punt i  Q" ed R" sono diversi fra di loro; 
perch6 R" appart iene a t-l(c *) e Q" a w(c*), ciob a ~(t-~(c*)), e perch~f t-~(c *) 
b libera nella ~,  attesa la penul t ima proposizione del n o 72 e la permutabi- 
litfi di ~ e di t -~. 

78. - I punti  Q" ed R" individuano su Q'U%- UR' una poligonale 
semplice ed aperta  (non degenere) .  Indichiamola  con ),'. Allora 

(20) ),' = q ' u  + uR", 

se Q" ed R" appartengono r ispet t ivamente ai segmenti  Q'U ed U/~' (riuseendo 
per di pifi diversi da U, se si vuole); mentre  

(21) ) , ' =  Q"R", 

se Q" appart iene al segmento UR', oppure se R" appart iene al segmento Q'U. 
Inoltre nelle definizioni precedent i  ~ implicito che:  

L'intersezione di ).' e /-I(c*) si riduce all'estremo R" di ~'; quella di ~' e 
w(c*) si riduce all'estremo Q" di ),'. 

Dalle condizioni fissate nel n o 75 si trae subito t h e :  
La lunghezza di ~' ~ minore di 2h %- ~ ; 

e che :  

La poligonale ); appartiene al poligono W*, anzi il suo interno appar. 
tiene all'interno del poligono. 

Di qui e dalla seconda e dalla terza proposizione del n o 46 segue subito 
the  : 

La poligonale ~' ~ libera in tulle le polenze non identiche di l, di w e di 
~, nonchd in tutti i prodotti t ~  e w~ ~ di t e di w per potenze di ~.  
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Dalla proposizione del n o 76 e dalla circostanza che i punti  di )~' diversi 
da R" sono cer tamente  diversi anche da R' segue ehe:  

I pun t i  ~' diversi da R" sono interni ad S;  
ed ormai i~ facile dimostrare  che :  

L'intersezione di )~' e di ~ o ~ vuota o si riduce all'estremo R" di ),'. 
Nel fatto, i punti  di k' diversi da Q" ed R" sono interni  a W* (questo 

numero,  terza proposizione). Per tanto  i punti  di k' diversi da Q" ed R" non 
possono mai appar tenere  ad ~, (n o 12, prima proposizione). Sieeh~, per  stabi. 
lire ehe i punti  di ),' diversi da R" non appartengono mai ad an, basra far  
vedere che il punto Q" non appart iene ad a,~. E questo ~ presso ehe imme- 
diato. S e i l  punto Q" appartenesse ad a~, esso sarebbe un punto comune ad 
c¢, e w(a~). D'al tra parte  esso ~ interno ad S ,  attesa la proposizione prece. 
den te ;  indi esso non appart iene n~ ad so, n~ a W(ao). Indi, se esso apparte.  
nesse ad :on, esso sarebbe un punto comune a h ,  e w(h,~), attesa la penul t ima 
proposizione del n o 23. E questo ~ assurdo, pereh~ la catena h ,  ~ libera 
nella w, in quanto eeeezionale per  ~o e Zo, rispetto a w. Donde la conclusione. 

:Nelle (20) e (21) ~ poi implicito che k' o si r iduce soltanto ad un 
segmento, ovvero presenta  soltanto un punto angoloso. 

79. - Accanto alla poligonale semplice ed aperta  ~' consideriamo la 
curva semplice ed aperta  ), definita mediante  la posizione 

(9.2) - -  t ( z ' ) ;  

di guisa ehe ), ha  gti estremi uei punti  tiQ") e t(R"). E poniamo altresl 

(23) Q = w-~(Q ") =- t(~-~(Q")), R = t(R"); 

di guisa e h e :  
I p u n t i  Q ed R appartengono entrambi a c*, epperb a d ~ ,  ; 

mentre  gli estremi della curva semplice ed aperta  k sono dati anehe dai 
punti  R e ~(Q), sieeh~: 

1 punt i  R e ~(Q) sono diversi fra  di loro; 
mentre  ~ altresi immediato t h e :  

Anche i punt i  Q ed R sono diversi f ra  di loro ; 
nel fatto ),' ~ libera nella ~ (n o 78, quarta  proposizione); epperb ~-I(Q,,), che 
appart iene a ~-l(k'}, ~ eer tamente  diverso da R", ehe appart iene a )J; donde 
appunto la eonchs ione ,  attese le (23). 

La pr ima proposizione del numero  precedente  porge che :  
L'intersezione di k e di c* si riduce all'estremo R di k; quella di ~ e di 

~(c*) ail'estremo ~(Q) di )~; 
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e la quarta, vista la permutabil i th delle potenze di t con quelle di ~, porge che: 
La  curva ~ ~ libera in tutte le potenze non identiche di t ,  di w e di  ~, 

nonchd in  tutt i  i prodott i  t~ ~ e w~ ~ di t e di  w per  potenze di ~ .  
Analogamente, la quinta proposizione del n o 78 diventa che:  
I p u n t i  di  ), diversi  da R sono in tern i  ad S ;  

e la sesta t h e :  
L'intersezione di ~ e t(a,,), epperb, a piie forte ragione, quella di "~ e t(c*), 

o ~ vuota o si r iduce all 'estremo R di ~. 
Dopo di cib basra ricordare che R appart iene a c* (questo numero, prima 

proposizione) e che c* e t(c*) sono disgiunte, per concludere che:  
L'intersezione di k e t(c*) ~ certamente vuota in  ogni caso. 
Dalla seconda e dalla sesta proposizione di questo numero segue in 

partieolare the  il punto ~(Q) ~ inferno ad S;  e quindi t h e :  
I1 pun to  Q ~ interno ad S ,  epperb ~ interno anche a c*. 
E se si fa intervenire anohe quella tal condizione lipschitziana, si pub 

affermare per di piii che:  

I n  queste ipotesi ulteriori,  la curva ). ~ rettificabile e la sua lunghezza 
minore di (2h --[- ¢)k ; 
come segue dal l 'u l t ima proposizione del n o 43 ani ta  alla seconda del precedente. 

80. - In armonia con le considerazioni e le definizioni del n o 71, i punti 
comuni al sottoarco c* di an ed alla tetra r~o(~ %) sono i punti  comuni a c* 
ed :¢o; e gli estremi di c* appartengono ad :to. Ricordata allora la pr ima 
proposizione del numero precedente, indichiamo con o il sottoarco non dege. 
here di c* (e di ~n) individuato dalle condizioni:  di eontenere Q ed R ;  di 
avere gli estremi su So; e di essere minimale di fronte a queste proprietY. 

La  presenza di c ~ certa;  e natura lmente  c ~ un sottoarco anche per ~ .  
Inoltre ~ certo che:  

Almeno uno degli estremi di c ~ interno ad :to ; epperb a ~o ; 
e the  : 

Gli estremi di c interni  ad :to (a ~o) sono in terni  anche ad c~, (a ~ )  ; 
tutto questo perch6 Q b inferno ad S (n o 79, penul t ima proposizione) e perch6 
il primo e l 'ultimo lato di a~ (di b,) coincidono, rispettivamente, col primo 
e con l 'ult imo lato di ao (di bo). 

81. - L 'analogia  fra le proposizioni del n o 71 e quelle del numero prcce- 
dente, sussiste anche net r iguardi  delle altre proprieth di c* e di c. 

Cosi, le proposizioni del numero precedente porgono che:  
Almeno uno degli estremi di c ~ interno ad ~,, ed a ~ ,  

in analogia con la prima del n o 72; cosi, la circostanza che c ~ un sottoarco 
di c* e le altre proposizioni del n o 72 di~nno che:  
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L a  curva semplice ed aperta e ~ libera in tutte le potenze non identiche 
di t~ di w e di ~ ; 
e eosi la pr ima proposizione del n o 79 d iventa :  

I pun t i  Q ed R otppartengono a c (epperb ad ~ ) ,  
circostanza the  veramente  adesso ~ pifl che altro un date implieito nella 
definizione istessa d i e .  

Poich4 c ~ un sottoarco di c~; la pr ima proposizione del n o 78, uni ta  
alla proposizione precedente  porge che:  

L'intersezione di k' e t-~(c) si riduce all'estremo R" di ~'; quella di ),' e 
w(e) si riduce all'estremo Q" di )J ; 
e da qui, datla (22) e dalle (23) segue subito che :  

L'intersezioue di )~ e di c si riduce all'estremo R di ~ ; quella di k e di 
~(c) all'estremo ~(Q) di ~, 
in analogia con la quar ta  proposizione del n o 79;  mentre dal l 'ot tava propo- 
sizione det n o 79 si deduce subito che:  

L'intersezione di )~ e di t(c) ~ vuota. 
E per completare  il quadro delle analogie osserviamo espliei tamente che: 
II punto  Q ~ eertamente interne a 0, 

atteso che esso ~ intern0 ad S,  giusta la penul t ima proposizione del n ° 79~ 
ed atteso the  gli estremi d i e  appartengono alla frontiera di S. 

82. - I punt i  Q ed R ,  in quanto punti  distinti  di c (n ° 79, terza propo- 
sizione, n ° 81, terza proposizione), individuano su e un sottoareo non degenere.  
Diciamolo z.  E poniamo 

( 2 4 )  z '  = t - ~(x) ; 

di guisa the  gli estremi di x' sono dati da ~-I(Q,,) ed R", attese le (23); 
mentre  la (24) si pub serivere 

(25)  z = t t ~ ' ) ,  

che r icorda pifi da vicino la (22). Allora dalla seconda proposizione del 
n o 81 segue subito che :  

L a  curva semplice ed aperta ~ ~ tibera in tutte le pote~ze non identiche 

di t, di  w e di ~ ; 
epperb che : 

L a  stessa circostanza si presenta naturalmeute  anche per la curva semplice 

ed aperta x', 
attesa la solita permutabil i th delle potenze di t con le potenze di .~. 

83. - Dalla quinta  proposizione det n o 81 e dalla circostanza che z b u n  

sottoarco di c, si deduce subito ehe :  
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Le curve ~ e )~ hanno  sol tanto il  comune estre.mo R in  comune ; le curve 
)~ e ~(x) hanno  soltanto il comune estremo ~(Q) in  comune ; 
epperb, attese la (22), le (23) e la (24), equivalente alla (25), ehe:  

Le curve z' e k' hanno  sol tanto il comune estremo I~" in  comune ; le curve 

)~' e ~(x') h a n n o  soltanto il  comune estremo Q,r in  comune ; 
siceh6 : 

Tanto  x -q- )~ e )~ ÷ ~(z), quanto  x r -b- ;~' e )~' -]- ~(z') sono curve semplici  
ed aperte. 

E noi ora mostreremo ehe :  
L a  eurva semi)lice ed aper ta  z - t - k  ~ u n  arco di  traslazione nel la  ~ ; 

facendo vedere, cosa pifi agevole, che :  
Tale ~, nel la  ~,  la curva  semplice ed aperla z' + ;~' ; 

dopo di ehe tali saranno, ovviamente, anehe le curve k "4-~(x) e k'-]-~(x'). 
Allo seopo dist inguiamo due eventualit/~: quella in cui l 'ordinata del 

punto corrente  di k' b sempre compresa, in senso lato, fra la minima e la 
massima delle ordinate dei punti  di z ' ;  e quella in cui l 'ordinata del punto 
corrente di )~' scende anche al di sotto della minima o sale anche al di 
sopra della massima fra le ordinate clei punti  di x'. 

Se ;~' si r iduce ad un segmento solo, si presenta senz'altro la prima 
eventualit/~: ma non viceversa. 

5Tella seconda eventualit/~ k' contiene nell ' interno il punto U (ed allora 
;~' b dato dalla somma dei segmenti  Q"U ed R " U ,  in armonia con la (20)}; 
il punto U ~ angoloso per )~'; inoltre Fordinata di U o ~ minore della 
minima fra le ordinate dei punti  di x' (ed allora l 'ordinata del punto eorrente 
d i  2.' non pub mai superare la massima fra le ordinate dei punti di x'), 
ovvero b maggiore della massima fra le ordinate dei punti  di x' (ed allora 
l 'ordinata del punto corrente di )~' non pub scendere al di sotto della minima 
fra le ordinate dei punti  di xr). 

Prendiamo in esame la prima eventualith, quella in cui l 'ordinata del 
punto corrente di )~' non pub mai scendere al di sotto della minima fra le 
ordinate dei punti  di ~' e non pub mai superarne la massima. 

Allo seopo, consideriamo la striseia, eventualmente  degenere, S', r iempita  
dalle orizzontali passanti per i punti  di z ' ;  eiob, atteso il significato di ~,  
la striseia r iempita  dalle orizzontali passanti  per i punti  di- ff(x'), nonch6 
quella r iempita dalle orizzontali passanti per i punti  di ~(z'}. 

Dieiamo z~ e "¢~ le orizzontali estreme ed eventualmente  coincidenti  di 
8 ' .  E consideriamo, su z0 (oppure su ":;), quello, fra i punti  di x', con 
l 'ascissa minima e quello, fra i punti  di o~(x'}, con l 'ascissa massima. La 
semiret ta  oriT.zontale (~) che esce dal primo rivolgendosi nel verso negativo 
dell 'asse delle ascisse non ineontra  9.(x'}, atteso il significato di ~ ed atteso 

(&3) Ormai il significato dell'espressione non ha bisogno di ehiarimenti. 
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t he  4}(~t') ~ Hbera nella ~;  ed una eircostanza analoga si presenta  anehe per 
la semiret ta  ori~zontale che esee dal seeondo rivolgendosi nel verso positivo 

dell 'asse delle ascisse. 
Sicch~ z' e ~2{x'} sono separate l 'una dall 'altra, nella striseia S', me. 

diante  ~(z' f . 
Ma ei troviamo nella pr ima eventualitY, nella quale ~(),') appart iene 

eompletamente  alla striseia S r. E {~(~.,) ha un estremo, ~(Q"), su ~:(x'}; ed ha 
su ~(v.') soltanto un punto, l 'estremo 9,tRr'}. Inoltre  ~(Rr'~ non appart iene a ~', 
proprio perch~ sta su &(x'). Dunque z' e {}(~.'} non hanno punti  in comune. 

E l ' intersezione delle due curve z 'q - ) . '  e @(z'-{-)v r) si r iduce a quella 
delle due curve ~.' e ~tz'), eio~ si r iduce al punto Q,,. Donde la conelusione~ 
nella prima eventuality,  atteso che gli estremi di ×,q_ ~., sono dati proprio 
da ~_~(Q,,) e Q". 

E passiamo all 'esame dell 'a l t ra  eventualit/~. 
Allo seopo, indiehiamo stavolta con S' la striscia non degenere r iempita 

dalle orizzontali passanti per  la curva semplice ed aperta  x'-{-?,'~ cio~ datle 
orizzontali passanti per i punti  della curva semplice ed aperta  ).'- k- 4}(z'}. 

! r f Ed indiehiamo di nuovo con t0 e "~1 le orizzontali estreme di S ,  deno. 
tando con ~ quella che passa per  U; di guisa che l ' intersezione di ~ e ~' 

vuota~ quella di ~ e ),' si r iduce ad U, quella di ~ e x' non ~ mai vuota, 
e quella di ~'o e ).' ~ contenuta  nelFinsieme formato da Q" ed R 'r anche 
quando non b vuota. 

E dist inguiamo due sottoeventuali th:  F intersezione di ~o e )r ~ vuota ;  

l ' intersezione di ":'o e k' contiene almeno uno dei punti  Q" ed R". 
Nella pr ima sottoeventualit '~ consideriamo, su "¢~, quello fra i punti  di x' 

con ]'aseissa min ima;  e consideriamo, su "~ l 'unieo punto comune a ~: e ~(?r), 
eioi} il punto 4}(U}. La semiret ta  orizzontale che esce dal primo rivolgendosi 
nel  verso negativo dell~asse delle aseisse non ineontra  ~.r_{_ ~(X'); ed una 
eireostan~a analoga si presenta  per la semiret ta  orizzontale che esce da] 
secondo rivolgeudosi nel verso positivo delFasse delle ascisse. 

Siech~ nella striscia S' quel primo punto i} separato da questo seeondo 

mediante  ).' -+- ~(~'). 
D'attra parte  v.' e ~()~'t ban r ispet t ivamente sottanto R r' e ~(R r') su ),'-{- ~(×'). 

Iuoltre  R" non appart iene a 0.().')~ in quanto punto di ~,; e ~(R') non appar- 
t iene a z', in quanto puuto di ~(x'). Dunque anche stavolta ×' e ~(),') non 
hanno punti  in comune. Ed anehe stavolta l ' intersezione di z r -+- ).' e ~(~' q- )r) 
si r iduce a quella di )r e ~(x'), eiob al punto Q,,. Donde la conclusioue) 
anche stavolta, sempre perch6 gli estremi della curva sempliee ed aperta  
xr-}-)V r sono dati proprio da ~-~(Q") e Q,,. 

5~ella seeonda eventualith, ).' interseca ~'0 e ~ ;  e separa ~'-~().') da ~(),'} 
nella striscia S'. Inoltre  z' interseea ~-~(),') ed ha soltanto R" su ),'. Dunque  
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anehe stavolta z' e ~(),') non hanno punt i  in comune. Donde la solita conelu- 
sione. E quindi il lemma. 

8~. - Pass iamo a fissare qualche altra convenzione, che dovr/~ esser 
mantenuta  d 'ora in poi. Indichiamo intanto con F e G gli estremi di c. Essi 
appartengono ad ao per  definizione (n o 80). Ed almeno uno di essi 6 interno 
ad So (n o 80, prima proposizione), epperb ad ~ .  

I punti  Q ed R di c sono diversi l 'uno dall 'altro (n o 79, terza proposi- 
zione;  n o 81, terza pr0posizione ). Quindi possiamo supporre di avere seelto i 
nomi degli estremi di c in tal guisa, che R sia esterno a l  sottoarco, dieia- 
molo ~, individuato da Q ed F su c; e quindi ehe Q sia esterno a quello, 
diciamolo v, individuuto su c da R e G. 

5Yelle posizioni precedent i  e nella circostanza che il punic  Q 6 inferno 
a c (n o 81, ult ima proposizione), 6 ovviamente implieito t h e :  

I punt i  Q ed R sono rispettivamente diversi dai pun t i  G ed F ;  
e ehe : 

II punto Q, poi, ~ diverso anvhe dal puuto F, ossia la vurva p non 
degenere ; 

mentre  r imane impregiudiea~a l 'eventuale degenerazione della curva v, eio6 
l 'eventuale  coineidenza del punic  R col punic  G. 

Nelle posizioni precedenti ,  e nella diversith del punto Q dal punto R ,  
poi implicito ehe :  

I pun t i  Q ed 1~ sono rispettivamente esterni alle curve v e ~; e queste 
curve sono disgiunte. 

Inoltre 6 ovvio che :  

Le immagini  di ~ e v helle diverse potenze identiche e non identiche di t, 
di w e ~ sono disgiunte a due a due, quelle di ~ fra di loro, quelle di ~t da 
quelle di v e quelle di v fra di loro ; 
tall sono infatt i  quelle del comune sovrainsieme c di ~t e di v, giusta la 
seeonda proposizione del n o 81. 

85. - Dallu circostanza che il punto Q b inferno alla str iscia S ed alia 
curva c (n o 79, penul t ima proposizione;  n o 81, ul t ima proposizione) e dalla 
condizione minimale imposta a c nel n o 80, segue che :  

La curva ~ ha soltanto il punto F su ":o(-~ :to-----eo); e la curva v soltanto 
il punto G. 

Da quel la  eondizione minimale segue altresi  ehe :  
I1 punto G coincide con R ,  s e e  sottanto se R appartiene ad 0¢o; 

anzi, at tesa la seconda proposizione del n o 59, che:  
I1 punto G coincide con R ,  s e e  soltanto se R appartiene a %(----no----~o); 

epporb, at tesa la prima proposizione di quello stesso numero, che :  
I1 punto R ~ interno ad S, s e e  soltanto se esso ~ diverso da G; 

Annal i  di Matemat iva  40 
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e ehe : 
I1 punto R ~ inferno a c, s e e  soltanto se esso ~ inferno ad S.  
Se si tien conto della sesta proposizione del nO 23 e si r ieordano di 

nuovo quelle del n o 59, si riconosee che:  
I1 punto F ~ un vertice di a~ inferno ad ao, cio~ un vertice di K conte. 

nuto nel sottoarco essenziale di ~o; i punt i  di c diversi da F ed abbastanza 
vicini ad F sono interni ad S;  
e che : 

Circostanze perfcttamente analoghe si presentano nei riguardi del punto 
G, se R ~ interno ad S,  cioO se v non ~ degenere. 

Nel n o 92 vedremo ehe G a p p a r t i e n e  af segmento Ft(Ao), cio~ che G 
viene dopo di F su :¢o. 

86. - La  curva semplice ed aperta ~ non ha punti  in comune con ~. 
Cib segue daf fatto che k e c hanno in comune soltanto il punto R (n o 81, 
quinta  proposizione); ehe R ~ esterno ad ~t (n o 84, terza proposizione); e ehe 

appart iene a c. Inoftre ~ e z hanno in comune soltanto il punto Q, come 
segue dalle definizioni (e dafla cireostanza che R ~ esterno a ~t). Per tanto le 
curve semplici ed aperte ~ e x -~  )~ hanno in comune soltanto i] punto Q. 

Le curve semplici ed aperte ~ e ~-~I),) hanno in comune soltanto if 
punto Q. Cib segue dal fatto ehe ~-~(),) e c hanno in comune soltanto if 
punto Q (n o 81, quinta  proposizione) e dalla circostanza che i~ appart iene 
a c. D'al t ra  parte ~ e ~-~(×) sono disgiunte, p e r c h 6  I~ e z appartengono 
entrambe alla eurva c, fibera nella ~ (n o 81, seconda proposizione). Per tanto 
~t e ~-~(z-]-),) hanno softanto if punto Q in eomune. 

Ma z - ~  ), e ~-~(× + ),) sono arehi di traslazione per la @; ed in quanto 
tall ammettono l 'estremo Q di ~t come rispett iva origine e rispettivo termine. 
Inol tre  ~ ~ libera nella ~,  giusta l 'u l t ima proposizione del n o 84. Indi, per 

eoneludere ehe : 
L~unico punto comune alla curva semplice ed aperta ~ ed alla traiettoria 

generata da z + )~ nella ~ ~ fornito dall'estremo Q di ~-~(~), ~ e ~, 
basta r ieordare il lemma fondamentale  suHe traiettorie di una traslazione 
piana generalizzata (n o 6, prima proposizione). 

87. - II r isultato del numero preeedente si t rasporta subito alla eurva even- 
tualmente degenere v. Se questa si r iduee ad un punto, per riconoscere che:  

L'unico punto comune alla curva v ed alla traiettoria generata da x ~- )~ 

nella ~ ~ fornito dall'estremo R di x ,  v e ~, 
non v'~ bisogno di spendere parola. Se ,+ non i~ degenere, si osserverh che essa 
ha in comune soltanto l 'estremo R sia con ~_1(),)+ x,  sia con ), +.~(x);  si 
terra conto della circostanza che anche ~-~(),)-l-:¢ e ), + ~(z) sono arehi di 
traslazione della ~ con il termine rispettivo e la rispettiva origine nell 'estremo 
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R di v, noneh6 della circostanza ehe x-Jr-k e k + ~(×), epperb :¢ + ) ,  e 
6-x{),)-}-x, generano la s tessa traiettoria nella 6 ;  e si terrh conto di nuovo 
del l 'ul t ima proposizione del n o 84, nonch6 del lemma fondamentale  sulle 
traiettorie di una traslazione piana generalizzata. 

8 8 . -  Nel seguito iadicheremo con (o la traiettoria generata  da ×-}-). 
neila ~.  Ed a proposito di ¢o, dimostr iamo subito ehe :  

Essa ~ contenuta nella striscia S,  anzi nella striscia S privata dell'oriz. 
zontale ~ .  

Infat t i  :¢ appar t iene ad S- - ' c~ ,  in quanto sottoarco di c, e quindi di a~, 
che appar t iene ad 8- -~1 ,  giusta la pr ima proposizione del n o 59. E ). appar- 
tiene ad S - - ~ 1 ,  perch~i immagine, nella t, di una sottopoligonale, ).', delia 
spezzata Q!U ~ UR'~ ehe appar t iene a S - - % ,  giusta la proposizione del n o 76, 
noneh~ giusta quel la  stessa prima proposizione del n o 59 e la eireostanza 
ehe R' appart iene a t-l(an) e ehe ~ b una traiet toria della t. Donde appunto 
il risultato, atteso ehe le orizzontali es treme % e z~ di S sono due traiettorie 
nella ~. 

In  quanto traiet toria nella traslazione piana ordinaria ~, la l inea sere. 
pliee ed aper ta  ¢o ~ periodica nella w con periodo unitario, il significato delle 
espressioni essendo palese. E sempre in quanto traiettoria in quella  solita 
traslazione piana ordinaria, co ~ per  di pifi una linea sempliee ed aperta  propria, 
nel senso ehe eontiene tutti  i suoi punti  di aceumulazione. 

Uno, ~ ,  dei due campi adiacenti  ad ¢o eontiene tutti  i punti  con l'ordi. 
nata maggiore di p ~ 1; l 'altro, ~2', contiene tutti  quelli  con l 'ordinata 
minore di ,a. Natur 'a lmente:  

II  campo ~ ~ contenuto nel campo IIo(--~ E0); ed il campo ~2' contiene il 
campo IIo(--~--E~} ; 
per tanto : 

II semipiano IIo + uo(---~ Zo + %) contiene l'insieme ~2 + o) ; l'insieme ~' + o) 
contiene il semipiano IIg + ~o(----- E'o + %) ; 
e quindi  : 

L'insieme ~2' + a) contiene l'orizzontale %(-~ 7:o ---- %), 

mentre  nella prima proposizione di questo numero e nelle definizioni di f~ 
ed fl' 6 implicito ehe f~ contiene % e ehe ~2' eontiene -:. 

§ ~1. - S e g u i t a  l ' e s a m e  d e l  s e e o n d o  c a s o .  

89. - I1 significato dei simboli essendo quello stabilito, la curva sempliee 
ed aperta  c ed il segmento FG possono avere in comune punti  diversi dai 
eomuni  estremi F e G. 
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Questa eircostanz~ potrebbe presentare  qualche ineonveniente per l 'espo- 
sizione, se non facessimo use di un artificio analogo a quello sfrut~ato nel 
n o 55. 

Allo scope, iadichiamo con S* la striscia raechiusa fra le orizzontali "~ 
e ":~; di gaisa  the,  la prima proposizione del n o 88 d iventa :  

La linen (o ~ contenuta hell'interne della striscia S*. 
Consideriamo quindi  su z i punti  F* e G* con le ascisse r i spet t ivamente  

uguali  a quelle  di F e di G. E poniamo 

di guisa ehe anche v* ~ una curva sempliee ed aperta  (non degenere),  mentre  
dalle definizioni, dal t 'ul t ima proposizione del n o 84 e dai r isultat i  dei n i 86 
ed 87 si d e d u c e  subito c h e :  

Le immagini  deUe curve ~* e v* helle diverse potenze identiche e non 
identivhe di t ,  di w e di 9, sono disgiunte a due a due, quelle di ~t* fra di 
lore, quelle di ~* da quelle di v* e quelle di v* fra di lore; 
e the  : 

Le curve ~* e v* hanno rispettivamente in c~omune con la linen o) sollanto 
gli estremi Q ed R;  e con ta retta • soltanto gli estremi F* e G*, sempre 

ris_peltivamente ; 
ovvio essendo altresi  t h e :  

Le curve ~t* e v* appartengono entrambe alla striscia S*, 
anzi alla str iscia S* privata  dell 'orizzontale x~, come seguirebbe faei lmente  
dalla prime, proposizione di questo numero.  

90. - Cib premesso, in t rodueiamo le curve semplici e chiuse e ~', 
r ispet t ivamente  definite mediante le posizioni 

(26) e* = + z + v* + G'F*,  i* = v* + Z + + 

i :~ e i*  

~27) j* ---- t~* + z + k + ~(t~*) + ~(F*)F*, 

ed indichiamo con E*, I*  e J*  le regioni r ispet t ivamenie racchiuse da e*, 

i* e j*. 
In  quesie  condi~ioni, tenuto conto della p r ima e della penul t ima propo- 

sizione del numero preeedente,  ~ ovvio che :  
Le curve e*, i* e j* hanno, su z, soltanto i segmenti F'G*,  G*~(F*) ed 

F*~(F*),  rispettivamente; e su o~ soltanto gli archi ~, k e ~ ~ )., sempre 

rispettivamente. 
Attesa ]a pr ima e l 'ul t ima proposizione del n o 89 istesso, ne segue t h e :  
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L a  strisvia S* contiene tanto le curve e* ed i*, quanto la curva j* ;  
epperb che:  

L a  striscia S* contiene tanto gli i~zsiemi E* ed I*, quanto l ' insieme J*. 
La prima proposizione di questo numero ed il seeondo teorema del n o 5 

porgono altresi che :  
Gli insiemi E * - - F * G * ,  I * - - G * b ( F * }  e J * - - F * b ( F * )  sono vontenuti 

nel campo S ~ z,  
eiob nel eampo costituito dai punti  con l 'ordinata  posit iva;  e ehe:  

Gli insiemi E * - - x ,  I * ~  k, J * - - ( z  q - k )  sono invece contenuti nel 
campo ~' ; 
anzi nella deduzione non ei sarebbe nemmeno bisogno di far intervenire 
esplicitamente quel secondo teorema del n o 5; nel corso della dedazione 
basterebbe dimostrarlo implici tamente con riguardo alle sole traiettorie di if;  
e la eosa sarebbe part icolarmente sempliee, attesa la s t rut tura  di queste 
traiettorie.  

91. - Le ultime due proposizioni del numero precedente ci permettono 
di stabilire abbastanza faci lmente che:  

II punto  G* ~ diverso da F* ed appartiene al segmento F*~(F*) ; 
e the  : 

Gli insiemi E* ed 1" hanno in  comune soltanto l'arco v* del loro contorno 
e la loro somma ~ uguale a J*. 

Net fatto, il sottoarco v*, comune a e* ed i*, giusta le t26), parte dal 
punto R,  inferno a x q-) , ,  volgendosi, rispetto ad to, dalla banda di E* ed 
I*, cio~ di •'. I punti  interni  a v* ed abbastanza vieini ad R r isul tano 
pertanto interni  a J*. Ma i punti  interni a v* non appartengono mai alla 
eurva semplice e chiusa j* (attesa la seconda e la terza proposizione del 
n ~ 89). Quindi i punti  interni  a v* sono interni  a J* e v* ha su j* soltanto 
gli estremi R e G*. E di qui i~ facile dedurre tutte le eonclusioni desiderate, 
non appena si osservi per di pifl ehe F* e G* sono eertamente diversi fra 
di loro, perch~ tall sono gli estremi F e G c h e l a  eurva sempliee ed aperta 
c ha sulForizzontale %. 

~os t r iamo ora che:  

I l  segmento G~(F) ha sottanto gli estremi su i* ; i suoi pun t i  interni  sono 
interni  ad I*. 

Nel fatto, la curva semplice ed aperta  v q- ),-t- ~(~t) ha soltanto gli esiremi 
G e ~(F) su %; la cosa ~ ovvia:  essa discende dalla sesta proposizione de !  
n o 79 e dalla terza del n o 85, nonch~ dalla prima di quello stesso n o 85 e 
dalla circostanza che % ~ una traiettoria di ~. ~ a  anche la spezzata semplice 
ed aperta GGa-] - G * ~ ( F * ) ~ ( F * ) ~ ( F }  ha soltanto gli estremi G e ~(F} 
su %. E le curve v -+- ), + ,~(1~) e GG* q- G*~(F*) q-- ~(F*p~(F) sono rispettiva- 
mente contenute nei semipiani Se ed S~. Donde senz'altro la conclusione. 
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92. - Nella prima proposizione del n o 91 ~ implieita una eircostanza 
preannuneia ta  alla fine del n o 85. Precisamente  b implicito che :  

II punto  G appartiene al segmento Ft(Ao), anzi  viene dope di F sul 
segmento ~o(---Aot(Ao)), qualora si percorra ao nel verso positive. 

Nel fatto, in quella prima proposizione b implicito the  l 'ascissa di G 
maggiore di quella  di F ,  mentre /7' e G appartengono ad 0~o per definizione 
(no 84). 

D'al t ra  parte, l 'ascissa di t(Ao) b minore di quella  di t(g),  perch~f 
l 'aseissa di Ao b minore di quella di F (n o 85, penul t ima proposizione). 
E t 'aseissa di t(F) ~ minore di quella  di ~(F}, giusta la pr ima proposizione 
del n o 39. Quindi, at tesa anche l 'ul t ima proposizione del numero p reeeden te :  

l l  punlo  t(F) ~ interne al segmenlo G~(F), epperb all ' insieme I*; 
e dope di cib, b o v v i o  che :  

I punt i  G e G* sono rispellivamenle interni  ai segmenli FS'(F)ed F*~(F*), 
eosa peraltro implicita anche nelle considerazioni del numero precedente.  

Siceh~ i punti . . .  ~-I(F*),  ~-~(e*), ~-~(t(F*)), F*, G*, t(F*), 9'(F*}, ~(G*~, 
~(t(F*)}, ... sono distinti  a due a due e si succedono nell 'ordine scritto sul- 
l 'asse delle ascisse. 

93. - Dalla pr ima proposizione del n o 90 ~ agevole dedurre  che il punto 
~2(F*) de l l ' ins ieme ~(J*~ ~ esterno al l ' insieme J*. D'al t ra  par te  le curve j* 
e ~(j*) hanno in comune soltanto l 'arco ~(~t*}, come si r iconosee tenendo 
conto della (27), delle prime tre proposizioni del n ° 89 e della circostanza 
ehe (o b una linea semplice ed aper ta  al pari  di "~. D u n q u e :  

L'inlersezione degli insiemi J* e O.(J*) si riduce a quella, ~(~*), delle due 
curve sempli~i e chiuse j* e ~(j*); 
epperb : 

Gli interni  degli insiemi J* e 9,(J*), e quindi  anche quelli degli insiemi 
~ - l ( j . )  e J*, sono disgiunt i  (1~). 

E di qui si trae subito ehe :  
Gli insiemi ~ ( J * )  e ~q(J*) 8ono disgiunti., se la differeuza dei humeri  

interi  p e q ha un modulo maggiore dell'unit& ; 
anzi, nella deduzione di quest 'u l t imo risultato non ci sarebbe nemmeno 
bisogno di r icorrere  al seeondo teorema del n o 4, perch~ 0- /~ una traslazione 
piana ordinaria. Na tu ra lmente :  

Le ull ime due proposizioni sussistono anche per gli insiemi E* ed I* ;  
perch~ E* ed I* sono contenuti  nel l ' insieme J*, giusta la seconda proposi- 

(ta) I [  r ag i onam en t o  ed il  r i su l t a to  r i e o r d a n o  c i rcos tanze  poste  in  luce ne l le  d imost ra-  
zioni  del  n ° 53. E deve  esse re  cos i :  si  t ra t ta ,  adesso  come al lora ,  di  r i su l t a t i  che r i e n t r a n o  
in  propos iz io~i  di c a r a t t e r e  g e n e r a l e  e gih  eonosciute~ p e r  le quai l  si  pub  vedere~ p e r  esem- 
pie,  i l  n ° 2"2 de l la  s econda  de] le  mie  ])Iemorle ci tate .  
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zione del n o 91. Ma per  E* ed I*  si pub agginngere t h e :  
Gli insiemi ~(E*)  e ~q(E*), nonchd gli insiemi ~ t I * )  e ~q(I*) 8ono 

disgiunti anche se la differenza dei humeri  interi p e q ha il modulo uguale 
aU'unit~ ; 
e che : 

Se la dilTerenza dei humeri interi p e q ~ in modtdo uguale all'unit~, 
sono disgiunti anche ~P(E*) e ~q(I*), purchd allora l 'intero p sia minore del- 
l'intero q. 

Allo scopo basra dimostrare the  gli insiemi E* e 9.(E*} sono disgiunti, 
al pari deg| i  insiemi I* e ~(I*), noneh6 degli insiemi E* e ~(I*). 

0 r a  l ' intersezione di E* e ~(E*) 6 contenuta  in quella  di J*  e ~(J*), 
giusta ta seconda proposizione det n o 91;  cio6 in quelia, 9(~*), delle due 
carve j* e ~(j*). D'altra parte ~(~*) non interseca l 'arco z ~ ~ * - [ - F ' G *  del 
coatorno di j*, perch6 questo arco 6 eontenuto nel l ' interno di ),-k ×-{-~*-{- 
-[- F*~(F*),  atteso che j*, uguale a ). q-- x "b ~t q- F*~'(F*) -[- ~(~t*), giusta la 
(27), b una curva semplice e ehiusa e ehe le curve )~ e G*~(F*} non souo dege- 
ner i ;  c non incontra nemmeno l 'arco ~*, ehe, a meno degli estremi, b interno 
a J*, come /~ implieito nella dimostrazione del secondo teorema del n o 91~ e 
come si pub dedurre,  volend% da quel secondo teorema istesso. Donde la 
conclusione, per  quello che ha tratt0 ad E* e ~(E*). Un ovvio ragionamento 
analogo sussiste anche per  I* e ~(I*), nel senso che ~(~t*)non interseca n~ 
~(v*) ni~ ~(k*) + ~(~t*) + ~(F*)~(G*) per motivi ormai evidenti. E la prima 
proposizione b dimostrata.  

Quanto agli eveutuali  punti  comuni ad E* e ~(I*), essi, in quanto comuni 
anche a J*  e ~(J*), dovrebbero appar tenere  a &(~t*), epperb a &(E*}. Donde 
la conclusione, appunto perch~i E* e &(E*) sono disgiunti: come abbiamo 
visto da poco. 

La seconda proposi~ione del n o 91 e la prima di questo porgono che :  

L'inlersezione degli insiemi I* e &[E*) ~ data da quella, 9(~t*}, dei loro 
conlorni i* e 9(e*). 

:Netle considerazioni svolte ~ implicito the  gli insiemi ...&-~(J*), J*, 
&(J*), ... si incontrano nell 'ordine scritto se si percorre  Passe delle ascisse 
nel verso posi t ivo;  e ehe ciascuno di essi separa quelli  che lo precedono da 
que | l i  che lo seguono, ore  ci si mantenga fra le due linee - c e d  ~o. Circo- 
stanze perfe t tamente  analoghe si presentano anche per  gli insiemi ... 9-~(E*), 
9-~(I*), E*, I*, 9(E*t, 9(I*), ...; nella deduzione, si terr/~ conto anche delle 
circostanze poste in lace alla fine del n o 92. 

9L - I risul~ati raggiunti  negli ult imi numeri  si possono in gran parte 
r iassumere dicendo che :  

Gli insiemi J* -k 9 -1 (g*) q- 9 -2 (g*) q- ... e ~ {J*) 3 c 92 (J*) + ~8(J *) + ..., 
rispettivamente uguali ad I* q- E* + ~-1(1") + ~-I(E*) Jr ... ed a ~(E*)--b 
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+ ~(I*) + ~2(E*) + ~(I*) + ..., hanno in comune soltanto la curva ~(~*) e por. 
gono complessivamente l~intersezione di S e di ~ ' +  v), cio~ la totalit&, dei 
punt i  di • ed co e di quelli compresi fra z e o); 
e che :  

Gli insiemi E* + ,~-~(I*) + ~-~(E*) + ~-2(1") + ... ed I* + ~(E*) + ~(I*) + 
+ ~2(E*)+ ... hanno in comune soltanto la curva v* (e porgono complessiva. 
mente t'~nlersezione di S ed ~' + o~, cio~ la tolalit4 dei punt i  di ~ ed co e di 
quelli eompresi fra z ed Lo); 
ed osservando t h e :  

Gli insiemi J* + ~-~(J*) + ~-~(J*) + ... e ~(J*) + ~(J*)  + ~3(j,) + . . . ,  
rispettivamente uguali agli insiemi I* + E* + ~-~(I*) + ~-~(E*) + ... e ~(E*) + 
+ ~(I*) + ~2(E*) + ~2(I*) + ..., intersecano co rispeltivamente lungo le semilinee 
(~ + z) + ~-~(~ + ~) + ~-~(~ + ~) + ... e ~(z + ~) + ~-'(~ + ),) + ~(z + ;~) + ... 
ed intersecano "c rispettivamente lungo le semirette ~(F*)F ~ + ~-~(~(F*)F*) + 
+ ~-~(+~F*)F*) + ... e ~(F*+(~*)) + ~(~*+(~*~) + ~(~*+(F*)) + ...; 
cio~ interseeano ~o lungo le semilinee con l 'origine nel punto ~{Q) e ~: lungo 
le semiret te  con l 'origine nel punto ~.(F*); e che :  

G~i insiemi ~* + ~-~(I*~ + ~-~(E*) + +-~(~*) + ... ed I* + ~(E*) + ~(~*) + 
+ ~(E*) + ... intersecano o) rispettivamente lungo le semilinee z + ~-~0 ~) + 
+ ~-~(x + ~-~(x)) + ~-~(z + ~-~(~)) + ... e ~ + ~(~) + ~(x + ~(z)) + +~(X + ~(,~)) + ... 
e "c rispettivamemente lungo le semirette G*~-~(G *) + ~-I(G*~-~(G*))+ 
+ ~-~(G*~-a(G*)) + ... e G*~(G*) + ~(G*~(G*)) + ~2(G*~(G*)) + ... ; 
cioi~ o) lungo le semilinee con Forigine nel punto R e ": lungo le semirette 
con l 'origine nel punto G*. In particolare,  helle proposizioni precedenti  i~ 
implici tamente r icordato che I~* e v* su ¢o hanno soltanto Q ed B ,  rispetti- 
vamente,  e su "c soltanto F* e G*, sempre r ispett ivamente.  

95. - Le proprieth stabilite f inora sarebbero pith che sufficienti  per  
dimostrare  il teorema del n o 27. Ma in vista di que]lo del n o 31 ~ meglio 
non abbandonare  ancora i 'ordine di idee attuale.  

Consideriamo pertanto la spezzata a,~. Essa ~ semplice, al pari  di ao, ed 
ha, come primo ed ultimo lato, r ispet t ivamente  il primo e l 'ul t imo lato di ao 
(n o 23, sesta proposizione). Inoltre,  quei lati di an, che non appartengono ad 
ao, hanno i loro interni  nell ' interno, llo, del semipiano Sp (n ~ 24, terzo teorema). 
Pertanto,  quei punt i  del sottoareo c di ~n~ che non appartengono ad ~o, si 
dis tr ibuiseono in tante poligonali semplici,  

' ' ' (r numero naturale) ,  (28) e~ , e2 , . . . ,  e~ 

contenute  in IIo, a meno dei loro estremi, diciamoli r ispet t ivamente 

(29) L~ ed M1, L~ ed Ms,  ..., L~ ed M,., 

che sono interni  ad ao. 
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Le poligonali (28) sono elementar i  rispetto a K .  I punti  (29) apparten.  
gono anche al segmento FG (e cadono in al tret tanti  vertici  di K) .  

I segmenti  non degeneri  L~M~, L~M2, ..., L,.M,., dieiamoli rispettiva- 
mente 

(30) . . . . . .  81 ~ 82 ~ . , ,  ~ 8 r  

sono elementari  r ispetto a K ,  E possiamo supporre  di aver scelto i simboli 
in tal guisa, che i segmenti  L~M1, L2M~, ..., L,.M~ si succedano nell 'ordine 
scritto, quando si percorre  ao a part ire  da Ao verso t(Ao); e che i punti  
LI, L2, ..., L,. precedano r ispet t ivamente i punti  M~, M2, ..., M,..  

96. - Nelle condizioni fissate nel numero precedente,  il punto L~ coincide 
necessar iamente  con F, 

(31) F ---- LI ; 

ed il punto M,. b cer tamente interno ad FG,  quando non coincide con G. 
Posto 

(32) H = M,.,  

e det$o e' il sottoarco individuato da F e d  H su c, di guisa ehe 

(33) e ' :  e'~ , 

se r ~ 1, ed 

e' : e; A- M1L2 ÷ e'~ + ... T M~_IL , .  -4- 8'~ , 

se r >  1, la eircostanza che :  

I1 punto  H appartiene al segmento FG ed ~ diverso dal punto  F ;  
e quel la  che :  

I l  sottoarco e' di v non ~ degenere ; l'intersezione di e' e di % ~ fornita 
da F e d  H ,  se r - ~  l e da F ~ M1L~-~ ... ÷ M,._IL,. -f. H ,  se r > l ;  
sono accompagnate  dat la:  

I pun t i  di c esterni al segmento eventualmente degenere HG ed abbastanza 
vivini ad H ,  cio~ quelli di e' diversi da H ed abbastanza vicini ad H ,  sono 
interni  ad S ;  
epperb dalla : 

11 pun to  H ~ un  vertice di a ,  inferno ad so, cio~ u n  vertice di K conte 
nuto nel sottoarco essenziale di ao, 

AnnaZi di Matemat,lva 41 
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atteso che allora la coincidenza di H con t(Ao) e dell 'ult imo lato di a~ con 
l 'ult imo di ao implicherebbero un assurdo evidente.  

Le circostanze poste in lace  in queste ul t ime due proposizioni sono in 
r ispondenza con quelle espresse dalla penul t ima proposi~ione del n o 85. E da 
queste  e da quell~ si deduce in par t icolare  ehe :  

II segmento F H  ~ contenuto nell 'interno di ~o, 
anzi b contenuto nel sottoarco essenziale di ~o, essenziale con riferimento al 
eomplesso K naturalmente .  

97. - A proposito dei p u n t i e  degli archi ehe compaiono helle (28), (29~, 
(3t),  (32), (33) e (34) si pub affermare che :  

L a  curva ~ appartiene alla curva e'~; il suo estremo F ~ un  eslremo di 
e'~; il suo eslremo Q ~ interno ad e~, epperb ad e'; 
e tenuto conic della quar ta  e dell 'ul t ima proposizione del n o 85, nonch4 
della terza del numero precedente,  che :  

Se G ~ diverso da R (vale a dire, se R ~ inferno ad S) ,  G coincide con 
H ;  se G ~ diverso da H ,  G coincide con R .  

E di qui ~ facile dedurre  che :  
Se G ~ diverso da R (vale a dire, se R ~ interno ad S) ,  la curva v 

apparliene ad e~.; l'eslremo G di v ~ u n  estremo di e'~; l'estremo R di v 
interno ad e~., epperb ad d ;  
e che : 

Se G coincide con H ,  il punto  R appartiene ad e'~, epperb ad e'; se G 
diverso da H ,  il pun ic  R ~ eslerno ad e'. 

La prima proposizione del n o 92 e la pr ima e la quar ta  del n o 96 assi. 

curano che : 
II punto  H ~ inferno al segmento Ft(Ao); 

mentre l 'u t ima del n o 92 e la prima del n o 96 dhnno senz'altro ehe :  
I1 punto  H ~ inferno anche al segmento F~(F) ,  

epperb che il punto ~(F) ~ esterno al segmento H F .  E dopo di cib ~ ovvio 

che : 
l l  sottoarco e' di c ed il segmenlo H~(F) hanno in comune soltanto il 

pun to  H ,  
attesa anche la seconda proposizione del n o 96. 

98. - Diciamo, nelFordine, e~, e2, ..., en le poligonali semplici e chiuse 
P I t  t t t  e~ + e~", e2 -[- e2 , ... , er ~- e~ ottenute sommando poligonali  (28) con poligo- 

nali (30). 
Le poligonali sempIici e chiuse el, e~, ..., e~ racchiudono altrettanti  

poligoni, E~, E2, ..., E~, elementari  r ispetto a K .  
I poligoni El,  E2, ..., Er sono contenuti  nel semipiano S~. E la curva 

e', l ibera nella ~, al pari  di c, appar t iene allo stesso semipiano, al pari  di c. 
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Ne segue f ae i lmen te  t h e  quei  pol igoni  non  in t e r seeano  la c u r v a  ~(e'); 
epperb  che essi non  i n c o n t r a n o  ]a c u rv a  ~(~t). Ed b ovvio che  essi non  inter-  
secano  n e m m e n o  il s egmen to  ~(FF*). 

Quel le  faece  poi di K, che  sono e o n t e n u t o  nel  s emip i ano  S~, e che h a n n o  
un  lato sul s egmen to  e l e m e n t a r e  F H ,  o p p u r e  un  ve r t i ce  in fe rno  a! s egmen to  
F H  (~5~, non i n t e r s e c a n o  ~t~)- Eel esse non i n t e r s e e a n o  n e m m e n o  it s egmen to  
~(B'F*)~ a t teso  ehe  H ~ i a t e r n o  at s egmen to  F~(F),  gins ta  la p e n u l t i m a  
p ropos iz ione  del  n o 97. I no t t r e  esse sono c o n t e n u t e  ne l l ' i n s i eme  E*, se al 
n u m e r o  h si impone ,  come fa remo,  di essere  m i n o re  di ~ (~6). 

9 9 .  - Nel  piano,  i nd i ch i amo  con E il po l igono e l e m e n t a r e  r i spe t to  a K 
fo rma to  da qae l l e  facee  di K ,  che  sono c o n t e n u t e  nei  pol igoni  e I e me n t a r i  
E~, E2, . . . .  E~, e da quel le ,  ehe  sono c o a t e n u t e  ne l  semip iano  S ' e ( ~ I I o n  t- 
-1-% ~---Eo ~ ~o) e ehe  h a n n o  un  la to  s u l ' s e g m e n t o  e l e m e n t a r e  F H  o p p a r e  
un  ve r t i ee  i n t e rno  al s egmen to  e l e m e n t a r e  FIX. 

I1 contorno ,  e,  di E ,  ~ fo rma to  dal  soli to so t toareo  e' d i e  con gli 
e s t r emi  nei  pun t i  F e d  H e da un  arco,  e", che ~ c o n t e n u t o  nel  campo  
II~(~--E~), se si p r e s c i n d e  dai  suoi e s t r emi  F ed H .  E di qui  e dal le  posi- 
zioni fatte~ ol t re  a l la  

(35) e ---- e' + e", 

si t r ae  f ac i lmen te  c h e :  

L'intersezione dell'insieme E e della retta r:o(~ co--~ %) ~ fornita dal 
segmento F H  , 

e quindi ,  a t tese  la p r i m a  e l ' u lHma p ropos iz ione  del  n o 47 e l ' u l t i ma  del 
n o 96, ehe  : 

Le facce di K contenute in E sono equilalere ed hanno h come comune 
lunghezza dei loro lali ; 
vale  a d i re  c h e :  

Se una faccia di K appartiene ad E,  essa ~ anche una faccia di K * ;  
cio~ che  E ~ un  po l igono  e l e m e n t a r e  a n c h e  con r i f e r i m e n t o  a K*. 

5Ielle posizioni  p r eceden t i  g poi impl ic i to  c h e :  
La poligonale d' contiene almeno due lali di K ,  cio~ di K*;  

e ehe  il po l igono  E eon t i ene  h e l l ' i n t e r n e  i pun t i  i n t e rn i  ai pol igoni  
I f  I I  rp  . E~, E2, ..., E r e  quel l i  i n t e rn i  ai s egmen t i  e~, e~, ..., er, cioi~ c h e :  

(t~) Se ii segmento FH contiene almeno due lati di K, ogni faecia di K con un lato su 
FH ha almeno un vertice inferno ad FH. S e i l  segmento /~H contiene soltanto un lato di K, 
nessuna faccia di K pub avere vertici interni ad /~H. 

(t6) Questa ~ la prima nuova condizione imposta a] numero h. 
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II poligono E cow, fierce nell ' interno tutti  i p u n t i  interni alla regione E* 
contenuti nella slriscia So 

Ferma natura lmente  l ' ipotesi h < ~, dalle considerazioni del n o 98 segue 
subito che : 

Il  poligorw E ~ contenuto nella regione E* e non contiene nessun pun to  
della eurva ~(~*). 

Ne viene in particolare che:  

I1 poligono E ~ libero irb tulle te potenze non idenliche della ~, 
attese la quar ta  e la quinta  proposizione del n o 93. 

10t). - Accanto alta poligonate semplice e chiusa e, consideriamo la 
curva chiusa i defini ta  dalla posizione 

(36) i = v + z + + 

e mostriamo che anche i b semplice. Nel fatto, v ha soltanto R su )~ (secondo 
la proposizione del n o 87); ). ha soltanto ,[~(Q) su ~(~t), giusta la proposizione 
del n o 86; ~t~) ha soltanto if(F) su ~(F)G, giusta ia prima proposizione del 
n o 85; ~(F)G ha soltanto G su v (n o 85, pr ima propz)sizione); inoltre v e ~(1~) 
sono disgiunte (n o 84, ul t ima proposizione), mentre )~ e 9'(F)G possono avere 
in comune al massimo il punto R (n o 79, sesta proposizione), e possono 
averlo in comune soltanto a patto che R coincida con G (n o 85, seconda 
proposizione, o terza I e the  v degeneri.  

Cib premesso, indichiamo con I la regione racchiusa da i .  Allora intanto 
ovvio t h e :  

L a  regione I ~ contenuta nella striscia S ,  
perch~ i ~ ovviamente contenuta  in S.  Ma i~ immediato altresi che:  

L a  regione I ~ contenuta anche nella regione I*;  

perch~ il segmento G~(F) appart iene alla regione I* (n o 91, u l t ima proposi- 
zione); e quindi pereh~i la curva i appart iene alla regione I*. E dopo di cib 

ovvio anche ehe:  
La regione I fornisce l'intersezione di I* e di S .  
Attesa la pr ima proposizione del n o 85 e quelle dei n i 86 e 87, dalla 

eircostanza che i ~ semplice segtte sub!to che:  

L'intersezione di I e di ~o si riduce a ).; e quella di I e di %(---~ 7:o--~ Co) 
si riduce at segmento G~(F); 
e per la deduzione non ci sarebbe nemmeno bisogno di r icorrere al secondo 
teorema del n o 5, vista la part icolare s t ru t tura  delle traiettorie di ~.  

I01. - In questo numero condurremo a termine la determinazione dei 
punti comuni alle regioni E ed I .  E faremo vedere che:  
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L'intersezione di E ed [ ~ uguale alla eurva eventualmente degenere v, 
se i pun t i  G ed H coineidono ; ~ vuota, se i pun t i  G ed H sono diversi. 

Gli insiemi E ed I appartengono r ispet t ivamente agli insiemi E* ed I* 
(n o 99, penul t ima proposizione; n o 100, seconda proposizione); indi la loro 
intersezione ~ contenuta  in quella, v* (n o 91, seeonda proposizione), di E* 
ed I*. Ma l ' insieme I appart iene per di pifi ad S (n o 100, prima proposizione); 
indi l ' intersezione di E ed I appart iene anehe a quella, data da v, di v* ed S. 

Sicch6, per  concludere basra far vedere ehe quando G ed H eoincidono, 
E ed I eontengono v; e che quando G ed H sono diversi, E non interseea v. 

Supponiamo dapprima the  G ed H coincidano. E distinguiamo due even- 
tual i th:  quella che R coineida con G (e quindi con H ) ;  e quella che R sia 
diverso da G (e quindi da H ) .  Nella prima eventualith,  la eurva v ~ dege- 
here (per definizione~ n o 84) ed appart iene ad e' (atteso che per  definizione 
e' contiene H ,  n o 96), epperb ad E.  Nella seeonda eventualith,  v non b dege- 
here  ed appart iene ad e~ (u o 97, terza proposizione}, epperb ad e', e quindi 
ad E .  5~a in entrambe le eventuali th v appart iene ad i ,  e quindi ad I .  E di 
qui appunto la p r i m a  parte  della proposizione. 

Supponiamo adesso the  G ed H siano diversi. E ramment iamo che 
l ' intersezione di E e % si r iduce al segmento F H  (n o 99, pr ima proposizione); 
e t he  G non appart iene ad P H ,  perch6 i punti  F,  H ,  G e 9.(F) sono distinti 
a due a due e si succedono nell 'ordine scritto rispetto al verso positivo del- 
l 'asse delle ascisse, giusta l'ipotesi, l 'ul t ima proposizione del n o 92, e ta pr ima 
del n o 96; epperb ehe E non contiene G. Ma nelle presenti  condizioni G 
coincide con R (n o 97, seconda proposizione) e v si r iduce a G. Pertanto 
la dimostrazione attuale b finita. 

1 0 ~ . -  La determinazione dei punti  eomuni agli insiemi I e ~(E) b 
al tret tanto rapida. I risultati  acquisiti ci permettono infatti  di stabilire quasi 
immedia tamente  ehe : 

L'intersezione di 1 e ~(E) ~ fornita dalla curva ~(~t). 
Nel fatto, 1 appart iene ad [*, epperb a J* (no 91, seeonda proposizione), 

e a d  S,  anzi fornisce l ' intersezione di I* e di S (n o 100, terza proposizione). 
Ed E appart iene ad E* (n o 99, penul t ima proposizione), epperb a J* (n o 91, 
seeonda proposizione). Indi  l ' intersezione di I e ~(E) b eontenuta  in J*, in 
{~(J*) ed in S.  Ma l ' intersezione di  J* e ~(J*) ~ data da ~(~*), giusta la 
pr ima proposizione del n o 93. Per tanto  l ' intersezione di I e di ~(E) ~ eonte- 
nuta  nella curva  ~(~), che appart iene sia al contorno i di I ,  giusta la (36), 
sia al contorno ~(e) di ~(E), giusta la (33), la (34), la (35) e la prima propo. 
sizione del n o 97. Donde la conclusione. 

103. - In  questo numero ei occuperemo delle intersezioni di I con gli 
insiemi ~-'(E),  ~(E) ,  ~-~(E), ~8(E), ~-~(E), ..., e dimostreremo che:  
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La regione I non interseca nessuno dei poligoni ~=~(E), ~ ( E ) ,  ~-~(E), 
~3(E), ~-3( E) , eee. etc. 

Infatt i ,  per quello che r iguarda I e ~-~(E), la regione I appart iene ad I*  
ed il poligono ~-~(E) a ~-~(E*), giusta proposizioni gih ricordate, mentre 
Fintersezione di I* e ~-~(E*) b vuota~ giusta la sesta proposizione del no93;  
per quello the  r iguarda  I e ~2(E), ~-2(E), ~3(E), ~-s(E), ... basra osservare 
che I ed E ,  appartenendo a I* ed E*~ appartengono anche a J*~ sempre a 
norma della seeonda proposizione del n o 91; e rammentare  che l ' insieme J* 

libero in tutte le potenze non identiche di ~ diverse da ~ e dalla sua 
inversa, giusta la terza proposizione del n o 93. 

I0~. - Cousiderazioni analoghe a quelle sfruttate nelle dimostrazioni 
degli ult imi numeri  ci permettono di riconoscere che:  

La regione I ~ libera in tutte le potenze non identiche di ~. 
Nel fatto~ la regione I b contenuta  nella regione I*. E questa b appunto 

libera in tutte le potenze non identiche di 0.~ giusta la qnar ta  proposizione 
del n o 93 e la quinta. 

§ 12. - i i  p r i m o  r i s u l t a t o  c o n c l u s l v o .  

1 0 5 . -  Attesa la permutabilit/~ di t e di @, la tr;~sformazione t muta  
traiettorie di ~ in traiettorie di ~.. Pertanto anehe Fimmagine t(to) di ¢o nella 
t b, al pari di ¢o, una linea semplice aperta  e propria, periodica nella x con 

periodo unitario.  
~a tu ra lmen te  t@) ~ eontenuta nella striscia S, al pari di ¢o. E basta 

r isal ire dalla striscia S alla corona C per ottenere, da ~o, una curva semplice 
e chiusa, z ,  contenuta nella corona ed aggirante il eentro della corona;  e 
da /(to) la curva sempliee e chiusa t(z), immagine di z nella t .  

E z e t(z) sarebbero disgiunte, se tall fossero to e t(@. E se si vcrifi- 
easse un/~ simile cireostanza favorevole, si presenterebbe senz'altro la seconda 
delle eventuali th contemplate nel teorema del n ° 27, nel senso che sarebbero 
presenti  nella corona curve semplici e chiuse, che aggirano il centro della 

corona e che sono libere nella t .  

106. - Escluso che si presenti quella circostanza favorevote, indichiamo 
con k ed I le sottocurve di z r ispett ivamente provenienti  da x e ~, di guisa 

ehe r isul ta  
z = k A - l ,  

mentre k e I hanno in comune i due estremi e soltanto i due estremi. Ed 

incominciamo col mostrare che:  
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L' intersez ione di z e di t(k) ~ vuota  ; 
e che :  

L a  curva ! d libera nella t ;  
di guisa che :  

L' intersezione di z e t(z) coincide con quella di k e di  t ( l ) .  
Allo scope, consideriamo la curva t(c), ~ella striscia S.  Essa parte dal 

punto t(F),  che b interne all ' insieme I*  (n o 92, seconda proposizione). Essa 
non interseea v~ perch~ v appart iene a c e perch~ c ~ l ibera nella t (n o 81, 
seconda proposizione). Essa non interseca k (n o 81, penul t ima proposizione). 
Essa non interseca nemmeno ~(~t), perch~" ~(~) appart iene a ~(v), e perch~ 
c i~ l ibera nella w (no 8 t ,  seconda proposizione). Ino l t re :  

Essa  appar t iene  ad  S ;  
quindi essa non pub avere punti  nell ' interno della poligonale semplice ed 
aper ta  GG ~ -~ G*~(F*) + 9 . ( F ' F ) .  Dunque : 

Essa  ~ contenuta hel l ' in terne  di I * ;  
pertanto t(c) non interseca ~o (a ° 90, ult ima proposizione). Epperb anche le 
immagini  di t(c) helle diverse poten~te di ~ non interseeano ~), at tesa l'inva- 
rianza di o) nella ~. E di qui appunto la mancanza di punti  comuni a t(h) 
e d a  z .  

L 'areo I ~ poi libero nella t~ perch~ ). ~ libero nella t e d  in tutti  i 
prodotti  di t per potenze di ~, giusta la quinta  proposizione del n o 79. 

107. - £ proposito di 1 si pub dire qualcosa di pifi. P rec i samen te :  
lecito supporre  che il sue diamelro,  calcolato secondo la melrica euclidea 

del p iano,  s ia  minore  di  u n  numero  posi t ive  prefissato a piacere. 
Allo scope baster~ f~r vedere  che la condizione pub essere imposta a 

t - l ( l ) .  E per far vedere questo basterh mostrare che si pub supporre minore 
di un numero positive prefissato a piaeere il diametro di t-~{l} calcolato 
nella metr ica polare. 

Cireostanza questa  immediata.  Infatt i  t - l ( l )  si ottiene da t-~(X), tie6, 
at tesa la (22), da k'. E il diametro di k', nella metrica euclidea, 6 minore 
di 3h ,  attesa la (18) e la seeonda proposizione del n o 78. Da qui la conclu- 
sione, purch4 h sia abbastanza piccolo (1~). 

E la dimostrazione del teorema del n o 27, cio6 del primo dei risultati  
eonclusivi  preannuneia t i  nel § 5, 6 terminata. 

108. - Pr ima di chiudere il paragrafo, qualche considerazione forse non 
inutile per una migliore intelligenza del r isultato conseguito. 

(i7) Ed h si pub semi)re supporre abbastanza piccolo! 
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La carva  sempliee e chiusa k-{-1  del n o 106 non ineontrava l 'arco t(k) 
perch6 si era nel primo sottocaso. Nel secondo sottocaso, la curva semplice 
e ehiusa k q - l ,  o meglio la sun analoga, non avrebbe incontrato l ' a reo  
t - l (k ) ,  o meglio il sue analogo. 

E pur t roppo noi non r iusciremo a dire nul la  di pifi, senza aggiungere 
delle ipotesi supple t ive :  nemmeno a dire ehe la eurva k ~ l separa l 'areo 
t{k) da t - l ( k ) ,  l~el faito, una tal separazione impl icherebbe le 

(k ÷ l) n t(k) ---- O, (k + l) n t-~(k) = 0 ; 

eio~ una tal separazione, accanto alla 

equivalente  alia 

impl ieherebbe le 

k n t (h ) - -  o ,  

k n t-~(k) --- O, 

IN t(k) ~ O , I N t-~(k) ~ O ; 

e di qui, at tesa natura lmente  anehe la 

I N t ( l ) =  O, 

seguirebbe 

z n t ( z ) ~  O ,  

col solito significato, per z ,  di k q - l ;  mentre  nel seeondo case noi riusci- 
remo a stabilire, nella corona, la presenza di curve semplici e chiuse, che 
aggirino il centre della corona e siano libere ris]?etto a t ,  soltanto se sono 
soddisfatte certe condizioni suppletive. 

§ 13. - S i  r i p r e n d e  i n  e s a m e  i l  s e c o n d o  c a s e .  

109. - Ora noi faremo appunto  intervenire delle ipotesi suppletive, per 
istabilire, nel secondo ease, la presenza di quelle tali curve semplici e chiuse. 

E natura lmente  potremo sempre l imitarci  a tFesame del primo sottocaso 

(n o 66). 

1 1 0 . -  Pe r  procedere  con m~ggiore speditezza, fissiamo, una volta per  
tutte, qualche altra posizione. Preeisamente ,  detta Z la regione eontornata 
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da z ,  aecanto alle 

ed alla 

z o ~ z ,  k o c h ,  h ~ l  

Z o =  Z ,  

in t roduciamo anche le posizioni 

z~ = t(zo) , 

k~ = t(k0), 

II ~ -  t(lo) , 

z ~  = t ( f f i , ) ,  

k s  ---- t ( k , )  , 

l~ = t ( l , ) ,  

da cui, in particolare,  

z l  = t * ( z o ) ,  z~ = t * ( z l )  , 

se t* ~ il prolungamento di t definito nel n o 42;  e poniamo 

Z ~  = t * ( Z o )  , Z ~  = t * ( Z ~ )  , 

di guisa che Z~ e Z.z sono le regioni r ispet t ivamente delimitate da z~ e z2. 

1 1 1 . -  Nel primo sottocaso la curva t(c) b contenuta nell ' interno di I* 
(n o 106, quinta proposizione); e l ' interno di I* appart iene tanto al semipiano 
S (n o 90, quar ta  proposizione),  quanto al eampo ~' (n o 90, quinta  proposi- 
zione). Indi : 

Nelle condizioni attuali, quelle del primo sottocaso, kl ~ contenuta hell'in. 
terno di Zo; 
epperb ks in quello di Z~. E giusta la terza proposizione del n o 106: 

Nelle condizioni attuali, l'intersezione di Zo e z~ coincide con quella di 
h o e d  11; 
epperb l ' intersezione di z~ e z2 coincide con quet la  di k~ ed l~. 

119. - Ebbene,  iucominciamo col far vedere, a titolo di esempio chiari- 
ficatore, the  : 

Se alle circostan~e precedenti si aggiunge quella, ehe 7.o contenga anche 
11, cio~ che Zo contenga tutta la curva z l ,  allora neUa corona sono presenti 
curve semplici e chiuse, che aggirano il centro della corona e the non incon. 
trano le rispettive immagini  nella t .  

Annal i  di Matemat~ca 42 
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In queste condizioni infatti, Zo contiene Z~,  mentre Z1 contiene k~ nel pro- 
prio inferno e contiene z~. Per tanto  Zo contiene nel proprio interno z~,  at teso 
the  i punti  comuni ad lz e z~ sono quelli  comnni ad 1~ e k~ ed attesa la 
prima proposizione del numero precedente.  Indi zo, ciob z ,  ~ l ibera nel 
quadrato della t .  Donde la conclusione, atteso un teorema della S A ~ o L I ~ I  (~"). 

113. - Nel primo sottoeaso z~ appar t iene a Z0, ciob t(z) appar t iene  a Zo, 
se, e soltanto se, t@) appart iene alFintersezione di ~ ' - ~  to ed S;  cio6, se, e 
soltanto se, t(to) appar t iene ad ~ ' ~  (o, atteso che ~o ~ contenuta nella striscia 
S (n o 88~ prima proposizione) e che S ~ invariante nella t. 

Peral t ro  noi vedremo the  nel seeondo caso ci si pub r icondurre  al 
teorema della SA~OLI~I  anche se sono soddisfatte le ipotesi supplet ive 
contemplate  nel teorema del n o 31 (e s e i l  numero h b abbastanza piccolo). Natu- 
ralmente cont inueremo a prendere  in esame soltanto il primo sottocaso. 

1 1 4 . -  Nelle ipotesi at tuali  (quelle del secondo risultato conclusivo),  i 
prodotti  di t e t -~ per  le potenze identiehe e non identiche di ~, 

(37) t~ ~, t - % P  ( p = 0 ,  ± 1, ± 2 ,  ...), 

e quelli  analoghi, 

(38) t ~  p ,  t - ~  ~ (p--~0, __1, ± 2 ,  ...), 

relativi a t 2 e t -~, sono privi di punt i  uniti, in armonia con le considerazioni 
del n o 40. 

Di qui e dal significato di t e di ~ segue che le distanze dei punti  del 
piano dalle r ispet t ive immagini nei diversi prodotti  t37) e (38) ammettono 
un estremo inferiore positivo. 

Ma i prodotti  (37) e (38) sono equiuni formemente  continui, atteso il signi- 
ficato di t e di b. Per tan to  noi possiamo imporre al numero h (191 di essere 
tanto piccolo, che ogni sottoinsieme del piano abbia una distanza maggiore 
di h dalle sue immagini nei diversi prodotti  (37) e (38), qualora il suo 
diametro sia minore di 3 h k .  E con cib, le condizioni per h sono terminate. 

! 1 5 . -  5Telle ipotesi attuali, la lunghezza di k ~ minore di 3 h k ,  giusta 
la (18) e l 'ul t ima proposizione del n o 79. E le lunghezze dei lati di K non 
possono mai superare  h (n o 46, ul t ima proposizione). Pe r t an to :  

(~s) A. SA~TOLI~I, A proposito di un teorema sugli autoomeomorfismi del piano reale 
euclideo (in corso di s tampa nei  Rendicont i  dew Xccademia 5[azionale dei Linte l ) .  

(~9) Le condi~ioni da imporre  ad h s tanno per  t e rmina re !  
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Nelle condizioni at tuali ,  quelle facce di K che intersecano ),, non inlerse. 
eano nessuna delle immagin i  di  ~ nei prodolti  t~ p, t - ~  ~, t ~  ~ e t-2~ p di t ,  
t -~, t"- e t -~ per le polenze identiehe e non identiche di 4}; 
e qui  si t rae in par~icolare c h e :  

Nelle condizio~i al tuali ,  la curvc~ ), ~ libera in tutti  i prodotti  t~ p, t - ~  ~, 
t2~ ~ e t - ' ~  ~ di t ,  t -~, t e t -z  per le potenze identiehe e non identiche di ~, 
la e i rcos tanza  che ~. sia l ibera nei prodoti i  (37) non r appresen tando  pera l t ro  
una  novit t  b g ius ta  la qu in ta  proposizione del n o 79 e le u l t ime  r ighe del n o 46. 

116. - Ed ora f iss iamo qua lehe  a l t ra  convenzione~ da man tene r s i  anche  
essa per  tu t t a  la d u r a t a  del la  Memoria.  

Se G b diverso da R ,  nel la  quale  eventualit/~ esso coincide con H (n o 97, 
seconda proposizione) men t re  R b inferno ad S e a d  e' (n o 85, qua r t a  propo. 
sizione, no 97, terza proposizione) ,  ind ieh iamo con ~' il sot toarco di e' 
ind iv idua to  da F e da R e con v' quello ind iv idua to  da H e da Q, ehe b 
inferno ad  e' (n o 97, p r ima  proposizione),  nonch6 a ~' (nelle condizioni  a t tual i ) .  
In  ques te  condizioni  r i su l t a  

e' = t.,, + v', e ' =  p.' + v ;  

~t' e v' hanno  in comune  sol tanto  z ;  ~ e v' hanno in comune  sol tanto il 
comune  es t remo Q; ~' e v hanno  in comune  sol tanto il comune  es t remo R ;  
v' cont iene  v. 

So G /~ diverso da H ,  nel la  qua te  eventualitY, esso coincide con R, indi- 
eh iamo con ~' l 'arco e' istesso e con v' iI sot toareo di e' ind iv iduato  da Q, 
ehe ~ in terno ad e' (n o 97, p r ima  proposizione) ,  e da l l ' e s t remo H di e'. I n  
ques te  condizioni  r i su l t a  

e' --~-- ~',  e' -~- ~t 4- v' ; 

I~' cont iene  v';  I~ e v' hanno  in comune  solt~anto l ' es t remo Q; ~' e v sono 
disgiunt i .  

Se G coincide tanto con H ,  quanto  con R ,  ind ich iamo di nuovo con ~' 
l 'a rco e' is tesso e con v' il sot toarco di e' i nd iv idua to  da Q e da H .  In  queste  
condizioni  r i su l t a  

e ' ~ - ~ + v ' ,  e ' = t ~ ' + v ;  

~' e v' hanno  in comune  sol tanto z ;  ~t e v' hanno  in comune sol tanto 
l ' es t remo Q; ~t' e v hanno  in comune  sol tanto t 'es t remo R ;  v' cont iene  v. 

Cib premesso d imos t r i amo che :  

Le curve semplici,  aperte e retlificabili, che non intersecano facce di K 
provviste di  p u n t i  su  i m m a g i n i  di k in  potenze identiche e non identiche di 
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~, che hanno un estremo su l~ (su ~'} e l'allro s u v '  ( suv) ,  e che han~w 
l'iJderno ~wll'interno di E,  hanno u~a lunghezza uguale a V3h/2,  oppure 
maggiore di ~/3h/2.  

Nel fatto, v sia una tal curva, con un estremo in M e l 'altro in E .  
Allora M ed N sono diversi l 'uno dall 'altro. E sono diversi sia da Q, 

che appar t iene  a ~-~(k), sin da R ,  the  appar t iene  a k. 

E supponiamo dapprima che M appar tenga a it' ed N a v. 

In queste  condizioni E ,  che eontiene v,  contiene punti  di v, cioi~ di I ,  
giusta la (36); per tanto G coincide con H (n o i01, pr ima proposizione). 
Inol t re  v non 6 degenere, perch6 contiene i punti  distinti N e d  R;  pertanto 
O b diverso da R ,  ed R b inferno ad S e a d  e'. 

I punti  M ed N individuano due sottoarchi non degeneri nel contorno e 
del poligono E,  e lementare  sia rispetto a K (per definizione, n o 99~ sin r ispett  9 
a K*  (n o 99, terza proposizione).  E di questi  sottoarchi uno contiene lo~ 
poligonale e" e l 'altro eontiene nelFinterno il punic  R.  Il primo contiene 
due lati di K (nonch~ di K*),  attesa la quar ta  proposizione del n o 99; l 'altro 
contiene nell ' interno almeno un lato di K (noneh~ di K*), attes~ l ' ipotesi 
sulle facce di K provviste di punti  in comune con )~. Per tanto su e si possono 
determinare  i tre lati P~P2, P2P~ e P~P~ di K (nonch~ di K*i in tal guisa, 
ehe M appar tenga al segmento PaP3 ed N non ~ppar~enga alla poligonale 
sempliee ed aper ta  P~Pa-[ -P~P~+-P~P4,  elementare sia rispetto a K sin 
rispetto a K * .  

Sia ora T il poligono 
stelle di K *  (di K* ,  e non 

convesso complessivamente formato dalle due 
di K i) coi centri nei punti  ./?2 e P~. I1 poligono 

T si presenta  come formato da dieci facce di K*,  distr ibuite  in due esagoni 
regolari  col r ispett ivi  centri  in P2 e Ps ;  ed ~ suddiviso da P~P2+ P~P~ + PBP~ 
in due sottopoligoni, T'  e T", e lementari  rispetto a K*. Uno di questi  sotto- 
poligoni, T', 6 contenuto in E ;  l 'altro, T' ,  ~ privo di punti  interni ad E .  

La  curva v, useendo dal punto M di P2Ps, penetra  nelFinterno di E, 
epperb in quello di T'. E si mant iene nell ' interno di E fino a the  non 
giunge di nuovo sul eontorno di E nel punto N ,  esterno alla poligonale 
PtP2-}-PaPs + PaP~. E tutto questo pub farlo soltanto a patto di incontrare  
ul ter iormente  il contorno di T' in un punto esterno al segmento PaPa, anzi 
alla poligonale P1Pa"}-P~P8 + PAP4. Per tanto  v at t raversa almeno un paral- 
le logramma formato da due facce di K ;  attraversa,  nel senso che ne interseca 
due lati opposti. Donde la conclusione, atteso che due lati siffatti hanno una 
distanza pari alla lunghezza, V-3h/2, delle altezze dei triangoli di K*.  

Supponiamo adesso che M appar tenga  a it ed N u v'. 
In  queste  condizioni, i punti  M ed N individuuno sempre due sottoarchi 

non degeneri  sul eontorno e del poligono E,  e lementare  sin rispetto a K 
sin rispetto a K* .  E di questi  due sottoarehi uno contiene sempre la poligo- 
hale e" e l 'altro contiene nell ' interno il punto Q. II primo sottoa]'co confiene 
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sempre due lati di K (nonch~ di K*) ,  attesa sempre la quar ta  proposizione 
del n o 99; e l 'altro contiene nell ' interno almeno un lato di K (noneh(f di K*),  
attesa l 'ipotesi sulle facce di K provviste di puat i  in eomune con ~-~().). 
Per tanto anche adesso si possono determinate,  su e, i ire lati P~P~, P2Pa e 
PsP~ di K (noneh4 di K*) in tal guisu, che M appartenga al segmento P2P8 
e ehe N non appartenga alla poligonale semplice ed aperta P~P2-[-P2P8 
-~-PaP~, elementare sia rispetto a K sia rispetto a K*. A questo punto la 
dimostrazione preeedente r iprende parola per parola, fino a giungere di 
nuovo alla eonclusione. E la giustificazione b terminata.  

1 1 7 . -  0rmai  siamo in grado di stabilire un altro lemma, ehe ci sar/~ 
molto utile in pareeehie oecasioni. Precisamente siamo in grado di dimo- 
strare che:  

Hanno una lurtghezza maggiore di V 3 h / 2  tutte quelle curve semplici, 
aperte e reltificabili, che sono contenule nella slriscia S ,  che hanno punl i  
inlerni ad I e che intersecano o~ senza incontrare le facce di K provviste di 
punt i  in comu~e con immagini  di ~( in potenze identiche e non identiche di ~. 

Nel fatt% adesso sia v una tal eurva. I1 punto 3/1 di v sia interno ad I ,  
epperb ad [*. Il  punto N di v appartenga ad a), anzi a × ~ ~(x)+@-1(×)_{_ ..., 
atteso ehe v non interseca immagini  ~ in potenze identiehe e non identiche 
di ~.  

Allora M ed hr sono certamente distinti, perch~ nessuno dei punti  interni  
ad I appart iene ad (~ (n o 100, ut t ima proposizione). Per tanto  non ~ restrit t ivo 
supporre che v abbia addir i t tura  3/ ed 2/ come es t remi;  se eosi non fosse, 
basterebbe sostituire v col sottoarco individuato da M e d a h  r su v. 

I1 punto 2V b esterno ad I*, perch6 esso non appart iene a )~, per ipotes!, 
e perch6 l~intersezione di I* e di ¢o si r iduee a )'7 giusta la seeonda delte 
(26) e la quinta proposizione del n o 90. 

Per tanto la curva v interseea il contorno i* di I*. Ma essa non inter- 
seea ),, per ipotesi, e non interseea G*~(F*), perehd appart iene ad S .  
Dunque essa interseea v*-~ ~(~*). Ma essa appart iene ad S, dunque essa 
interseea anehe v d-~(~). E la sua intersezione con v ~ ~(~) ~ uguale a 
quella con v* + ~(~*). 

Spostiamoci su v a part ire da _h 7 (verso M) ;  e fermiamoci appena incon. 
triamo v + {~(~) nel punto M' (diverso da M}. Allora 3/ '  ~ diverso da N, in 
quanto esso ~ un punto di I (e di I*).  Inoltre M'  non appartiene n~ a )., 
n6 alle immagini  di ). helle potenze di ~,  perch6 esso appart iene a v;  in 
part icolare M' ~ diverso da R e da ~(Q). 

Indichiamo con v* il sottoarco di v con gli estremi in M'  ed N. I punti  
di v* diversi da M' non appartengono nemmeno a v* + ~(~*) e sono esterni 
ad I*. 

E supponiamo adesso ehe M' appartenga a v, epperb a v*. 
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Allora v non si pub r idurre  al ptlnto R,  perch6 M' 6 diverso da R .  Ed 
M' 6 interno a v*, perchd non ~ soltanto diverso da R ,  ma ~ diverso anche 
da G*. 

Indi i punti di v* diversi d~t M' ed abbastanza vicini ad M' sono interni 
ad E*, atteso ehe essi sono esterni ad I* ed attesa per esempio, la seconda 
proposizione del n o 91. 

Su v* spostiamoci a par t i te  da M' (verso N ) ,  e fermiamoci appena 
incontriamo 1~* + to, nel punto N'. 

La presenza di N'  ~ eerta, perch~ l ' insieme ~*--}-to eontiene tutti i 
propri pun t i  di aeeumulazione (si rammenti  che to ~ una linea propria, n o 88). 
Inoltre N'  ~ certamente diverso da M ' :  nel fatto, M' non appartiene ad to, 
perch6 esso ~ interno a v* e perch~ l 'unieo punto eomune ad to ed a v* 0, 
l 'estremo R di v* {n o 89, terza proposizione); ed M' non appartiene nemmeno 
a I~*, perch~ Iz* e v* sono disgiunti,  atteso ehe tali sono iz e v (n o 84, penul- 
t ima proposizioue), ed attese le definizioni di 1~* e v*.  

Indichiarao con v' il sottoarco di v* con gli estremi in M'  ed N' .  

I punti  di v' diversi da M' ed N' sono necessariamente interni t~d E*:  
nel fatto, quelli vieini ad M' sono interni ad E* e nessuno degli altri 

situato sul eontorno di E +. 
5Te viene che N' o appart iene a ~t* od a x. 
~t[a v' appart iene anche ad S~ dunque N' appart iene a i~', cio~ al sottareo 

~t ~ : e  di e'; 21/' appart iene a v; e i punti  di v' interni  a v' sono interni  
anche ad E (n o 99, quinta  proposizione). ]~[a allora, per concludere, basra 
applieare il lemma det numero precedente, e ricordare the  2d' ~ diverso da M. 

Supponiamo adesso the  M' appartenga a ~(I~), epperb a ~(I~*). 
Allora M' ~ inferno a 0.(1~*), perehO, non ~ diverso soltanto da ~[Q}, ma 

anehe da ~(F*). 
Indi  i punti  di v* diversi da M' eel a,bbastanza vieini ad M'  sono interni 

a ~(E*), atteso che essi sono esterni ad I* ed attesa,, per esempio, l ' u l t ima  

proposizione del n o 93. 
Su v* spostiamoci a part ire da M' (verso N), e fermiamoei appena incon- 

triamo ~(v*}-{--to, nel punto N'. 
La  presenza di un tal 52' ~ certa, per motivi analoghi a motivi gi~ 

addotti. E per motivi analoghi a motivi gii~ addotti, N'  ~ diverso da M'. 
Indichiamo di nuovo con v' il sottoarco di v con gli estremi in M r ed _N ~, 
I punti  di v' diversi da M' ed 5]' sono necessaxiamente interni  a O'(E*), 

sempre per motivi analoghi a. motivi gii~ addotti. 
Indi  N' o apparfiene a ~(v*) o appart iene a ~(z). 
Ma v' appart iene anche ad S, dunque M' appart iene a ~(~tt; N' appar- 

tiene a ~(v'}, se v' ~ il sottoarco d i e '  con gli estremi nel punto Q e nel 
punto H ;  e i punti  interni  di v' sono interni  anehe a ~(E). Pertanto, per 
eoneludere basta applieare il lemma del numero precedente alt ' insieme #(E) 
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ed alla curva v' (si ramment i  ehe + ~ una traslazione ordinaria e che a) 
una sua t ra ie t tor ia!) ,  e ricordare di nuovo che M' b diverso da M. Con eib, 
la dimostrazione del lemma ~ completa. 

I18. - Chiudia~mo questo paragrafo dimostrando un corollario del l 'ul t ima 
proposizione, dimostrando precisamente che:  

L a  traiettoria (9 non pub interseeare quetle curve semplici aperte e rettifi. 
eabili che hanno una  lunghezza minore di ~/3h od uguale a V-3h, che sono 
contenute nelta striscia S ,  che hanno entrambi gli eslremi interni  ad immagin i  
di I in potenze identiche e non identiche di ~, e che non intersecano le facce 
di K prowi s t e  di pun t i  in  comune con immagin i  di )~ in  potenze identiche e 
non identiche di ~. 

5Tel fatto, sia v una  tal curva. L~estremo M di v sia interno a ~{I )  e 
l 'estremo 25 a 9,q(I), gli interi p e q potendo anche coincidere. Ed il punto 
P di v appar tenga ad +. 

Allora P ~ diverso sia da M, sia da N ,  perehd i punti  interni di I sono 
interni  ad Q', giusta l 'ul t ima proposizione del n o 100 e la cireostanza ehe. X 
appart iene al contorno, i ,  di I .  E P individua su v due archi, ehe hanno 
nna lunghezza maggiore di V 3 h / 2 ,  giusta il lemma precedente~ the  si pub 
applieare anche a +P,I} e +q(1), perchd + ~ una traslazione ordinaria ed ¢0 
una sua traiettoria. Donde la eonclusione. 

§ 14. - I1 s e c o n d o  r l s u l t a t o  c o n c l u s i v o .  

119. - 5~el solito primo sottocaso, la curva t(c) appart iene ad S,  come 
ricordato anche nella penul t ima proposizione det n o 106, ed i~ interna ad I*, 
come ~ affermato nel l 'ul t ima proposizione dello stesso numero. Ma i punti  
interni  ad 1" e contenuti  in S sono quelli  forniti  dal l ' interno di I e dal- 
l ' interno del segmento G.~iF), come risulta  dalle definizioni, dal l 'ul t ima 
proposizione del n o 91 e dalla terza del n o 100. Inoltre il punto Q, interno a 
c (n o 81, ul t ima proposizione!, ~ interno ad S (n o 79, penult ima proposizione), 
mentre il punto R appartiene U c (ri o 8i, terza proposizione). Per tanto t(Q} 
interno ad I e t(R) o ~ interno ad I o ~ interno al segmento G~(F). D'altra 
parte i punti di /(X) diversi da t{R} sono interni  ad S,  come segue dalla 
sesta proposizioue del n o 79. Epperb da quanto siamo venuti  dicendo discende 
che:  

Fra  i p~tnti interni a t(),), quelli abbaslanza vicini a t(R) sono interni ad 
I e quelli abbastanza vicini a t(ff(Q)) sono inlerni  a ~(I}, 
l ' interno di ~(I) contenendo peraltro anche il punto t(~(Q)). 

Nelle considerazioni precedenti  ~ implicito che:  
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I pun t i  di t(z) interni ad S sono iute.rni ad [,  mentre tutti i pun t i  di 
t(x) sono interni ad fir, 
tutto eib, perch6 t(z) ~ il sottoarco di c individuato dai pnnti  t{Q)e t(R) e 
perch6 l ']nterno di I* appar t iene  a4 ~2', seeondo l 'ult ima proposizione del n o 90. 

120. - Le eonsidera~ioni dei n i 112 e 113 ci assieurano poi che il secondo 
r isul tato conclusivo sarebbe raggiunto senza bisogno di ipotesi suppletive, 
se t(¢o)appartenesse ad ~2 '~  ~o. Supponiamo pertanto she t(o~) abbia  punti  
in ~ .  

Punt i  siffatti  sarebbero necessar iamente  punt i  di t()~), o di immagini  
di t(k) in potenze della ~, perchd i punti  di t(x), epperb anche quelli  dells  
immagini  di t(x) helle potenze di ~, sono interni ad ~', giusta Ful t ima propo- 
sizione del numero precedente.  

121. - Sia dunque P u n  punto ditt) ,)  interne ad t2. E su t().) scegliamo 
un tal punto P '  ed un tal punto P ' ,  she P '  e p,r st iano su ¢o e the  il 
sottoareo u di t().) individuato da P '  e P "  contenga P nell ' interno e sia 
contenuto nell ' interno di 9 ,  se si prescinde da P '  e P".  La presenza di P '  
e P "  b certa, perch6 ~o contiene tutti  i propri  punt i  di accumulazione, giusta 
quanto si b osservato a suo tempo nel n o 88. 

I punti  P '  e P "  di ¢o sono eer tamente  diversi  da t(R) e da t(~(Q)) perch6 
t(R) e t(~(Q)) sono interni  ad ~2 r, in quanto r ispet t ivamente  punt i  di t(×) 

e di t(~(x)). 
In quanto punti  di t(k) diversi da t(R), i punti P '  e .pr, sono interni  ad 

S ,  secondo la sesta pr0posizione del n o 79, gi~t r icordata.  

122. - E sia u' il sottoarco di tt)~) con gli estremi in t(B) e P ' ;  ed u" 
quello con gti estremi in P "  e t(~(Q)); di guisa che u' ed u" sono disgiunti 
ed hanno r ispet t ivamente  punti  interni ad I e punti  interni a 0(I). 

Giusta la pr ima proposizione del n o 115 s la permutabil i t~ dells potenze 
di t e di ~, ed in quanto sottoarchi di l(~), le curve u' ed u" non intersecano 
nessuna faccia di K provvista  di punti  in comune con immagini di ~ in 
potenze identiche o non identiche di ~.  Ma in quanto sottoarchi di tl)~), le 
curve u' ed u" appar tengono anche ad S .  Dunque  esse hanno una lunghezza 
maggiore di VT3h/2, atteso il lemma del n o 117, applicabi le  na tura lmente  
anehe a ~(I), atteso che ~ ~ una traslazione ordinaria ed ¢o una sua traiettoria. 

Ricordiamo era c h e l a  lunghezza di k ~ minors  di t2h-~ z)k, giusta 
l 'ul t ima proposizione del n o 79, e she pertanto quella  di l().) ~ minors di 
(2h + ~)k ~, giusta l 'ul t ima proposizione del n o 43. 

Di qui e dalle considerazioni precedent i  tragghiamo c h e l a  lunghezza di 

u i~ minors  di 

(2h -}- ~)k 2 - -  V3h  ; 
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e quindi {n o 43, ul t ima proposizione), the  quella di t(u) ~ minore di 

(2h + ~)k ~ -  V 3 h k ,  

eio0 di 

V3h, 

atteso the  z 0 vincolato alla (19), cio0 a]la ~ < V 3 h ( k - 2 +  k -3 - -  2 /V-3) .  
Cib premesso, facciamo qualche altra osservazione. 
In quanto punto di u', il punto P',  che appart iene ad (o, e che 0 interno 

ad S~ non pub appartenere n0 a )~, nO ad immagini  di )~ in potenze non 
identiche di ~, come si 0 gi~t osservato. Dunque, o esso 0 inferno a ~. o 
esso 0 interno a qualche immagine di × in potenze non identiehe di ~.  
E per il punto P "  di u" si presentano circostanze analoghe. 

He segue the  gli estremi t(P') e t (P ' )  di t(u), in quanto interni  ad S ed 
a curve del tipo ~P(t(×)), p essendo qui un intero relativo, sono interni  anche 
ad insiemi del tipo ~P(I), giusta la seconda proposizione de] n o 119. 

Ma in quanto sottoareo di t2()~) la curva t(u), ehe ha una lunghezza 
minore di V3h,  0 contenata  nella striscia S;  e non pub intersecare le facce 
di K provviste di punti  su )~ o su immagini  di )~ in potenze non identiche 
di ~, giusta la prima proposizione del n o 115 e la permutabil i th delle potenze 
di t e di ~.  Atteso il lemma del n o 118 si conclude pertanto t h e :  

Nelle condiz ioni  a t tua l i  la curva t(u) non  interseca to; 
epperb the  : 

Nelle condiz ioni  a t tua l i  essa appar t iene  al campo ~', anz i  all ' intersezione 
di  ~'  e di  Se, epperb anche a quella di  P: e di  S ,  
atteso the  essa appart iene ad S e the  essa contiene punti  interni  ad ~', 
come i punti  t(P') e t(P"),  ehe appartengono a curve del tipo ~(/(x)). 

123. - Risaliamo di nuovo dalla striscia S alla corona cireolare C.  
Aceanto atle curve semplici ed aperte k ed l ,  alla curva semplice e 

ehiusa z ,  

z - ~ k + l ,  

ed alla regione Z racehiusa da z~ consideriamo di nuovo lo curve semplici 
ed aperte 

k~, L, k~, L, 
le curve semplici e ehiuse 

z~(--- t,~ + l~), ~ ( =  k~ + t~), 
nonch~ le regioni 

Z ~ e Z ~ ,  

definite nel n o 110. E indichiamo di nuovo h ,  1, z e Z anche con ko, lo, zo 
e Zo, rispett ivamente.  

RnnaU di Matemativa 43 
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124. - Le  reg ion i  Zo e Z1 c o n t e n g o n o  e n t r a m b e  il ce]atro de l la  co rona  
C ne lF in t e rno .  Per tan~o (~o} la c o m p o n e n t e  non  l imi ta ta  de lF in t e r sez ione  dei  

c o m p l e m e n t a r i  di Zo e Z~ ha  come f r o n t i e r a  u n a  c u r v a  sempl i ce  e chiusa ,  
z* ,  che  b c o n t e n u t a  ne l l a  somma  zo-[ -z~  (e qu ind i  ne t la  co rona  C ) ,  m e n t r e  

la r eg ione  Zo*, r a c c h i u s a  da  zo*, e o n t i e n e  la somma Z o - [ - Z ~ .  

S i a  Po un  pun to  di zo*, E p o n i a mo  P z  -~- t(Po) e P2  ~ t2(Po) ", di gu i sa  ehe  
r i su l t a  a n c h e  p m_ t * ( P o )  e Pz  - ~  t * ( P ~ ) .  

S u p p o n i a m o  d a p p r i m a  t h e  Po a p p a r t e n g a  a zo~ anzi che Po appar-  

t enga  a ko. 
Al lora  la~ a p p a r t i e n e  h~; e come  ta le  esso b in fe rno  a Zo (n o 111~ p r i ma  

propos iz ione) .  Ind i  P~ b i n t e rno  a Z~; e come tale b in fe rno  a Z * .  

S u p p o n i a m o  adesso t h e  Po a p p a r t e n g a  sempre  a zo, ma  che  esso non 

a p p a r t e n g a  a ko. 

Al lora  Po ~ in t e rno  a 1o. E P~, non  a p p a r t e n e n d o  ad lo, che 6 l ibe ra  

ne l la  t ,  epper6  ne l la  t * ,  o a p p a r t i e n e  a ko, o ~ in fe rno  a Zo,  o 6 es te rno  a Zo.  

Se P~ appar~iene  a ko~ P2 a p p a r t i e n e  a k~; e come ta le  ~ in t e rno  a Zo 

(n o 111. p r i m a  propos iz ione) ,  epperb  a Z* .  Se  Pt ~ in fe rno  a Zo: P.~ 6 in fe rno  

a Z~, epperb  a Zd ~. Se P~ b es te rno  a Zo, esso a p p a r t i e n e  ad u n a  c u r v a  u ,  

o, se si p re fe r i sce ,  uo ,  che  p ro v i e n e  da u a a  c u r v a  u qua le  que l l a  i nd iea t a  

con la s tessa  l e t t e ra  nel n ° 122;  e P2, in q u a n t o  p u n t o  di t(uo), ~ in fe rno  

a Zo (n o 122, u l t ima  propos iz ione) ,  epperb  a Z * .  

S u p p o n i a m o  f i n a l m e n t e  che  Po non a p p a r t e n g a  a zo. 

Al lora  esso a p p a r t i e n e  a z~ e non  pub essere  in fe rno  a Zo (atteso che i 

pun t i  i n t e rn i  a Zo sono in t e rn i  anche  a Z*} .  

In  ques t e  eondiz ioni  Po non pub a p p a r t e n e r e  n e m m e n o  a h~, ehe 

in fe rno  a Zo. P e r t a n t o  esso b in fe rno  ad 1~, epperb  a p p a r t i e n e  ad arehi  

qual i  u ,  o, se si p re fe r i sce ,  qual i  uo. Ma a l lo ra  P~ 6 i n t e rno  a Z o ,  e P~  a 

Z~, cio~ a Z:. 
P e r t a n t o  la  e u r v a  zo del la  co rona  C ~ l i be ra  nel q u a d r a t o  di t* ,  epperb  

a n c h e  in que l lo  di t .  Ed  il t e o r e m a  de l la  S A ~ o L I I ~  porge  di nuovo  il 

r i su l t a to  voluto .  

E cosl ~ t e r m i n a t a  anche  la d imos t r az ione  de! secondo t e o r e ma  conclu-  

sivo, que l lo  del  n o 31 (~). 

(s0) Si vegga, per esempio, @. SC0RZA DRAGONI, Qualch~ teorema sul le  eu~.ve di  J o r d a n  
(Rendiconti delFAceademia _N'azionale dei Lincei~ serie 6 a, vol. 23 (1936), pagg. 181-186)~ n. 2. 

(~t) Se nel teorema del n ° 31 si suppongono pri~zi di punti uniti anche t e, t ~ . . . .  , tq, 
si lootr~ sostituire la k -~ + k -3 > 2/ V3  con la k - ~- + k - 3  -~- k - 4  + ... -+- k - q - t  > 2/~/3, meno 
restritti)~a nei riguardi di k ? 
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§ t5.  - U l t i m e  c o n s i d e r a z i o n i .  

125. - L ' i p o t e s i  che  il qu a d ra t o  di t sia pr ivo  di pun t i  uni t i  imped i sce  
di app l i c a r e  il r i su l t a to  del  n o 31 al le  ro taz ioni  del la  c o ro n a  c i r co l a r e  (a t torno 
al p ropr io  cen t ro  e nel  p rop r io  p iano) ,  se l ' ampiezza  de l l ' angolo  del la  rota- 
zione ~ que l la  degli  angol i  p i a t t i !  E sa rebbe  v e r a m e n t e  sg radevo le  se anche  
il t e o r e m a  del  n o 27 non  ci p e r m e t t e s s e  di r i t r o v a r e  t h e  quegl i  au toomeomor -  
f i smi  de l la  co rona  c i rco la re ,  che  sono pr iv i  di pun t i  uni t i ,  che  a p p l i c a n o  le 
due  c i r c o n f e r e n z e  e s t r eme  del la  co rona  c i a sc u n a  su se stessa, e t h e  h a n n o  
come q u a d r a t o  Fident i th ,  sono t opo log i camen te  equ iva l en t i  a ro taz ion i  de l la  
co rona  c i rco ta re ,  con  un ' ampiezza ,  p e r  l ' angolo  de l la  ro tazione,  ugua le  a 
que l la  degl i  angol i  p ia t t i  (22). ~[a f o r t u n a t a m e n t e  non ~ cosi. 

S u o p p o n i a m o  d u n q u e  che  l ' a u t o o m e o m o r f i s m o  t de l la  co rona  c i r co la re  C 
sia p r ivo  di pun t i  uni t i ,  app l i ch i  le due  c i r c o n f e r e n z e  e s t r e me  de l la  co rona  
c i a s c u n a  su se stessa,  ed abbia  come q u a d ra t o  ] ' ident i t~  (23). E mos t r i amo  in tan to  
la presenza ,  ne l l a  corona,  di una  c u rv a  sempl ice  ed a p e r t a  v ,  t h e  un i sca  le 
due  c i r c o n f e r e n z e  e s t r eme  d e l l a  co rona  e che  sia l ibe ra  r i spe t to  a t .  

Nel  fatto,  se una  tal c u r v a  v mancasse ,  ne l la  co rona  sa rebbe ro  p re sen t i  
due cu rve  sempl ic i  ed aper te ,  /~ ed l ,  con gli es t remi ,  e gli e s t remi  soltanto~ 
in comune ,  l i b e r e  r i spe t to  a t e s i f fa t te ,  che la c u r v a  sempl ice  e ch iusa  
k Jr 1, d ic i amola  di nuovo  z ,  aggir i  il cen t ro  de l ia  co rona  e non  i n c o n t r i  
t(k), o p p u r e  t-~(k). E prev io  uno  scambio  even tua l e  di uff ic i  f ra  t e t -~,  
non  sa rebbe  r e s t r i t t i vo  s u p p o r r e  vuo ta  t ' i n t e r sez ione  di :,. e t(k). Al lo ra  t(k) 
o sa rebbe  c o n t e n u t a  ne l l ' i n t e rn o  del la  r eg ione  Z c o n t o r n a t a  da  z ,  o sa rebbe  
c o n t e n u t a  ne l l ' e s t e rno  di Z .  E t t l)  non so l tan to  non av rebbe  pun t i  su l ,  ma 
non  po t r ebbe  ave rne  n e m m e n o  su k ,  perch~ t p o r t e r e b b e  gli even tua l i  pun t i  
comun i  a t(l~ ed a k in pun t i  di 1, cio~ di z ,  ed in pun t i  di t(k), cio~ in 
pun t i  che  non  a p p a r t e r r e b b e r o  a z .  Ind i  z sa rebbe  l ibe ra  ne l la  t .  E t{z) ,  

agg i rando  anch ' e s sa  il cen t ro  del la  corona ,  s e p a r e r e b b e  z da t~(z), t h e  inveee  
coinc ide  con z .  Cosa assurda .  

(2~) La eircostan~a ~ praticamente nora. Si vegga in proposito : B.v. K ~ J ~ T S .  Uebex 
die periodischeu transformationen der Kreisscheibe und der Kugelfl~che (Mathematische 
Annalen, vol. 80 (1919), pagg. 36-38}; L.E.5. BROUWER, Ueber die periodische~ Transforma. 
tionen der Kugel (ibidem, pagg. 39-21); S. EILENBERG, SUr les transfo~'mations pdriodiques 
de la surface de sphdre (Pundamenta mathematicae~ voL 22 (193~), pagg. 28-4[); B.v. 
K_ER:EKJ£RT~, Ergd.n~ung zu meinem Auf~atz: Topologische Cha~'aktevisierung dcr ~invarvn 
Abbildungen (A.eta litteraram ae seientiarum del]'Universith di Szeged, "col. VI I  (1934-35) 
loagg. 58-59). 

(~s) I ~eoremi ricorda~i nella precedente nora a pib di pagina permetterebb~ro di rieono. 
scere, che in queste condizioni la maneanza di punti uniti ~ una conseguenza delle altre 
ipotesi (a meno c h e t  non si riduea all'identith). 
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La presenza della curva semplice ed aperta  v ,  l ibera rispetto a t .  
dimostrata.  Ed alla curva  v si pub imporre di avere soltanto gli estremi in 
comune con le due eirconferenze estreme della corona, uno sulla minore e 
l 'altro sulla maggiore. 

Le due regioni in cui C ~ divisa d a v  e t(o) si possono porte  in corri- 
spondenza topologica con te due regioni in cui una corona circolare C' 
divisa da due raggi d iametra lmente  opposti, una, C1, delle prime andando 
in una, C'1, delle seeonde, e l 'altra, (::2, nelFaltra C'~ (24). Anzi, atteso ohe 
il quadra te  di t ~ l'identitfi,, si pub  ovviamente ottenere ehe il punto 
eorrente P di C1 ed il sue trasformato t (P) ,  che deserive C2, siano rispetti- 
vamente  associati a punti  di C'1 e C'~ diametralmente  opposti. E di qui 
facile t rarre  la conclusione desiderata. 

(~4) Si vegga, per esempio~ B, v. KER'EK/rJ~RT6. Vorlesungen i~ber Topologie (Springer~ 
Berlino, 1923), cap. 2~ § 2. 


