Il teorema di rotocontrazione per una classe
di autoomeomorfismi della corona circolare.

Memoria di G1usePrE Scorza Draconi (a2 Roma)

sunto. - In questa Memoria sono ripresi in esame quegli autoomeomorfismi di una corona
circolare, che non ammettono punii uniti e che applicano le due circonferenze estreme
ciascuna sw se stessa. Per questi autoomeomorfismi viene indicala una notevole precisa-
zione di wn risultafo recente; e per quelli, che non hanno punti wnifi nemmeno nei
rispettivi guadrali, e che soddisfanwno, insieme coi loro inversi, ed in una certa meilricas
a wna condizione lipschitziana opportuna, sard indicato un risultato forse definitivo.
Maggiori particolari si possono trovare nella prefazione, che naturalmente costituisce il
vero riassunio della Memoria.

In questa Memoria, redatta in gunisa da essere intesa anche senza una
conoscenza approfondita della letteratura sall’argomento (*), riprendo in esame
quegli antoomeomorfismi di una corona circolare, che non ammettono punti
uniti e che applicano le due circonferenze estreme della corona ciascuna su
se stessa.

Per questi autoomeomorfismi fornird una notevole precisazione di un
mio risultato recente (*j (n°® 27). E per quelli, che non hanno punti uniti
nemmeno nei rispettivi quadrati e che per di pitt soddisfanno, insieme coi
loro inversi, ed in una certa metrica, ad una condizione lipschitziana oppor-
tuna, giungerd ad un risultato forse definitivo (n® 31).

Parliamo prima, nella corona, degli autoomeomorfismi che non ammettono
punti uniti e che applicano le due circonferenze estreme ciascuna su se stessa.

Secondo quella precisazione, in ogni tal autoomeomorfismo della corona,
¢ sempre presente, nella corona, almeno una curva semplice ed aperta che
unisca le due circonferenze estreme della corona e che sia priva di punti in
comune con la propria immagine nell’autoomeomorfismo; oppure almeno una
curva semplice e chiusa, che aggiri il centro della corona e che, se non &
priva essa stessa di punti in comune con la propria immagine nell’autoomeo-
morfismo, si possa spezzare in due archi siffatti, che uno di essi sia privo
di punti in comune con la propria immagine nell’autoomeomorfismo ed abbia
un diametro minore di un numero positivo prefissato, e che Paltro sia privo
di punti in comune con la propria immagine nell’antoomeomorfismo e non

{!) E condotta a termine nell’ambito dell’ attivita dell’ Istituto nazionale di alta matematica.

(?} Contenuto nella mia Memoria Sugli autoomeomorfismi di wna corona circolare privi
di punti wniti (Rendiconti del Seminario Matematico dell’ University di Padova, vol. XXXIII
(1968}, pagg. 1-32).
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incontri nemmeno 'immagine, nell’antoomeomorfismo o nell’antoomeomorfismo
inverso, di tutta la curva semplice e chiusa. Nell’ulfimo softocaso, la curva
semplice e chiusa dipende eventualmente dalla scelta di quel numero positivo;
e quel diametro pofrd essere calcolato nella metrica euclidea.

Parliamo ora, nella corona, degli autoomeomorfismi che soddisfanno anche
a quelle altre condizioni.

Secondo quel risultato definitivo, ogni tal auntoomeomorfismo ammette
sempre, come priva di punti in comune con la propria immagine, almeno
una carva semplice e aperta, che congiunga le due circonferenze estreme
della corona, oppure almeno una curva semplice e chiusa, che aggiri il centro
della coroma. Nel primo caso, i due campi individuati nella corona dalla
carva aperta e dalla sua immagine si possono interpretare, diciamo come
campi di rolazione per Pautoomeomorfismo indotto sulla ricovrente semplice-
mente connessa della corona circolare. Nel secondo caso, la curva aggira la
propria immagine, o ne & aggirata; ed il campo individuato dalla curva
chinsa e dall’immagine si pud interpretare come un campo di contrazione
per Pautoomeomorfismo assegnato, o per il rispettivo inverso. Ma non voglio
insistere su queste considerazioni presso che ovvie. Qui desidero piuttosto
osservare un’altra cosa. In quella tal condizione lipschitziana, la distanza
fra due punti trasformati non potrd mai superare quella fra i rispettivi
trasformandi moltiplicata per un coefficiente numerico, %, vincolato alla
k% 4+ E—*> 2/V3; questo tanto per l'antoomeomorfismo assegnato, quanto
per il rispettivo inverso. Il vincolo rappresentato dalla k~*+ k"> 2/V38, che
& soddisfatto per k=16/6 e che implica per esempio la k <5/4, & imposto
dalla costruzione. E pud darsi che basti cambiare questa per attennare quello.
Ma sarebbe certamente piti interessante vedere cosa significhi, per un autoo-
meomorfismo della corona circolare, essere topologicamente equivalente ad
uno che (applichi le due circonferenze estreme della corona ciascuna su. se
stessa e che) soddisfacecia, insieme coll'inverso, a quella tal condizione lip-
schitziana.

§ 1. - Traslazioni piane generalizzate.

1. - In questo paragrafo, e nei tre successivi, ricorderd, insieme con le
definizioni necessarie per intenderli, alcuni risultati sulle iraslazioni piane
generalizeate, ciod su quelle applicazioni topologiche del piano reale euclideo
ambiente su se stesso, che conservano il senso delle rotazioni e che non
ammettono punti uniti (3.

(3) Per le indicazioni bibliografiche rimando alla mia Memovia A proposito degli auto
omeomorfismi del cerchio dotati di un punifo unito solo (Rendiconti del Seminario Mafema
tico dell’ Universita di Padova, vol. XXXIII (1963), pagg. 332-406).
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2. - Lo spazio ambiente, al quale apparterranno ftutti i punti, le curve,
le linee, le semilinee e le superficie che avremo occasione di considerare,
sia dunque il piano reale euclideo. E sia ¢ una traslazione piana generalizzata.

Un arco di traslazione, relativo a {, ® una curva semplice ed aperta, che
ha in comune con la propria immagine, nella #, soltanto un punto, estremo
sia per la curva oggettiva, sia per 'immagine. Ovvio cosa si debba intendere
per segmenti di traslazione, relativi a f.

A proposito degli archi di traslazione relativi a ¢ & noto che:

Una curva semplice ed aperia, la quale abbia almeno uno dei due estremi
immagine dell’allro nella i, e la quale abbia in comune con la propria imma-
gine nella ¢ soltanto estremi, suoi o dellimmagine, & addirittura un arco di
traslazione nello §.

Se @ & un arco di traslazione nella £, la curva « ha in comune soltanto
un punto anche con ¢~*«), il significato di #~*(«) essendo dato dalla solita
convenzione. H questo punto comune & un estremo di «, nonchd di ¢—(«).
Dettolo 4, Valtro estremo di « & dato da #(4). Il punto 4 & Vorigine di «,
e {{A) ne & il fermine, sempre con riferimento a f, naturalmente.

Su «, il verso che porta dall’origine al termine sard assunto come
positivo; e quello che porta dal termine all’origine, come negativo. E quando
useremo, a proposito di «, frasi implicanti un ordinamento dei suoi punti,
ci riferiremo sempre all’ordinamento indotto dal suo verso positivo.

Se si scambiano gli uffici di ¢ e ¢*, 'arco o & sempre un arco di tra-
slazione ; ma la sua origine diventa il suo termine; e il suo termine diventa
la sua origine; ecc. In linea di massima non insisteremo pit su osservazioni
del genere.

Fermo il significato di «, le immagini di « nelle diverse potenze della
¢ porgono, complessivamente, la fraietioria, n(x),

m(o) = ... 4 7o) + & + o) + ...,

generata da o mnella f. Di guisa che =(x) appare anche come la traiettoria
generata da « nella .

3. - A proposito degli archi di traslazione relativi a ¢ e delle rispettive
traiettorie, & noto che ogni punto del piano appartiene ad infiniti archi
siffatti, e quindi ad infinite traiettorie. B di qui, e dalla circostanza che:

Le traieltorie delle traslazioni pione generalizzate somo linee semplici e
aperte,
cioé immagini biunivoche e continue delle rette reali euclidee, si deduce
subito che:

Insieme con t, son traslazioni piane generalizzate anche 2 e -2 e {—% ..
e non soltanto t—*;
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epperd, che ogni potenza di ¢ individua il proprio esponente; ed in partico-
lare, che # & Vunica potenza di { ugunale all’identita.

Ed ormai & ovvio che, su ogni fraiettoria (della f), ogni punto della
traietforia individua, insieme con la propria immagine, un arco di traslazione,
atto a generare la traieftoria.

Il penultimo teorema si pud precisare, nel senso che:

Le traiettorie delle traslazioni piane gewneralizzate sono immaginé biuni-
voche e bicontinue delle rette reali euclidee ;
vale a dire, che una traiettoria non pud mai riavvicinarsi indefinitamente ad
una posizione per la quale sia gid passata.

4. ~ Premesso che un insieme di punti del piano & libero nella ¢, se
non ha punti in comune con la propria immagine nella ¢, rammentiamo
come nello stesso ordine di idee del primo teorema del numero precedente
rientrino tanto la circostanza che :

Una curva semplice e aperta, che sia libera wnelln t, & libera anche in
tutte le potenze di t diverse dall’identiia ;
quanto quella che:

Un insieme internamente connesso D di punti del piano é libero nelle
potenze di ¢ diverse da t e dalla sua inversa, nonché dall'identita, se linterno
di D non contiene nessun punto interno a D), vale a dire, se Vinterno di D
non contiene nessun punto interno a t~(D).

A chiarimento di quest’ultimo enunciato ricordiamo che Vinferno dell’in-
sieme D & Vinsieme dei punti interni a D (e questo anche se D non & inter-
namente connesso); o che D & infernamente connesso, se due punti di D si
possono sempre congiungere, qualunque essi siano, con archi semplici che
siano contenuti, a meno eventualmente degli estremi, nell’interno di D.

E cogliamo Voceasione per avvertire che V'interno di una curva semplice
ed aperta & peraltro formato dai punti della curva diversi dagli estremi, in
armonia con la circostanza, che per la curva si parla dei punti diversi dagli
estremi come dei punti interni alla curva.

5. — Sia = una traiettoria della ¢. L’jusieme dei punti che son d’accu-
mulazione per =, e che non appartengono a =, & chiuso, in conformita del-
Pultimo teorema del n® 3, anche se non & vuoto; epperd esso divide il piano
in uno o pin insiemi aperti connessi e non vuoti, cioé in uno o pilt campi.
E = appartiene ad uno di questi campi. Angzi:

La traiettoria = divide il campo che la contiene in aliri due campi
disgiunti, i quali hanno entrambi = come linea di frontiera,

o forniscono i due campi adiacenti a =. Queste circostanze, e 'ultima propo-
sizione del n° 3, ci autorizzano a parlare, in un significato ovvio, delle due
bande di =.
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La traiettoria = non esaurisce sempre la frontiera dei propri campi
adiacenti. Cid non osfante:

I punti che non appariengono alla traielforia © e che possono esser unili
a © mediante curve semplici ed aperte avenli su = soltanto un estremo, si
distribuiscono appunto nei due campi adiacenti alla traietioria, esaurendoli.

Dopo di ¢id, per comprendere che:

Ciascun punto dei due campi adiacenti a © pud esser congiunio con tutti
i punti di = mediante curve semplici ed aperte avenli su = soltanio un punio,
e precisamente soltanio un esiremo,
basta ricordare di nuovo l'ultima proposizione del n° 3. Invece la definizione
istessa di traiettoria implica che:

Le traiettorie della solita traslazione piana generalizzate t son invarianti
nella i,
invarianti in quanto insiemi, naturalmente. E di qui si trae subito che:

Insiemi invarianti nella t son anche i singoli campi adiacenti alle diverse
traiettorie della t;

nel fatto, si rammenti che le traslazioni piane generalizzate conservano il
senso delle rotazioni.

6. - Secondo il lemma fondamentale sulle traiettorie delle traslazioni
piane generalizzate :

Una curva semplice ed aperia incontra, anzi taglia, la propria immagine
nella traslazione piana generalizeata t, se gli estremi della curva semplice ed
aperta staccano, su qualche traietioria delln ¢, uwm arco, il quale abbia in
comune con o curva semplice ed aperta soltanio gli esiremi e contenga nel
proprio inlerno archi di trasiazione della t,
vale a dire, se si preferisce:

Una curva semplice e aperta taglia la propria immagine nella traslazione
piana generalizzata ¢, se esiste un tal arco o, di traslazione di t, che la curva
incontri tanto i7Ha) + i%a) + ..., quanto Ha) + )+ ..., ma non contenga
nessun punto di «, eccezion fatta, al massimo, per uno solo degli estremi di o.

E chiudiamo questo paragrafo fissando esplicitamente una convenzione
discorsiva: talvolta, per esprimere che l'intersezione di certi insiemi non &
vuota, invece di dire che questi insiemi si incontrano, diremo anche che essi
si dintersecamo. In particolare, due curve che si tocchino in un punto, si
intersecano senz’altro, anche se non si tagliano nemmeno altrove.

§ 2. - Suddivisioni simpliciali privilegiate.
7. - In questo e nei due paragrafi successivi riassumeremo la teoria

delle suddivisioni simpliciali privilegiate rispetto ad una traslazione piana
generalizzata. 1/esposizione riproduce, con qualche modifica e qualche sop-
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pressione, quella sviluppata nella seconda delle mie Memorie citate (§§ 3, 4
e D); peraltro, i riferimenti particolari saranno di massima taciuti, come
saranno di massima taciufi anche i riferimenti che potrebbero farsi in seguito.

Nel piano, una suddivisione simpliciale K & privilegiata rispetto alla
traslazione generalizzata ¢ (e quindi anche rispetto alla traslazione generaliz-
zata 1='), se la stella corrente di K & libera nella ¢ (e quindi anche nella 7).
La stella corrente di K & intesa qui come la somma di tutte le facce di K
con un vertice nel centro della stella, fornito naturalmente dal vertice corrente
di K'; ma falvolta sard identificata con il complesso simpliciale delle facce,
dei lati e dei vertici che concorrono a formarla,

Naturalmente :

Un punto e lo sua immagine nella iraslazione piana generalizzaia t non
possono appartenere mai ad una medesima stella di una suddivisione simpli-
ciale privilegiata vrispetio a i;

e non possono appartenere mai, a foriiori, nemmeno ad una medesima faccia
di una tal suddivisione.

8. ~ Nel piano, la presenza di suddivisioni simpliciali privilegiate rispetto
ad una traslazione generalizzata ¢ si dimostra abbastanza facilmente anche
nel caso generale (*).

Peraltro, per gli scopi di questa Memoria & sufficiente supporre che la
traslazione piana generalizzata { sia uniformemente continua, insieme con {7,
ed ammetta un numero positivo come estremo inferiore delle distanze dei
punti del piano dalle rispettive immagini (nella ¢ e quindi anche nella £7).
Ed in queste condizioni quella tal presenza & ovvia. Anzi in queste condizioni
& ovvio che la suddivisione simpliciale K del piano & privilegiata rispetto
a t, se essa & equilatera, ciod se essa possiede soltanto facce equilatere, e
se la lunghezza comune dei lati di K & abbastanza piccola.

Le suddivisioni simpliciali di una suddivisione simpliciale privilegiata
rispetto a #, sono privilegiate anch’esse rispeito a ¢; la cosa & evidente.

9, - Sia sempre { una traslazione piana generalizzata; e K una suddi-
visione simpliciale del piano, privilegiata vispetio a ¢.

Allora un arco (un segmento), che sia di traslazione per ¢ e che si
presenti come somma di lati di K, ¢ un arco (un segmento) elementare di
traslazione, con riferimento a ¢ ed a K naturalmente.

La terminologia si pud utilizzare anche per archi (e segmenti), che non
siano di traslazione rispetto a . Cosi parleremo di archi (e di segmenti)
elementari rispetto a K, secondo espressioni ormai ovvie nel loro significato.

(%) Si vegga, per esempio, la Memoria citata in (%); e precisamente se ne vegga il n® 24,
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E parleremo altresi di poligonali (e di spezzate) elemenlari rispetto a K, il
significato delle espressioni essendo sempre ovvio, ma con 'avvertenza che
useremo la terminologia soltanto per poligonali (e spezszate) semplici.

In conformith di ¢id, diremo elementfari, rispetto a K, tutti quei poligoni
(poligoni, nel senso di superficie poligonali), che siano contornati da poligo-
nali elementari rispetto a K ; cioé tuifi quei poligoni che si presentino come
somme di facce di K e che siano contornati da poligonali semplici e chiuse.

10. - Ferme le ipotesi e le notazioni del numero precedente, sia «, un
arco di traslazione della ¢, elementare rispetto a K, con DPorigine nel punto
A,, e quindi il termine nel punfo #{4,). Allora & manifesto che :

Nelle ipotesi attuali, nessuno dei punti inlerni ad «, pud essere interno
a gqualche faccia di K ;

e basta ricordare la proposizione del n° 7 per riconoscere che:
Nelle ipotesi attuali, K possiede almeno due wvertici nell'interno di O .

11. - Ferme le notazioni attuali, gli estremi di «, ed i vertici di K
interni ad «, determinano una suddivisione simpliciale di «,, quella, a,, che
sard ricordata come la suddivisione simpliciale subordinata da K su a,.
I vertici ed i lati di a, sono vertici e lati di K. La proposizione precedente
diventa :

La suddivisione simpliciale a, possiede, complessivamenle, almeno tre lati ;
e possiede, nell'interno di a,, almeno due vertici.

Se si percorre «, nel verso positivo, cioé da 4, a #4,), i vertici ed i
lati di a, si incontrano in un certo ordine. Al quale ci riferiamo sempre,
anche se non lo avvertiremo esplicitamente, ogni volta che per questi vertici
e per questi lati useremo locuzioni implicanti un concetto di ordinamento
(la convenzione richiedendo peraltro che si sia fissata chiaramente {, quel-
Vordine mutandosi nel suo opposto, se si scambiano gli uffici di ¢ e ).

11 primo lato di @, ha un estremo in 4,; e Pultimo ne ha uno in (4.
Tutti gli altri lati di a, sono contenuti nell’interno di «,; e formano il sot-
toarco essenziale di a,, con riferimento a K naturalmente. L’origine di «,
appartiene solfanto al primo lato di @,; ed il termine soltanto all’ultimo.
Ogni vertice di g, interno ad o, appartiene a due lati di a,, e soltanto a due.

12, - Sia V, un vertice di @, interno ad %oy © W, sia la stella di K col
centro nel punto V,. Allora @, divide W, in due poligoni, che saranno i
poligoni di W, individuati da .

A proposito di questi poligoni & ovvio che:

Nessuno di essi pud contenere punti di «, nel proprio interno ;
ed & nofo che:

Annali di Malematiocs
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Nessuno di essi pud iniersecare simullaneamente & o) -+ (e} | ...
e too) + o) + ...,
come si potrebbe dedurre peraltro subito dall’ultima proposizione del n° 6.
Rispetto a K, i poligoni di W, individuati da «, sono elementari.

13. - Sia adesso w, la traiettoria generata da «, (nella {); siano I, e II;
i due campi adiacenti a m,; e sia s uno dei lati della suddivisione a,.

Allora s appartiene a due facce sole di K, diciamole & e 3%.

Le facce & e 3* sono adiacenti ad «,, lungo s. K parleremo di s come
di un lato di adiacenza, tanto per «, e 3, quanto per a, e &*.

Non & restrittivo supporre che & sia rivolta verso II,, lungo s; dopo di
che &* sard rivolia verso II;, lungo s. Il significato di queste ultime frasi &
evidente ; e sarebbe facile precisarlo con tutto rigore.

Se sono presenti, per & ed «,, due lati di adiacenza, lungo di essi 3 &
sempre rivolla verso la stessa banda di «,; analogamente per &*, in circo-
stanze analoghe.

Ogni faccia di K sard considerata altresi come adiacente a ciascuno dei
propri lati.

14. - Sia di nuovo V, un vertice di o, interno ad o,; ¢ W, la stella di
K col centro in V,. E fissiamo la nostra attenzione, per esempio, sul ecampo II,.

Le facce, adiacenti ad 2, lungo i lati di @, uscenti da V,, e rivolte verso
I, lungo questi lati di adiacenza, possono coincidere (in una sola), oppur no
(nel qual caso sono soltanto due). Ebbene:

Anche in questo secondo caso, quelle facce sono conlenute in uno medesimo
dei poligoni di W, individuati da «,;
e precisamente in quello rivolfo verso II, nel punto V,; cioé in quello siffatto,
che i sunoi punti interni stiano in I, se sono abbastanza vicini a V,.

§ 3. - Facce e lati di prima e seconda categoria ;
facee e lati eccezionali.

15, - Ferme le ipotesi e le notazioni introdotte nel paragrafo precedente,
consideriamo di nuovo un lato, s, di a,. E sia di nuovo & la faccia di K
adiacente ad «, lungo s, rivolta verso I, lungo s.

Noi diremo che s & di prima calegoria, per a, e II, (per a, e Il), se &
incontra #—%(a); che s & di seconda categoria, per a, e I, (per ao e 1L;), se &
incontra #(x,); che s & eccezionale, per «, e II, {per a, e Ily), se & non incontra
n® #~Ya), n& #a). E la terminologia si trasporta subito da s a 2; di guisa
che anche & o & di prima calegoria, o & di seconda categoria, o & eccezionale,
per %, e II, (per a, e IIy), il tutto con riferimento a ¢ ed a K, naturalmente.
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Il riferimento a ¢ essendo sempre tacito, & ovvio che:

Una faccia di K (un lato di a.), eccezionale per o, e Il,, non pud essere
né di prima, né di seconda categorio ;
ma dalla seconda proposizione del n® 12 si deduce subito che:

Quelle facce di K, epperd anche quei lati di a,, che son di prima (seconda)
calegoria per o, e Il,, non possono esserlo di seconda (prima).

Unita alla proposizione del n° 14, la seconda proposizione del n® 12
porge altresi che:

Due lati consecutivi di a, non possono essere, per oy ¢ Il,, uno di prima
e Ualtro di seconda caltegoria, la categoria potendo quindi cambiare soltanto
se st passa per laté eccezionali;
e dopo ¢id basta osservare che:

Il primo e Vultimo lato di a, son rispettivamente di prima e di seconda
calegoria, per a, e Il,;
per dedurre che:

In a, (in K) vi son sempre lati (facce) eccezionali per a, e 1l,.

Accanto alla penultima proposizione rammentiamo che :

Il sottoarco essenziale di «, contiene twiti i lati di a, eccezionali per
a, (e 1), anei contiene tutte le intersezioni di o, con le facce di K eccezionali
per a, (e Iy);
e dopo di aver ricordato anche che:

Quei lati di a, che ne precedono (seguono) uno di prima (seconda) categoria,
per =, e Il,, non possono essere di seconda (prima) categoria, per o, ¢ II,;
chindiamo questo numero osservando che, se si scambiano gli uffici di ¢ e {2
gli elementi di prima categoria si scambiano con quelli di seconda, mentre
gli elementi eccezionali restano eccezionali.

16. - Ferme le solite ipotesi, e le solite notazioni, e ricordato in parti-
colare che II; & V'altro campo adiacente alla traiettoria m, generata dall’arco
elementare «,, sia 8, una facoia di K, con i vertici nei punti P, @, ed R,,
eccezionale, nella £, per o, e TI,.

Ed i nomi dei vertici di 5, siano stati scelti in tal gunisa, che P, sia il
primo e @, P'ultimo dei punti comuni ad 2, e 3,. Allora P, e Q, sono conte-
nuti nel sottoarco essevziale di a,, mentre K, o & esterno ad %, 0 & contenuto
anche lui nel sottoarco essenziale di «,.

Tanto nel primo quanto nel secondo caso indichiamo con ¢; il sottoarco
di o, individuato da 4, e P,, con ¢ quello individuato da By e O, e con
o quello individuato da @, e #4,). Allora $F &, in 2, la minima sottopo-
ligonale che contenga Vintersezione di «, e 8.

Nel primo caso poniamo poi ¢ = PRy 4 R,Q,; e nel secondo ¢, = P,Q,.
Allora ¢, & quella, delle poligonali individuate da P, e ¢, sul contorno
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di 5, che ha soltanto gli estremi su =, {’altra avendo su «, almeno tuibo
un lato di &,}.

Ferme queste posizioni, rammentiamo che i punti interni a ¢, sono
interni a Il;; anzi, che:

I punti di 8, esterni al sotloarco essenziale di «,, cioé ¢ punit di 3, esterni
ad o, (fra i quali compaiono appunio anche quelli interni o .}, sono
interni a 11, ;

e ricordiamo altresi che:

Tutti i lati di a, contenuti in $; sono eccezionali per «, e Il,,
come seguirebbe dalla circostanza che futti i punti del poligono elementare
contornato dalla poligonale semplice e chiusa ¢, - ¢, esterni a ¢, sono
interni anch’essi a II,.

17. - Consideriamo adesso la curva semplice ed aperta «; definita dalla
posizione o, = $o + : + ¥y ; consideriamo ciod la curva semplice ed aperta
ay ottenuta sostituendo ¢, in «, mediante ¢,. In queste condizioni & noto,
e peraltro & ovvio, che:

Anche o, ¢ un arco di traslazione della i, elemeniare rispetio o K;

e dopo di cid, nella definizione istessa di «, & implicito che:

Gli archi a, ed a, hanno la. stessa origine, A,, e lo stesso termine, {(4,);
anzi che:

Il primo e Uultimo lato di a, coincidono, rispetlivamenle, col primo e
Vultimo lato di a,,
se a, & la suddivisione simpliciale subordinata da K su «,. E la prima pro-
posizione del numero precedente porge che:

I punti di o, esterni ad o, sono interni a Hg;
mentre ultima di quello stesso numero da che:

In a, si ritrovano tutti quei lati di a, che erano di prima o di seconda
categoria per o, e I, .

Nella definizione di «, & altresi implicifo che:

Quei loti di ay, che non compaiono fra i lati di a,, compaiono fra i lati
di 8.

Diremo che o, si oftiene da «, wmediante aggiunzione della faccia &1,
eccezionale per a, e Il,; e che ¢, & la poligonale soppressa, nell’aggiunzione,
e quella aggiunte. B rammenteremo di nuovo che la poligonale soppressa
8, in %,, la minima sottopoligonale che contenga l'intersezione di %, e 3;; e
che la poligonale aggiunta & formata da uno o da due lati di 3,.

18. - Indichiamo con =, la traiettoria generata da o, nella ¢. Allora,
dalla quarta proposizione del n° 17 si deduce facilmente che:

La traiettoria w, appartiene completamente a I, 4 m,;
ma & altresl noto che i punti interni a ¢; sono interni ad un medesimo
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campo adiacente a. m;; anzi, se II; & quel campo adiacente a =, che contiene
Vinterno di ¢g, & noto, pitt generalmente, che:

I punti di 8, eslerni al sotioarco essewziale di a,, cioé ¢ punli di 3,
esterni ad o, (fra i qguali compaiono appunto anche quelli inferni a ), sono
interni o I,

In quest’ultima proposizione & implicito che :

La traiettoria w, é contenuta in I -+ m,;
inoltre & noto che:

Nelle condizioni attuali, il campo 11, conliene il campo II,, ed il campo

1 contiene il campo 1l;;
epperd che:

In K, le facce adiacenti ai lati comuni di a, ed a, e rivolte, lungo questi
lati comuni, verso 1, (verso IIi), sono rivolle, lungo questi lati comuni, anche
verso Iy (verso I1i); quelle rivolte verso II, (verso Ili), sono rivolte anche wverso
I, (verso IIj).

19. - Proseguendo in questa rapida rassegna di risultati, ricordiamo
adesso che:

Ogni eventuale lato di K, comune ad a, ed a, ed eccezionale per x, e 1l,,
¢ eccezionale anche per o, e 1,;
che:

In K, ogni eventuale lato comune ad a, e ad una faccia eccezionale per
a, e I, appartiene anche ad a,;
e che, pertanto:

In K, quelle facce, che sono eccezionali per «, e 11, e che hanno dei lati
su «,, sono eccezionali anche per o, ¢ U,

Dopo di cid, la penultima proposizione del n° 17 si pud precisare, nel
senso che:

Tutti quei lati di a,, che non somo eccezionali per a, e Il,, compaiono
anche in a; e vi compaiono come lati non eccesionali per o, e II,;
anzi la precisazione potrebbe essere proseguita, fino a riconoscere che i lati
di @, di prima (seconda) categoria per a«, e II, son di prima {seconda) cate-
goria anche per «, o II,.

0. - Su a, consideriamo l'ultimo lato di prima categoria, per o, e II,,
ed il primo di seconda, con riferimento a ¢ naturalmente. Quel lato precede
questo, a norma dell’ultima proposizione del n° 15. Quel lato e questo non
possono essere consecutivi, a norma della terza proposizione dello stesso
numero. Sicché su a, vi son lati che seguono tutti quelﬁ di prima categoria,
per o, e Il,, e precedono tutti quelli di seconda. Fssi sono ovviamente ecce-
zionali per a, e II,, rispetto a ¢. Li diremo eccezionali in senso stretto, o
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sirettamente eccezionali, per 2, e II,, il tutto sempre con riferimento a ¢
(nonché a K). Riassumendo:

Vi son sempre lati di a,, sirettamente eccezionali per a2, e I, ¢ lati
streftamente eccezionali essendo anche eccezionali ;
inoltre :

I lati di o, streftamente eccezionali per o, e I, costituiscono una suddivi-
sione simpliciale di un softoarco non nullo e non degenere di a,;
e precisamente del sottoarco stretfamente eccezionale di «,, relativo (a {, a
K ed) a II,.

§ 4. - Catene eecezionali.

21. - Ferme naturalmente restando le solite ipotesi e le solite conven-
zioni, sia addesso A,,,

1 Ay == {81, v, B,

una catena di K, ciod una m-pla ordinata di facce 3,, ..., 3, di K, m essendo
qui un numero intero e pesitivo.

Noi diremo che una tal m-pla ordinata & una calena eccezionale per «,
e II, (rispetto a ¢ e K}, e che m & la sua lunghezza, se 3, & eccezionale per
Parco elementare di traslazione «, e per il campo II, adiacente alla traiet-
toria m,, generata da «,; se 3, & eccezionale per «; e II;, qualora o, sia
Varco elementare di traslazione ottenuto aggiungendo 3; ad x,. e II; sia quel
campo adiacente alla traiettoria =, generata da «;, che non contiene nessun
punto di &;; se &; & eccezionale per o, e Il;, qualora a, sia...; e, finalmente,
se 5, & eccezionale per au.; e Il,_,, qualora a,_, sia Parco elementare di
traslazione ottenuto aggiungendo 8,_; ad o,  I,_, sia quel campo adia-
conte alla traiettoria m,_,, generata da a,._,, che non contiene nessun punto
di By -

Dopo di che «,, sard quell’arco elementare di traslazione che si ottiene
aggiungendo 3, ad ,_;; e w, sard la fraiettoria generata da a,; e 1L, il
campo adiacente a =, privo di punti in comune con 3, .

Naturalmente I, II;, ..., II,, saranno i campi rispettivamente adiacenti
& My, Ty, e, T © rispettivamente diversi da II,, I, ..., 1I,,.

Naturalmente anche a, riavra il solito significato; ed ovviamente analogo
al suo sarda il significato di @y, .., @m. Dopo di cid si potrd anche dire
che la catena (1) & eccezionale per a, e 1l,.

E si dira altresi che a,, si ottiene da «, mediante 1'aggiunzione di Ay .

Spesso lo stesso simbolo A,, che denota la catena (1) sara utilizzato anche
per indicare la somma di %, .., %u, in quanto insiemi di punti. Inolfre i
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lati ed 1 vertici di 3,, ..., 3,, porgeranno anche i lati ed i vertici di A,, in

quanto catena; e si parlerd di %, ..., 3, anche come delle facce di 4,,, in
quanto catena.

22. -~ Se ci si limita, eventualmente, alle catene di lunghezza unitaria,
la quinta proposizione del n° 15 porge subito che:

In K, lo presenza di catene eccezionali per o, e I, é certa;

e dopo di ¢id, ormai, & ovvio anche che:

In K, la lunghezza per una catena eccezionale relativa ad «, e T, si puo
prefissare ad arbiirio,
attesa la possibilitdh di iterare indefinitamente l'aggiunzione di facce ecce-
zionali.

Formuliamo esplicitamente altre due osservazioni, introducendo qualche
simbolo ovvio nel significato. Precisamente :

Se ~(51, ey Bp) & una catena eccezionale per-«, e Iy e (8,04, ..., 8,4,) & una
catena eccezionale per a, e Il,, la catena (3, ..,8,.,) & eccezionale per o, e
I, e Vaggivnsione di (3., ..., 8,.,) ad «, poria agli stessi risultati finali del-
Vaggiunzione di (8yys, ..., 8yqy) ad ay;
inoltre :

Se la calena (3, ..., 8,.,) é eccezionale per a, e 1l,, la catena (3,, ..., Bp)
¢ eccezionale per a, e Il e la catena (Byiq, ..., Spiq) 10 ¢ per a, e I1,;

e si tratta veramente di circostanze che non hanno bisogno di dimostrazione,

per poco che si rammentino le definizioni e si intenda rettamente il signifi-
cato dei simboli.

23 - Posto che la (1) sia una catena eccezionale per o, e II,, e ferme
restando le altre convenzioni, rammentiamo che :

Se p é un numero intero, positivo o nullo, minore di m, la spexzata a,
e la faccia di 3,., hanno in comune almeno un lato;
che :

Nelle slesse ipotesi, Vintersezione di a, e 3,1 é formata do lati ¢ da
vertici di K contenuti nel sotfoarco essenziale di w,, epperd interni ad o ;
che:

Nelle stesse ipotesi, quei lati di Upia, Che non compaiono fra i lati di a,,
compaiono fra ¢ lati di 3, ;
che:

Nelle solite ipotesi, se il numero intero p, positive o nullo, ed il numero
noturale q non superano m, Uinlersezione di @, e 8, 0 ¢é vuota o é formata

da lati e da vertici contenuti nel soltoarco essenziale di o

p:
e che:

(Ui archi o4, o, ..., 0, hanno lo stessa origine e lo stesso termine ;
anzi che:
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Le speszate o, @y, ..., 0w hanno lo stesso primo e lo stesso ultimo lato.

E si pud osservare anche che:

Gl archi o, ..., a, sono rispettivamente confenuli negli insiemi ay - 3y, ...
ey G+ B A e A B,
come segue subifo dall’ultima proposizione del n® 17, o dalla terza di questo
numero; e che:

Tutti quei lati della spezzala a, che non sono eccezionali per o, e Il
compaiono anche in G, .., Gw; € NOW SONO eccezionali nemmenc per «, e
0, .., per o, e ll,;
come segue subito dall’applicazione reiterata dell’ultimo teorema del n° 19,
mentre le ultime righe di quel numero ¢i permetterebbero addiritura di affer-
mare che i lati di a, di prima {seconda) categoria per «, e II, sono di prima
(seconda) categoria anche per «, e II,, ..., per «, e II,.

24, - Posto di nuovo che la (1) sia una catena eccezionale per o, e II,
e ferme di nuovo le solite convenzioni, rammentiamo altresl che:

Nelle ipotesi attuali, 1, contiene IL,, e 11, contiene 1l;;
epperd che i campi I, II,, ..., II,, vanno decrescendo, mentre i campi I,

.., i, vanno crescendo; che:
Le traiettorie m, e =, sono rispettivamente contenute negli insiemi 1L, - 7,

e Iy 4 7 ;
anzi che:

Tutti i punti di «,, esterni ad a, appariengono o I, tutti i punti di o,
esterni ad o, appartengono a 1, ;
e finalmente che:

L'insiemme A,, é cqntemtto tanto nella somma di I, e del sofioarco essen-
ziale di o,, quanto nella sommae di 11, e del sotfoarce essenziale di o ;
e che:

Linsieme A, & libero nella 1.

Nelle proposizioni precedenti é implicito che:

Se m > 1, i triangoli 3,, ..., 3, della calena eccezionale (1) sono distinti
o due o due;
epperd che la lunghezza di una catena ececezionale porge anche il numero
delle facce della cafena.

25. - Ferme le solite convenzioni, accanto ai risultati precedenti ram-
mentiamo che:

Se la catena (1) ¢ eccezionale per «, e Iy, e se 3, ha un lato su o,
questo lato appartiene anche ad ay, ..., dm_1, anzi questo lato appartiene anche
ai sottoarchi essenziali di oo, Gy, .., Gm_y] € Om & eccezionale anche per w, e
I, per a, e Iy, ..., per au_z e Iy
come si trova stabilito nel n° 45 della seconda delle mie Memorie citate.
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26. -~ Ferme le solite ipotesi, fissiamo un’altra convenzione, precisamente,
conveniamo nel dire che una m-pla ordinata,

Bay wey B}y

di facce, 2, ..., 3,4, di K porge una catena semiregolare rispetto ad a,, se 3,
e 9, sono distinte, per poco che i numeri naturali p e ¢ siano diversi fra di
loro (e non superino m), e se @, ha un lato in comune con 3,, ¢ &, uno con
%, -, © Op—y Uno con B, (senza escludere con questo che a, possa avere
lati in comune anche con altre facce della catena, e cosi per &, ..., e cosi
per 3,). E dimostriamo che:

Se la solita catena (1) é eccezionale per o, ¢ 1l,, essa ammetle sottocatene
semiregolari per 8, con Uultima faccia in uno, prefissata a piacere, delle
1y weey Oms
ovvia essendo l'accezione del termine soflocalena.

Possiamo limitarci a dimostrare il teorema per 3§, (attesa I'ultima propo-
sizione del n° 22). K, nel vero, il triangolo 3, ha almeno un lato su a,_,,
visto che esso & eccezionale per «u._, e I,_;, rispetto a {. E questo lato
(se m>1), o & un lato di 8,,_,, 0 & un lato di a,,_,, vista la terza proposi-
zione del n® 23. Nel secondo caso {se m > 2), quel lato, o & un lato di 5,_,,
0 & un lato di @n-s, vista la terza proposizione del n° 23. Nel secondo caso
(se m > 3), quel lato, ecc. ecc. Insomma: o uno dei lati di 3,, appartiene ad
ay; ovvero m & maggiore di 1 e 3, ha almeno un lato in comune con uno
dei friangoli &, ..., 3w—s. E si pud ripetere tutto il ragionamento a partire
da questo triangolo. E giungere alla conclusione, ricordando che le facce di
una catena eccezionale sono distinte a due a due.

§ 5. - Gli enunciati conclusivi.

R7. - Terminata l'esposizione delle premesse, ecco il primo dei nuovi
teoremi conclusivi:

Per ogni autoomeomorfismo, t, di una corona circolare, C, il quale non
ammetta punti wuniti ed applichi le due circonferenze estreme di C ciascuna
su se stessa, ¢ sempre presente, in C, almeno una curve semplice ed aperta
che uwisce le due circonferenze estreme di C e che é libera in t, oppure almeno
una curva semplice e chiusa che aggira il centro di C e che, se non & libera
in t, st pud spezzare in due archi siffatti, che uno di essi nown sia solianto
libero in t, ma abbia un diametro minore di un numero positive prefissato,
e che Ualiro mon sia soltanto libero in ¢, ma non incontri nemmeno Vimmagine,

ot t odn ¢, di tutto la curva semplice e chiusa (che dipenderc eventual-
mente dalla scelia di quel tale numero positivo).

Annagli di Maiematica 36
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Naturalmente & ovvio che le condizioni imposte a ¢ si traducono in
condizioni analoghe per ¢

28, - Data ¢, si fissi, nel piano ambiente, un sistema di coordinate
polari. Come polo si assuma il centro di €, asse polare potendo essere
scelto ad arbitrio. Come unitd di misura per i segmenti si assuma il raggio
di C, cio® un segmento cogli estremi allineati col centro di C e posti uno
sullinterna e 1’altro sull’esterna delle due circonferenze che delimitano C.
Inoltre, per quello che ha tratto il verso positivo delle rotazioni, si dica O
il punto comune al semiasse polare positivo ed alla minor circonferenza del
contorno di C; e se t(0)=1+¢"*(0), si fissi quel verso positivo a piacere;
invece, se #(0) == £ (0}, si assuma come positivo quel verso in cui O, H{O) e
t~*(0) si succedono nell’ordine scritto sulla minor circonferenza del contorno
di C.

In quest’ultimo caso, se si scambiano gli uffici di ¢ e ', si scambiano
necessariamente anche gli uffici dei due versi del piano. Pertanto ogni volta
che scambieremo gli uffici di # e ¢!, noi assumeremo come positivo il verso
gia scelto come negativo; cidb anche se ¢0) e ¢ {0O) coincidono.

29. - Se £ & uno degli argomenti del punto P di C, in quel sistema di
coordinate polari, ed % il modulo di P, tutti gli altri argomenti di P si
ottengono aggiungendo a £ i numeri interi relativi; e risulta p <n=<<p 1,
se p misura il raggio della minor circonferenza del contorno di C.

Se P’ e P” son punti di C, con i moduli rispettivi dati da 7' ed 7", il
loro scario,

W PP,

& lestremo inferiore, anzi il minimo, dei valori assunti dalla radice quadrata

VE—EF+ =T

al variare di & fra gli argomenti di P’ e di & fra quelli di P”, la radice
quadrata essendo ovviamente intesa in senso aritmetico (come tutte quelle
considerate in questa Memoria). Questo scarto, assunto a distanza, definira
la metrica polare nella corona C; epperd si parlerd di esso appunto anche
come della distanza fra P’ e P” nella metfrica polare.

Non & il caso di chiedersi se nella metrica polare sussista il teorema
del triangolo. In questa Memoria ci basterd sapere che la distanza fra P’ e
P’ nella metrica polare tende a zero, se, e soltanto se, tende a zero gquella
caleolata secondo la metrica euclidea assegnata nel piano ambiente.
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30. - Rispetto alla metrica polare, la solita trasformazione topologica ¢
della corona C & lipschitziana, secondo il coefficiente %, se risulta

(2) I 4P )P} = k| PP,

qualunque siano i punti P' e P” tratti dalla corona C, %k essendo una
costante reale.

Se ¢ ' & lipschitziana anch’essa, rispetto alla stessa metrica, e secondo
lo stesso coefficiente, accanto alla (2) sussiste la

(3) | &P e (P | < k| PP,

P’ ¢ P” essendo sempre gualungue nella corona circolare.
La (2) e la (3), in quanto valide per ogni coppia di punti P’ e P” tratti
della corona, equivalgono complessivamente all’'unica condizione bilaterale

® § I PP/ PP | <K PP,

nella quale naturalmente P’ e P” sono sempre intesi come qualunque nella
corona circolare.

B per esprimere che ¢ soddisfa ad una tal condizione (4), diremo che
essa & bilateralmente lipschilziana, secondo il coefficiente %, rispetto alla
metrica polare.

Si noti che se ¢ & bilateralmente lipschitziana, secondo il coefficiente £,
rispefto alla metrica polare, le stesse circostanze si presentano anche per ¢

31. - Ebbene, il secondo risultato conclusivo di questa Memoria & fornito
dal seguente teorema di rotocontrazione:

Se Pautoomeomorfismo ¢ della corona circolare C applica le due circonfe-
renze estreme della corona ciascuna su se stessa, & privo di punti uniti, insieme
col suo quadrato, ed ¢ bilateralmente lipschitziano, rispetto alla melrica polare,
secondo un coef ficiente % soddisfacente alla

k> 2/V3,

esso ammelte come libera, nella corona, almeno una curva semplice ed aperta,
che unisca le due circonferenze estreme della corona, oppure almeno una curva
semplice e chiusa, che aggiri il ceniro della corona.

Naturalmente non & escluso che queste due circostanze si possano pre-
sentare simultaneamente. E dovrebbe essere superfluo osservare esplicitamente

che il coefficiente k non pud essere minore dell’unitd, come segue subito
dalle (4) istesse.
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32. - La condizione lipschitziana non sard mai utilizzata in guisa essen-
ziale fino a tutto il § 12, ciod fino a tutta la dimostrazione del teorema del
n® 27, Prima di quel paragrafo essa sard invocata soltanto per dimostrare le
due proposizioni del n° 43 e l'ultima del n® 79. E questa e quelle saranno
utilizzate soltanto a partire dal § 13. Analogamente nei riguardi della
B=?4-k~*>2/V3; essa sard utilizzata alla fine del n® 75 per fissare una
condizione marginale, che non ricorrerd mai prima del § 13.

Anche la mancanza di punti uniti nel guadrato della # non sara mai
utilizzata in guisa essenziale fino a tutto il § 12. Prima di quel paragrafo
essa sard invocata soltanto nei n' 36 e 40, per stabilire circostanze marginali,
che saranno utilizzate soltanto a partire dal § 13.

Ed il teorema del n° 27 saria appunto stabilito senza ricorrere alla con-
dizione lipschitziana e senza imporre a ¢* di non avere punti uniti.

§ 6. - Considerazioni preliminari.

33. - Ferme le ipotesi e le notazioni introdotte nei n! 27, 28 e 29, con-
veniamo di indicare con ¢(&, v) e (€, 1) uno degli argomenti ed il modulo
di ¢P), se £ ed 7 sono uno degli argomenti ed il modulo del punto P di C.

Allora gli argomenti di ¢(P) si ottengono da ¢(§, n) aggiungendogli i
pumeri interi relativi; e risulta p <y(§, 7)=<p¢ -+ 1. Inoltre riesce identica-
mente

(9) &, o)=p¢, xE e+1)=p+1,

atteso che ¢ applica le due circonferenze estreme della corona ciascuna su
se stessa; e le differenze

(6) o€, 00 —E& o, p+1)—E

non possono mai assumere valori interi, perché ¢ applica le due circonferenze
estreme della corona ciascuna su se stessa senza ammettere punti uniti.

34. - Nel piano reale euclideo ambiente si fissi ora un sistema di
coordinate cartesiane orfogonali; e si interpretino £ ed » rispettivamente
come ascissa, x, e come ordinata, y, di un punto P del piano.

Al variare di £ ed v, ciod di « ed y, il punto P descrive la striscia §
individuata dalle disugnaglianze

—co<w < Foo, p=y=p+1;
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ed al punto P di C finiscono con 'essere rispettivamente associati i punti
p p p

A (m‘_2? y}’ (x__if ’l)’ (m? y)! (m_]' 1’ y}’ (x+27 y}) rer

di §, e soltanfo questi; e da questi, volendo, si risale a quello, identificandoli.

35. - Poniamo di nuovo che P e P siano punti di S e di C, associati
secondo le convenzioni del numero precedente, e correnti, quello per S e
questo per C. E poniamo di nuovo che x ed y siano l’ascissa e 'ordinata .
di P e che § ed v siano uno degli argomenti ed il modulo di P.

Allora la fonzione f(x, y) & univocamente determinata a meno di una
costanfe additiva, se le si impone di esser definita in S, di esservi continua,
e di esser rispettivamente ugunale, nel punfo corrente (x, y), ad uno degli
argomenti di #P). La costante additiva assume soltanto valori interi; e nel-
Pambito di questi valori pud esser prefissata a piacere.

Fissiamo un valore per questa costante. Ed accanto ad f(x, y) definiamo
anche la funzione g(x, y) imponendole di essere rispettivamente uguale al
modulo di #P) nel punto corrente (x, y) di S. Anche g(x, y) & univoca e
continua in tutta la striscia §.

Al punto corrente trasformando (x, y) di S associamo, come rispettivo
trasformato, il punto (f(x, y), gz, ¥)). Otteniamo, per S, un auntoomeomor-
fismo, ¢, che porge una delle cosiddette immagini rettificate di ¢, e le porge
tutte, in rispondenza ai diversi valori che si possono attribuire a quella tal
costante additiva, mentre ¢ porge la cosiddetta ‘mmagine circolare delle sue
immagini rettificate. Ovvio come si riforni da ¢ a #, ciod da un’immagine
rettificata all’immagine circolare. Ed & ovvio che:

L’autoomeomorfismo t di S é privo di punti uniti;
atteso che questa circostanza si presenta per lautoomeomorfismo ¢ di C.

36. - Ferme le nofazioni fissate nel numero precedente, il valore
fiflx, y), glx, y)) coincide con nno degli argomenti del punto #(P), mentre
il valore g(f(x, y), gl®, y)) coincide col modulo dello stesso punto. Ne segue
subito che:

Il quadrato di ¢ porge un’immagine rettificata del quadrato di ¢,
epperd & privo anch’esso di punti uniti, se #* & privo di punti uniti.

Analogamente :

Linversa di t porge un'immagine rettificata dellinversa di ¢;
nel vero, le coordinate x ed y del punto P porgono uno degli argomenti ed
il modulo del punto ¢(¢(P)).

37. - Per lantoomeomorfismo ¢ le (5) si traducono naturalmente nelle
due identita

g(m, P):P: g(w} P+1):P+17
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cioé nella circostanza che ¢ applica le due orizzontali (°) estreme di §
ciascuna su se stessa. Inoltre & chiaro che risulia identicamente

fle + 1L yy=flx, y)+1, glx+1, y)=glx, v,

ciod che ! @& periodico nella x, con periodo unitario, o, se si preferisce, che
¢t & permutabile con quell’autoomeomorfismo, ¥, di S, che muta il punto
corrente (x, y) di S rispettivamente nel punto (x4 1, y). E di qui si trae
subito che:

Ogni potenza di t & permutabile con ogni polenza di ¥.

La circostanza che le differenze (6) non possono mai assumere valori
interi relativi, si traduce nella circostanza analoga per le differenze

(7) f{w7 P)_wa f(x7 P + 1) — &,

ciascuna delle quali sard quindi sempre compresa, in senso stretto, fra due
numeri interi relativi consecutivi fissi.

Nel seguito indicheremo con 1, e 7, le due orizzontali estreme di S;
precisamente, T, sard quella dei qunti con l'ordinata uguale a p, e 7, quella
dei punti con lordinata nguale a p 4+ 1. Ed indicheremo con 7 il sostegno
dell’asse delle ascisse.

38. - Le circostanze poste in luce nel n® 37 sussistono tali e quali anche
per ¢{~*, purché naturalmente si sostituiscano f e g con le funzioni che porgono
rispettivamente P’ascissa e l'ordinata del punto {~%P) espresse mediante le
coordinate del punto corrente P di §.

Si tratta di una situazione particolarmente favorevole all’eventuale
scambio degli uffici di ¢ e t=%, ciod di £ e # .

E per trovarci in una tal situazione favorevole anche rispetto a circo-
stanze future, noi accompagneremo ogni eventuale scambio di uffici fra ¢ e
t~1 con lo scambio degli uffici di & e %' B quest’ultimo scambio noi lo
effettueremo, una volta costruita £, cambiando il verso positivo dell’asse
delle ascisse (in armonia con la considerazione finale del n° 28) e conservando
formalmente inalterata la definizione di .

Si noti che anche con questa nuova definizione di ¥, le circostanze
poste in rilievo nel numero precedente sono ancora valide, e sono ancora
valide sia per /, sia per i~

89. - Per ottenere quell’immagine rettificata, ¢, di ¢, su cui fissare la
nostra attenzione, noi sceglieremo quella tal costante additiva in guisa, che

{5) Orizzontali, ciod rette con la diresione dell’asse delle ascisse.
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f(O, ¢) sia maggior di 0 e minor di 1; cioé in guisa che ¢ muti il punto O
di S, con l’ascissa nulla e Uordinata uguale a ¢, in un punto con l'ascissa
positiva e minor dell’nnitd (e con I'ordinata uguale a ¢}.

In gueste condizioni, la prima delle differenze (7) & sempre maggiore di
0 e minor di 1. Indi:

La trasformazione { sposta tuili ¢ puniti di ,, aumeniandone Uascissa di
una gquankita positiva, variabile eventualmente da punio a punlo, ma sempre
minore dell'unita, e lasciandone invariata Uordinala ;
sieché :

Se P ¢ un punto di <, la sua ascissa é maggiore di quelle di {~(P) e
=1 HP)) ed é minore di quelle di {(P) e It P)).

Pertanto, come conseguenza della circostanza che :

L’ascissa di t{0) é positiva e minore di 1;
noi abbiamo, in particolare, che:

L’ascissa di i—1(0) é maggiore di — 1 e negativa.

Per la nostra ¢, poi, la convenzione seguita nella scelta del verso positivo
delle rotazioni nel sistema coordinato polare porge che:

Su o, il punto {0) é contenuto nel segmento cogli estremi in O e ¥{i—*(0)).

Dopo di ¢id, per concludere che:

Il punto 1=(0) é contenuto nel segmento cogli estremi in $((0)) ed O,

basta applicare ¥~* ai punti #0) e ¥({~(0) e rammentare che 'ascissa di
~(0) & negativa.

40. - Fissata ¢, tutte le altre immagini reftificate di ¢ sono date dai
prodotti

8 0, 19, 892, 8, ..

b

1 quali pertanto sono privi di punti uniti. Di qui, e dalla circostanza che #

porge un’immagine rettificata di ¢, segue che le altre immagini rettificate
di ¢ sono date dai prodotti

£y, £9, £9E, e, L

che saranno privi di punti uniti, quando ¢ sard privo di punti uniti.
Fra i prodotti (8), il secondo ed il suo inverso avranno particolare inte-
resse per le nostre considerazioni, tanto che ci converra porre:

w=H"" (=Y,
di guisa che risalters
W == 3 (= 3,

mentre w si potra interpretare come una delle immagini rettificate di .
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41. - Se si scambiano gli uffici di { e {~*, e quindi anche quelli di £ e
t', e si rispettano le convenzioni fissate nel n° 38, le circostanze poste in
rilievo nei n! 39 e 40 si mantengono inalterate, a patto di sostitnirvi mate-
rialmente ¢ con #~* e #~* con { (gli altri cambiamenti veriticandosi piuttosto
nei concetti, che nei simboli; al posto di =, ciocé di ¥, trovandosi, in
particolare, ¥, ma con una tal ¥, che a conti fatti Pufficio di w & assunfo
da w™*). E ci si ritrova nella situazione favorevole gid riscontrata appunto
in quel n° 38.

42, - Per legittimare pit facilmente Papplicazione della teoria esposta
nei paragrafi precedenti, non sard poi male prolungare {, w e & in guisa da
convertirle in altrettante traslazioni piane generalizzate.

Allo scopo basta supporre che tanto nel semipiano dei punti con Vordi-
nata minore di p od uguale a p, quanto in quello dei punti con l'ordinata
maggiore di p 4+ 1 od uguale a p-4 1, le trasformazioni prolungate, che
saranno rispettivamente indicate anch’esse con £, w e ¥, non alterino le ordi-
nate dei punti trasformandi e portino le semirette verticali () in semirette
verticali.

Dopo i prolungamenti & & addiritbura vna traslazione piana ordinaria;
dopo i prolungamenti risulta sempre

W=,

e anche dopo i prolungamenti ¢ & sempre permutabile con ¥ ; epperd:

Anche dopo © prolungaments, le polenze di t son permutabili con le potenze
di ¥;
le traslazioni piane generalizzate { e w son per di pit uniformemente con-
tinue e ¢ ammette, al pari di %, un numero positivo come estremo inferiore
delle distanze dei punti del piano dai rispettivi trasformati.

Si noti finalmente che:

Dopo i prolungamenti la seconda proposizione del w° 39 sussiste anche se
Vordinata di P ¢ minore di p.

Dora in poi ¢, w e & indicheranno sempre i prolungamenti delle trasfor-
mazioni ¢, w e & originarie.

E se t* rappresenta 'autoomeomorfismo subordinato da # sul semipiano
dei punti con Pordinata positiva o nulla, #* indichera quel prolungamento di &
fornito dall’immagine circolare di t*, Vaccezione attnale delle parole imma-
gine circolare essendo ormai palese.

I’autoomeomorfismo t* del piano ammette un punto unito solo, il centro

della corona C.

{8) Semirette verticali, ciod diretie come P’asse delle ordinate.
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43, - Se i punti P’ e P” di §, rispettivamente provenienti dai punti P’
e P” di C, sono abbastanza vicini, la loro distanza,

1 P/Pl/ ’ R

nella metrica euclidea del piano coincide con la distanza di P’ e P” nella
metrica polare della corona. Ma se P’ e P” sono abbastanza vicini, lo stesso
accade per {P’) e #{P"}, nonché per I=4P) e ~*(P"). Sicché, se ¢ & bilateral-
mente lipschitziana nella metrica polare secondo il coefficiente k e se i
punti P’ e P” di § sono abbastanza vicini, sussistono tanto la

) TUP)HP") | <k|P"P"],
quanto la
(10 [P P [ < k| PP

che equivalgono rispettivamente alla

(11) | W (P)w " P")|<k|P'P"|,
ed alla
(12) | w(E')wP") | <k|P'P"|,

come si riconosce subito tenendo conto del significato di w (e della circo-
stanza che & & una traslazione ordinaria del piano). Ma si riconosce subito
anche che, una volta soddisfatte per le coppie P’ e P” di punti abbastanza
vieini di S':

La (9), lo (10), la (11) e la (12} sono soddisfatte per ogni coppia, P’ e P”,
di punti di S;
nel fatto, dati P’ e P” comunque in S, basta suddividere il segmento P’ P”
in segmenti abbastanza piccoli; applicare la (9), la (10), la (11) e la (12) ai
segmenti parziali; ecc. ece. E questo ragionamento ci permette anzi di rico-
noscere che:

Nelle ipotesi attuali, t e w, nonché t=* e w—", mutano le curve rettificabili
di S in curve retlificabili di S; e le lunghezze delle curve trasformate non POSSONO
mai superare quelle delle rispettive trasformande moltiplicate per il coefficiente
numerico k;

e basterebbe di nuovo limitarsi al caso di ¢ e {=*, per avere subito anche il
caso di w e w,

Annali di Matematica 37
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44, - Passiamo ora a fissare qualche altra convenzione, che dovra aver
valore per tutto il seguito.

Precisamente, indichiamo con % un numero reale positivo, che si deve
intendere fissato una volta per futte, anche se non indicheremo subito tutte
le condizioni a cui esso deve soddisfare. E per ora imponiamo ad % soltanto
di essere il reciproco di un numero naturale; e di essere tanto piccolo, che
ogni sottoinsieme del piano sia libero nella {, nella w e nella ¥, nonché in
tutti i prodotti di ¢ e w per potenze di &, per poco che tutte le reciproche
distanze dei suoi punti siano minori di 2k (7).

Le condizioni imposte ad 2 sono certamente compatibili, atteso il signi-
ficato di ¢, di w e di &, ed attesa la positivity dell’estremo inferiore delle
distanze || Pt(P)|, ciod dell’estremo inferiore delle distanze || ¢+ *(P)P], le
distanze essendo calcolate secondo la metrica polare ¢ P variando in C.
Le condizioni imposte ad h implicano la

(13) h<1/2,

come segue non appena si ricordi, aceanto al significato di h, quello di J.
E conveniamo finalmente di indicare con § il semipiano dei punti con I’ordi-
nata positiva o nulla; con §, quello dei punti con l'ordinata maggiore di p
od uguale a p; con S; quello dei punti con l'ordinata minore di p od
uguale a p.

§ 7. - Incominciano le dimostrazioni.

45. - Ferme naturalmente le ipotesi e le convenzioni poste, l'orizzontale
17, dei punti con l'ordinata uguale a p & una traiettoria sia nella ¢, sia pella
w, sia nella &,

E su questa orizzontale scegliamo il segmento «,,

Cﬂo _ Aot(Ao) 3

ed il segmento B,
By = Bew(B,) ,

di traslazione rispettivamente nella ¢ e nella w. E scegliamoli anzi in tal
guisa, che:

Il segmento «, sia contenuto nel segmento fo, la lunghezza di quest’ultimo
riuscendo poi minore dell’unita.

(") Ogni volta che imporremo ad h qualche nuova condizione, la circostanza sara posta
in evidenza mediante una nota a pis di pagina.
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La legittimitd di queste ipotesi & sicura; basta tenere conto dei risultati
del n® 39 e identificare 4, e B, col punto O di quel numero, ciod col punto
(0, p), i risultati di quel numero assicurando anzi che ogni segmento ruale
o, © quale B, ha una lunghezza minore dell’unita.

L’orizzontale t, sard indicata con w,, in quanto traiettoria generata da
2o nella #; e con oy, in quanto traiettoria gemerata da B, nella w.

Uno, T,, dei campi adiacenti a w, & costituito dai punti con Pordinata
maggiore di p; laltro, 1I;, da quelli con ordinata minore di .

Naturalmente II, e II; saranno rispettivamente indicati con X, e Zj, in
quanto campi adiacenti a o,.

Accanto alla I, 4-n,=2Z, + 6, ed alla I} 4 m, ==X, + o,, sussistono
ovviamente anche la 1, 4 m, = S, e la Il 4+ 7y = S,.

46. - Passiamo a costruire un’opportuna suddivisione simpliciale del
piano, diciamola K, privilegiata sia rispetto a {, sia rispetto a w, sia rispetto
a &; applicata su se stessa da ¥ (nel senso che ogni vertice, ogri lato ed
ogni faccia della suddivisione va rispettivamente a finire, per effetto di ¥,
in un tal vertice, in un tal lato, in una tal faccia, e rispettivamente
proviene, nella ¥, da un tal vertice, da un tal lato, da una tal faccia); e
siffatta, che o, e §, siano elementari, rispetto ad essa.

Allo scopo, consideriamo nel piano la suddivisione simpliciale equilatera
K* individuata dall’avere due vertici nei punti (0, g) e (h, g) e dall’avere h
come lunghezza dei suoi lati, il significato di % essendo naturalmente quello
stabilito nel n° 44.

Attese le condizioni ivi imposte ad h, la suddivisione K & privilegiata
tanto rispetto a ¢, quanto rispetto a w ed a &, ed & applicata su se stessa
da &. Le stelle di K* sono per di pit libere anche rispetto a tutti i prodotti
13? e w¥? di ¢{ e w per potenze di ¥.

Dopo-di cid, per passsare da K* a quella tal K, bastera imporre a K
di avere, come vertici, i vertici di K*, nonché i punti

Ao, t(AO); BO: 7U(B0)

e le loro immagini nelle diverse potenze di %. Allora infatti K gode appunto
di tufte le proprieta desiderate, vale a dire:

Essa ¢ privilegiata rispetto a ¢, w e ¥; é applicata su se stessa da $:
ed ammetle o, e 3, come segmenti elementari.

Atfeso 'ultimo teorema del n° 4:

Le stelle di K sono libere in tutte le potenze non identiche di t, di w
e di ¥;
mentre dalle proprietd di K* segue per di piit che:
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Le stelle di K sono libere anche rispetlo a tulli i prodolti 192 ¢ wd? di ¢
e di w per polenze di ¥.

E fard comodo avere osservato esplicitamente che:

Le lunghezze dei lati di K non possono moai superare ¢/ numero h;
e che, attesa la wd? = ¢='3#+*, i prodotti di w per le diverse potenze di &
altri non sono che quelli di /= per le diverse potenze di ¥.

47. - In K, la equilaterith pud mancare soltanto per le facce delle stelle
coi centri nei punti 4,, §d,), By, w(B,) e mnei loro rispettivi trasformati
mediante le diverse potenze di ¥. Anzi dalla costruzione precedente & facile
dedurre che:

Tuite le facce di K prive di punii in comune con (= m, = g,) 8010 equi~
latere, ed hanno h come lunghezza comune dei loro laii;
epperd, in particolare, che:

Queste circostanze si presentano per tutte le facce di K contenute nell’interno
della striscia S;
menfre per riconoscere che:

Quelle circostanze si preseniano anche per tutle quelle facce di K, che
inlersecono «, senza conlenerne wné Uorigine né il {ermine,
basta ricordare la costruzione, e ricordare che «, & contenuto in B, e che la
lunghezza di B, & minore dell’unita, giusta le posizioni e le risultanze del n° 45.

48. - Facce di K le quali si possano mutare le une nelle altre mediante
potenze di ¥, saranno dette equévalenti rispetto a <.

E distribuiamo le facce di K contenute nella striscia § in classi di
equivalenza rispetto a ¥, ponendo facce siffatte in una stessa classe ogni
volta che esse siano equivalenti rispetio a ¥ e soltanto se esse sono equiva-
lenti rispetto a ¥. La totalith di queste classi di equivalenza & finifa.
Diciamo [ il numero di queste classi; e dimostriamo che:

Se un solloinsieme infernamente connesso del piano & formafo da facce
di K contenute in S e contiene pitv di 1 facce di K, esso e la sua tmmagine
nella & hanno in comune almeno una faccia di K.

Infatti, nel caso contrario, il sottoinsieme e la sua immagine nella &
non avrebbero in comune punti interni e all’uno e all’altra; una circostanza
analoga si presenterebbe per il sottoinsieme e la sua immagine nella #7%;
ed il sottoinsieme sarebbe addirittura libero nelle altre potenze di & diverse
dall’identitd (n® 4, seconda proposizione). E tutto questo sarebbe incompati-
bile col significato di I e con Dipotesi che il sottoinsieme contenga ¢ 41
facce di K contenute nella striscia S.

R superfluo osservare che le facce di K contennte in S non esauriscono S.
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49. - Come abbiamo visto, i segmenti di traslazione «, ¢ 8, sono elemen-
tari rispetto alla suddivisione simpliciale K.

Indichiamo con @, la sunddivisione simpliciale subordinata da K su «,;
e con b, quella subordinata su §,. Allora:

Nelle condizioni attuali, ogni lato di a, compare fra i lati di b, ;
nel fatto 3, contiene «,, giusta le ipotesi poste nel n° 45.

50. - I1 complesso K ammette facce eccezionali per «, e II,, rispetto
a t. E le facce di K, eccezionali, rispetto a £, per o, e II,, sono eccezionali
anche per B, e Z,, rispetto a w; nel fatto, §, contiene «,, e genera, nella w,
la traiettoria o,, che coincide con m,, mentre 2, coincide con TI,.

Ammettendo facce che sono eccezionali tanto per «, e Il,, rispetto a f,
quanto per 3, e X,, rispetto a #, il complesso K ammette catene che sono
eccezionali tanto per «, e I, rispetto a ¢, quanto per B, e X,, rispetto a w:
nel fatto una di quelle facce si pud sempre interpretare, qualunque essa sia,
come una di queste catene.

A proposito di siffatte catene, eccesionali tanto per «, e II,, rispetto a ¢,
quanto per B, e Iy, rispetto a w, i casi possibili sono due:

Alcune di esse intersecano Uorizzontale  ;
ovvero :

Nessuna di esse inferseca I'ovizzontale <.

Vedremo come nel primo caso sia certamente presente nella solita corona
circolare, almeno una curva semplice ed aperta, che unisca le due circonfe-
renze estreme della corona e che sia libera rispetto a #. E vedremo come
nel secondo si presentino le alire circostanze contemplate nel teorema del
n°® 27, quanto ¢ soddisfa soltanto alle condizioni ivi imposte; e come si pre-
sentino le altre circostanze contemplate nel teorema del n°® 81, quando ¢
soddisfa anche alle ulteriori condizioni imposte ivi.

§ 8. - Le conclusioni nel primo ecaso.
Preliminari per il secondo caso.

51, - Ferme le ipotesi del n° 27 e ferme le solite convenzioni, conside-
riamo dungue il caso che fra le catene di K eccezionali tanto per o, e II,,
rispetto a ¢, quanto per B, e I,, rispetto a w, ve ne sia almeno una, A,,,

A, = (51, . 5,,,,),

che intersechi t,. E giusta il teorema del n° 26 estragghiamo da A,, una
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softocatena,

By woes By

semiregolare rispetto ad «, (e B,), siffatta che 3,, intersechi 7,.

Allora il numero naturale p & certamente maggiore di 2, perché % &
minore di 1/2, giusta la (13). Ed & lecito supporre che %, .., %u,., non
intersechino <.

Uniamo, mediante segmenti, il baricentro del lato comune ad a, e 3,,
con quello del lato comune a 3,, e 3,,; e cosi via, fino ad unire il baricentro
del lato comune a 3,, , e 8, con uno dei punti di 3,, situati su ,.

Otteniamo una poligonale semplice ed aperta, diciamola u, che unisce
le due orizzontali estreme 1, e 1, di S, che & contenuta (nell'insieme
8m, + - + Bm, epperd anche) nell'insieme 8, + ... 4-3,,, e che ha il proprio
interno nell’interno di §.

Atteso il penultimo teorema del n® 24, la poligonale u infanto & libera
sia nella ¢ (e nella {77, sia nella w (e nella w™"), perché essa & contenuta
nellinsieme A,, e perché la catena A,, & eccezionale sia per «, e ,, rispetto
a t, sia per B, e X, rispetto a w.

Indichiamo adesso con C il punto di u situato sulla retta <,.

Attesa la seconda proposizione del n® 39, Vascissa di C & maggiore di
quelle di {7%(C) e di ¥(#C)) ed & minore di quelle di {C) e di F~*(C)}.

Pertanto w separa, nella striscia S, le curve {~*(u) e ¥~*(#(u)) dalle curve
fu) e ¥(t~*(u)), lasciando quelle prime, diciamo, a sinistra e queste ultime a
destra. Indi 9—u) separa, nella striscia S, le curve ¥ {{~'(u)) e I *({f{u))
dalle curve $—%(tu)) e t~*{u), lasciando quelle prime a sinisira e queste ultime
a destra. B 9(u) separa, nella solita striscia, le curve ¥({~*(u)) e f(u) dalle
curve ¥(f(u)) e ¥*(¢~'(u)), lasciando ecc. ecc.

In conclusione, # & libera in tutte le potenze non identiche di # ed in
tutti i prodotti di # (e di {%) per potenze identiche e non identiche di .

Ma allora basta risalire dalla striscia alla corona, perché u dia luogo
ad una curva semplice ed aperta, che sia contenuta nella corona, che unisca
le due circonferenze estreme della corona e che sia libera nell’antoomeomor-
fismo assegnato per la corona. Donde appunto la conclusione, nel primo caso.

52. - Inizieremo l'esame del secondo casv dimostrando preliminarmente,
circostanza peraltro fondamentale, che:

Nel secondo caso, le lunghezze delle catene di K eccezionali lanto per oo
e I, rispetio a t, quanto per B, e %, rispetlo a w, descrivono un insieme
numerico superiormente limitato;
e quindi dotato di massimo, atteso che si tratta di un insieme di numeri
naturali.



G. Scorza Dracont: I1 teorema di rotoconirazione per une classe, ecc. 295

Allo scopo ricorderemo un lemma, presentandolo nella forma pin adafta
per le applicazioni attuali.

53, - Osserviamo infanto che l'asse delle ascisse, o, meglio, il suo
sostegno <, & una traiettoria tanto per #, quanto per w e ¥; e che l’interno
di S, cioé linsieme dei punti con Pordinata positiva, fornisce uno dei due
campi adiacenti ad una tal traiettoria. E dimostriamo quindi che:

Se la curva semplice ed aperta v* ha un esiremo sull’asse delle ascisse,
mentre tutte gli allri suoi punti sono interni ad S, essa pud infersecare $v*)
soltanto a patlo di inlersecare {v*), oppure w(v*).

Supponiamo, per assurda ipotesi, che la curva ¢* incontri #(v¥)
libera tanto nella ¢, quanto nella w (.

Indichiamo con L* Testremo di v* situato su t. E scegliamo su o* il
punto M* in tal guisa, che il sottoarco y* di o* con gli estremi mei punti
L* ed M* intersechi 3{(y*); e che ogni sottoarco proprio di v#, con un estremo
nel punto L* (e P'altro nell’interno di v¥#) sia libero nella .

La curva y* non contiene né 4—%L*), né ¥L*), perché nelle condizioni
attuali la curva v* non contiene né $—"(L*), né %L¥), che appartengono a =,
al pari di L* e che sono diversi da L*

Pertanto il punto M* & diverso dal punto L*.

Le curve v* e &{y*) non hanno in comune punti diversi da M* e da
$(M*); ed hanno in comune almeno uno dei punti M* e $(M*).

Supponiamo che il punto M* appartenga a 9(y*); ed indichiamo con y
il sottoarco (proprio) di y* con gli estremi nei punti L* e $~*M*), e con y”
quello con gli estremi nei punti 4M*) ed M*

Allora ¢ & libero nella &; indi esso & libero anche nella 9 (come
ovvio, atfeso che & & una traslazione piana ordinaria, e come si potrebbe
dedurre anche dalla prima proposizione del n° 4); epperd esso non contiene il
punto #(M*), che appartiene a 9°(y'). Inoltre y” & un arco di traslazione di &
(come segue dalla proposizione del n® 2); pertanto nemmeno lui contiene il
punto 3{M*. Sicché, nelle condizioni attuali y* e 9(y¥) hanno in comune
soltanto il punto M* (%),

Indichiamo adesso con y la curva semplice e chiusa L*¥L*) 4+ 9(y) + v*,

, ma sia

v = LEHL) + 3y') + v,

ciod la somma del segmento L*¥(L*) o delle curve %y} e v*; e con I' la

{%) Per lemmi e dimostrazioni quali quelli del testo, si veggano i ni 16 e 17 della Me-
moria citata in (%) ed i ni 7L e 72 della Memoria citata in (3).

() Questo fatto rientra in una nota civcostanza di carattere generale ricordata anche
nella Memoria citata in {3). Se ne vegga il secondo teorema del n° 8.
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regione delimitata (o, se si preferisce, confornata) da y, cio® Uinsieme dei
punti di y e dei punti aggirati da y.

Le curve y e d{y) hanno in comune soltanto Varco 3{y'), atteso che il
punto ¥(M*) non appartiene a v

I punti di T' esterni ad L*¥L*] sono interni ad §, com’d ovvio. Pertanto
la stessa circostanza si presenta anche per i punti di MI') esterni al segmento
HL*) HLF).

Ed il punto $#%L*) @& esterno a I', in quanto punto della frontiera di S
esterno ad L*HL%.

Di qui, e dalla circostanza che y e ¥(y) hanno in comune soltanto ¥(y'},
segue che anche I' e ¥(I') hanno in comune soltanto ¥(y'); epperd che gli
interni di I' e M) sono disgiunti.

Consideriamo adesso la curva #(y*).

Essa parte dal punto #L*), che & interno al segmento L*¥(L*), giusta la
prima proposizione del n° 39. Essa & contenuta nell’interno di §, a meno del
punto #L*), perché v* & contenuta nell’interno di §, a meno del punto L*
e perché t & una traiettoria anche per {. Essa non interseca y*, perché o*
& libera nella ¢. Ed essa non interseca nemmeno #(y*), perché v* & libera
anche nella %w. Dunque essa & contenuta nell’interno di T, se si esclude il
punto L*,

E la curva $({(y*)) & contenuta nellinterno di ¥(I'*), se si eccettna il
punto H{L*).

E tutto questo & assurdo, perché le curve #y*) e ¥({(y*)) hanno in comune
il punto {M*), interno ad S, mentre gli interni di I' e HI) sono disgiunti.

Con cid, il caso che il punto M* appartenga a ¥y*} & esaurito. Quello
che il punto &(M?*) appartenga a y* cioé che il punto M* appartenga a
$-*y*), sard esaminato nel numero successivo.

54. - Il caso che il punto M* appartenga a % *(y*) si pud ricondurre a
quello che il punto M* appartenga a &{y*), scambiando gli uffici di ¢ e ¢77.

B tanto basta perché la dimostrazione del lemma sia completa. Peraltro
noi daremo un cenno della dedunzione esplicita, a titolo di esempio. B svilup-
peremo questo cenno senza cambiare il verso positivo dell’asse delle ascisse.
Ne verra che & rimarrd quello che era; epperd che per scambiare gli uffiei
di & e 9 noi dovremo scambiare materialmente i simboli & e ¥7.

E nel fatto, si indichi con y’ il sottoarco di y* con gli estremi nei punti
L* e %{M*, e con y' quello con gli estremi nei punti $(M* ed M*; con y
la curva semplice e chiusa L*$—(L*)+ 3 (y')+y* e con ' la regione
delimitata da 7.

Allora ragionamenti analoghi a quelli svolti nel caso precedente porgono
che y* e &~*(y*) hanno in comune soltanto il punto M¥, cioé che #(y*) non
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contiene il punto M* (**); che v e 9~(y) hanno in comune soltanto la curva
$-y’), al paridi T e 3 I'); e che gli interni di I' e 3*I'} sono disgiunti.

Dopo di che basterd considerare la curva £~*(y*), che parte dal punto
t~*L*), interno al segmento ¥—(L*L* e ragionare sempre in guisa analoga
a quella seguita mel numero precedente per giungere appunto al risultato
analogo.

55. - Dal lemma dimostrato nei numeri precedenti si deduce in poche
battute che:

Se la curva semplice ed aperia v é contenuta nella striscia S ed ha un
estremo su T, Cioe su T,(= Go}, essa pud infersecare ¥v) soltanlo a patto di
inlersecare t{v), oppure w(v).

Nel vero, Vestremo L di » appartenga a t,. E su <t si consideri il punto
L* che ha la stessa ascissa di L.

La curva semplice ed aperta ¢* formata dal segmento L*L e da v &
interna ad S, se si eccettua il punto L*; ed & libera mella £, nella w e
nella &, se, e soltanto se, v & rispettivamente libera nella £, nella w e nella 9.

Pertanto basta applicare a v* il lemma precedente, per concludere.

56. - Passiamo finalmente alla dimostrazione del teorema del n° 52.
E ragioniamo ancora una volta per assurdo.

Supponiamo che le lunghenze delle catene di K eccezionali tanto per a,
e Il,, rispetto a £, quanto per B, e Z,, rispetto a w, descrivano un insieme
numerico superiormente illimitato {(ciod, attesa I'ultima proposizione del n° 22,
che la lunghezza di una tal catena si possa prefissare a piacere); e facciamo
vedere che allora si presenta il primo caso.

Allo scopo, denotiamo di nuovo con 4,,,

Ap = (61’ oey am)’

una catena di K eccezionale tanto per «, e II,, rispetto a ¢, quanto per Bo
e Z,, rispetto a w; ed incominciamo col dimostrare, che se m & abbastanza
grande, A, ammette sottocatene semiregolari per «, (e 8,) provviste di I+ 1
facce almeno, ! essendo sempre il numero di quelle tali classi di equivalenza.

Nel fatto, ogni faccia di 4, compare in almeno una tal sottocatena
semiregolare, giusta il teorema del n® 26. Pertanto, se ciascuna di quelle
catene semiregolari contenesse al massimo [ facce, le facece di A, apparter-
rebbero tutte ad an opportuno poligono, che si potrebbe fissare indipenden-

{#*) Naturalmente anche questo fatfo vientra nella circostanza a cui allude la precedente
nota a pid di pagina.

Annali di Matematica 38
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temente da A,, una volta dato «, e data K. Hd un tal poligono intersecando
finite facce di K, il numero m ammeiterebbe un confine superiore al finitfo.

Supponiamo dunque che il numero m sia abbastanza grande. E dalla
catena 4, estragghiamo una sottocatena,

(14) (5m1? s Smp)}

che sia semiregolare per o, (e ;) e che possegga almeno /4 1 facce. E mo-
striamo, per concludere, che una tal catena (14) interseca necessariamente ;.

Allo scopo, ammettiamo, per assurda ipotesi, che la catena (14) non
intersechi 1.

In queste condizioni, le facce della catena (14) appartengono alla
striscia S. Nel vero, esse appartengono al semipiano I, + mo(= 2+ 6, = §,},
atteso il quarto teorema del n° 24; mentre &,, ha un lato su «, e l'insieme
Bm; -+ o+ Om, & connesso, anzi internamente connesso. Indi, la catena (14) e
la sua immagine nella & hanno in comune almeno una faccia, giusta il
teorema del n® 48,

Uniamo, mediante segmenti, il baricentro del lato comune ad a, e Ou,
con quello di 8, ; il baricentro di 3,, con quello del lato comune a 3,,
Bm,; il baricentro del lato comune a 3,, e u, con quello di 8,,; e cosl via,
fino ad unire il baricentro del lato comune e 8,,,_, € 3, con quello di 3,,.

Otteniamo una poligonale semplice ed aperta u. La poligonale » ha un
estremo su a,, ciod su t,, ed appartiene ad §. Inoltre essa inferseca 4(u),
contenendo tufti i baricentri delle facce della catena (14).

D’altra parte 4 @& libera tanto nella f, quanto nella w, atteso che essa
appartiene alla catena A, , eccezionale tanto per «, e Il,, rispetto a ¢, quanto
per B, e Z,, rispetto a v, ed atteso il pennltimo teorema del n° 24.

E la contraddizione col lemma del numero precedente ormai & ovvia,
Donde la conclusione desiderata.

§ 9. - Continua I’esame del secondo caso.

57. - Supponiamo che si presenti il secondo caso. E fissiamo qualche
convenzione, che sary mantenuta fino alla fine della Memoria.

Nel secondo caso ormai sappiamo che le catene di K eccezionali tanto
per «, e II,, rispetto a ¢, quanto per 8, e X,, rispetto a 4, ammettono un
massimo per le loro lunghezze. Ebbene, ora e nel seguito la n-pla ordinata
A, di facce 3, .., 8, del solito complesso K,

(15) Ay = (81, v, O
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porgera sempre una catena eccezionale tanto per «, e Il,, rispetto a f, quanto
per B e I, rispetto a w, massima nella sua lunghezza, n.

B data una tal catena eccezionale (15}, «, indicherd quell’arco di trasla-
zione di ¢, che si oftiene aggiungendo &; ad «,; 7; sard la traiettoria generata
da o,, nella ¢; II, indicherd quel campo adiacente a =,, che a norma della
seconda proposizione del n® 18 non contiene nessun punto di &, e II; Valtro
campo adiacente a m,. Indi «, sard quell’arco di traslazione di't, che si oftiene
aggiungendo 3, ad a,; m, indicherd la ftraiettoria generata da «, nella ¢; II,
sard quel campo adiacento a ., che a norma -della stessa seconda proposi-
zione del n° 18 non contiene nessun punto di 3, e II; Paltro campo adiacente
a my. B cosl via, fino ad «,, che indicherd quell’arco di traslazione di ¢, che
si ottiene aggiungendo 2, ad «,_,; fine a =, , che sara la traiettoria generata
da «, nella ¢; e fino a II,, che indicherd il campo adiacente a =, privo di
punti in comune con 3,, ed a II},, che sard l'altro campo adiacente a m,.

Allo stesso modo, B, indichera quell’ arco di traslazione di w, che si ottiene
aggiungendo 3, a B,; o, sard la traiettoria generata da 8, nella w; 2, indichera
quel campo adiacente a o,, che non contiene nessun punto di &,, e X; I’altro
campo adiacente a o,. B B, sard quell’arco di traslazione di w, che si oftiene
aggiungendo 8; a B,; o, indichera la traiettoria generata da B, nella w; I,
sard quel campo adiacente a o, che non contiene nessun punto di 3,, e X;
I’altro campo adiacente a o,. E cosl via, naturalmente, fino a §,, o,, I, e

ns il cui significato ormai & ovvio.

E ancora: a.,, a,, ..., &, rappresenteranno le suddivisioni simpliciali ri-
spettivamente subordinate da K su a, a,, .., 2,, cosl come g, rappresentava,
e rappresentera, quella subordinata su «,; e b, b,, ..., b, rappresenteranno
le suddivisioni simpliciali rispettivamente subordinate da K su By, Bs, «., Bu,
cosi come b, rappresenfava, e rappresenterd, quella subordinata su B,.

58. - Nel corso della dimostrazione svolta nel u® 56 abbiamo implicita-
mente riconosciuto che tutte le facce di 4, sono contenute nella striscia S.
Ma nel caso aftunale A, non pud intersecare <,. Pertanto:

Tutte le facce di A, sono contenule nell insieme S-1y.

Il risultato si pud affinare ulteriormente. Nel fatto, il quarto teorema
del n° 24 ci consente di affermare che:

Tutti ¢ punti di A, situati su t{ = n, = o,) sono interni ad a,.

Dopo di ¢id, per riconoscere che:

Tutte le facce di A, sono equilatere ed hanno h come comune lunghezza
dei loro lati,
basta ricordare i risultati raggiunti nel n° 47,

59. - Dalla terza proposiziono del n° 23 e dalle prime due del numero
precedente & agevole dedurre che:
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Tutte le poligonali ay, G, «., @y (€ bo, by, ..., b} SORO conifenute nell in
sieme S-t;;
e che:

Tutte i punti di as, @1, .. , @n (A by, by, ..., b, Situati su 7o( = m, = o)
appartengono ad a, (a b).

Nel fatto, le circostanze sono ovvie per a, (e ). Pertanto basta ragionare
per induzione, tenendo presenti le proposizioni ricordate.

60, - B passiamo a stabilire qualche altro lemma, di importanza fonda-
mentale per gli sviluppi ulteriori. Precisamente passiamo a dimostrare che:
Ferme le convenziont fissate, Varco o, (p=20, 1, ..., n) ha in comune col
segmento By, A, soltanto Vorigine, A,, e col segmenlto (A.)w(B,) soltanto il
termine, t(4,);
a dimostrare che:

Nelle stesse ipotesi, ¢ lati della spezzata a,(p =20, 1, ..., n) son lati anche
per la spezzata b, ,
ciod che «, appartiene a §,; e, finalmente, a dimostrare che:

Nelle solite ipotesi, quegli eventuali lati di b, (p=0, 1, ..., n), che non
compaiono fra ¢ lati di a,, appartengono ai segmenti By, 4, e (A w(B,);

di guisa che B, si ottiene aggregando questi segmenti ad «,, coincide con
%, se, e soltanto se, questi segmenti sono entrambi degeneri, ed appartiene
ad o, + Bo ().

Se p=0, i nostri lemmi sono soddisfatti per costruzione (n® 45); sicché
possiamo dimostrarli induttivamente.

Ammettiamo dunque che le circostanze indicate nei tre lemmi si presen-
tino per g, 8,, @, e b,, p essendo qui un numero intero, positivo o nullo,
minore di n; e facciamo vedere che allora esse si presentano anche per
Gpirs Bpras Opra © bpta-

Nel fatto, &,.; appartiene alla somma di II, e del softoarco essenziale
di «, (n® 24, quarto teorema}; quest'ulfimo & contenuto nell’interno di o, ed
i segmenti B, 4, e #do)w(B,) non hanno punti interni ad o,; indi 8p42 MOM
ha punti in comune con B,4, e #(4.)w(B,). Di qui e dall’ipotesi induttiva
segue intanto il primo lemma (se si ricorda la terza proposizione del n° 23).
E segue altresi che lintersezione di ,,, e a, coincide con quella di 8,4,
e b,. Questo fatto, U'ipotesi induttiva e le circostanze indicate nelle ultime
righe del n° 17 assicurano che la poligonale soppressa nell’aggiunzione di
3,41 ad a, coincide con quella soppressa nell’aggiunzione di 3,., a §,, e che

»
una circostanza analoga si presenta anche per le poligonali aggiunte. E di

(1) Per i lemmi del tosto, e le dimostrazioni, si vegga anche il n° 24 della Memoria
citata in (%), oppure il n® 80 di quella citata in (3).



G. Scorza Dracoxi: Il teorema di rotocontrazione per une classe, ece. 301

qui, attesa 1’ipotesi induttiva, & facile concludere nel modo voluto anche
riguardo agli ultimi due lemmi.

61. - Sia ora s un lato di a,, e quindi anche un lato di b,. E siano &
e 3* le due facce di K adiacenti ad «, lungo s. Esse sono adiacenti anche
a B, lungo s. Ebbene, ora noi proveremo che:

Quella rivolta verso Il,, lungo s, é rivolla anche verso X,, lungo s.

Si ponga, com’d lecito, che 3 sia quella rivolta verso II,, lungo s (*¥).

In quanto rivolta verso II,, lungo s, la faccia & contiene, nell’interno,
punti di II,, epperd di II,, che contiene II, (n°® 24, primo teorema).

Se s appartiene per di pin ad a,, la circostanza posta in Ince implica
che linterno di & appartiene a II,. Indi & ha linterno in II;; epperd in
Zf=1I5); e quindi in 2}, che contiene X; (n° 24, prima proposizione).
Pertanto 3* & rivolta verso X; lungo ogni lato in comune con b,. Quindi 3
& rivolta verso 2., lungo s.

Se s non appartiene ad a,, scegliamo il numero intero p positivo o nullo,
e minore di n, in guisa, che s non appartenga ad @,, ma appartenga ad
@pya.. Allora s & un lato di 8,4, (n® 23, terzo teorema). Inoltre 5 & diversa
da 0,,,, atteso che 1'interno di 8,,, & contenuto in II,,, (n° 24, quarto
teorema), epperdo in I, (n° 24, primo teorema), e che § & rivolta verso II,
lungo s. Ma linterno di 8,,, & contenuto anche in 3., (n° 24, quarto
teorema), epperd in X (n° 24, primo teorema). E la conclusione ormai &
facile.

62. - Le dimostrazioni dei numeri precedenti non sfruttavano mai 1’ipo-
tesi che A, fosse massima nella sua lunghesza. Pertanto le loro conclusioni
valgono per ogni catena, A,,,

Ay = (81, e B)

di facce di K, eccezionale tanto per «, e II,, rispetto a ¢, quanto per B, e
%,, rispetto a w.

E questa circostanza ci permette di porre la nozione di crificitd anche
per una tal catena.

Precisamente, data una tal catena A,,, ed introdotti, nella guisa ovvia,
% © B, G € by, I,  Z,,, noi diremo che 4,, & oritica, se a,, e quindi
Bm contiene due lati consecutivi di am, e quindi di b,,, siffatti, che il primo,
diciamolo &', sia di prima categoria per w,, Il,, e ¢, ed il secondo, diciamolo

(2} Per il lemma del testo, ¢ la dimostrazione, si vegga anche il n° 22 della Memoria
citata in (%), oppure il n°® 81 di quella citata in (3).
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s", sia di seconda categoria per B,., 2. e w; oppure, siffatti che s’ sia di
prima categoria per B, , Z, e w ed s” di seconda per «,, II, e . E, volendo,
la definizione si potrebbe atteggiare consentendo la eventunale coincidenza di
s ed s”; ma noi qui imporremo appunto a s ed s” di essere distinti.

Posta una tal definizione, nei prossimi numeri vedremo che:

Quella catena (15), eccezionale tanio per «, e 1I,, wispetlo a t, quanio
per B, e X,, rispetlo a w, é certamente critica, perché massimo nella suq
lunghezza,

e permetteremo allo scopo qualche lemma, in guisa da oftenere una maggiore

chiarezza.

63, — Ferme naturalmente le solite convenzioni, incominciamo intanto
col far vedere che:

Nelle ipotesi altuali, nessun lato di a,, eccezionale per «, e 1, rispelio o
t, puod essere eccezionale per B, e X, rispetio a4 w.

Sia infatti s un tal lato eccezionale di @,. B sia 3 la faccia di K adia-
cente ad s e rivolta verso II,, lungo s. Allora & & eccezionale per a, e II,,
rispetto a ¢. Inoltre essa & rivolta anche verso X,, lungo s, giusta la propo-
sizione del n° 61. Sicché, se essa fosse eccezionale anche per B, e Z,, rispetto
a w, la catena (3, 3, ..., 8,, 5) sarebbe eccezionale tanto per «, e Il,, rispetto
a t, quanto per § e Z,, rispetto a w, ed avrebbe come lunghezza 7 -+ 1.
Cosa assurda, atteso il significato attuale del numero n.

Dopo di cid, per avere che:

I lati di a, strettamente eccezionali per o, e Il,, rispetto a t, o risultano
tulti di prima calegorio, per B, e Z,, rispetto a w, in quanto lati di b,, o
risultano tutti di seconda categoria,
basta ricordare che essi costitmiscono un sottoarco di «, (n° 20, seconda pro-
posizione), e che la categoria pud cambiare soltanto passando per lati
eccezionali.

64. -~ Se in a, tutti i lati strettamente eccezionali per o, e IL,, rispetto
a t, sono di seconda categoria, in quanto lati di b,, per B, e Z,, rispetto a
w, indichiamo con §” il primo di essi; ed indichiamo con s Vultimo lato di
a, di prima categoria per a, e II,, rispetto a {. Se tutti quei lati stretta-
mente eccezionali sone di prima categoria, in quanto lati di b,, per B, e 24,
rispetto a w, indichiamo con & l'ultimo di essi; ed indichiamo con s” il
primo lato di @, di seconda categoria per a, e Il., rispetto a f.

Dopo di cid, & ovvio che A, & critica tanto nell’'un sottocaso, quanto
nell’altro.

65. - E volendo si pud anche dire che A, & critica in senso stretto, per
esprimere esplicitamente che nel primo sottocaso s” @& eccezionale per a, e
II, , rispetto a.f, e che nel secondo questa circostanza si presenta per s
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66 - I due sottocasi non somo poi essenzialmente distinti: il primo si
muta nel secondo, se si scambiano gli uffici di / e {=* (e quindi anche quelli
di w e w™.

Sicché, per esaurire I'esame del secondo caso basterds condurre a termine
quello del primo sotfocaso.

§ 10. - Prosegue I’esame del secondo caso.

67. - Ferme le solite notazioni e le solite convenzioni, noi siamo dunque
autorizzati a supporre che §' sia di prima categoria per «, e II,, rispetto a
t; ed a supporre che s’ sia eccezionale per o, e II,, rispetto a £, e di
seconda categoria per 8, e X,, rispetto a w.

68. - Cid premesso, indichiamo con V Destremo comune ad s ed s”, di
guisa che V & certamente interno ad a, (epperd a 8,). Ed indichiamo con &
la faccia di K adiacente ad s’ e rivolta, lungo &, verso I, (e ,}; e con &
quella adiacente ad s” e rivolta, lungo s”, verso II, (e 3,).

Le facce &' e 2" hanno in comune il vertice V. E ¢*(a,) interseca & e
non interseca 8”. Pertanto:

Le facce &' e &' appartengono ad una wmedesima stella di K, quella col
centro nel punio V, e sono diverse fra di loro.

Sia W la stella K col centro nel punto V. E dei due poligoni elemen-
tari individuati da «, su W, sia W* quello che contiene ¥ e & (n 14).
Allora la prima proposizione del n° 12 porge intanto che:

I punti interni a W* non appartengono mai ad w,;
ma noi ora mostreremo altresi che:

I punti interni o W* ed abbastanza vicing a V sono interni anche alla
striscia S.

Infatti, le circostanze ricordate alla fine del n° 14 assicurano che i
punti interni a W* ed abbastanza vicini a V sono interni a 1II,, epperd a
Il;, che contiene II, (n® 24, primo teorema). D’altra parte V appartiene ad

S —,, giusta la prima proposizione del n° 59. B dopo di c¢id la conclusione
o facile.

69. - La faccia 8” non incontra £~%(a,), come abbiamo ricordato, e non
incontra nemmeno #(x,), in quanto eccezionale per «, e II,, rispetto a ¢;
essa incontra invece w(3,), in quanto di seconda categoria per 8, e I,
rispetto a #w. E noi ora dimosireremo che:

Lintersezione di 3" e w(3,) é contenuta tanlo nell’interno di w(en), quanto
nell’interno di S.
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Per oftenere una maggiore chiarezza, ricordiamo a parte, che a norma
della seconda proposizione del n°® 18 la faccia 8" & contenuta nella somma
di II, e del sottoarco essenziale di «, in quanto essa & eccezionale per «, e
IL,,, rispetto a {; e che a norma della quarta proposizione del n® 24 essa &
contenuta anche nella somma di II, e del sottoarco essenziale di «,, perché
la catena (3,, &;, ..., 84, &”) & eccezionale per «, e II,, rispetto a ¢.

Cid premesso, facciamo intervenire i risultati del n® 60. Secondo i qualj,
o, ha in comune soltanto Porigine, 4,, col segmento, eventualmente degenere,
B, A, e soltanto il termine, #4,), col segmento, eventualmente degenere,
{(4o) #(B,); mentre B, & dato da B, 4, -+ a, -+ t{4)w(By).

Allora w(B,) & dato a sua volta da w(By)w(d) + w(a,) + w(l(4do))w*(B),
perché i segmenti B,4, e #4,)w(B,) stanno sulla retta oi(=m,), che & una
traiettoria nella w. Ed i segmenti w(B,)w(4,) e w(f(4,))w*(B,) contengono gli
estremi di w(«,), appartengono a m, e non intersecano il sottoarco essenziale
di o,.

Indi i punti comuni a 8" e w(B,) sono intanto interni a w(x,). Nel fatto
essi sono contenuti nella somma di I, e del sottoarco essenziale di «,, in
quanto punti di 3”. Pertanto essi mon possono appartenere né a 1(Bo)w(4,)
né a w(f{4,))w*B,). Da cui la conclusione, visto che essi sono punti di #(8,)
e viste le circostanze ricordate nell’alinea precedente.

E dopo di cid & facile dedurre che essi somo per di pid interni alla
striscia §. Nel fatto, in quanto interni a w(a,), epperd a w(B,), essi non
possono essere interni a B., che & un arco di traslazione nella w. Pertanto
essi non appartengono al sottoarco essenziale di «,. Ma essi appartengono
a 3", Quindi essi appartengono a Il,. Pertanto essi appartengono anche a II;,
che contiene II, (n®24, primo teorema). Epperd essi sono esterni a 7o(== 7o = 0q).
D’altra parte, in quanto interni a () essi appartengono ad §—1, vista
la prima proposizione del n® 59 ed attesa Vinvariamza di S e di 7 nella w.
E la seconda affermazione del lemma & stabilita anch’essa.

70. - Sia adesso Q* un tal punto di B,, che il punto w(@*), diciamolo ¢,
(16) ¢ = w(Q%),
appartenga a &'; ed E* un tal punto di «,, che il punto t~YR*), diciamolo R/,
(17) R = 4R¥),
appartenga a &. La presenza di ¢* ed E* & certa, dato il significato di &' e

8" epperd & certa anche quella di ¢ ed R’
Attesa la proposizione del numero precedente, il punto ¢ & interno a

w(x,) e ad §; pertanto:
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. s

Il punto Q% é inferno ad a, e ad S;
inoltre & ovvio che:

I punti ¢ ed R sono diversi fra di loro,
perché @ appartiene a 3" ed B a {~%x,), mentre " non interseca {—(x,),
in quanto eccezionale per «, e II, rispetto a ¢.

71. - Ricordato che i punti comuni ad «, e m(=1,) sono i punti comuni
ad o, e «,, consideriamo su «, il sottoarco ¢* individuato dalle condizioni:
di contenere @* ed B*; di avere gli estremi su «,; e di essere minimale di
fronte a queste proprieta.

La presenza di ¢* & sicura; e naturalmente ¢* & un sottoarco anche per
Bn. Inoltre & certo che:

Almeno uno degli estremi di ¢* ¢ interno ad «,, epperd a Bo;

e che:

@Gl estremi di c* interni ad a, (a B,) sono inlerni anche ad «, (a B.);
tutto questo perché @* & interno ad § e perché il primo e 'ultimo lato di
a, (di b,} coineidono, rispettivamente, col primo e con V'ultimo lato di a, (di b).

Y2, - Dalle due proposizioni del numero precedente si deduce immedia-
tamente che:
Almeno uno degli estremi di ¢* é interno ad «, ed o B,;
e di qui e dal significato traslazionale di «, e di B, si trae subito che:
La curva semplice ed aperia c* ¢ libera tanto nella ¢, quanto nella w.
Dopo di cid basta ricordare il lemma del n° 55 per riconoscere senz’altro che:
Essa ¢ libera anche nella %;
e da qui segue che:
La curva semplice ed aperta c¢* ¢ libera in tutte le potenze wmon identiche
dit, di we di &,
atteso il primo teorema del n° 4,

73. - 1l punto V & interno ad «, (epperd a §,), mentre @ appartiene a
w(Ba) ed B a {~*a,). Di qui e dal significato traslazionale di «, e B, si
deduce che:

I segmenti §'V ed R'V non sono degeneri;
ma poi ora mostreremo che:

Le loro lunghezze non possono mai superare il numero h;
e che:

Essi hanno in comune soltanto il punto V;
la prima circostanza essendo anzi immediata: nel fatto, i segmenti ¢V ed

R’V appartengono, nell’ordine, a 3" e ¥; e le lunghezze dei lati di & e 3"
non superano mai kb (n® 46).

annali di Matematics 39
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Ma % e 3" sono anche diverse fra di loro (n® 68, prima proposizione).
Pertanto: o quei segmenti hanno in comune soltanto il punto V; ovvero essi
appartengono ad un lato comune a & e &”, nel qual caso & conterrebbe E',
cosa assurda (per un motivo addotto proprio nella dimostrazione del primo
lemma del n® 68). Donde anche la seconda circostanza.

74. - Consideriamo di nuovo, in K, la stella W, col centro nel punto V,
nonché il poligono W#*, individuato da «, su W e rivolto verso II, nel punto V.
Allora dalla seconda proposizione del numero precedente segue subito che:
La lunghezza della poligonale semplice ed aperta @'V 4 VB non pud
superare il numero 2h;
ma nelle altre considerazioni dello stesso numero & implicito che:
La poligonale semplice ed aperia 'V + VR é confenuta nel poligono W+,
di guisa che essa & libera nella % (ed in tutte le potenze non identiche di 3),
atteso che W & libera nella & (ed in tutte le potenze non identiche di ¥).

75. - Nell’interno di W* consideriamo adesso un tal punto U, che siano
uguali gli angoli UVQ ed UVR, di guisa che:

I segmenti QU ed R'U non sono certamente degeneri ed hanno in comune
soltanfo il punto U;
e supponiamo U tanto vicino a V, che:

Il punto U sia interno di S,
giusta 1'ultima proposizione del n°® 68; che:

La poligonale semplice ed aperta QU - UR' sia contenuta mnell’interno
di W*, a prescindere, eventualmente, dai punti § ed R';
o finalmente che:

La lunghessa della poligonale semplice ed aperta QU+ UR' sia minore
dé 2h 4 ¢,
¢ essendo un numero reale e positivo fissato una volta per tutte in guisa
da soddisfare alla

(18) e<h,
e da soddisfare altresi alla
(19) e < V3h(E— + % —2/V3),

qualora ci si trovi nelle condizioni ulteriormente contemplate dal teorema
del no 31.

76. - Il punto U essendo interno ad S, giusta la seconda risultanza del
numero precedente, & facile riconoscere che:
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I punti di QU +4 UR' diversi do R’ sono cerfamente interni ad S.

Nel vero, si rammentino la (16) e la (17). Allora ¢ & interno ad §, in
gquanto immagine, nella w, del punto @* interno ad § (n° 70, prima propo-
sizione); ed R’ appartiene ad S, in quanto immagine, nella =%, di un punto
dell’arco a,, che appartiene ad S, anzi ad §—r,, giusta la prima proposi-
zione del n° 59.

77. - Percorriamo la poligonale Q'U -+ UR' a partire da @; ed arrestia-
moci appena incontriamo {~*(c*), nel punto R”. Indi ritorniamo indietro,
sulla medesima poligonale, a partire da BE’, ed arrestiamoci appena incon-
triamo w(c¥), nel punto Q.

La presenza di @' ed R” & certa; se non altro @' =@ ed B =R.
Inoltre ¢ immediato che:

I punti Q' ed R" sono diversi fra di loro;
perché R” appartiene a {~*(c¥) e @ a w(c*), ciod a H(~c*), e perché {—*c*)
& libera nella &, attesa la penultima proposizione del n° 72 e la permutabi-
lith di & e di ¢,

?8. - I punti " ed R’ individuano su QU+ UR wuna poligonale
semplice ed aperta (non degenere). Indichiamola con 2'. Allora

(20) )‘l J— QIIU+ UB{/,

se ¢’ ed R” appartengono rispettivamente ai segmenti ¢'U ed UR' (riuscendo
per di pin diversi da U, se si vuole); mentre

(21) AI — QIIRII,

se @ appartiene al segmento UR', oppure se R’ appartiene al segmento ¢ U.
Inoltre nelle definizioni precedenti & implicito che:

L’intersezione di X' e t='(c*) si riduce all’estremo R" di X' ; quella di X e
w(c*) si riduce allestremo Q' di X.

Dalle condizioni fissate nel n® 75 si trae subito che:

La lunghezza di X' é minore di 2h 4 ¢;
e che:

La poligonale ) appartiene al poligono W*, anzi il suo interno appor-
liene allinterno del poligono.

Di qui e dalla seconda e dalla terza proposizione del n°® 46 segue subito
che:

La poligonale )\ ¢ libera in tutte le potenze non identiche di t, di we di
&, nonché in tulti i prodotli 19? e wd® di t e di w per potenze di ¥.
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Dalla proposizione del n°® 76 e dalla circostanza che i puanti di 1" diversi
da R” sono certamente diversi anche da E' segue che:

I punti ) diversi da R” sono interni ad S,
ed ormai ¢ facile dimostrare che:

Lintersezione di )\ e di a, 0 & vuola o si riduce all’estremo R di X.

Nel fatto, i punti di X" diversi da @ ed R’ sono interni a W* (questo
numero, terza proposizione). Pertanto i punti di A’ diversi da @’ ed B’ non
possono mai appartenere ad «, (n° 12, prima proposizione). Sicché, per stabi-
lire che i punti di X’ diversi da R"” non appartengono mai ad «,, basta far
vedere che il punto @’ non appartiene ad a,. E questo & presso che imme-
diato. Se il punto " appartenesse ad «,, esso sarebbe un punto comune ad
ay © wix,). D’altra parte esso & interno ad §, attesa la proposizione prece-
dente ; indi esso non appartiene né ad a,, né a w{a). Indi, se esso apparte-
nesse ad o,, esso sarebbe un punto comune a A, e w(4,), attesa la penultima
proposizione del n°® 23. E questo & assurdo, perché la catena A, & libera
nella w, in quanto eccezionale per B, e X,, rispetto a w. Donde la conclusione.

Nelle (20) e (21) & poi implicito che ) o si riduce soltanto ad un
segmento, ovvero presenta soltanto un punto angoloso.

79. - Accanto alla poligonale semplice ed aperta A’ consideriamo la
curva semplice ed aperta A definita mediante la posizione

(22) A= t\);
di guisa che X ha gli estremi nei punti #@") e #E’). E poniamo altresi
(23) Q=wH@)=10"(Q), R=IiR;

di guisa che:

I punti @ ed R appartengono enlrambi a c*, eppero ad «,;
mentre gli estremi della curva semplice ed aperta A sono dati anche dai
punti B e ¥(@), sicché:

I puniti R e 3(Q) sono diversi fra di loro;
mentre ¢ altresi immediato che:

Anche i punti @ ed E sono diversi fra di loro;
nel fatto )’ & libera nella & (n° 78, quarta proposizione); epperd ¥~*(¢"), che
appartiene a (), & certamente diverso da R”, che appartiene a 1'; donde
appunto la conclusione, attese le (23).

La prima proposizione del numero precedente porge che:

L’intersezione di ) e di ¢* si riduce all’esiremo R di }; quella di X e di
¥c*) all’estremo H@Q) di X;
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e la quarta, vista la permutability delle potenze di { con quelle di &, porge che:

Lo curva ) ¢ lbera in tutte le polenze now identiche di ¢, di w e di ¥,
nonché in tutli ¢ prodotli 3% e wd? di t ¢ di w per polenze di ¥,

Analogamente, la quinta proposizione del n°® 78 diventa che:

I punti di ) diversi da B sono inlerni ad S;
e la sesta che:

L’intersezione di L e i(xy), eppero, a piw forle ragione, quella di X e t(c*),
o é vuota o si riduce all’estremo B di ).

Dopo di cid basta ricordare che B appartiene a ¢* (questo numero, prima
proposizione) e che ¢* e {{c*) sono disginnte, per econcludere che:

L’intersezione di X e lc*) é certamente vuola in ogni caso.

Dalla seconda e dalla sesta proposizione di questo numero segue in
particolare che il punto $(Q) & interno ad §; e quindi che:

Il punio Q ¢é inierno ad S, epperd é inferno anche a c*.

E se si fa intervenire anche quella tal condizione lipschitziana, si pud
affermare per di pit che:

In queste ipotesi ulleriori, la curva X é rettificabile ¢ lo sua lunghezsa é
minore di (2h + ek ;
come segue dall’ultima proposizione del n°® 43 unita alla seconda del precedente.

80. - In armonia con le considerazioni e le definizioni del n° 71, i punti
comuni al sottoarco ¢* di a, ed alla retta w(=1,) sonc i punti comuni a ¢c*
ed o ; e gli estremi di ¢* appartengono ad o,. Ricordata allora la prima
proposizione del numero precedente, indichiamo con ¢ il sottoarco non dege-
nere di c¢* (e di «,) individuato dalle condizioni: di contenere Q ed R; di
avere gli estremi su o,; e di essere minimale di fronte a queste proprietd.

La presenza di ¢ & certa; e naturalmente ¢ & un sotloarco anche per B,.
Inoltre & certo che:

Almeno uno degli estremi di ¢ é inferno ad o,; epperd a B, ;

e che:

Gli estremi di c inlerni ad «, (a B,) sono interni anche ad «, (@ 3,);
tutto questo perché @ & interno ad S (n° 79, penultima proposizione) e perché
il primo e I'ultimo lato di a, (di by} coincidono, rispettivamente, col primo
e con Vultimo lato di a, (di b).

81. - L’analogia fra le proposizioni del n°71 e quelle del numero prece-
dente, sussiste anche nei rignardi delle altre proprieta di ¢* e di ¢.

Cosi, le proposizioni del numero precedente porgono che :

Almeno uno degli estremi di ¢ é interno ad «, ed a B,,
in analogia con la prima del n° 72; cosi, la circostanza che ¢ & un sottoarco
di ¢* e le altre proposizioni del n° 72 danno che:
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La curva semplice ed aperta c ¢ libera in tulte le polenze non identiche
dit, di we di¥;
e cosl la prima proposizione del n° 79 diventa:

I punti Q ed B appartengono a ¢ (epperd od a,),
circostanza che veramente adesso & pitt che altro un dato implicito nella
definizione istessa di c.

Poiché ¢ & un softoarco di ¢¥* la prima proposizione del n® 78, unita
alla proposizione precedente porge che:

Lintersezione di ) e t~c) si riduce all’estremo R’ di X'; quella di X' e
w(c) si riduce all’estremo Q" di V'
e da qui, dalla (22) e dalle (23) segue subito che:

L'inlersezione di » e di ¢ si riduce all’estremo R di A; quella di A e di
¥c) allestremo ¥(Q) di A,
in analogia con la quarta proposizione del n® 79; mentre dall’ottava propo-
sizione del n® 79 si deduce subito che:

Lintersezione di » e di t(c) é vuola.

E per completare il quadro delle analogie osserviamo esplicitamente che:

Il punito @ & certamente interno a c,
atteso che esso & interno ad S, giusta la penultima proposizione del n°® 79,
ed atteso che gli estremi di ¢ appartengono alla frontiera di S.

82. - I punti ¢ ed R, in quanto punti distinti di ¢ (n°® 79, terza propo-
sizione, n° 81, terza proposizione), individuano su ¢ un sottoarco non degenere.
Diciamolo ». E poniamo

(24) W == =) ;

di guisa che gli estremi di %' sono dati da $%Q") ed R, attese le (23);
mentre la (24) si pud scrivere

(25) % = tx)

che ricorda piit da vicino la (22). Allora dalla seconda proposizione del

n° 81 segue subito che:

La curva semplice ed aperia » & libera in tutte le potenze non identiche
di t, di we di ¥;
epperd che:

La stessa circostanza si presenta naturalmente anche per la curva semplice
ed aperta ',
attesa la solita permutabilitd delle potenze di ¢ con le potenze di .

83. - Dalla quinta proposizione del n° 81 e dalla circostanza che » & un
sottoarco di ¢, si deduce subito che:
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Le curve » e A hanno soltanto il comune estremo R in comune; le curve
X e Hx) hanno soltanto il comune estremo ¥(Q) in comune;
epperd, attese la (22), le (23) e la (24), equivalente alla (25), che:

Le curve %' e X' hanno soltanto il comune estremo R’ in comune; le curve
N e ¥} hanno soltanto il comune estremo §' in comune ;
sicché :

Tanto » 4+ X e X+ ¥x), quanto ' 41 e X + (%'} sono curve semplici
ed aperte.

E noi ora mostreremo che:

La curva semplice ed aperta » 4 ) & un arco di traslazione nella & ;
facendo vedere, cosa pitt agevole, che:

Tale ¢, nella ¥, la curva semplice ed aperta »' - ) ;
dopo di che tali saranno, ovviamente, anche le curve X 4 $(x) e X + ¥x).

Allo scopo distinguiamo due eventuality: quella in cui Vordinata del
punto corrente di 2" & sempre compresa, in senso lato, fra la minima e la
massima delle ordinate dei punti di »'; e quella in cui Vordinata del punto
corrente di 1’ scende anche al di sotto della minima o sale anche al di
sopra della massima fra le ordinate dei punti di .

Se %' si riduce ad un segmento solo, si presenta senz'altro la prima
eventualitd: ma non viceversa.

Nella seconda eventualitdh ) contiene nell’interno il punto U (ed allora
A & dato dalla somma dei segmenti Q'U ed R'U, in armonia con la (20));
il punto U & angoloso per A'; inoltre lordinata di U o & minore della
minima fra le ordinate dei punti di #' (ed allora ordinata del punto corrente
di- X non pud mai superare la massima fra le ordinate dei punti di %),
ovvero ¢ maggiore della massima fra le ordinate dei punti di ' (ed allora
Pordinata del punto corrente di A’ non pud scendere al di sotto della minima
fra le ordinate dei punti di «/).

Prendiamo in esame la prima eventualithd, quella in cui Pordinata del
punto corrente di A’ non pud mai scendere al di sotto della minima fra le
ordinate dei punti di »' e non pud mai superarne la massima.

Allo scopo, consideriamo la striscia, eventualmente degenere, S, riempita
dalle orizzontali passanti per i punti di «'; ciod, atteso il significato di ¥,
la striscia riempita dalle orizzontali passanti per i punti di 9(x'), nonché
quella riempita dalle orizzontali passanti per i punti di ¥*(x).

Diciamo 7, e © le orizzontali estreme ed eventualmenie coincidenti di
§'. E consideriamo, su t; (oppure su <), quello, fra i punti di «, con
Pascissa minima e quello, fra i punti di 9%x’), con Vascissa massima. La
semiretta orizzontale (*) che esce dal primo rivolgendosi nel verso negativo
dell’asse delle ascisse non incontra #(x'), atteso il significato di & ed atteso

{8) Ormai il significato dell’espressione non ha bisogno di chiarimenti,
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che ¥(x) & libera nella &; ed una circostanza analoga si presenta anche per
la semiretfa orizzontale che esce dal secondo rivolgendosi nel verso positivo
dell’asse delle ascisse.

Sicché ' e ¥%«) sono separate 'una dall’altra, nella striscia S’, me-
diante ¥(»).

Ma ci troviamo nella prima eventualita, nella quale ¥()'}) appartiene
completamente alla striscia §'. E ¥(1') ha un estremo, #{@"), su ¥*x’); ed ha
su () soltanto un punto, Vestremo #R"). Inoltre $(R") non appartiene a «/,
proprio perché sta su $(x'). Dunque »' e J{}) non hanno punti in comune.

E Pintersezione delle due curve =’ 1" e ¥« 4 1) si riduce a quella
delle due curve A’ e ¥n}, ciod si riduce al punto ¢”. Donde la conclusionse,
nella prima eventualitd, atteso che gli estremi di » -~ A" sono dati proprio
da 3(Q") e Q.

E passiamo all’esame dell’altra eventualita.

Allo scopo, indichiamo stavolta con §' la striscia non degenere riempita
dalle orizzontali passanti per la curva semplice ed aperta » 4 )/, cioé dalle
orizzontali passanti per i punti della curva semplice ed aperta X' 4 ¥(x).

Ed indichiamo di nuovo con 1; e < le orizzontali estreme di §’, deno-
tando con t; quella che passa per U; di guisa che 1'intersezione di 7; e %’
& vuota, quella di t; e A" si riduce ad U, quella di t; e ' non & mai vuota,
e quella di 7, e X' & contenuta nell’insieme formato da @’ ed R’ anche
quando non & vuota.

E distinguniamo due sottoeventualith: 1’intersezione di t, e A’ & vuota;
Uintersezione di 7, e A’ contiene almeno uno dei punti ¢” ed R".

Nella prima softoeventualitd, consideriamo, su 1, quello fra i punti di «’
con ’ascissa minima; e consideriamo, su t;, 'unico. punto comune a 1/ e '),
ciod il punto U). La semiretta orizzontale che esce dal primo rivolgendosi
nel verso negativo dell’asse delle ascisse non incontra X -+ 3{x); ed una
circostanza analoga si presenta per la semiretta orizzontale che esce dal
secondo rivolgendosi nel verso positivo dell’asse delle ascisse.

Sicché nella striscia §’ quel primo punto & separato da questo secondo
mediante A’ - ¥(x).

D’altra parte »' e (') han rispettivamente soltanto B’ e 3(B") su A'4- ().
Inoltre R’ non appartiene a $(X), in quanto punto di A'; e ¥(B") non appar-
tiene a %/, in quanto punto di ¥(»)). Dunque anche stavolta %' e ¥A) non
hanno punti in comune. Ed anche stavolta U'intersezione di »' 41" e (' + )
si riduce a quella di 2 e $(x), ciod al punto ¢". Donde la conclusione,
anche stavolta, sempre perché gli estremi della curva semplice ed aperta
%' - X' sono dati proprio da ¥1g") e @".

Nella seconda eventualita, )/ interseca ), e 1; e separa 9 () da ¥)
nella striscia . Inoltre » interseca $'(3) ed ha soltanto R’ su ). Dunque
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anche stavolta » e ¥(1) non hanno punti in comune. Donde la solita conclu-
sione. E quindi il lemma.

84. - Passiamo a fissare qualche altra convenzione, che dovrd esser
mantenuta d’ora in poi. Indichiamo intanto con F e G gli estremi di ¢. Essi
appartengono ad «, per definizione (n° 80). Ed almeno uno di essi & interno
ad o, (n°® 80, prima proposizione), epperd ad a,.

I punti @ ed B di ¢ sono diversi Puno dall’altro (n° 79, terza proposi-
zione; n° 81, terza proposizione}. Quindi possiamo supporre di avere scelto i
nomi degli estremi di ¢ in tal guisa, che R sia esterno 'al sottoarco, dicia-
molo 1, individuato da @ ed F su ¢; e quindi che @ sia esterno a quello,
diciamolo v, individuato su ¢ da KB e G.

Nelle posizioni precedenti e nella circostanza che il punto @ & interno
a ¢ (n® 81, ultima proposizione), & ovviamente implicito che:

I punti @ ed B sono rispeltivamente diversi dai punti G ed F;

e che:

Il punto Q, poi, é diverso anche dal punto F, ossia la curva p non é
degenere ;
mentre rimane impregiudicata l'eventuale degenerazione della curva v, ciod
Peventunale coincidenza del punto R col punto G.

Nelle posizioni precedenti, e nella diversita del punto @ dal punto R,
& poi implicito che:

I punti Q ed R sono rispettivamente esterni alle curve v e p; e queste
curve sono disgiunte.

Inoltre & ovvio che:

Le immagini di p e v nelle diverse potenze identiche e non identiche di i,
di w e & sono disgiunte o due a due, quelle di p fra di loro, quelle di 1 da
quelle di v e quelle di v fra di loro;

tali sono infatti quelle del comune sovrainsieme ¢ di p e di v, giusta la
seconda proposizione del n° 81.

85. - Dalla circostanza che il punto @ & interno alla striscia S ed alla
curva ¢ (n° 79, penultima proposizione; n° 81, ultima proposizione) e dalla
condizione minimale imposta a ¢ nel n° 80, segue che:

La curva p ha soltanto il punto F su 1= To=0,), e la curva v soltanto
il punio G.

Da quella condizione minimale segue altresi che:

Il punto G coincide con R, se e soltanto se R appartiene ad «;
anzi, attesa la seconda proposizione del n® 59, che:

Il punto G coincide con B, se e soltanto se R appartiene a To(= T, = 6,)
epperd, attesa la prima proposizione di quello stesso numero, che:

It punto R ¢ interno ad S, se e soltanto se esso ¢ diverso da G;

.
Y
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e che:

Il punio B é inferno a c, se e soltanto se esso é interno ad S.

Se si tien conto della sesta proposizione del n® 23 e si ricordanc di
nuovo quelle del n° 59, si riconosce che:

Il punto F é un vertice di a, interno ad oy, cioé un vertice di K conle-
nuto nel sottoarco essenziale di o,; i punti di ¢ diversi da F ed abbastanza
vicini ad F sono inlerni ad S;

o che:

Circostanze perfetiamente analoghe si presentano nei riguardi del punio
G, se B ¢ inferno ad S, cioé se v non é degenere.

Nel n° 92 vedremo che G appartiene al segmento Fi(4d,), ciod che G
viene dopo di F su a,.

86. - La curva semplice ed aperta i non ha punti in comune con A.
Cid segue dal fafto che A e ¢ hanno in comune soltanto il punto E (n° 81,
quinta proposizione); che E & esterno ad p (n® 84, terza proposizione); e che
p appartiene a c¢. Inoltre p e » hanno in comune soltanto il punto @, come
segne dalle definizioni (e dalla circostanza che E & esterno a p). Pertanto le
curve semplici ed aperte p e % -4 A hanno in comune soltanto il punto Q.

Le curve semplici ed aperte p e ¥ %A} hanno in comune soltanto il
punto Q. Cid segue dal fatto che ¥-*X) e ¢ hanno in comune soltanto il
punto @ (n® 81, quinta proposizione) e dalla circostanza che p appartiene
a ¢. Daltra parte p e $~%(x) sono disgiunte, perché p e » appartengono
entrambe alla curva ¢, libera nella & (n° 81, seconda proposizione). Pertanto
p e $7*» <4 A) hanno soltanto il punto @ in comune.

Ma » -+ A e & *x - 2) sono archi di traslazione per la ¥; ed in quanto
tali ammettono Pestremo ¢ di p come rispetiiva origine e rispettivo termine.
Inoltre p @ libera nella &, giusta 'ultima proposizione del n° 84. Indi, per
concludere che:

L’unico punio comune alla curva semplice ed aperta p ed alla traietloria
generata da » -+ ) nella & é fornito dall’estremo @ di 3'(A), p e x,
basta ricordare il lemma fondamentale sulle traiettorie di una traslazione
piana generalizzata (n® 6, prima proposizione).

87. - Il risultato del numero precedente si trasporta subito alla curva even-
tualmente degenere v. Se questa si riduce ad un punto, per riconoscere che:

L’unico punito comune alla curva v ed allo traiettoria generata do % - A
nella & ¢ fornito dall’estremo R di %, v e X,
non v’¢ bisogno di spendere parola. Se v non & degenere, si osserverd che essa
ha in comune soltanto Uestremo E sia con &'(A) - %, sia con A -} $(x); si
terra conto della circostanza che anche 9 *(X)-4-x% e A - 9{x) sono archi di
traslazione della &, con il termine rispettivo e la rispettiva origine nell’estremo
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R di v, nonché della circostanza che » 42 e X--Hxn), epperd =+ 2 e
¥} + %, generano la stessa traiettoria nella &; e si terrd conto di nuovo
dell’ultima proposizione del n° 84, nonché del lemma fondamentale sulle
traiettorie di una traslazione piana generalizzata.

88. - Nel seguito indicheremo con w® la ftraiettoria generata da x» 4- A
nella §. Ed a proposito di o, dimostriamo subito che:

Essa é conlenuta nella striscia S, anzi nella siriscia S privata dell orie-
zsontale ;.

Infatti » appartiene ad §— 1, in quanto sottoarco di ¢, e quindi di «,,
che appartiene ad S—=;, giusta la prima proposizione del n° 59. E A appar-
tiene ad S —,, perché immagine, nella #, di una sottopoligonale, X', della
spezzata Q'U 4 UR', che appartiene a S — t,, giusta la proposizione del n°® 76,
nonché giusta quella stessa prima proposizione del n° 59 e la circostanza
che R’ appartiene a {—*(«,) e che t, & una traiettoria della ¢{. Donde appunto
il risultato, atteso che le orizzontali estreme t, e 1, di S sono due traiettorie
nella 9.

In quanto traiettoria nella traslazione piana ordinaria &, la linea sem-
plice ed aperta w & periodica nella x con periodo unitario, il significato delle
espressioni essendo palese. E sempre in quanto traiettoria in quella solita
traslazione piana ordinaria, » & per di piti una linea semplice ed aperta propria,
nel senso che contiene tutti i suoi punti di aceumulazione.

Uno, @, dei due campi adiacenti ad o contiene tutti i punti con Vordi-
nata maggiore di p-4-1; Valtro, &, contiene tutti quelli con Vordinata
minore di p. Naturalmente:

Il campo Q ¢ contenuto nel campo = Z,); ed il campo Q' conliene il
campo (=) ;
pertanto :

Il semipiano I, + wo(== 2, o) contiene Vinsieme Q-+ w; Vinsieme Q' + o
contiene il semipiano 1l -+ mf=3; + q,);

e quindi:

L’insieme Q - v contiene VUorizzoniale (= m, = o),
mentre nella prima proposizione di questo numero e nelle definizioni di @
ed & & implicito che Q contiene t, e che Q' contiene <.

§ 11. - Seguita I’esame del secondo caso.

89. - 11 significato dei simboli essendo quello stabilito, la curva semplice
ed aperta ¢ ed il segmento FG possono avere in comune punti diversi dai
comuni estremi ¥ e @.
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Questa circostanza potrebbe presentare qualche inconveniente per I'espo-
sizione, se non facessimo uso di un artificio analogo a quello sfruttato nel
n° 55.

Allo scopo, indichiamo con S* la striscia racchiusa fra le orizzontali <
e 1,; di guisa che, la prima proposizione del n® 838 diventa:

La linea @ é contenuia nell'interno della striscia S*.

Consideriamo quindi su © i punti F* e G* con le ascisse rispettivamente
uguali a quelle di F e di G. E poniamo

p*=F*F +p, v'=G"G+v;

di guisa che anche v* & una curva semplice ed aperta (non degenere), mentre
dalle definizioni, dall’ultima proposizione del n® 84 e dai risultati dei n! 86
ed 87 si deduce subifo che:

Le immagini delle curve p* e v* mnelle diverse potenze identiche e non
identiche di t, di w e di ¥ sono disgiunte a due a due, quelle di p* fra di
loro, quelle di p* da quelle di v¥ e quelle di v* fra di loro;

e che:

Le curve p* e v* hanno rispettivamente in comune con ia linea v soltanto
gli estremi Q ed R; e con la refta t soltanto gli estremi F* e G*, sempre
rispettivamente;
ovvio essendo altresi che:

Le curve p* e v* appartengono entrambe alla striscia S¥,
anzi alla striscia S* privata dell’orizzontale t;, come seguirebbe facilmente
dalla prima proposizione di questo numero.

90. - Cid premesso, introduciamo le curve semplici e chiuse e*, @ e j*
rispettivamente definite mediante le posizioni

(26) F = p* e x  vE 4 GFE, i = vF o h 4 Hp¥) - H(FH G,

e

@) = W o h o () HEE,

ed indichiamo con E* I* e J* le regioni rispettivamente racchiuse da e
* e g%

In queste condizioni, tenuto counto della prima e della penultima propo-
gizione del numero precedente, & ovvio che:

Le curve e*, i* e j* hanno, su <, solianto © segmenti F*G*, G*HF*) ed
F#*3(F™*), rispettivamente; e su w soltanto gli archi =, L e -+ X, sempre
rispettivamente.

Attesa la prima e Pultima proposizione del n° 89 istesso, ne segue che:
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La striscia S* contiene tanfo le curve e* ed i*, quanto la curva §*;
epperd che:

La striscia S* contiene tanto gli insiemi E* ed I* quanto I'insieme J*.

La prima proposizione di questo numero ed il secondo teorema del n°® 5
porgono altresi che:

Gli insiemi E* — F*G% I* — G*3(F*) e J* — F*$(F*) sono conlenuti
nel compo S — =,
cioé nel campo costituito dai punti con Vordinata positiva; e che:

Gli insiemi E* —w, I* — X, J* — (x4 LX) sono invece conlenuli nel
campo Q';
anzi nella deduzione non e¢i sarebbe nemmeno bisogno di far intervenire
esplicitamente quel secondo teorema del n° 5; nel corso della deduzione
basterebbe dimostrarlo implicitamente con rignardo alle sole traiettorie di ¥ ;
e la cosa sarebbe particolarmente semplice, attesa la struttura di queste
traiettorie,

91. - Le ultime due proposizioni del numero precedente ci permettono
di stabilire abbastanza facilmente che:

Il punto G* é diverso da F* ed appartiene al segmento F*¥(F*);

e che:

QUi insiemi E* ed I* hanno in comune soltanto Varco v* del loro contorno
e la loro somma & uguale a J*.

Nel fatto, il sottoarco v*, comune a e* ed 4% giusta le (26), parte dal
punto B, interno a = - X, volgendosi, rispetto ad w, dalla banda di E* ed
I*, ciod di Q. I punti interni a v* ed abbastanza vieini ad R risultano
pertanto interni a J* Ma i punti interni a v* non appartengono mai alla
curva semplice e chiusa j* (attesa la seconda e la terza proposizione del
n°® 89). Quindi i punti interni a v* sono interni a J* e v* ha su j* soltanto
gli estremi B e G*. B di qui & facile dedurre tutte le conclusioni desiderate,
non appena si osservi per di pitt che F* e G* sono certamente diversi fra
di loro, perché tali sono gli estremi F' e G che la curva semplice ed aperta
¢ ha sull’orizzontale <,.

Mostriamo ora che:

Il segmento GHF) ha soltanto gli estremi su i*; 4 suoi punii interni sono
interni ad I*.

Nel fatto, la curva semplice ed aperta v 4+ A+ &) ha soltanto gli estremi
G e 3F) su 7; la cosa & ovvia: essa discende dalla sesta proposizione del
p° 79 e dalla terza del n° 85, nonché dalla prima di quello stesso n° 85 e
dalla circostanza che 1, & una fraiettoria di % Ma anche la spezzata semplice
ed aperta GG* 4 G*¥(F*) + HF* ¥ F) ha soltanto gli estremi G e HEF)
su T. E le curve v 4 A + ¥n) e GG* + G*¥(F*) + $(F*3(F) sono rispettiva-
mente contenute nei semipiani S, ed S;. Donde senz’altro la conclusione.
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92, - Nella prima proposizione del n°® 91 & implicita una circostanza
preannunciata alla fine del n° 85. Precisamente & implicito che:

Il punto G appartiene al segmenio FHA,), anzi viene dopo di F sul
segmento o= Ad{A.)}, qualora si percorra «, nel verso positivo.

Nel fatto, in quella prima proposizione & implicito che P'ascissa di G &
maggiore di quella di ¥, mentre F' e G appartengono ad «, per definizione
(n°® 84).

D’altra parte, lascissa di #4,) ¢ minore di quella di #F), perché
Pascissa di 4, & minore di quella di F (n° 85, penultima proposizione}.
E Pascissa di #F) & minore di quella di ¥(#), giusta la prima proposizione
del n® 39. Quindi, attesa anche 'ultima proposizione del numero precedente :

11 punto HF) é interno al segmento GY(F), eppero all’insieme I*;

e dopo di cid, & ovvio che:

I punti G e G* sono rispettivamente interni ai segmenti FH(F) ed F*3F*),
cosa peraltro implicita anche nelle considerazioni del numero precedente.

Sicché i punti.. ¥ F¥), ¥ G*), SHHEF*), F*, G* UF*), $(IF*), HG%,
HHF*), ... sono distinti a due a due e si succedono nell’ordine scrifio sul-
Passe delle ascisse.

93. - Dalla prima proposizione del n® 90 & agevole dedurre che il punto
¥ (F* dell’ insieme $(J* ¢ esterno all’insieme .J* D’altra parte le curve §*
e ¥(j*) hanno in comune soltanto l’arco ¥(u*), come si riconosce temendo
conto della (27}, delle prime tre proposizioni del n® 89 e della circostanza
che w & una linea semplice ed aperta al pari di ©. Dunque:

Lintersezione degli insiemi J* e Y(J*) si riduce a quella, ¥(p*), delle due
curve semplici e chiuse j* e ¥(5%);
epperd :

Gli interni degli insiemi J* e ¥J*), e quindi anche quelli degli insiemi
Y=Y J*) e J*, sono disgiunti (*).

B di qui si trae subito che:

Gli insiemi P(J*) e ¥9UJ*) sono disgiunti, se la differenza dei numeri
interi p e q ho un modulo maggiore dell’'uniti ;
anzi, nella deduzione di quest’ultimo risultato non c¢i sarebbe nemmeno
bisogno di ricorrere al secondo teorema del n° 4, perché & ¢ una traslazione
piana ordinaria. Naturalmente:

Le ultime due proposizioni sussistono anche per gli insiemi E* ed I*;
perché E* ed I* sono contenuti nell’insieme J*, giusta la seconda proposi-

(1) Il ragionamento ed il risultato ricordano circostanze poste in luce nelle dimostra.
zioni del n® 53. H deve essere cosi: si tratta, adesso come allora, di risultati che rientrano
in proposizioni di carattere gemerale e gid conosciute, per le quali si pud vedere, per esem-
pio, il n°® 22 della seconda delle mie Memorie citate.
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zione del n® 91. Ma per E* ed I* si pud aggiungere che:

Gli insiemi YP(E*) e IYE*), nonché gli insiemi I2(I*) e V9I*) sono
disgiunti anche se lo differenza dei numeri interi p e g ha il modulo uguale
allunita ;

e che:

Se la differenza dei numeri interi p e q & in modulo uguale all’uniid,
sono disgiunti anche 3P(E*) e 39(I*), purche allora Uintero p sia minore del-
Vintero q.

Allo scopo basta dimostrare che gli insiemi E* e #{E*) sono disgiunti,
al pari degli insiemi I* e $(I*), nonché degli insiemi E* e &(I*%).

Ora Vintersezione di E* e %(E*) & contenuta in quella di J* e HJ¥),
giusta la seconda proposizione del n® 91; ciod in quella, ¥(p*), delle due
curve j* e 9(j%). D’altra parte (¥ non interseca Varco = -+ w* + F*G* del
contorno di j¥ perché questo arco & contenuto nell'interno di A - » 4 p* 4
+ F*3(F*), atteso che j* wuguale a A+ x4 p 4 F*¥(F¥ 4 Hp¥), giusta la
(27), & una curva semplice e chiusa e che le curve A e G*¥(F* non sono dege-
neri; e non incontra memmeno 'arco v¥, che, a meno degli estremi, & interno
a J* come & implicito nella dimostrazione del secondo teorema del n° 91, e
come si pud dedurre, volendo, da quel secondo teorema istesso. Donde la
conclusione, per quello che ha tratto ad E* e %(E*). Un ovvio ragionamento
analogo sussiste anche per I* e ¥(I*), nel senso che ¥pu*) non interseca né
Hv¥) né F0F) 4 I(p*) - W(F*)H(G*) per motivi ormai evidenti. E la prima
proposizione & dimostrata.

Qunanto agli eventuali punti comuni ad E* e $(I*), essi, in quanto comuni
anche a J* e 9{(J*, dovrebbero appartenere a ¥(u*), epperd a ¥E* . Donde
la conclusione, appunto perché E* e §(E*) sono disgiunti, come abbiamo
visto da poco.

La seconda proposizione del n° 91 e la prima di questo porgono che:

Lintersezione degli insiemi I* ¢ $E*) ¢ data da quella, ¥p*), dei loro
contorni i* e ¥e*).

Nelle considerazioni svolte & implicito che gli insiemi ... §—%J*%), J*,
¥J*), ... si incontrano nell’ordine scritto se si percorre l'asse delle ascisse
nel verso positivo; e che ciascuno di essi separa quelli che lo precedono da
quelli che lo seguono, ove ci si mantenga fra le due linee t ed ®. Circo-
stanze perfettamente analoghe si presentano anche per gli insiemi ... $(E#),
$-UI¥), B* I*, YE*, ¥I%, ...; nella deduzione, si terrd conto anche delle
circostanze poste in luce alla fine del n° 92.

94. - I risultati raggionti negli ultimi numeri si possono in gran parte
riassumere dicendo che:

Gli insiemi J* 4371 (J*) 4 972 (TH) ... e S(T*) 4 B(IF) + ¥ (ITH + ...,
rispettivamente uguali ad I* 4 E* 4 1% + % YE*) + ... ed a HE*) +
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+ H(I#) 4 $HE*) + ¥(I*) + ..., hanno in comune soltanto la curva H(p*) e por-
gono complessivamente Uintersezione di S e di Q 4 v, cioé la tolalita dei
punti di © ed » e di quelli compresi fra = e v;

e che:

Gl insiemi E* 4- 3(I*) -+ 3 HE¥) 4 32(I*) + ... ed I* + ¥ E* 4+ 3I* +
+ ¥(E*) + ... hanno in comune soltanio la curva v* (e porgono complessiva-
wmenie Vintersezione di S ed & 4+ o, cioé la {olalitc dei punti di v ed » e di
quelli compresi fra © ed v);
ed osservando che:

QUi insiemi J* 4+ M JH) + AT+ ... e HJTH) 4 TH) A ¥TY) + ...,
rispettivamente uguali agli insiemi I* + E* + 31 I*) 4+ &~YE*) + ... e HE*) +
4 ¥(I*) - &2(E’f‘) + $(I*) 4 ..., intersecano w rispetiivamente lungo le semilinee
(A #) 975X ) 0720 ) o € B 2) 4 B - 2) + Hn  2) -
ed intersecano <t rispettivamente lungo le semiretie $(F*)F* 4 3~} F*)F¥) +
F OHHENFH) 4 e € HERHE) + ¥(FHFH) + ¥(EFHFH) + .. ;
ciod intersecano w lungo le semilinee con I'origine nel punto #{¢) e t lungo
le semirette con lorigine nel punto ¥{F*); e che:

Gli insiemi E* - 3~YI%) 4 8 HE*) + 3I%) + ... ed I* 4 HE*) -+ HI*) +
+ 93E*) 4 ... inlersecano v rispettivamente lungo le semilinee » - 37(A) 4
971 4 3) 972 A 7200 A v @ X+ B + 30k 4 3(0) -+ H(X ) + ..
e 1t rispetlivamemente lungo le semiretle G*3—(G*) + d=4GF*HYG*)) +
+ (G GH) + ... e GFYGF) + F(EHH(GF) 4 ¥(GFHEH) +
ciod ® lungo le semilinee con l'origine nel punto B e t lungo le semirette
con lorigine nel punto G*. In particolare, nelle proposizioni precedenti &
implicitamente ricordato che p* e v* su ® hanno soltanto @ ed E, rispetti-
vamente, e su t soltanto F* e G*, sempre rispettivamente.

95. - Le proprieta stabilite finora sarebbero pilt che sufficienti per
dimostrare il teorema del n°® 27. Ma in vista di quello del n° 31 & meglio
pon abbandonare ancora l'ordine di idee aftuale.

Consideriamo pertanto la spezzata a,. Essa & semplice, al pari di a, ed
ha, come primo ed ultimo lato, rispettivamente il primo e Vultimo lato di a,
(n° 23, sesta proposizione). Inoltre, quei lati di a,, che non appartengono ad
@, hanno i loro interni nell’interno, II;, del semipiano S, (n* 24, terzo teorema).
Pertanto, quei punti del sottoarco ¢ di «,, che non appartengono ad o, si
distribuiscono in tante poligonali semplici,

(28) 1y €5y ey Or (r numero naturale),
contenute in II,, a meno dei loro estremi, diciamoli rispettivamente
(29) L, ed M,, L, ed M., ..., L, ed M,,

che sono interni ad a,.



G, Scorza DracoN:i: Il teorema di rotocontrazione per una classe, ecc. 321

Le poligonali (28) sono elemenfari rispetto a K. T punti (29) apparten-
gono anche al segmento FG (e cadono in altrettanti vertici di K).

I segmenti non degeneri L,M,, L,M,, .., L,M,, diciamoli rispettiva-
mente

(30) ef, e, .., e,

sono elementari rispetto a K. E possiamo supporre di aver scelto i simboli
in tal guisa, che i segmenti L,M,, L,M,, ..., L,M, si succedano nell’ordine
scritto, quando si percorre @, a partire da 4, verso #(4,); e che i punti
Ly, L., ..., L, precedano rispettivamente i punti M,, M,, ..., M,..

96. - Nelle condizioni fissate nel numero precedente, il punto L, coincide
necessariamente con F,

81) F=1,;

ed il punto M, & certamente interno ad FG, quando non coincide con @G.
Posto

(32) H=M,,

e detto ¢ il sottoarco individuato da F ed H su ¢, di guisa che
(33) ¢ =e,

se r=1, ed

(34) e’ == el, + Mng ‘}‘ e; + ees + Mr__lL,~ + e;-,

se r> 1, la circostanza che:

Il punto H appartiene al segmento FG ed é diverso dal punto F;
e quella che:

Il sottoarco ¢ di ¢ non é degenere; Vintersezione di ¢ e di 1, 6 fornita
da F ed H, se r=1 e da F+ ML, + ..+ M, L, +H, se r>1;
sono accompagnate dalla:

I punti di ¢ esterni al segmento eventualmente degenere HG ed abbastanza
viciné ad H, cioé quelli di ¢ diversi do H ed abbastanze vicini ad H , 80N0
interni ad S;
epperd dalla:

Il punto H é un vertice di a, interno ad %, cioé un vertice di K conle-
nuto nel sottoarco essenziale di «,,

Annali di Matematica 4
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atteso che allora la coincidenza di I con ¥4, e dell’ultimo lato di @, con
Pultimo di a, implicherebbero un assurdo evidente.

Le circostanze poste in loce in queste ultime due proposizioni sono in
rispondenza con quelle espresse dalla penultima proposizione del n° 85. E da
queste e da quella si deduce in particolare che:

Il segmento FH ¢ contenuto nell’interno di o,
anzi & contenuto nel sottoarco essenziale di «,, essenziale con riferimenfo al
complesso K naturalmente.

97. - A proposito dei punti e degli archi che compaiono nelle (28), (29),
(31), (32), (33) e (34) si pud affermare che:

La curva p appartiene alla curva e ; il suo estremo F & un eslremo di
ei; il suo estremo Q é inlerno ad ey, eppero ad € ;

e tenuto conto della quarta e dell’ultima proposizione del n° 85, nonché
della terza del numero precedente, che:

Se G ¢ diverso da R (vale o dire, se R ¢ interno ad S), G coincide con
H; se @ ¢ diverso da H, G coincide con BE.

E di qui & facile dedurre che:

Se G ¢ diverso da R (vale a dire, se R é inferno ad S), la curva v
apportiene ad e.; Vestremo G di v & un estremo di e;; Ueslremo K di v @
interno ad e,, epperd ad €';

e che:

Se G coincide con H, il punio B appartiene ad e,, epperd ad ¢'; se G ¢
diverso da H, il punto R é eslerno ad ¢'.

La prima proposizione del n® 92 e la prima e la quarta del n® 96 assi-
curano che:

Il punio H ¢é interno al segmenio Fi(A,);
mentre 'utima del n® 92 e la prima del n® 96 danno senz’altro che:

Il punto H é interno anche al segmento F3(F),
epperd che il punto #(F) & esterno al segmento HF. E dopo di cid & ovvio
che:

11 sottoarco ¢ di ¢ ed il segmento HH(F) hanno in comune soltanto il
punto H,
attesa anche la seconda proposizione del n® 96.

98, - Diciamo, nell’ordine, ¢, ¢, ..., e, le poligonali semplici e chiuse
e, + ¢/, ey+e;, .., er-+ e ottenute sommando poligonali (28) con poligo-
nali (30).

Le poligonali semplici e chiuse e, e;, ..., e racchiudono altrettanti
poligoni, i, E,, ..., K, elementari rispetto a K.

I poligoni E., E., .., E, sono contenuti nel semipiano §,. E la curva
¢, libera nella 9, al pari di ¢, appartiene allo stesso semipiano, al paridi c.
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Ne segue facilmente che quei poligoni non intersecano la curva ¥(¢);
epperd che essi non incontrano la curva #(p). Ed & ovvio che essi non infer-
secano nemmeno il segmento H{FI'¥),

Quelle facce poi di K, che sono contenuto nel semipiano S;, e che hanno
un lato sul segmento elementare FH, oppure un vertice interno al segmento
FH (**), non intersecano ¥{p). Ed esse non intersecano nemmeno il segmento
HFF*), atteso che H & interno al segmento F¥(F), giusta la penultima
proposizione del n® 97. Inoltre esse sono contenute nell’insieme E¥* se al
numero A si impone, come faremo, di essere minore di p (*9).

99. - Nel piano, indichiamo con F il poligono elementare rispetto a K
formato da quelle facce di K, che sono contenute nei poligoni elementari
E., E., .., E,, e da quelle, che sono contenute nel semipiano S,{=1II;
4 my =234 o) e che hanno un lato sul -segmento elementare FH oppare
un vertice interno al segmento elementare FH.

Il contorno, e, di E, & formato dal solito sottoarco ¢ di ¢ con gli
estremi nei punti F ed H e da un arco, ¢, che & contenuto nel campo
Iy(= Zi), se si prescinde dai suoi estremi F ed H. E di qui e dalle posi-
zioni fatte, oltre alla

(35) e=¢e -+ ¢,

si trae facilmente cho:

Lintersezione dell'insieme E e delln retta mf=g,=1,) & fornita dal
segmento FH,
e quindi, attese la prima e l'ultima proposizione del n°® 47 e D'ultima del
n® 96, che:

Le facce di K contenute in E sono equilatere ed hanwno h come comune
lunghezza dei loro lati;
vale a dire che:

Se una faccia di K appartiene ad E, essa é anche uno faccia di K*;
ciod che E & un poligono elementare anche con riferimento a K*.

Nelle posizioni precedenti & poi implicito che:

La poligonale ¢ contiene almeno due lati di K, cioé di K*;
e che il poligono E contiene nellinterno i punti interni ai poligoni
Ei, E,, .., B, e quelli interni ai segmenti e/, €}, ..., ¢/; ciod che:

{*%) Be il segmento FH contiene almeno due lati di K, ogni faccia di K con un lato su
FH ha almeno un vertice interno ad FH. Se il segmento FH contiene soltanto un late di K,
nessuna faceia di K pud avere vertici interni ad FH.

(1) Questa & la prima nuova condizione imposta al numero h.
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Il poligono E contiene mnell interno tulti i punti interni alla regione E*
contenuti nella striscia S.

Ferma naturalmente Pipotesi % < p, dalle considerazioni del n° 98 segue
subito che:

Il poligono E ¢ conlenulo nella regione E* e non conliene nessun punio
della curva H{p*}.

Ne viene in particolare che:

Il poligono E ¢ libero in tutte le polenze non identiche della &,
attese la quarta e la quinta proposizione del n° 93.

100. - Accanto alla poligonale semplice e chiusa e, consideriamo la
curva chiusa ¢ definita dalla posizione

(36) i=v+ %+ ) + HE)G,

e mostriamo che anche ¢ & semplice. Nel fatto, v ha soltanto E su A (secondo
la proposizione del n® 87); X ha soltanfo #(Q) su ¥(y), giusia la proposizione
del n° 86; &(p) ha soltanto ¥F) su ¥{F)G, giusta la prima proposizione del
n° 85 ; ¥ F)G ha soltanto G su v (n° 85, prima proposizione); inoltre v e ¥{p)
sono disgiunte (n° 84, ultima proposizione), mentre A e ¥{F)G possono avere
in comune al massimo il punto B (n° 79, sesta proposizione), e possono
averlo in comune soltanto a patto che R coincida con G (n® 85, seconda
proposizione, o terza) e che v degeneri.

Cid premesso, indichiamo con I la regione racchiusa da ¢. Allora intanto
& ovvio che:

La regione I & contenuta nello striscia S,
perché ¢ & ovviamente contenuta in §. Ma & immediato altresi che:

La regione I é contenuta anche nella regione I*;
perché il segmento G¥{F) appartiene alla regione I* (n® 91, ultima proposi-
zione); e quindi perché la curva ¢ appartiene alla regione I*. E dopo di cid
& ovvio anche che:

La regione I fornisce U'intersezione di I* e di S.

Attesa la prima proposizione del n® 85 e quelle dei ni 86 e 87, dalla
circostanza che 7 & semplice segune subifto che:

Liintersezione di T e di o si riduce a ; e quella di I e di To(== T, = 0,)
st riduce al segmenfo GH(F);
e per la deduzione non ci sarebbe nemmeno bisogno di ricorrere al secondo
teorema del n° B, vista la particolare struttura delle traietforie di &.

10L. -~ In questo numero condurremo a termine la determinazione dei
punti comuni alle regioni E ed I. E faremo vedere che:
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Lintersezione di E ed I é uguale alla curva evenlualmente degenere v,
se i punti G ed H coincidono; é vuota, se ¢ punti G ed H sono diversi.

Gli insiemi E ed I apparfengono rispettivamente agli insiemi E* ed I*
(n° 99, penultima proposizione; n° 100, seconda proposizione); indi la loro
intersezione & contenuta in quella, v¥ (n® 91, seconda proposizione}, di E*
ed I*. Ma Vinsieme I appartiene per di pin ad § (n° 100, prima proposizione);
indi Uintersezione di E ed I appartiene anche a quella, data da v, di v* ed S.

Sicehé, per concludere basta far vedere che quando G ed H coincidono,
E ed I contengono v; e che quando G ed H sono diversi, F non interseca v.

Supponiamo dapprima che G ed H coincidano. H distinguiamo due even-
tualitd : quella che R coincida con G (e quindi con H); e quella che R sia
diverso da G (e quindi da H). Nella prima eventualitd, la curva v & dege-
nere (per definizione, n® 84) ed appartiene ad ¢ (atteso che per definizione
¢ contiene H, n® 96}, epperd ad E. Nella seconda eventualita, v non & dege-
nere ed appartiene ad e, (n° 97, terza proposizione), epperd ad ¢, e quindi
ad E. Ma in entrambe le eventualitdh v appartiene ad ¢, e quindi ad 7. E di
qui appunto la prima parte della proposizione.

Supponiamo adesso che G ed H siano diversi. E rammentiamo che
Pintersezione di E e 1, si riduce al segmento FH (n° 99, prima proposizione);
e che G non appartiene ad FH, perché i punti F, H, G e IF) sono distinti
a due a due e si succedono nell’ordine secritto rispetto al verso positivo del-
I'asse delle ascisse, giusta l'ipotesi, l'ultima proposizione del n° 92, e la prima
del n° 96; epperb che E non contiene G. Ma nelle presenti condizioni @
coincide con B (n° 97, seconda proposizione) e v si riduce a @G. Pertanto
la dimostrazione attuale & finita.

102. - La determinazione dei punti comuni agli insiemi I e $E) &
altrettanfo rapida. I risultati acquisiti ¢i permettono infatti di stabilire quasi
immediatamente che:

Lintersezione di I e HE) é fornita dalla curva $(p).

Nel fatto, I appartiene ad I¥ epperd a J* (n® 91, seconda proposizione),
e ad §, anzi fornisce P'intersezione di I* e di S (n® 100, terza proposizione).
Ed E appartiene ad £* (n°® 99, penultima proposizione), epperd a J* (n° 91,
seconda proposizione). Indi D'intersezione di I e $(E) & contenuta in J* in
$(/*) ed in S. Ma lintersezione di J* e HJ*) & data da Hu*), giusta la
prima proposizione del n° 93. Pertanto lintersezione di I e di 9(E) & conte-
nuta nella curva ¥(p), che appartiene sia al contorno ¢ di I, giusta la (36),
sia al contorno ¥e) di ¥(E), giusta la (33), la (34), la (35) e la prima propo-
sizione del n® 97. Donde la conclusione.

103. - In questo nuomero ci occuperemo delle intersezioni di I con gli
insiemi 97(E), ¥(E), ¥°(E), ¥(E), ¥(E), ..., e dimostreremo che:
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La regione I wnon inlerseca nessuno dei poligoni ¥ E), ¥(E), 3*E),
Y(E), ¥ E), ecc. ecc.

Infatti, per quello che riguarda I e &K}, la regione I appartiene ad I*
ed il poligono ¥ %E) a J¥~*(E*), ginsta proposizioni gid ricordate, mentre
Vintersezione di I* e $*(E*) & vuota, giusta la sesta proposizione del n® 93;
per quello che riguarda I e ¥*(K), 9 %E), ¥(E), ¥°E), ... basta osservare
che I ed £, appartenendo a I* ed E*, appartengono anche a J*, sempre a
norma della seconda proposizione del n® 91; e rammentare che Pinsieme J*
¢ libero in tutte le potenze non identiche di & diverse da ¥ e dalla sua
inversa, giusta la terza proposizione del n° 93.

104. - Considerazioni analoghe a quelle sfruttate nelle dimostrazioni
degli ultimi numeri ci permettono di riconoscere che:

La regione I é libera in luile le polenze non identiche di ¥.

Nel fatto, la regione I & contenuta nella regione I*. E questa & appunto
libera in tutte le potenze non identiche di &, giusta la qnarta proposizione
del n°® 93 e la quinta.

§ 12. - 11 primo risultato conclusivo.

105. - Attesa la permutabilita di ¢ e di ¥ la trasformazione ¢ muta
traiettorie di & in traiettorie di & Pertanto anche I'immagine {{w) di w nella
¢ &, al pari di w, una linea semplice aperta e propria, periodica nella « con
periodo unitario.

Naturalmente #w) & contenuta nella striscia S, al pari di w. E basta
risalire dalla striscia S alla corona C per ottenere, da w, una carva semplice
e chiusa, z, contenuta nella corona ed aggirante il centro della corona; e
da #(w) la curva semplice e chiusa ¢(z), immagine di z nella ¢.

E z e t{z) sarcbbero disgiunte, se tali fossero o e #w). E se si verifi-
casse una simile circostanza favorevole, si presenterebbe senz’altro la seconda
delle eventualith contemplate nel teorema del n° 27, nel senso che sarebbero
presenti nella corona curve semplici e chiuse, che aggirano il centro della
corona e che sono libere nella ¢.

106. - Escluso che si presenti quella circostanza favorevole, indichiamo
con k ed [ le sottocurve di z rispettivamente provenienti da = e X, di guisa
che risulta

z=k-+1,

mentre B e I hanno in comune i due estremi e soltanto i due estremi. Ed
ineominciamo col mostrare che:



G. Scorza Dracont: Il teorema di rotocontrazione per une classe, ecc. 327

Lintersezione di z e di #Hk) é vuola;
e che:

Lo curva I 6 libera nella t;

di guisa che:

Lintersezione di z e t(z) coincide con quello di k e di t{l).

Allo scopo, consideriamo la curva #(c), vella striscia §. Essa parte dal
punto #F), che & interno allinsieme I* (n° 92, seconda proposizione). Essa
non interseca v, perché v appartiene a ¢ ¢ perché ¢ & libera nella ¢ (n° 81,
seconda proposizione), Hssa non interseca A (n® 81, penultima proposizione).
Fssa non interseca nemmeno #(y), perché $(u) appartiene a ¥(c), e perché
¢ & libera nella w (n® 81, seconda proposizione). Inoltre:

Essa appartiene ad S;
quindi essa non pud avere punii nell’interno della poligonale semplice ed
aperta GG* + G*HI*) 4+ ¥ F*F). Dunque:

Essa ¢ contenuta nell'interno di I*;
pertanto #(c) non interseca o (n° 90, ultima proposizione). Epperd anche le
immagini di #(c) nelle diverse potenze di % non intersecano v, attesa l’inva-
rianza di o nella 4. E di qui appunto la mancanza di punti comuni a ##k)
ed a z.

L’arco I & poi libero nella #, perché A & libero nella £ ed in fufti i
prodotti di ¢ per potenze di ¥, giusta la quinta proposizione del n°® 79.

107. - A proposito di [ si pud dire qualcosa di pit. Precisamente :

E lecito supporre che il suo diametro, calcolalo secondo la melrica euclidea
del piano, sia minore di wn numero posilivo prefissato a piacere.

Allo scopo basterd far vedere che la condizione pud essere imposta a
t'(l). E per far vedere questo basterd mostrare che si pud supporre minore
di un numero positivo prefissato a piacere il diametro di ¢ (I} calcolato
nella metrica polare.

Circostanza questa immediata. Infatti ¢%(I) si ottiene da #*(}), ciog,
attesa la (22), da X. E il diametro di X, nella metrica euclidea, & minore
di 3k, attesa la (18) e la seconda proposizione del n° 78. Da qui la conclu-
sione, purché % sia abbastanza piccolo (*).

E la dimostrazione del teorema del n° 27, cioé del primo dei risultati
conclusivi preannunciati nel § 5, & terminata.

108. - Prima di chiundere il paragrafo, qualche considerazione forse non
inutile per una migliore intelligenza del risultato conseguito.

{*") Ed & si pud sempre supporre abbastanza piecolo !
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La curva semplice e chiusa k- del n° 106 non inconfrava Varco ¢k)
perché si era nel primo sottocaso. Nel secondo softocaso, la curva semplice
e chiusa k-4 I, o meglio la sua analoga, non avrebbe inconfrato 1 arco
t~'(k), o meglio il suo analogo.

E purtroppe noi non riusciremo a dire nulla di piti, senza aggiungere
delle ipotesi supplefive: nemmeno a dire che la curva k -+ I separa I'arco
tik) da t(k). Nel fatto, una tal separazione implicherebbe le

(k+D)ntk)=0, (k+1)nt"k)=0;
cio® una tal separazione, accanto alla

Bntk)=0,
equivalente alla
kR0 ¢'k)=0,
implicherebbe le
Intk)=0, INt 'k =0;

e di qui, attesa naturalmente anche la

seguirebbe
zNHz) =0,

col solito significato, per z, di k- I; mentre nel secondo caso noi riusei-
remo a stabilire, nella corona, la presenza di curve semplici e chiuse, che
aggirino il centro della corona e siano libere rispetto a ¢, soltanto se sono
soddisfatte certe condizioni suppletive.

§ 13. - Si riprende in esame il secondo caso.

109. - Ora noi faremo appunto intervenire delle ipotesi suppletive, per
istabilire, nel secondo caso, la presenza di quelle tali curve semplici e chiuse.
E naturalmente potremo sempre limitarci all’esame del primo sottocaso

(n° 66).

110. - Per procedere. con maggiore speditezza, fissiamo, una volta per
tutte, qualche altra posizione. Precisamente, detta Z la regione confornafa



G. Scorza Dracont: Il teorema di rotocontrazione per una classe, ecc. 329

da =z, accanto alle

Lo == 2Z, kozk; Io"-—'l

ed alla
ZO —_— Z,

introduciamo anche le posizioni

Zy == f(zo) y &= t(zl) s
k1 = t(ko) 3 k2 == t(kl) H

L=¢l), L=¢l),

da cui, in particolare,

z1=t*(z0), 2= t*z),
se t* & il prolungamento di ¢ definito nel n® 42; e poniamo
Z.=1t*2Z), Z,=t*(Z),

di guisa che Z; e Z; sono le regioni rispettivamente delimitate da z, e z,.

111. - Nel primo sottocaso la curva f(c) & contenuta nellinterno di I*
(n°® 106, quinta proposizione); e Pinterno di I* appartiene tanto al semipiano
$ (n° 90, quarta proposizione), quanto al campo ' (n° 90, quinta proposi-
gione). Indi:

Nelle condizioni altuali, quelle del primo sotfocaso, k, & contenuia nell’in-
terno di Zo;
epperd k; in quello di Z,. E giusta la terza proposizione del n°® 106:

Nelle condizioni attuali, Vinlersezione di z, e z, coincide con quella di
kq ed 11;

epperd lintersezione di z, e z, coincide con quella di &k, ed I,.

112. - Ebbene, incominciamo col far vedere, a titolo di esempio chiari-
fieatore, che:

Se alle circostanze precedenti si aggiunge quella, che Z, contenga anche
L, cioé che Z, contenga tutta la curva z,, allora nella corona sono presenti

curve semplici e chiuse, che aggirano il centro della corona e che non incon-
trano le rispettive immagini nello ¢.

Annali di Matematica 42
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In queste condizioni infatti, Z, contiene Z,, mentre Z, contiene k, nel pro-
prio interno e contiene z,. Pertanto Z, contiene nel proprio interno z,, atteso
che i punti comuni ad I, e z; sono quelli comuni ad I, e k;, ed aftesa la
prima proposizione del numero precedente. Indi z,, ciod z, & libera nel
quadrato della ¢#. Donde la conclusione, atteso un teorema della SANTOLINT (**).

118, - Nel primo sottocaso z, appartiene a Z;, cioé #(z) appartiene a Z,,
se, e soltanto se, {(w) appartiene all’intersezione di Q 4w ed §; ciog, se, e
soltanto se, #(w) appartiene ad Q 4 o, atteso che w & contenuta nella striscia
S (n° 88, prima proposizione) e che § & invariante nella £.

Peraltro noi vedremo che nel secondo caso ci si pud ricondurre al
teorema della SANTOLINI anche se sono soddisfatte le ipotesi suppletive
contemplate nel teorema del n° 31 (e se il numero %k & abbastanza piccolo). Natu-
ralmente continueremo a prendere in esame soltanto il primo sotfocaso.

114. - Nelle ipotesi attuali (quelle del secondo risultato conclusivo), i
prodotti di # e £~* per le potenze identiche e non identiche di ¥,

(37) e, WP (p=20, 21, =2, ..),
e quelli analoghi,
(38) rye, tye (p=0, =1, %2, ..),

relativi a #* e =% sono privi di punti uniti, in armonia con le considerazioni
del n° 40.

Di qui e dal significato di ¢ e di & segue che le distanze dei punti del
piano dalle rispettive immagini nei diversi prodotti (37) e (38) ammettono
un estremo inferiore positivo.

Ma i prodofti (37) e (38) sono equiuniformemente continui, atteso il signi-
ficato di ¢ e di ¥ Pertanto noi possiamo imporre al numero h (**) di essere
tanto piccolo, che ogni softoinsieme del piano abbia una distanza maggiore
di » dalle sue immagini nei diversi prodofti (37) e (38), qualora il suo
diametro sia minore di 3kk. E con c¢id, le condizioni per h sono terminate.

115. - Nelle ipotesi attuali, la lunghezza di A & minore di 3hk, giusta
la (18) e I'ultima proposizione del n° 79. E le lunghezze dei lati di K non
possono mai superare k (n® 46, ultima proposizione). Pertanto :

(48) A. SaNTOLINI, A proposito di wn feorema sugli autoomeomorfismi del piano reale
euclideo (in corso di stampa nei Rendiconti dell’ Accademia Nazionale dei Lincei).
(*%9) Le condizioni da imporre ad k stanno per terminare!
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Nelle condizioni attuali, quelle facce di K che intersecano A, non interse-
cano nessuno delle immaging di » wei prodotls 137, 792, 9% ¢ %92 di f,
i 8 e £t per le polenze identiche e non identiche di & ;

e qui si {rae in particolare che:

Nelle condizioni attuali, la curva A é libera in tutli i prodolti {¥}2, (9%,
129P ¢ 172P di f, ¢ ¢ e £ per le potenze identiche e non identiche di ¥,
la ecircostanza che A sia libera nei prodotti (37) non rappresentando peraltro
una novitd, giusta la quinta proposizione del n°79 e le ultime righe del n° 46.

116. - Ed ora fissiamo qualche altra convenzione, da mantenersi anche
essa per tutta la durata della Memoria.

Se G & diverso da I, nella quale eventualitd esso coincide con H (n°® 97,
seconda proposizione) mentre B & interno ad S e ad ¢ (n° 85, quarta propo-
sizione, n® 97, terza proposizione), indichiamo con p il sottoarco di ¢
individuato da F e da R e con v quello individuato da H e da @, che &
interno ad ¢’ (n° 97, prima proposizione}, nonché a ' (nelle condizioni attuali).
In queste condizioni risulta

€=p+4v, =p4v;

p’ e v hanno in comune soltanto »; p e v’ hanno in comune soltanto il
comune estremo ¢; ' e v hanno in comune soltanto il comune estremo R;
v contiene v.

Se ( & diverso da H, nella quale eventualitd esso coincide con R, indi-
chiamo con (' Parco ¢ istesso e con v il sottoarco di ¢ individuato da @,
che & inferno ad ¢ (n°® 97, prima proposizione), e dall’estremo H di ¢. In
queste condizioni risulta

/ I

=y, =p+v;

' contiene v'; p e v hanno in comune soltanto 'estremo @; ' e v sono

disgiunti.

Se G coincide tanto con H, quanto con R, indichiamo di nuovo con
l'arco ¢ istesso e con v il sottoarco di ¢ individuato da @ e da H. In queste
condizioni risulta

d=p+v, =p+4v;

p" e v hanno in comune soltanto x; p e v hanno in comune soltanto
I'estremo @; 1’ e v hanno in comune soltanto 'estremo R; v’ contiene v.
Cid premesso dimostriamo che :
Le curve semplici, aperte e retlificabili, che non intersecano facce di K
provviste di punti su immagini di % in polenze identiche e non identiche di
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¥, che hanno un estremo su p (su y) e Uallro su v (su v), e che hanno
Vinterno nellinterno di E, hanno una lunghezza uguale a V3h/2, oppure
maggiore di V3h/2.

Nel fatto, v sia una tal curva, econ un estremo in M e laltro in N.

Allora M ed N sono diversi uno dall’altro. E sono diversi sia da @,
che appartiene a %3}, sia da R, che appartiene a A.

E supponiamo dapprima che M appartenga a ¢ ed N a v.

In queste condizioni E, che contiene v, contiene punti di v, ciod di I,
giusta la (36); pertanto G coincide con H (n° 101, prima proposizione).
Inoltre v non & degenere, perché contiene i punti distinti N ed E; pertanto
G & diverso da R, ed B & interno ad S e ad ¢,

I punti M ed N individuano due sottoarchi non degeneri nel contorno e
del poligono E, elementare sia rispetto a K (per definizione, n® 99) sia rispetto
a K* (n° 99, terza proposizione). E di questi sottoarchi uno contiene la
poligonale e¢” e Paltro contiene nell’interno il punte E. Il primo contiene
due lati di K (nonché di K*), attesa la quarta proposizione del n° 99; l’altro
contiene nell’interno almeno un lato di K (nonché di K*), attesa Iipotesi
sulle facce di K provviste di punti in comune con . Perfanto su e si possono
determinare i fre lati PP, P,P; e P;P, di K (nonché di K*) in tal guisa,
che M appartenga al segmento P,P, ed N non appartenga alla poligonale
semplice ed aperta P,P;, + P,P;+ P;P,, elementare sia rispetto a K sia
rispetto a K*.

Sia ora T il poligono convesso complessivamente formato dalle due
stelle di K* (di K*, e non di K!) coi centri nei punti P, e P;. Il poligono
T si presenta come formato da dieci facce di K*, distribuite in due esagoni
regolari coi rispettivi centri in P, e P;: ed & suddiviso da PP, + P,P;+ P, P,
in due sottopoligoni, 7" e T, elementari rispetto a K*. Uno di questi sotto-
poligoni, 7', & contenuto in E; laltro, T", & privo di punti interni ad E.

La curva v, uscendo dal punto M di P,P,, penetra nell’inferno di E,
epperd in quello di 7". B si mantiene nellinterno di K fino a che non
giunge di nuovo sul contorno di E nel punto N, esterno alla poligonale
PP, + P,P, }+ P,P,. E tutto questo pud farlo soltanto a patto di incontrare
ulteriormente il contorno di 7 in un punto esterno al segmento P.P;, anzi
alla poligonale P,P,+ P,P; 4 P,P,. Pertanto v attraversa almeno un paral-
lelogramma formato da due facce di K; attraversa, nel senso che ne interseca
due lati opposti. Donde la conclusione, atteso che due lati siffatti hanno una
distanza pari alla lunghezza, V3h/2, delle altezze dei triangoli di K*.

Supponiamo adesso che M appartenga a p ed N a V.

In queste condizioni, i punti M ed N individuano sempre due sottoarchi
non degeneri sul contorno e del poligono K, elementare sia rispetto a K
sia rispetto a K*. E di questi due sottoarchi uno contiene sempre la poligo-
nale ¢’ e laltro contiene nell’interno il punto @. Il primo sottoarco contiene



G. Scorza Dracoxt: Il teorema di rotocontrazione per una classe, ece. 333

sempre due lati di K (nonché di K*), attesa sempre la quarta proposizione
del n° 99; e V'altro contiene nell’interno almeno un lato di K (nonché di K*),
attesa I'ipotesi sulle facce di K provviste di punti in comune con $*(}).
Pertanto anche adesso si possono determinare, su e, i tre lati P,P,, P,P; e
P,P, di K (nonché di K*) in tal guisa, che M appartenga al segmento P,P,
e che N non appartenga alla poligonale semplice ed aperta P,P,+4 P,P, +
-+ P,P,, elementare sia rispetto a K sia rispetto a K*. A questo punto la
dimostrazione precedente riprende parola per parola, fino a giungere di
nuovo alla conclusione. B la giustificazione & terminata.

117, - Ormai siamo in grado di stabilire un altro lemma, che ci sara
molto utile in parecchie occasioni. Precisamente siamo in grade di dimo-
strare che:

Hanno una lunghesza maggiore di V3h/2 tutte quelle curve semplici,
aperte e rellificabili, che sono contenute nella siriscia S, che hanno punii
interni ad I e che infersecano w senza incontrare le facce di K provviste di
punti in comune con immagini di A in potenze identiche e non identiche di 9.

Nel fatto, adesso sia v una tal curva. Il punto M di v sia interno ad I,
epperd ad I*. Il punto N di v appartenga ad w, anzi a = -+ ¥} -9 x) 4 ...,
atteso che v non interseca immagini A in potenze identiche e non identiche
di ¥.

Allora M ed N sono certamente distinti, perché nessuno dei punti interni
ad I appartiene ad o (n° 100, ultima proposizione). Pertanto non & resirittivo
supporre che v abbia addiriftura M ed N come estremi; se cosi non fosse,
basterebbe sostitaire v col sottoarco individuato da M e da I su v.

Il punto IV & esterno ad I*, perché esso non appartiene a A, per ipotesi,
e perché Uintersezione di [* e di o si riduce a A, giusta la seconda delle
(26) e la quinta proposizione del n° 90.

Pertanto la curva v interseca il contorno ¢* di I*. Ma essa non inter-
seca A, per ipofesi, e non interseca G*¥(F*), perché appartiene ad S.
Dunque essa interseca v* 4 $(p*). Ma essa appartiene ad S, dunque essa
interseca anche v --dyu). E la sua intersezione con v} &p) & uguale a
quella con v* 4 {p*).

Spostiamoci su v a partire da N (verso M); e fermiamoci appena incon-
triamo v + ¥(p) nel punto M’ (diverso da M). Allora M’ ¢ diverso da N, in
quanto esso ¢ un punto di I (e di I*). Inoltre M’ non appartiene né a A,
né alle immagini di A nelle potenze di &, perché esso appartiene a v; in
particolare M’ & diverso da E e da ¥{9Q).

Indichiamo con v* il sottoarco di v con gli estremi in M’ ed N. I punti
di v* diversi da M’ non appartengono nemmeno a v* + 9(n*) e sono esterni
ad I*.

E supponiamo adesso che M’ appartenga a v, epperd a v*.
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Allora v non si pud ridurre al panto B, perché M & diverso da E. Ed
M’ & interno a v*, perché nou & soltanto diverso da £, ma & diverso anche
da G*.

Indi i punti di v* diversi da M’ ed abbastanza vicini ad M’ sono interni
ad E*, atteso che essi sono esterni ad I* ed attesa per esempio, la seconda
proposizione del n® 91.

Su ov* spostiamoci a partire da M’ (verso N), e fermiamoci appena
incontriamo p* -+ ®, nel punto N’

La presenza di N' & certa, perché I'insieme p* 4 ® contiene tufti i
propri punti di accumulazione (si rammenti che ® & una linea propria, n°® 88).
Inoltre N’ & certamente diverso da M’: nel fatto, M’ non appartiene ad w,
perché esso & interno a v* e perché l'unico punfo comune ad w ed a v* &
Pestremo R di v* (n° 89, terza proposizione); ed M’ non appartiene nemmeno
a p*, perché pu* e v* sono disgiunti, atteso che tali sono p e v (n° 84, penul-
tima proposizione), ed atiese le definizioni di p* e v*.

Indichiamo con ¢’ il sotfoarco di v* con gli estremi in M’ ed N'.

I punti di ¢/ diversi da M’ ed N’ sono necessariamente interni ad E*:
nel fatto, quelli vicini ad M’ sono interni ad K* e nessuno degli altri &
situato sul contorno di E*.

Ne viene che N’ o appartiene a p* od a x.

Ma © appartiene anche ad S, dunque N’ appartiene a p’, cioé al sottarco
n+4x di ¢; M appartiene a v; e i punti di ¢ interni a ¢’ sono interni
anche ad E (n° 99, quinta proposizione). Ma allora, per concludere, basta
applicare il lemma del numero precedente, e ricordare che M’ & diverso da M.

Supponiamo adesso che M’ appartenga a ¥(p), epperd a H(p*).

Allora M’ & interno a 9{p*), perché non & diverso soltanto da #(¢)j, ma
anche da &(F*).

Indi i punti di v* diversi da M' ed abbastanza vicini ad M’ sono interni
a 9(E*), atteso che essi sono esterni ad I* ed attesa, per esempio, I'ultima
proposizione del n® 93.

Su v* spostiamoci a partire da M’ (verso N), e fermiamoci appena incon-
triamo ¥{v*) -+ o, nel punto N'.

La presenza di un tal N & certa, per motivi analoghi a motivi gid
addotti. B per motivi analoghi a motivi gia addotti, N’ & diverso da M.

Indichiamo di nuovo con ¢ il sottoarco di v con gli estremi in M’ ed N

I punti di v diversi da M’ ed N’ sono necessariamente inferni a MHE*),
sempre per motivi analoghi a motivi gia addotti.

Indi N’ o appartiene a ¥#(v*) o appartiene a d(x}.

Ma o apparfiene anche ad S, dunque M’ appartiene a ¥(p); N’ appar-
tiene a H(v), se v & il sottoarco di ¢ con gli esiremi nel punto @ e mnel
punto H; e i punti interni di o sono interni anche a ¥ E). Pertanto, per
coneludere basta applicare il lemma del numero preeedenté all’insieme ¢{E)
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ed alla curva ¢ (si rammenti che ¥ & una traslazione ordinaria e che w &
una sua traiettoria!), e ricordare di nuovo che M’ & diverso da M. Con cio,
la dimostrazione del lemma & completa.

118. - Chiudiamo questo paragrafo dimostrande un corollario dell’ultima
proposizione, dimostrando precisamente che:

La traiettoria » non pud infersecare quelle curve semplici aperte e reitifi-
cabili che hanno una lunghezza minore di V3h od uguale a V3h, che sono
contenute nella striscia S, che hanno entrambi gli esiremi interni ad immagini
di I in potenze identiche e non identiche di ¥, e che mon iniersecano le facce
di K provviste di punti in comune con immagini di A in potenze identiche e
non identiche di 3.

Nel fatto, sia v una tal curva. L'estremo M di v sia interno a ¥2(I) e
Vestremo N a 99(I), gli interi p e ¢ potendo anche coincidere. Ed il punto
P di v appartenga ad .

Allora P & diverso sia da M, sia da N, perché i punti interni di I sono
interni ad @', giusta Vultima proposizione del n°® 100 e la circostanza che. X
appartiene al contorno, ¢, di J. E P individua su v due archi, che hanno
nna lunghezza maggiore di V38h/2, giusta il lemma precedente, che si pud
applicare anche a %I} e 99(I), perché & & una traslazione ordinaria ed
una sua traiettoria. Donde la conclusione.

§ 14. - I1 secondo risultato conclusivo.

119. - Nel solito primo spttocaso, la curva #(c) appartiene ad S, come &
ricordato anche nella penultima proposizione del n® 106, ed & interna ad I*,
come & affermato nell’ultima proposizione dello stesso numero. Ma i punti
interni ad I* e contenuti in S sono quelli forniti dalVinterno di I e dal-
Vinterno del segmento GH#F), come risulta dalle definizioni, dall’nltima
proposizione del n° 91 e dalla terza del n° 100. Inoltre il punto @, interno a
¢ (n° 81, ultima proposizione!, & interno ad S (n° 79, penultima proposizione),
mentre il punto R appartiene a ¢ (n° 81, terza proposizione). Pertanto #{@) &
interno ad I e #(R) o & interno ad I o & interno al segmento GHF). D’alira
parte i punti di /) diversi da {(R) sono interni ad S, come segue dalla
sesta proposizione del n® 79. Epperd da quanto siamo venuti dicendo discende
che:

Fra i punti interni o t(}), quelli abbastanza vicini a HR) sono interni ad
I e quelli abbastanza vicini a H¥(Q)) sono interni a ¥(I),

Pinterno di #(I) contenendo peraltro anche il punto #3{0Q)).

Nelle considerazioni precedenti ¢ implicito che:
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I punti di t(x) interni ad S sono interni ad I, menire tulti i punti di
i(») sono interni ad @,
tutto cid, perché #(») & il sottoarco di c¢ individuato dai punti #Q) e #R) e
perché Uinterno di I* appartiene ad &', secondo I'ultima proposizione del n° 80.

120. - Le considerazioni dei n! 112 e 113 ci assicurano poi che il secondo
risaltato conclusivo sarebbe raggiunto senza bisogno di ipotesi suppletive,
se () appartenesse ad Q' -+ w. Supponiamo pertanto che #w) abbia punti
in Q.

Punti siffatti sarebbero necessariamente punti di #A), o di immagini
di #3) in potenze della ¥, perché i punti di #(x}, epperd anche quelli delle
immagini di #(x) nelle potenze di ¥, sono interni ad &', giusta I'ultima propo-
sizione del numero precedente.

121. - Sia dunque P un punto di #2) interno ad Q. E su #(A) scegliamo
un tal punto P’ ed un tal punto P”, che P’ e P” stiano su ® e che il
sottoarco u di #}) individuato da P’ e P” contenga P mnell'interno e sia
contenuto nell’interno di @, se si prescinde da P’ e P”. La presenza di P’
e P" & certa, perché v contiene tutti i propri punti di accumulazione, giusta
quanto si & osservato a suo tempo nel n°® 38.

I punti P’ e P” di » sono certamente diversi da #(E) e da #(3{@)) perché
HR) e #3(Q) sono interni ad @, in quanto rispettivamente punti di #(x)
e di #(¥x)).

In quanto punti di #A) diversi da #R), i punti P’ e P” sono interni ad
S, secondo la sesta proposizione del n° 79, gia ricordata.

122. - E sia u il sottoarco di #A) con gli estremi in #R) e P'; ed u”
quello con gli estremi in P” e #¥(Q)); di guisa che ' ed u” sono disgiunti
ed hanno rispettivamente punti interni ad I e punti interni a 3(I).

Giusta la prima proposizione del n® 115 e la permutabilitd delle potenze
di ¢ e di 9, ed in quanto sottoarchi di (1), le curve u’ ed u” non intersecano
nessuna faccia di K provvista di punti in comune con immagini di 2 in
potenze identiche o non identiche di ¥. Ma in quanto sottoarchi di (), le
curve ' ed u” appartengono anche ad S. Dunque esse hanno una lunghezza
maggiore di V3h/2, atteso il lemma del n° 117, applicabile naturalmente
anche a $(I), atteso che & & una traslazione ordinaria ed w una sua traiettoria.

Ricordiamo ora che la lunghezza di X ¢ minore di (2h - ¢k, giusta
Iultima proposizione del n° 79, e che pertanto quella di ¢(A) & minore di
(2h + ¢)k?, giusta D'ultima proposizione del n® 43.

Di qui e dalle considerazioni precedenti tragghiamo che la lunghezza di
% & minore di

(2h + k> — V 3k ;
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e quindi (n° 43, ultima proposizione), che quella di #{u) ¢ minore di

(2h + e)k* — V3BhE,
cioé di
V3h,

atteso che ¢ & vincolato alla (19), ciod alla ¢ < \/gh{k"z + k?— 2/\/:?).

Oid premesso, facciamo qualche altra osservazione.

In quanto punto di #', il punto P’, che appartiene ad ®, e che & interno
ad S, non pud appartenere né a A, né ad immagini di A in potenze non
identiche di %, come si & gia osservato. Dunque, o esso & interno a x%. o
esso & interno a qualche immagine di » in potenze non identiche di &.
E per il punto P” di #" si presentano circostanze analoghe.

Ne segue che gli estremi #P’) e {P") di {{u), in quanto interni ad S ed
a curve del tipo 9P({(x)), p essendo qui un intero relativo, sono interni anche
ad insiemi del tipo ¥?(I), giusta la seconda proposizione del n° 119,

Ma in quanto sottearco di #*(A) la curva #(u), che ha una lunghezza
minore di V3h, & contenuta nella striscia S; e non pud intersecare le facce
di K provviste di punti su A o su immagini di X in potenze non identiche
di ¥, giusta la prima proposizione del n° 115 e la permutabilita delle potenze
di ¢ e di ¥. Atteso il lemma del n® 118 si conclude pertanto che:

Nelle condizioni atiuali lo curva Hu) non interseca v ;
epperd che:

Nelle condizioni atluali essa appartiene al campo Q, anzi allintersezione
di @ e di S;, eppero anche a quella di Q e di S,
atteso che essa appartiene ad § e che essa contiene punti interni ad €,
come i punti {(P') e {P"), che appartengono a curve del tipo §7(i(x)).

123. ~ Risaliamo di nuove dalla striscia S alla eorona circolare C.
Accanto alle curve semplici ed aperte k ed I, alla curva semplice e
chiusa z,
z=k4+1,
ed alla regione Z racchiusa da z, consideriamo di nuovo le curve semplici
ed aperte

klv ll’ kZ, I27
le curve semplici e chiuse

21(2 kx + 11) ) 22(= kz + 12) 3
nonché le regioni

21 e Zz;

definite nel n° 110. E indichiamo di nuovo &k, I, z e Z anche con ko, I,, z,
e Z,, rispettivamente,

Annali ¢i Matematica 43
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124. - Le regioni Z, e Z, contengono entrambe il centro della corona
C nell’interno. Pertanto (*°) la componente non limitata dell’intersezione dei
complementari di Z, e Z, ha come frontiera una curva semplice e chiusa,
z;, che & contenuta nella somma z, 4 z, (¢ quindi nella corona C), menire
la regione Z;, racchiusa da z,, contiene la somma Z, + Z,.

Sia P, un punto di z,, E poniamo P, = #{P,) e P, = t}P,}; di guisa che
risulta anche Py = t*(Py) e P, = t*(Py).

Supponiamo dapprima che P, appartenga a z,, anzi che P, appar-
tenga a &,.

Allora P, appartiene k,; e come tale esso & interno a Z, (n° 111, prima
proposizione). Indi P, & interno a Z,; e come tale & interno a Z.

Supponiamo adesso che P, appartenga sempre a z,, ma che esso non
appartenga a R,.

Allora P, & interno a [,. E P,, non appartenendo ad [,, che & libera
nella ¢, epperd nella #*, o appartiene a k,, o & inferno a Z,, o & esterno a Z,.

Se P, appartiene a k,, P, appartiene a k,; e come tale & interno a Z,
{(n® 111, prima proposizione), epperd a Z;. Se P, & interno a Z,, P, & interro
a Z,, epperd a Z,. Se P, d esterno a Z;, esso appartiene ad una curva u,
o, se si preferisce, u,, che proviene da una curva u quale quella indicata
con la stessa lettera nel n® 122; e P,, in quanfo punto di #uo), & interno
a Z, (n® 122, ultima proposizione), epperd a Z; .

Supponiamo finalmente che P, non appartenga a z,.

Allora esso appartiene a z, e non pud essere interno a Z, (atteso che i
punti interni a Z, sono inferni anche a Z3.

In queste condizioni P, non pud appartenere nemmeno a k;. che &
interno a Z,. Pertanto esso & interno ad [, epperd appartiene ad archi
quali u, o, se si preferisce, quali u,. Ma allora P, & interno a Z, e P, a
Z., ciod a Z;.

Pertanto la curva z; della corona C é libera nel quadrato di ¢*, epperd
anche in quello di #. Bd il teorema della SANTOLINI porge di nuovo il
risultato voluto.

B cosl & terminata anche la dimostrazione del secondo teorema conclu-
sivo, quello del n® 31 (*).

(2%} Si vegga, per esempio, G. Scorza DRAGONI, Qualche feovema sulle curve di Jordan
(Rendiconti dell’ Accademia Nazionale dei Lincei, serie 67, vol. 23 (1936), pagg. 181-186), n. 2.

(21} Se nel teorema del n® 31 si suppongono privi di punti uniti anche %, £, .., &,
si potrh sostituire la k24 k—3% > V8 con la k=2 + k=3 4+ k—* + .. + E—1—¢ >2/{/8, meno
restrittiva nei riguardi di k?
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§ 15. - Ultime considerazioni.

125, - I’ipotesi che il quadrato di # sia privo di punti uniti impedisce
di applicare il risultato del n® 31 alle rotazioni della corona circolare (attorno
al proprio centro e nel proprio piano), se l'ampiezza dell’angolo della rota-
zione & quella degli angoli piatti! E sarebbe veramente sgradevole se anche
il teorema del n°® 27 non ci permettesse di ritrovare che quegli autoomeomor-
tismi della corona circolare, che sono privi di punti uniti, che applicano le
due circonferenze estreme della corona ciascuna su se stessa, e che hanno
come quadrato l'identitd, sono topologicamente equivalenti a rotazioni della
corona circolare, con un’ampiezza, per Vangolo della rotazione, uguale a
quella degli angoli piatti (**). Ma fortunatamente non & cosi.

Suopponiamo dunque che autoomeomorfismo ¢ della corona circolare C
sia privo di punti uniti, applichi le due circonferenze estreme della corona
ciascuna su se sfessa, ed abbia come quadrato I'identita (**). E mostriamo intanto
la presenza, nella corona, di una curva semplice ed aperta », che unisca le
due circonferenze estreme della corona e che sia libera rispetto a #.

Nel fatlo, se una tal curva v mancasse, nella corona sarebbero presenti
due curve semplici ed aperte, k ed I, con gli estremi, e gli estremi soltanto,
in comune, libere rispetto a ¢ e siffatte, che la curva semplice e chiusa
k + 1, diciamola di nuove z, aggiri il centro della corona e non incomntri
t(k), oppure t'(k). E previo uno scambio eventuale di uffici fra ¢ e ¢,
non sarebbe restrittivo supporre vuota l'intersezione di z e #k). Allora #k)
o sarebbe contenuta nell’interno della regione Z contornata da z, o sarebbe
contenuta nell’esterno di Z. E #) non soltanto non avrebbe punti su /, ma
non potrebbe averne nemmeno su k, perché ¢ porterebbe gli eventuali punti
comuni a #{l) ed a k in punti di I, ciod di z, ed in punti di ¢(k), ciod in
punti che non apparterrebbero a z. Indi z sarebbe libera nella t. E ¢(z),
aggirando anch’essa il centro della corona, separerebbe z da #%(z), che invece
coincide con z. Cosa assurda.

(**} La circostanza & praticamente nota. Si vegga in proposito: B.v.KrEREKJARTS. Usber
die periodischen tramsformationen der Kreisscheibe und der Kugelfiiche (Mathematische
Annalen, vol. 80 (1919), pagg. 86-38); L.E.J. BRoUWER, Ueber die periodischen Transforma-
tionen der Kugel (ibidem, pagg. 39-41); S. BILENBERG, Sur les transformotions périodigues
de la surface de sphére (Fundamenta mathematicae, vol. 22 (1934), pagg. 28-41); B.v.
KEREKTARTO, Brgdmzung su meinem Aufsatz: Topologische Charakterisierung der linearen
Abbildungen (Acta litterarum ac scientiarum dell’ Universita di Szeged, vol. VII (1984-35),
pagg. 58-59).

{**) I teoremi ricordati nella precedente nota a pid di pagina permetterebbero di ricono,
scere, che in queste condizioni la mancanza di punti uniti  una conseguenza delle altre
ipotesi (a meno che ¢ non si riduca all’identita}.
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La presenza della curva semplice ed aperta v, libera rispefto a t. &
dimestrata. Ed alla carva p si pud imporre di avere soltanto gli estremi in
comune con le due circonferenze estreme della corona, uno sulla minore e
Paltro sulla maggiore.

Le due regioni in cui C ¢ divisa da v e #uv) si possono porre in corri-
spondenza topologica con le due regioni in cui una corona circolare C’ &
divisa da due raggi diametralmente opposti, una, C;, delle prime andando
in una, C,, delle seconde, e Valtra, C,;, nellaltra C, (**}. Anzi, afteso che
il quadrato di ¢ ¢ Ulidentitd, si pud ovviamente oftenere che il punto
corrente P di C, ed il suo trasformato ¢P), che descrive C,, siano rispetti-
vamente associati a punti di C’; e C'; diametralmente opposti. E di qui &
facile trarre la conclusione desiderata.

(2%) Si vegga, per esempio; B.v. KEREKJARTS, Vorlesungen iiber Topologie (Springer,
Berlino, 1923), cap. 2, § 2.



