Successioni di punti distribuite secondo una misura.

Nota di U. Barsutr (a Trieste) (%)

Sonte. - Si delinea une wnozione che indica, per una successione di punti di uno spagio
misurabile (X, ). lo proprietd di essere distribuila secondo una misura normalizzaia p;
e si mostra come tale nozione consentw di caratlerizzare I ergodicitd, rispetto o p, di
una classe di frasformazioni misurabili di X in sé.

Lo studio delle successioni di punti di uno spazio enclideo uniforme-
mente distribuite & argomento ben conosciuto che interessa, da viecino, quel
settore della teoria dei numeri, noto col nome di approssimazione diofantea (%)
ed ha ufilizzazioni pratiche nel problema della generazione di successioni
casuali che si impiegano nei metodi MoNTE CARLO

Tale studio & stato recentemente esteso (*) al campo p-adico (*), nel
guale & possibile istituirvi la misura di HAAR, risultando esso, rispetto ad
opportuna norma, un gruppo ftopologico localmente compatto.

Nella teoria della uniforme distribuzione di successioni si presuppone
inizialmente fissata una misura p (invariante per traslazioni) che & quella di
LEBESGUE negli spazi euclidei, quella di Haar nel campo p-adico, e chia-
mando X lo spazio ambiente, l'interesse & orientato nella generazione di
successioni di punti {a,jy, (N=1{1, 2, ...}) per le quali risulta:

. 1z
oY) wd) = lim " L L alocr),
" 1

ove A & uno qualunque degli insiemi appartenenti ad una assegnata famiglia
di sottoinsiemi di X e X4 & la funzione caratteristica di 4.

(Questo presupposto suggerisce l’idea di allargare il punto di vista,
istituendo (in astratto) una nozione che indichi, per una successione di punti
di X, la proprieta di essere distribuita secondo una misura. Una tale nozione,
che & delineata in questa Nota, prescindendo da eventuali strutture alge-
briche esistenti su X, ha riflessi nella teoria ergodica: essa conduce (n. 3)
ad una caratterizzazione, che non mi risulta conosciuta, della ergodicita di

{*) Nell’ambito del programma dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.,(gruppo
n® 24) Ann. Acc. 1964.65.

{t) Cfr. ad es, J.W.S. CassuL in [1], cap. IV. 8i veda la bibliografia alla fine.
(?) da M. Cueiax1 in [2].

{8) Cied al campo ottenuto completando il campo razionale con la valutazione p-adica.
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una classe di trasformazioni (%), assegnate sopra uno spazio di misura
finita.

1. - Per il seguito denoteremo con X un prefissato sostegno (o ambiente)
i cul elementi indicheremo gemnericamente con x e chiameremo punti; sup-
porremo assegnato su X un reticolo di sottoinsiemi (o figure) & con ele-
mento massimo X; considereremo anche la o-algebra & di figure su X,
generata da & e supporremo assegnata sn & una misura y, finita che riter-
remo normalizzata (p(X)=1).

B opportuno ricordare due teoremi di prolungamento per misure su
su B (%, oftennte da primitive funzioni di figura date su & e chiamate
usualmente <«confent» (%)

N

I - Sev é un content su B che soddisfa le condizioni: é regolare esterno

(interno) (), & continuo su & wverso U allo (verso il basso) (); allora v é wunivo-
camente prolungabile in una misura p su H ).

Sia {®ulneny un’assegnata successione di punti su X; allargando il con-
tenuto della identity (1), ci possiamo chiedere se esistono content v su &
tali da rispettare la condizione:

VR SRR S
(2) Hm' = Ephger) << v(4) = lim"” ~ Zg Laler)

per ogni Ae&. Si pud a questo riguardo nofare la proprietd seguente:

{4) Il problema di assegnare condizioni atte ad assicurare I’ergodicitd di una trasfor-
mazione & di notevole interesse fisico; Cfr. P.R. Haumos in [3], a pag. 96, ove tfrovasi
un eleneo di problemi insoluti.

(3) Cir. [4].

(®) Un content (Cfr., ad es., P. R. Harmos in [5], a pag. 231) & una funzione non
negativa, isoiona e finitamente additiva e subadditiva su & e rappresenta Valgoritmo ini-
siale atto a generare una misura su &.

(") Risulta ciod:
inf. jp(d): 424, — 4y, 4, 4;, 4:€ &, 4,24, =p(d) —p(dy)
(sup {p(4): A< A, — 4y, A, 4y, 4, €&, 4,2 4y ] =p(4;) —1(dy))-

(3 Vale a dire se 4,€8&, per n€ N, 4, < d, 4, hm A,==A4€8 (seriveremo nel

seguito At 4) cid implica v(4,)tv(4); La continuita velso il basso & la proprietd duale
della precedente.

(%) Lia condizione di regolarita (esterna ed interna) & ovviamente verificata nel easo
che & sia un’algebra e conseguentemente il teorema I contiene un elassico teorema di pro-
lungamento (Cfr. P. R. HarLmos in {5}, a pag. 51).
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II. - Ad ogwi successione {Xylnen Si pud associare almeno un content
che soddisfa la (2) e che é invariante per uno scorrimento di {Xylnen (*°).

A prova della 1I, utilizzeremo la nozione di limite generalizzato di una
successione, secondo MAzur-BanacH (). Considerato lo spazio lineare delle
successioni limitate di numeri reali §=1{&,},eny e utilizzando il noto teorema
di BANACH sul prolungamento dei funzionali lineari, & possibile costruire un
funzionale lineare L(E) (**) che rispetta le condizioni seguenti:

@) LE=0 se §=0
1.’13E<‘L <I-//1§
B 1:!1 ?j&:kk—n € = 1::1 hlkgk’
7) posto E,Z£EM+1}“EN5 risulta L(E):L(E')

Si consideri per ogni Ae&@ la successione &= {E,}.en, ove &, =4 (x,)
e si ponga: v(4)= LE).

Risulta subito che v & un content. Infatti & ovvio dalla «) che v(4)=0;
se poi, 4, Be®R e AC B, riuscendo Xy ="¥p, si ha Ay(w.) < Xp(w,) per
ogni neN e inoltre Xp_4(%,) = Xp@ws) — La(xs); segue allora dalla linearita
di L e per la a) 0 < L(Xp_4(s) = v(B) —v(4) e quindi la isotonia di v;
segue anche subito dalla identith X yp = X4+ Xg— X4qp e dalla linearita
di L che v(AUB)=v(4)+v(B)—v(ANB) e da cid la finita additivity e
subadditivita di v. I/invarianza di v per uno scorrimento di {x,},ex risulta
subito da y).

Il content ora costruito che verifica la (2) pud non essere prolungabile
in una misura; la proposizione I fornisce il seguente criterio:

IIL. - Affinché un content verificante la (2) sia prolungabile in una
misura, wn modo univoco, & sufficiente che. esso risulti regolare esterno (interno)
e continuo verso U alto (basso) (**).

(*%) Diremo scorrimento di {w, |, neN 1’applicazione |w, } ~»}w,1,], > 0.

(**) Cfr. [6], a pag. 27.

(*2) Cfr. {7], a pa. H61.

(13) £==0 significa £,==0, n € N.

{**) Hsistono content verificanttla (2), ma non continui. Supponiamo X== [0, 1] sulla retta
reale; {xs| la successione %a_];{ » €Ny & il reticolo dei plurintervalli chiusi su X e su R

il contert definito con la posizione (3). Si noti che su 4,,==[0, 1/m], m intero, risulta V{dm)=1
e lim 4,=—= gNAm: {0} e v{{0{)=0; non esiste, dunque, aleuna misura sui borelliani di

m m
X che si restringa alla v.
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2. - Sia [®s}luenx una successione di punti assegnata su X; diremo che
essa & distribuila secondo la misura p (), o semplicemente, u-dislribuila se,
per ogni Ae &, esiste finito il

k3

e inoltre la funzione di figura v(d4), che questo limite definisce su & (*9,
coincide con la restrizione ad &K della misura p. Questa definizione abbisogna
di qualche commento. Va innanzitutto osservato che, se {X,jnen & p-
distribuita, I’insieme delle figure di $ su ciascuna delle quali vale la (3), cio®
su ciascuna delle quali la u si restringe al primo membro della (3) (che
diremo soggiorno della successione {®.lyeny su A4), include in generale &.
Vale invero la proprietd segunente:

IV. - Se {®n}luen & p—distribuita, allora per ogni C apparienente alla
algebra & generata da R, risulta:

u(C) = lim } %k)(c(mk).
w B3

Si verifica facilmente che la classe & delle figure Z=4 — B, con
A, Be&®, A 2 B, & famiglia generatrice per & ('), vale a dire ogni insieme
Ced & unione finita d’insiemi disgiunti Ze . Ponendo allora

e

Q HO) =5, M) — By

r ® Vunica misura finitamente additiva su & che si restringe alla v su
& (**) e quindi n coincide con la traccia di p ad 4.

{#3) Bi dovrebbe aggiungere: e secondo I'algoritmo (3), locuzione, questa, che sottinten-
diamo. Va notato che algoritmo (3) non pud in generale rappresentare la p su tuito &.8e, ad
esempio, 1 punti della successione |@, |, €N, sono tutti distinti e i punti di X sono figure
di &, risulterebbe dalla (3) p{lx,])=0 n€N, e n{ (jjvfxn%):l. econtro il supposto che
u sia una misura.

{(#¢y Che & un content per la prop. II.

{*7) Cfr. F. CaFigro in [8], a pag. 86.

(*8) In loc. citato in [8], a pg. 89.
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/

Va ora osservato che, se 4 2 B, s ha Xy_p= ¥4~ Az e quindi
. . 1 n
(5) v(A;) — (B = hfl " EkXAj_.Bj(ack)

e poiché gli insiemi Z;= A;— B; (j = m) sono disgiunti, risulta pure
m
Xe =Ky, 4,—5) = ijA,-—Bja dalle (4) e (b) segne I’ asserto.
. Bl

La proposizione IV ci avverte che nella definizione su data si pud
sempre sostituire al reticolo & un’algebra.

11 teorema di prolungamento (prop. II) ci assicura, poi, la coerenza della
definizione medesima nel senso che una successione {x,}.exy Don pud essere
p-distribuita secondo due distinte misure.

3. - Particolari successioni di punti di X sono quelle determinate da
una trasformazione di X in sé. Se 7' & una tale trasformazione, considerato
un punto «° hanuo interesse nella teoria ergodica le successioni 79x0=g°, Txo,
T?x°, ..., che sono denominate traiettorie. Sia 7T una trasformazione misu-
rabile (**), si ha la seguente proprieta:

V. - Suppongasi che la trasformazione misurabile T soddisfi la condi-
zione T4eP se Ae&h; se allora, per un x,, la traietloria { T}, ne N,
é p-distribuita, 1 ¢ invariante rispetto a T ().

Per semplicita di dimostrazione supponiamo & un’algebra. La p si restringe
alla v definita dalla (3) quando si facecia =, = 7" 'w®; precisamente si ha:

w—1
Y(A) = lim © "ShY (T
n Mo

e poiché v & invariante per uno scorrimento (prop. II) di { 7" a},en
risulta:

# pmumal
(6) v(4)=lim ; DX 4(TF+9e0) = lim 1@ Sihpa(Trxy) = v(TA).
" o

n 1]

Sia ora &, il o-reticolo di figure su X generato da &; se Be&R,, esiste

{(1?) Cioé T1M€eH se M€ .

(2%} La tecnica usata nella dimostrazione della V, come della IT, &, con alcune varianti
di forma, sostanzialmente quella di J. C. OxtoBy e 8. Uram (Cfr. [7], pgg. 560-566); essa
consente di generare misure invarianti rispetto ad una assegnata trasformazione.
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una successione {Aul.en, 4.€ &R, tale che A,tB (*) e per ragioni di conti-
nuitd avremo v(d,)tu(B).

Risultera anche 7—'4,t7-'B e conseguentemente v(7T'A,)tw(T'B) e
e per la ipotesi fatta e dalla (6) segue wB)= pn (7B,

Sia &., il -reticolo generato da & (**), ripetendo il ragionamento ora
fatto, si trova che se Ce&R,, risulta w(0) = W(T*C).

Sia ora Me B, risulterd M p-misurabile rispetto a &, e a R, (**), vale
a dire, fissato ¢> 0, esistono Be&,, Ce &R, tali che per essi &:

(N CEMCSB e pB)—ul) <e
Segue allora 7-*C < 7'M & T—B e, per quanto sopra visto, si ha:
| (T M) — w(M) | <e;

per I'arbitrarietd di ¢ segue la tesi.
Un caso particolarmente interessanfe si presenta in relazione alla even-
tualitdy che 7T sia ergodica rispetfo ad una misura (*).

In queste circostanze vale il seguente teorema.

VI. - Suppongasi R numerabile e T una trasformazione misurabile tale
che T*Ac &R se AeBR. In queste ipolesi le proprields seguenti sono eguivalenti:

i) T ¢é ergodica rispetto a p;
i% quasi tutte le fraietiorie sono p-distribuite.

Valga la i); si consideri I’insieme K definito con
1 w2
8) xel<==[ lim - Dl a(Tkx), Nt Ae 8.
7 1]

Un tale insieme & misurabile per la ipotesi fatta su & e si puo consta-
tare che & invariante, ciod 7E = E. Invero sia «' € T''E, posto x = T%,

(#1) Cfr. la nota (8).

(??) Cioe stabile rispetto alle intersezioni numerabili.

(#3) Nel senso di LEBESGUE.

(#4) Ricordiame che un insieme K S X & detto invariante, rispetto a T, se T B ==E;
una trasformazione che conserva una misura normalizzata & detta ergodica se per ogni in-
sieme invariante E risulta p(E)==0 o p{(#)=1. Ofr., ad es., [8].
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gi ha xze€ E, inolire:

1 Yl 1 n ,
)] " Dk g (TFx) = " [Xa(@) + TpX4( Tkx') — X g (T70)] =
13 i
1 Be—1 s
= [Xg () + SpXg(TF2) — L Q(Tr2'}];
* 0

Se #~~co, il secondo membro di (9) ha limite per ogni A€ &, onde
T-*EC E. Se «' € E, proviamo che «'€ T—'E, ciod Tw'=xeE; il primo
membro di (9) ha limite per ogni A€ & e quindi ha limite per ogni A:

~ LS

n—1 1
1X4 ( Q’k;{;') = /‘12 E;CXA( T"+1w') = % ZkXA(Tkw).
0 0

S|~

Essendo T ergodica e p misura finita, risulterda W(E)=0 oppure p(E)=1;
ma la prima eventualith non si presenta. Infatti, per essere p invariante,
vale il teorema ergodico individuale (*) e in forza di esso, fissato 4 € &,
esiste H e &, tale che p(H,4) =0, ed esiste:

n—1

(10) lim % EkXA(Tkw), VmeX—HA .

Poiché & & numerabile, posto H= U H,, risunltera p(H)=0 e se
deq
xeX —H il limite (10) esiste per ogni A€ &, onde X —HC E e quindi
wH) = 1. Tenuto ancora conto della ergodicitd di 7, posto:

n—1i
(11) Xﬂmzhm%ZdAWm
n 0

e supposto fissato 4, X% risulta quasi ovunque costante (%), e, sempre per il
teorema ergodico individunale:

fmm@=fmm@=mm;
X X

(#%) Cfr., ad es., [3], a pag. 18.
(**) Ricordiamo che una funzione misurabile rispetto a & & detta invariante se
fiTx) = f(x), per quasi tutti i punti # € X; ricordiamo anche che T & ergodica se, solo se,

ogni funzione insariante & costante in quasi tutto X. L’affermazione del testo risulta con-
seguenza della invarianza di X*aix).
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onde, per essere u(X)=1; segue n(d)= X (x), per ogni xe X— H ed ogni
AedR; da i) segue dunque 1i°.

Valga la i° Sia FE, un insieme invariante e di misura p(k,) positiva.
Poiché u & invariante (prop. V), per il teorema ergodico individuale risulta:

r

X

dove si & posto:

N =il )
inEl(w) = lim ,;% EkAAﬂEl(Tkx>>
# [

per quasi tutti i punti xe X.
Per la i% si ha:

(13) w(d) = X5 (@),

per quasi tutti gli xe X e per ogni A €&, essendo X(x) data dalla (11). Per
essere B, invariante risulta pure

(14) Xa(x) = Yo me)
per ogni A€ e quasi tutti gli x€ F;; mentre si ha
(15) Kanm(x) =0,

per quasi tutti gli xe X—E, e ogni Ae&.
Dalla (12), tenuto conto delle (15), (14) e (13). si ha

(16) M4 NE) = fxmel(ﬂC)dP» foﬁ(w)du = () p(Ey).
E Pk

Poiche E,e &, l'insieme FE, & misurabile e conseguentemente, fissato
e > 0, esiste una successione [{4,,), weN, 4,€R, 4, Amy1 e tale che
posto B =1lim 4,, risulta
w

an E, S B, (B <l -+ e
La (16) da allora

@(Am N El_) = P‘(Am)’}“( 11)}
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e passando al limite per m —oco, segue p(#,)= WB)-u(F,), ma essendo
w(k) >0, risulta p(B)=1. La (17) da allora p(E)+¢>1 e, per I"arbi-
trarietad di &, p(E;) = 1; da i° segue dunque i).

4. - Tornando a successioni di punti {®,l.eny di X, indichiamo in
questo numero una formulazione astratta di un noto criterio di uniforme
distribuzione, dovuto a WrYL (*), nell’ordine di idee in euni c¢i siamo posti.

Mantenendo le ipotesi del numero 1, supponiamo che & sia un’algebra
d’insiemi. Sia f(x) una funzione a valori reali definita per ogni xeX e
limitata. Considerata una qualsiasi partizione finita {X,.}, r =1, 2, ..., m, di
X, fatta con insiemi X, e &, si formino le somme

Zrllfr P'(XT)? Z lfl'/!J‘(XT)
1 1

’

essendo [, /, rispettivamente estremo inferiore e superiore di f su X,. Se
risulta :

(18) sap X 0,wX,) = inf Z,.0n(X,),
g X, eg

‘X'rie ¢

ove si & indicata con & la famiglia delle partizioni finite di X, fatte con
insiemi appartenenti ad $, converremo di dire che f ¢ integrabile nel senso
di RIEMANN (rispetto ad &), chiameremo poi integrale di f su X il valore
comune dei due membri in (18), che denoteremo col simbolo usuale. Cid
premesso il sudetto criterio pud enunciarsi:

VIL. - Condizione necessaria e sufficiente perché la successione {@yluen
di punti di X sia p-distribuito é che risulti:

(19) lim % %kf(ack) :f flx)dun

by
per ogni f integrabile secondo Riemann su X.

La condizione & ovviamente sufficiente dato che ogni funzione Y (x)
Ae& ¢ integrabile nel senso su detto e si ha dalla (19):

1 n
lim " kg = IXA(w) dy = w4).

X

{*7) Una esposizione dei criteri di WayL trovasi, ed es., in [1] a pag. 65 e seguenti.
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La condizione & necessaria. Fissato ¢ > 0, esiste una partizione [X,},
r=<mm, di X, con X, e, tale che

m w
(20) SRS A= f Fady < 5,1 0X)
1 X 1
e
@1) E (0 — ) p(Xe) <3,
poniamo
: G
@2) Lu(f) = — Zef e);
risulta:
im 1 m
Lif)= =2 Z flax) << — Ll T Xy (i0x) =
H 1 k<=an n oy k<n
wke ‘Xr
n m
feond Zq Zj,. ( ZkX Yr(mk) ) = E,, LW(X 1'?)
1 1
Analogamente si ftrova
Ln (f) = Er l,r LnO(X,_)-
1
Per modo che risultano verificate le disuguaglianze
(23) Zr glan(XXr) = Ln(f) = Zﬁl;/L%(XXr)-
1 1

Essendo {#n},en p-distribuita, sara ancora possibile determinare un
intero n® > 0, tale che se n > n°

{ Ln(XXr) - P'(Xr) { <§'IE/T&Z7 = 1, 2, ., W,

essendo [ =sup | flx) | ; sicehe, posto o, »= L,(Xx)— p(X), avremo
e X 4
w n w
Zrl,an(XXr) = Erer(Xr) -+ Erl,/ro'n,r
1 1 1

(24)
"o e
[ %rl rOnr l < 3
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e analogamente

E'r' l;“,Ln(XXT) = 2"‘ l;*/&’-(Xr) + 21’ l’;f(j"y r
3 1 1
(25)
% lia <§
‘ lr rOn,r I 3°

Avremo dunque dalle (23), tenuto conto delle (24) e (25)

51Xy — o = Du(f) < 2 LX) + o
1 3 R 3

Dalle (20) e (21) si ricava:
" 2
<f f@)du— Lu(f)| < Zplly — U2) i X,) + 3¢ < se 1 > Ho,
X

onde la tesi (19).

Chiudiamo osservando che la proposizione VII non & valida se enun-
ciata nella classe delle funzioni limitate e misurabili rispetto a $B e utiliz
zando l'integrale astratto di LEBESGUE; pilt precisamente la condizione (19)
¢ ancora sufficiente, ma non necessaria (*%.

(%) Si supponga {m,|nen p-distribuita, i punti «, tutti distinti e supponiamo che i
punti x € X (considerati come insiemi) siano figure di . Si consideri !insieme
A=g {x, (€ $B) e la funziome f(x) =Xa(x): risulta (Cfr. la nota (15)) lim L,(X4)=1,

n

menire

fXA(m)dp: 3 p{z,))=0.
neN
X
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