
Successio~ii di punti distribuite secoudo uua misura. 

Nora di U. BARJ~UTI (a Trieste) (*) 

Sunto. - Si delinea una  nozione che indica, per una  successione di pun t i  d i u n o  spazio 
misurabite (X, c~}. la proprietY, di essere distribuita secondo una  misura  no~'matizzata ~ 
e si mostra come tale nozione consenta di caratterizzare Fergodicit4~ ~'ispetto a ~ di 
u n a  classe di trasfo.rmazio~i misurobi l i  di X in s~. 

Lo studio delle suecessioni di punti  di uno spazio eucIideo uniforme- 
mente distribuite ~ argomento ben conosciuto che interessa, da vicino, quel  
settore delia teoria dei numeri,  note eel nome di approssimazione diofantea (~) 
ed ha utilizzazioni pratiche nel problema della generazione di successioni 
casuali che si impiegano nei metodi Mo~'~E CARLO 

Tale studio ~ state reeentemente esteso (2) al campo p-adieo (~), nel 
quale b possibile istituirvi la misura di HAAS, r isultando esso, rispetto ad 
opportuua norma,, uu gruppo topologico localmente compatto. 

1N ella teoria della uniforme distribuzione di successioni si presuppone 
inizialmente fissata una misura ~t (invariante per traslazioni) che ~ quella di 
LEB]~SGVE negli spazi euclidei, quella di HAAR nel campo p-adico, e ehia. 
mando X lo spazio ambiente, l ' in teresse ~ orientate nella generazione di 
sueeessioni di punti  { x ,  tN~ ( N ~ - - I 1  , 2, ~..I) per le quali r i su l ta :  

1 
(I) ~(A) --  lira 

- ZkZ.4(Xk), 
n ~ 1 

eve A ~ uno qualunque degii iusiemi appartenenti  ad una assegnata famiglia 
di sottoinsiemi di X e XA ~ la funzione carat ter is t ica di A. 

Questo presupposto suggerisce l ' idea  di allargare il punto di vista, 
isti tuendo (in astratto) un~ nozione che indichi~ per una successione di punti 
di X, la proprieti~ di essere distr ibuita secondo una misura. Una tale nozion% 
che ~ det ineata in questa Nora, prescindendo 4a eventuali  s t rut ture  alge- 
briehe esistenti su X ,  ha riflessi nella teoria ergodica: essa conduce (n. 3) 
ad una caratterizzazione, che non mi r isul ta  conosciuta, della ergodicith~ di 

(*) ~ell'ambito del programma dei Grulopi di Ricerca M:atematica del C. SI, R., (gruppo 
n o 24} Ann. Acc. 196~-65. 

(i) Cfr. ad es,, J.W, S. CASSEL in [~]~ cap. IV. Si veda la bibliografia alla fine, 
(2) da ~-~I. CUGIANI in [2]. 
(3) Cie~ al campo ottenuto cempletando il eamloo razionale con la valutazione p-adiea. 
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u n a  c l a s s e  di  t r a . s fo rmaz ion i  (0, a s s e g n a t e  s o p r ~  u n o  spaz io  d i  m i s u r a  

f in i t e .  

1. - P e r  iI s e g u i t o  d e n o t e r e m o  c o n  X u n  p r e f i s s a t o  s o s t e g n o  (o a m b i e n t e )  

i cu t  e l e m e n t i  i n d i c h e r e m o  g e n e r i c a m e n t e  con  x e c h i a m e r e m o  p u n t i ;  sup-  

p o r r e m o  a s s e g n a t o  su  X u n  r e t i e o l o  di s o t t o i n s i e m i  (o f i gu re )  ~ c o n  ele- 

m e n t o  m a s s i m o  X ;  c o n s i d e r e r e m o  a n e h e  la a - a l g e b r a  ~ di f i g u r e  su  X,  

g e n e r a t e  d a  ~ e s u p p o r r e m o  a s s e g n a t a  su  ~ u n a  m i s u r a  ~, f i n i t e  t h e  r i te r -  

r e m o  n o r m a l i z z a t a  (~(X)--~ 1). 

]~ o p p o r t u n e  r i c o r d a r e  d u e  t e o r e m i  di p r o l u n g a m e n t o  p e r  m i s u r e  su  

su  ~ (~), o t t e n u t e  da  p r i m i t i v e  f u n z i o n i  di  f i g u r a  d a t e  su  2~ e c h i a m a t e  

u s u a h n e n t e  ~ c o n t e n t  ~ (~). 

I - Se v ~ u n  content  su  2~ che sodd i s fa  le condiz ioni :  ~ regolare eslerno 

( interne)  (~), ~ con t inue  su  ~ verso l 'a l to  (verso i l  basso) ("); at lora  v ~ un ivo .  

camente  pro lungab i l e  in  u n a  m i s u r a  ~ su  ~ (9). 

Sin  {Xr,} ,eN u n ' a s s e g n a t a  s u c c e s s i o n e  di  p u n t i  su  X ;  u l l a r g a n d o  il con-  

t e n u t o  d e l l a  i d e n t i t h  (1), ci p o s s i a m o  c h i e d e r e  se e s i s t o n o  c o n t e n t  v su  

ta l l  da  r i s p e t t a r e  la  c o n d i z i o n e :  

l i ra ,1  _ ",~ v ( A ) ~  i '~ (2) Xk×i (Xk) ~ __ l i ra" - ,~kv V~A(Xk) 

p e r  ogn i  A e ~ .  Si  pub  a q u e s t o  r i g u a r d o  n o t a r e  la  p r o p r i e t h  s e g u e n t e :  

0) II  problems di assegnare condizioni atte ad assicurare l 'ergodicith di una trasfor. 
mazione ~ di notevole interesse fisico; Cfr. P.R.  HALiteS in [3], a peg. 96, eve trovasi 
ua eleneo di probiemi insoluti. 

(5) Cfr. [4]. 
(s) Un content (Cfr., ad es., P. R. I:IAI,MOS in [5], a peg. 231) ~ una funzione non 

negativa~ isotona e finitamente additive e subadditiva su ~ e rappresenta l 'algoritmo ini- 
ziale atto a generare una misura su ~. 

(7) Risulta cio~: 

inf. I~(A): A ~ A I - - A ~  A, A l, A~e ~, A I~A~I=~(A i ) - -~ (A2)  

(sup {~(A): A ~ At -- A~ A, Ai , A~ e ~,  AI ~_Ae I -~ ~ (Ai) --~(A2) ). 

(s) Vale a dire se A ~ , e ~  per n ~ N ,  An~A~+i  , lira A n - ~ - A ~  (scriveremo nel 

seguito A? A) cib implica v(A~,)?v(A); La continuith verso il basso ~ la proprieth duale 
della precedente. 

(~) La eondizione di regotarith (esterna ed interne) ~ ovviamente verifieata he1 case 
che ~ sia un'algebra e conseguentemente il teorema I contiene un elassico teorema di pro. 
lungamento (Cfr. P. t~. ItAnMOS in [5], a peg. 51). 
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I I . -  Ad ogni successione I x , } , e N  si pub associate almeno un content 
che soddisfa la (2) e che ~ invarianle per uno scorrimenlo di t xn} ,eN (~o). 

A prova della II,  utili~zeremo la nozione di limite generalizzato di una 
successione, secondo M A z c n - B ~ A c H  (~). Considerate lo spazio l ineare delle 
successioni l imitate di numeri  reali ~-----{~,,}-eN e utilizzando il note teorema 
di B ~ A C ~  sul prolungamento dei fun~ionali lineari, ~ possibile costruire un 
funzionale l ineare L(~) (~2) che r ispet ta  le eondizioni seguenti :  

~) L ( ~ ) ~ 0  se ~ 0  ¢~), 

~t) lim' 1 '~ - v ~ k  ~-~' L(~) ~ lim" -1 ~k~k, 
n n 1 n ftl 

T) pOStO ~ ' =  f~n-~l}neN,  r i su l ta  L(~) = L(~'). 

Si consideri  per  ogni A e ~  la successione ~ =  t~}~eN,  eve ~,~=XA(x,~) 
e si ponga: v (A)=L(~) .  

Risul ta  subito c h e v  b u n  content. Infat t i  b o v v i o  dalla a) che v ( A ) ~ 0 ;  
se poi, A, B e ~  e A ~ B ,  r iuscendo X ~ Z B ,  si ha X~(X,~)~XB(a~,~) per 
ogni n e N e inoltre XB_.~(x,) = XB(X,) - -  X~(Xn); segue allora dalla linearit~ 
di L e per  la a) 0 ~  L(XB__4(x,))=v(B)--v(A) e quindi la isotonia di v; 
segue anche subito dalla identith XAIjB = X A ~ X B - -  X A/-IB e dalta linearitfi 
di L che v ( A U B ) = v ( A ) ~ - v ( B ) - - v ( A A B )  e da cib la finita additiviti~ e 
subaddit ivit~ di v. L ' invar ianza  di v per  uno scorrimento di {X~},eN r isul ta  
subito d a y ) .  

I1 content  era  eostruito the  verif ica la (2) pub non essere prolungabi le  
in una misura;  la proposizione I fornisce il seguente cri ter io:  

I I I . -  Affinch~ un content verificante la (2) sia prolungabile in una 
misura, in mode univoco, ~ sufficiente che esso risulti  regolare esterno (interne) 
e continue verso t' alto (basso) (~). 

ti0) Diremo scorr imento di t xn t~,-e~/ l ' appl icazione {x~ 1 --~ lacn+rl, r ~ 0. 
(t l) Cfr. [6], a pag. 27. 

(ie) Cfr. [7], a pa. 561.. 

(ia) ~ 0  s ign i l ica  ~ n ~ O ,  n e 2?. 

(i4) Esistono content  ver i f icant[  la (~), ma non  continui .  Supponiamo X-~[O, 1] sulla tetra 

reale; ,x~,, la successione t ~ 1 ,  h e N ;  ~ il reticolo de:i plurintervall i  ehiusi su X e su ~ 

il  content  defini te  con la posizione (3). Si noti  the  su Am=[O , 1/m], m intero, r i su l ta  v(Am)=l  
e lira A . ~ =  A A . ~ =  101 e v ( ! 0 1 ) = 0 ;  non esiste, dunque,  a leuna  misura  sui borel l iani  di 

m m e n  
X che si res t r inga  alia v. 

AnnaZt d~ Matemat~va 33 
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2. - S i a  {z,~}.e~ aria sueeessione di punt i  assegnata su X;  diremo che 
essa g distribuita secondo la misura ix (~, o semplieemente,  ~-distribuila se, 
per  ogni A ~ N ,  esiste finito il 

f$ 

(3) lira - 1 1]~)(~(x~) = v (A) 
n n I 

e inoltre la funzione di f igura  v(A), ehe questo limite definisee su N (~), 
coincide con la restrizione ad N delia misura  Ix. Questa definizione abbisogna 
di qualehe eommento.  Va innanzitutto osservato che, se {x~}.e~ ~ ix- 
distribuita,  l ' ins ieme delte figure di ~ su eiascuna deile quail vale la (3), cio/~ 
su ciaseuna deIle quail ta ~ si restr inge al primo membro della (3) (che 
diremo soggiorno della suecessione t0en}.e~v su A), include in generale ~ .  
Vale invero la proprieti~ seguente :  

I V . -  Se {x.},~eAr ~ ~t-distribuita, allora per ogni C appartenente alla 
algebra ~. generata da ~ ,  risulta : 

~(C) = lira - 1 2kX~(Xk). 
n n i 

Si verifica faci lmente the  la classe ~ delle figure Z - . - ~ A - - B ,  con 
A, B e N ,  A ~_ B, ~ famiglia generatr ice per ~ (~), vale a dire ogni insieme 
C e ~  b unione finita d ' ins iemi  disgiunti  Z e ~ .  Ponendo allora 

C =  @j(A~--Bj),  A j ~ B j ,  Aj, B~eg~ 
1 

e 

(4) = v( / / j ) ] ,  
1 

~ l ' un iea  misura  f ini tamente addit iva su ~ che 

$~ (~s) e quindi ~ coincide con la t raccia di ~ ad ~ .  

si restr inge a l l a v  su 

(i5) Si d o v r e b b e  a g g i u n g e r e :  e secondo l ' a l g o r i t m o  (3) , locuzione,  questa ,  che so t t in ten .  
d iamo.  Va, no ta te  che l '  a lgor i tmo  (3) non  pub  in gene ra l e  r a p p r e s e n t a r e  ]a ~t su tut to ~ .  So, ad 
esempio,  i p u n t i  de l la  suecess ione  Ix  n i, n ~  N, sono tu t t i  d i s t i n t i  e i p u n t i  di  X sono f igure  
di ~ ,  r i s u l t e r e b b e  da l la  (3) t l ( I x n t ) ~ - 0  n e 2 ~  e i~( U Ixq,!)~---l .  c en t r e  il suppos to  che 

N 
,~ sia  u n a  misura .  

0 9  Che ~ u n  con ten t  pe r  Ia prop.  I [ .  

(i7) Cfr.  ~.  CA~I~RO in  [8], a pag.  86. 

(is) I n  Ioc. ci tato in  [8], a pg. 89. 
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Ya ora osservato ehe, se A ~ B ,  si ha  XA_B---XA~XB e qu indi  

(5) v (A j) - -  v(Bj) = lira 1 _ ~,kX.~j--Bj(Xk) 
n T'~ 

e poichb gli ins iemi  Z ~ -  A~--  BJ (J ~ m) sono disgiunt i ,  r i su l t a  pure  

X c =  ~(0i(~/_B/)"--E~XA/--B/, dal le  (4) e (5) segue F asserto. 

La  proposizione IV ci avver te  che nel la  def inizione su da ta  si pub 
sempre  sost i tu i re  al ret icolo ~ un ' a lgeb ra .  

I1 t eorema di p ro lungamen to  (prop. II) ci ass ieura,  poi, la eoerenza della 
def iniz ione medes ima  nel  senso che una  successione {x~},~eN non pub essere 
~ -d i s t r ibu i t a  secondo due  d is t in te  misure .  

3 . -  Par t i co la r i  suecessioni  di punt i  di X sono quel te  de t e rmina te  da 
una  t ras formaz ione  di X in s~. Se T ~  una  tale t rasformazione ,  considerato  
un  punto  x% hanuo  in teresse  ne l la  teor ia  ergodica  le successioni  Tox0=x °, Tx °, 
T2;c °, ..., che sono denomina te  t ra ie t tor ie .  Sia T u n a  t ras formazione  misu- 
rabi le  (~9), si ha la seguente  propriet '~: 

V . -  Suppongasi  ~he la trasformazione misurabile T soddisfi la condi. 
zione T - 1 A e ~  se A ~ N ;  se allora, per  un  xo, la traieltoria { T'-~x°}, h e N ,  

tz-dislribuita, ~ ~ invar~ante rispetto a T (~o). 

P e r  sempl ie i th  di d imos t raz ione  suppon iamo ~ un 'a lgebra .  L a  ~ si res t r inge  
a l l a v  def in i t a  da l la  (3) quando  si faceia  x ,  = T~- lx° ;  p rec i samente  si ha :  

v(A) -" lira -1 "EkX~(Tkxo)-~ 
n T$ o 

e poich6 v 6 inva r i an te  per  uno seor r imento  (prop. I I ) d i  {Tn-1~°},eN 
risulta,:  

(6) v(A)-- l im 1 ,EkX~t(Tk+~xo ) - 1  1 
- -  lira - ~k~T-IA(TkXO) --- v(T-~A). 

n n o n ~g o 

Sia ora ~1 il a - re t ieo lo  di f igure  su X genera to  da ~ ;  se B E ~ I ,  esiste 

(~) Ciob T- iMe ~5 se Me ~. 
(s0) La tecnica usata nella dimostrazione della V, come della II, b, con alcune varianti 

di forma, sostanziahnente quetla di J. C. OXTOBY e S. ~ffLAM (Cfr. [7], pgg. 560-566); essa 
consente di generate misure invarianti rispetto ad una assegnata trasformazione. 
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u n a  success ione  (A,,},,e~v, A ~ e ~ ,  ta le  che  An+B (2~) e pe r  rag ion i  di coati-  
nu i th  av r emo  v(An)~ ~t(B). 

Risulteri~ anche  T-~An?T-~B e c o n s e g u e n t e m e n t e  v (T-~A~)~(T-~B)  e 
e pe r  la ip.otesi f a t t a  e da l la  (6) segue ~t(B)-- ~(T-~B).  

Sia  ~ ,  il ~ - re t ico lo  gen e ra t o  da ~ (:~), r i pe t endo  il r a g i o n a m e n t o  ora  
ratio, si t rova  c h e s e  C e ~ ,  r i su l t a  ~(C)----~(T-~C).  

S ia  ora  M e ~  r i su l t e rh  M ~ - m i s u r a b i l e  r i spe t to  a ~ e a ~2 (~), vale  
a dire,  f i ssa to  ~ 0 ,  es i s tono B e ~ ,  C ~  tal i  che  per  essi ~: 

(7) C C M ~ B  e ~ ( B ) - - I ~ ( C ) < e .  

Segue  a l lo ra  T-~C ~ T-~M C T - ~ B  e, per  q u a n t o  sopra  visto, si ha :  

pe r  l ' a r b i t r a r i e t ~  d i e  segue,~la tesi. 

Un  caso p a r t i c o l a r m e n t e  i n t e r e s s a n t e  si p r e s e n t a  in re laz ione  al la  even.  
tua l i t~  che  T sia e rgod iea  r i spe t to  ad una  m i s u r a  (2~). 

I n  ques te  c i r cos t anze  va le  il s e g u e n t e  t eorema.  

VI.  - Suppongasi  ~ numerabile e T unc~ trasformazione misurabite tale 
che T-~A ~ ~ se A ~ ~ .  I n  queste ipotesi le propriel&~ seguenti sono equivatenti: 

i) T ~ ergodica rispetto a ~t ; 

i o) quasi tutte le traiettorie sono ~-distribuite. 

Valga  la i); si cons ide r i  l ' i n s i e m e  E def in i to  con 

1 n - - 1  

(8) x e E ~-~----~ ~ l im - EkXA(Tkx), ~ A  e ~ .  

Un tale  in s i eme  ~ m i s u r a b i l e  per  la ipotesi  f a t t a  su ~ e si pub consta- 
t a re  che  ~ i nva r i an t e ,  cio~ T-1E- - - -E .  I n v e r o  sia x ' ~  T- IE ,  posto w ~-Tw' ,  

(~) Cfr. la nora (8). 
(~) Cio~ stabile rispetto alle intersezioni numerabili. 
(2s) ~el  senso di ~EBESGUE. 
(24) Ricordiamo che un insieme ~c_X ~ detto invariante~ risl)etto a T~ se T-iJ~-~.E; 

una trasformazione the conserva una misura normalizzata ~ detta ergodica se per ogni in- 
sieme invariante /~ risulia ~ ( E ) ~ 0  o ~(E)-~ 1. Cfr., ad es., [3]. 
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si ha x ~ E, i no l t r e :  

(9) n- ~)('~o (T~x') = n [X~(x') + v,~X.~(T~x')~ - -X~ (T'~')] = 

= n [Z~ (x') + ~ L~(T~x) - -  Z~(T"x')]; 
0 

Se n ~ ,  il s eeondo  m e m b r o  di (9) h a  l imi te  p e r  ogni  A e ~ ,  onde  

T-~E~_E.  Se x ' ~ E ,  p r o v i a m o  che  x ' e T - ~ E ,  cio~ T w ' - - x e E ;  il p r i m o  
m e m b r o  di (9) h a  l imi te  pe r  ogni  A e ~  e qu ind i  hu l imi te  pe r  ogni  A: 

1 "  1 _ vkX~(T~x, ) = _1 '*~X~(Tk+~X, ) : ~-~ZkX~(Tkw)" 
~ ~ o ~ o 

Essendo  T e rgod i ca  e ~t m i s u r a  f in i ta ,  r i su l t e r~  ~t(E)-- 0 o p p u r e  ~(E) = 1; 

m a  la p r i m a  even tua l i t h  non  si p r e s e n t a .  I n f a t t i ,  pe r  e s se re  ~t i n v a r i a n t e ,  

va le  il t e o r e m a  e rgod ico  i n d i v i d u a l e  (~) e in forza  di esso~ f i ssa to  A ~ ,  
es i s te  HA E ~,  ta le  t h e  ~t(H~) ---- 0, ed es is te  : 

(10) l ira 1 ~'-~ - ZkX~(T~x), ~ x e X - - H ~ .  
n ~ o 

Poich~ ~ 6 numerabile ,  posto H - -  U H ~ ,  r i s u l t e r ~  I~(H)--O e se 

x e X - - H  il limite (10) esiste per ogni A e ~ ,  onde X ~ H ~ E  e quindi 
i~(E) ---- 1. Tenuto ancora conto della ergodicit~ di T, posto: 

1 
(1 l) X.~(x) - -  lim - Zk~(,~(Tk~), 

n ~ o 

e s u p p o s t o  f i ssa to  A, X~ r i s u l t a  quas i  o v u n q u e  cos t an t e  (28), e, s e m p r e  p e r  il 
t e o r e m a  e rgod ico  i n d i v i d u a l e :  

fx X~(x)d~t -- f Z~(x)dit - -  ~(A); 
x 

(~5) Cfr., ad os., [3], a pag. 18. 
(~6} Ricordiamo che una fanTAone misurabile rispetto a ~ ~ detta invariante se 

f(Tx) : f(x), per quasi tutti i punti x ~ X; ricordiamo anche the T b ergodica se, solo se, 
ogni funzione insariante ~ costante in quasi tutto X. L' affermazione del testo risulta con- 
seguenza della invarian~a di X*A(x). 
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onde, per essere l~(X) = 1 ; segue t~(A) = Z~ (x), per ogni x e X - -  H ed ogni 
A ~ g ;  da i) segue dunque i°). 

Valga la i°). Sia E, un insieme invariante  e di misura ~t(E,) positiva. 
Poieh~ ~t ~ invar iante  (prop. V)~ per il teorema ergodico individuale r isulta:  

/, 
(12) ~(A RE~)--  J :(~nE,(~)dt~, A ~ g  

X 

dove si b posto: 

-=,,~*ndX~ - lim 1 "-*, ,~, - Y ' k × a n E , ( ~  x) ,  
n Jg  o 

per quasi tutti  i punti x e X .  
Pe r  la i °) si ha:  

(13) ~(A) = X~ (m), 

per quasi tutti  gli x e X  e per ogni A e g ,  essendo X~(x) data dallu (11). Per  
essere E, invar iante  r isulta pure  

(14) :G(x) = z.~nu.,(x) 

per ogni A e ~  e quasi tutti  gli x e E l ;  mentre  si ha 

Z.~nE~(*) = O, (15) * 

per quasi tutti  gli x e X - - E ~  e ogni A e  ~ .  
Dalla (12), ~env~to conto delle (15), (14) e (13), si ha 

(16) 

Poich~ Ete~3 ,  l ' ins ieme E1 ~ misurabile  e conseguentement% fissato 
> 0, esiste una successioue {A,-I, m e N~ A,~ e ~ ,  A,~ C A,,+I e tale che 

posto B - -  lira A,~, r isulta 
~rt$ 

(17) E,  _ B, ~ (B) < t~(E,) + ~. 

La (16) dh allora 

(A.~ n El) = F(A.~)- ~(gk), 
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e passando al l imi te  per  m - ~ e %  segue tx(E~)=~(B).p(E~), ma essendo 
tL(E~) ~ 0, r i su l ta  ~(B) = 1. La  (17) d~ a l lora  v(Ed + z ~ 1 e, per l ' a rb i .  
trariet/~ di ~, [~(E~)-----1; da i °) segue d u n q u e  i). 

4 . -  Tornando  a sueeess ioni  di pun t i  {~nlne N di X, ind ieh iamo in 
questo numero  una  formulaz ione  a s t r a t t a  di un noto er i ter io  di un i fo rme  
dis t r ibuzione,  dovnto a W]~¥L (27), n e l l ' o r d i n e  di idee in eui ei s iamo posti. 

Man tenendo  le ipotesi  del numero  1, supponiamo che N sia u n ' a l g e b r a  
d ' i n s i emi .  Sia  f ( x ) u n a  funzione a valori  real i  de f in i t a  per  ogni x e X  e 
l imi ta ta .  Cons idera ta  una  qualsi~si  par t iz ione  f in i ta  {X~}, r - - 1 ,  2, ..., m, di 
52, fa t ta  con ins iemi  X,r ~ ~ ,  si formino  le somme 

1 1 

essendo l'~, 1 } r i spe t t i vamen te  es t remo infer iore  e super iore  di f su X,. Se 
r i su l t a  : 

(18) sup E,.I',.y.(X,.)= inf  Z~l~'bt(X,) , 
lx~le g fx~ It g 

ore  si ~ ind iea ta  con g la f amig l i a  delle par t iz ioni  f ini te  di X, fa t te  con 
ins iemi  appa r t enen t i  ad ,~, conver remo di dire c h e f  ~ in tegrabi le  nel senso 
di RIE~AN~ (rispetto ad ~), ch iameremo poi in tegra le  di f su X il va lore  
comune  dei due  membr i  in (18), ehe denote remo col simbolo usuale .  Cib 
premesso il sudet to  cr i ter io  pub enunc ia r s i :  

VII .  - Condizione necessaria e sufficienle perch~ la successione {x,  }~N 
di punt i  di X sia ~t-dislribuita ~ che risulti  : 

(19) lira 1 " ( - Z~f(x~) = f(x) dlx 
n n 1 3 

x 

per ogni f integrabile secondo Riemann su X. 

La  condizione ~ ovviamente  suf f ic ien te  dato che ogni funz ione  XA(x), 
A e ~  ~ in tegrabi le  nel senso su detto e si h~ dal la  (19): 

Jim 1 '* f - E~X~) = Xa(a~) d~ = ~(A). 

x 

(eT} U n a  espos iz ione  dei  c r i t e r i  di  ~VEYL t rovasi ,  ed es. ,  in [1] a pag.  65 e seguent i .  
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La eondiz ione  6 necessar ia .  Fissato  ~ ~ 0, esis te  una  par t iz ione {X.}, 
r ~ '  m, di X, con X.  ~ ~ ,  tale che 

(20) Z~I'.~(X.) ~ f ( x )d~  ~ Z~l'~ ~t(X.) 
1 1 

e 

m 

(21) ~:.G' - -  G) ~(X.) < ~, 
1 

poniamo 

(22) 

r i su l ta  : 

1 ~f(x~) ; L. ( f )  = n 

L,,(f)  = i "~ 1 ,u - X~. X f ( x k ) ~  - X,.l',: X X x , . ( x ~ ) =  
n 1 k ~ n  n 1 k ~ n  

x k ~  X r 

Ana logamen te  si t rova 

L,, (f) > E, 1 ~L,d x) .  

P e r  modo t h e  r i su l tano  ver i f ica te  le d i suguag l i anze  

(23) E,~ t'~ L.(X:G) ~ L~(f) ~ E,.I;'.L.(Xx~). 
1 1 

Essendo {X,,},,~N ~-dis t r ibu i ta ,  sarit ancora  possibile d e t e r m i n a r e  un  
in te ro  n O >  0, tale che s e n  > n o 

$ 

I L,,(Xx r) - -  ~X~.) I < 3 m l '  r ~ -  1~ ~9 .-., m, 

essendo l = sup 
x ~ x  

(24) 

I f(x) I ; sicch6, posto ~ , ~ =  L d X x ) - -  ~(X~), avremo 

:L X 1 

m £ 

1 
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e a n a l o g a m e n t e  

(25) 

E '"~ E l" 
X 1 1 

I tJ 8 Z,.1,. cr,,, ,. I <  ~. 
1 

A v r e m o  d u a q a e  dal le  (23), t enuto  conto  detle  (24) e (25) 

l 

Dal le  (20) e (21) si r icava:  

f(x)dv~-- L,,(f) < E~(/~- l',.)~(X~) + 
,j 1 

x 

e ~ e~ Se n : > n o  

onde  la tesi  (19). 

Chiud iamo osservando  the  la propos iz ione  VII  non  i~ va l ida  se enun.  
eiata nel la  c lasse  del le  funz ioni  l imi tate  e misurabi l i  r ispetto  a ~ e utiliz- 
zando l ' in tegra le  astratto di LEBESGUE; pifi prec i samente  la condiz ione  (19) 

ancora  suf f ic iente ,  ma non  necessar ia  (.~s). 

(2s) Si supponga I xn In~v  ~-distr ibuita,  i punti  xn tutti distinti  e sapponiamo che i 
punti  x ~  X (considerati  come insiemi) siano figure di . ~ .  Si  consideri Finsiemo 
A~- -0  I x n t ( ~ )  e la funzione f(x)=XA(X): r isul ta  (Cfr. la nora (15)) lim L ~ ( X A ) = I ,  

/v n 
mentre 

f ZA(X)a~= z ~(x,,))=o. 
n~X 

X 
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