
Sulle connessioni di una variet~ quasi complessa (~). 
~[emoria  di  GIOVANNI BATTISTA RIZZA (a Parma)  

S u n t o . .  L ' e s i s t e n z a  d i  u n a  s t r u t t u r a  quas i  complessa su d i u n a  varietdt V conduce in  mode  
n a t n r a l e  a l l a  cons ideraz ione  di  a lcune  classi  di  conness ioni  su  V, geometr icamente  
cara t t e r i z za t e  e doSate di  i n t e re s san t i  proprietdt. 
R i s u l t a t i  di  n a t u r a  p i ~  generale ~ ' iguardano invece coppie d i  connessioni.  

1.  - I n t r o d u z i o n e .  

I1 preselLte lavoro, dedicate alle connessioni sulle varieth quasi complesse, 
appart iene all ' indirizzo di r icerea  aperto nel 1953 da B. ECKMAI~T ed A. 
FRiiLICHER (1). 

Nel l ' in tento di pervenire  alla determinazione di nuove proprieti~ delle 
eonnessioni, dipendenti  dalla s t rut tura  della variet/~ V, sono qui sviluppate 
a leune idee. 

Una prima eonsiste nella eonsiderazione sistematica, per ogni connes- 
sione A, di aleuni tensori, denotati con Dh, R, S, eostruiti  a par t i te  dal 
tensore misto h, ehe, in ogni punto di V, definisee la s t rut tura  (n. 3). 

Un ' a l t r a  porta inveee ad in t rodurre  elassi partieolari  di connessioni 
(p. es. le connessioni J - semis immetr iehe  (n. 4)), per le quali la s t rut tura  
quasi eomplessa di V rivesta un ' ruo lo  essenziale. 

Infine, la eonsiderazione simultanea di due eonnessioni A*, A di V 
eonsente di r ieonoseere per i tensori H, Y., E, ehe ne derivano per diffe- 
renza. (n. 5), eventuali  proprieti~ legate alla struttura.  

La parte eentrale del lavoro (n. 7-10) consiste in uno studio sistematieo 
delle proprieth formali dei tensori semplieemente eontravariant i  e doppia- 
mente eovarianti,  in relazione alia s t rut tura  quasi eomplessa della varieth. 
Cib appare del tutto naturale,  quando si rifletta ehe sono di questo ripe, 

(*) L a v o r o  esegui to  ne l l ' amb i to  del  G-ruppo di Ricerca  n. 1 del  C..N.R., per  l ' a n n o  
1964:-65. 

(i) Si  vedano  i l avor i  [2], [3], [4], del la  b ib l iograf ia .  
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ottre ai tensori Dh, R, S~ H, v~, E gih nominati, Ia torsione T di una arbi- 
traria connessione A ed il tensore di ~IJENI~UIS _/¥ associato alla s t rut tura  
di V. 

Lo studio ora accennato conduce in definit iva a fissare l 'a t tenzione su 
quat t ro condizioni essenziali, ispirate alle note proprieth formali  di 1V e 
var iamente  tra loro in relazione. 

Esse, con r iferimento ad an tensore emisimmetrico T, r iguardato come 
torsione di una eonnessione A, si t raducono in eleganti proprieth geome- 
triche di quest  ~ultima, le quali  fanno intervenire,  da un tato, lo spostamento 
di CARMAN rela~ivo a A, dal l 'a l t ro,  il gruppo Gj delle rotazioni caratteri- 
stiche, int imamente legato alia s t rut tura  quasi  eomplessa (n. 11). In parti- 
colare, una delle condizioni precedenti  esprime ehe la connessione A ~ priva 
di torsione carat ter is t ica nel senso di E. FfAR~INELLI (z). 

Dalle considerazioni accennate  discendono nella terza parte del lavoro 
diversi risultati .  

Si perviene anzitutto a stabilire teoremi di confronto per i tensori Dh, 
R, S, relat ivi  a due connessioni (teor. T~, Ts~ I"6, TT, 7"8, 7"9; n. 15). 

Tenuto conto poi della decomposizione canonica di una  connessione 
in connessione s immetrica associata e torsione, si ottengono i teoremi gene. 
rali del n. 16. Essi mostrano come le accennate  condizioni geometriche per  
una  connessione A si r if let tano in indicazioni sui tensori Dh, R, S, relativi 
a A, sulla torsione T di A e, talora, perfino sulla st~'uttura della varieti~. 

In  particolare~ risuttati  noti per  le connessioni s immetr iche sono ora 
stabiliti per  le connessioni semisimmetriche,  J - semis immet r iche  e per  altre 
connessioni geometr icamente  caratterizzate (teor. T~, T~8, T~ e eorollari 

C~, C4, C.~; n. 17). 
L~ultima pa~,te delia r ieerea (n. 18-20) b dedicata  alle connessioni di 

EGKMAI~N-FR~LICttER. 

Questi  Autori  hanno provata  l 'es is tenza di connessioni per le quail  il 
campo dei tensori h ~ parallelo e la torsione equivale ad N. Si prova ora 
ehe. ogni connessione avente queste  proprieth pub ottenersi  con il proce- 
dimento eonsiderato da Ec~:~[A~ e FRiJLICKER (teor. T~5, n. 18). 

I1 teorema T~s caratterizza poi le connessioni di EC]~MA~N-FRiiLIC~]~R 
tra quelle  aventi  una sola detle proprieth accennate;  mentre  i teoremi T~, 
T~7 ne caratterizzano le connessioni s immetriche associate (n. 19). 

Tutt i  i r isultat i  di questo lavoro sussistono, in particolare,  con riferi- 

mento alle variet~ complesse. 

(~) E. MARTIN~LLI, }5], [6]. 
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I. - S t r u t t u r a  q u a s i  c o m p l e s s a  e c o n n e s s i o n i .  

2. - Var i e t~  quas i  c o m p l e s s e .  

Sia  V u n a  va r i e t h  a s t r u t t u r a  quas i  c o m p l e s s a  di c l a s se  C ~ ( r ~ l ) e  

d i m e n s i o n e  2n ( n ~ 2 ) ,  ~c u n  p u n t o  di V, h il t enso re  mis to  che d e t e r m i n a  

in x la s t r u t t u r a ,  N il t enso re  di ~ I JE~ t tUIS  a s soc ia to  ad h (3). 

I1 c a m p o  t enso r i a l e  dese r i t to  d a h  al v a r i a r e  di w su V s ia  di c lasse  

C '  (l ~ s <_ r - -  t), 

Si denot i  con J l'isomorfismo a n t i - i n v o l u t o r i o  defini$o da l la  s t r u t t u r a  
quas i  c o m p l e s s a  nel lo spazio  v e t t o r i a l e  x t a n g e n t e  a V nel  p u n t o  x. 

Con r i f e r i m e n t o  ad u n  s i s t e m a  di coo rd ina t e  local i  x 3 ( j - - 1 ,  ..., 2n) 
d e s c r i v e n t i  u n  in to rno  U di ~c su  V (~), si h a :  

(1) J: u~-~u~- -  h'~u ~ (ue~). 

[1 c a r a t t e r e  a n t i - i n v o l u t o r i o  di J b i m m e d i a t a  c o n s e g u e n z a  de l la  re laz ione :  

( 2 )  = - 

Si c o n s i d e r i n o  poi in z gli isomorfismi J~ (0<_~ < 2n) de f in i t i  da :  

(3) J ~ ,  I cos ~ + J s in ~? ( I  --" i s o m o r f i s m o  ident ico) .  

che,  p e r  compos iz ione ,  d a n n o  tuogo  ad  nn  gruppo, deno t a to  con G j ,  i somor fo  
al g r u p p o  del le  ro taz ion i  p l a n e  di cen t ro  f i ssa to  (~). 

I so t tospaz i  di x G j - i n v a r i a n t i  si d i cono  caratleristici. 
I ve t to r i  J~u di z (0 ~ ' ~  ~ 2~) i n d i v i d u a n o  l ' u n i c o  2 - spaz io  c a r a t t e r i s t i c o  

c o n t e n e n t e  u. E n a t u r a l e  qu ind i  d i re  che  Jgu si o t t i ene  d a u  p e r  rolazione 
caratteristica di a n  angolo  ~. 

Pif l  in  gene ra l e ,  se ~ ~ ii b i v e t t o r e  de f in i to  da i  ve t to r i  u, v di % si 
deno t e rh  con  J g ~  il b i v e t t o r e  de f in i to  dai  ve t to r i  J~u, J~v di z e si d i rh  

che  J ~  si o t t i ene  da  ~ pe r  ro t az ione  c a r a t t e r i s t i c a  di un  angolo  ¢p ¢). I n  
p a r t i c o l a r e ,  se :¢ = J~:¢ con ~ ~ 0, il b i v e t t o r e  :¢ si d ice  c a r a t t e r i s t i c o  (7). 

(3) Per le nozioni essenziali sulle varieth quasi compless% Ved. p. es. B. ]~CKMAN:N, 
[3], I, I I ,  I I I ,  VI;  E. i~IARTINELLI, [5] e [6], I - I V ;  K. YA~O, I l l ] ,  X. 

(4) Cib, ne] segaito, g sottinteso. 
(~) Veal. (~. B. RIzzA, [8], n. 2. 

(6) Si noti che i vettori J~u, J~v, al variare di % inviduano l 'usico spazio caratte- 
ristico contenente u e v. Esso ha dimensione 4, salvo nel caso di cui alla nora (s). 

(~) I vettori u e v appartengono ad.un medesimo 2-spazio caratteristico. 
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:Nel l ' in torno  U di x il 
quas i  complessa  b dato da :  

tensore di NIJ:ENI-IUIS assoc ia to  a l la  s t r u t t u r a  

I 

Se N ~ nul lo  in ogni  pun to  di V, la s t r u t t u r a  si dice i n t eg rab i l e ;  se 
ino l t r e  Vi~ di c lasse  C2~*+ ~ ed il carapo h ~ di c lasse  C ~'* ( r - - l - - ~ s - ~ 2 n )  
la  s t r u t t u r a  di V i~ i ndo t t a  da  u n a  s t r u t t u r a  complessa ,  e v i ceve r sa  (~). 

3. - Coaness ioni  su V. T e n s o r i  Dh, R, S. 

Si cons ide r i  ora  su V u n a  connes s ione  A e sia P la  connessione simme- 
trica associala a A e T la torsione di A. 

N e W i n t o r n o  U di w ~ qu in d i :  

(5) ' J A j 2 J A ~ 

onde  : 

(6) A~z = r/ ,  + J 

~nversamente ,  da ta  su V una  conness ione  s i m m e t r i c a  F e, in ogni  pun to  

x, un  t enso re  e m i s i m m e t r i c o  T di ~ (~o) si o t t i ene  subi to  u n a  conness ione  A 
che  ha  T pe r  tors ione .  P r e c i s a m e n t %  n e l l ' i n t o r n o  U di x, h ~ de f in i t a  da l la  

(6) (% 
Cib p remesso  ~ ut i le  i n t r o d u r r e  su V a leun i  campi  t ensor ia l i  di c lasse  

C s-~, t h e  consen tono  di po r re  in r e l az ione  la conness ione  A con  la s t r u t t u r a  

quas i  comples sa  di V. 

P r e c i s a m e n t e ,  si cons ide r ino  i tensori Dh, R, S, def in i t i  ne l l  ~ in torno U 

(s) Cfr. ]3. ECKMANN, [3], (6), p. 12; A. ~RSLICHER, *[~], (8.~t, ]3. 60; L. YA~NO, [11], 

(1A2), p. 227. 

(~) Ved.  p. es. A. I~EL~LANDER--~. ~IRENBERG~ [7], p. 393. 

(t0) x2i denota l ' i n s i eme  dei tensori  semplicemente con t ravar ian t i  e doppiamente  cova- 
r i an t i  (Cfr. p. es. iN. BOURBAKI, [1], p. 39). P e r  i tensori  di ze( i t e rmin i  , s i m m e t r i a ,  ed 
~emisimmefria* vanno  na tu ra lmen te  r iferif i  alia covar ianza ;  ad esempio ~ emisimmetr ico 
i l  tensore  N considerato al  n. 2. 

W) Ved. p. es. T. J. WILLMORE, [10], p. 209. 
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di x dal le  u g u a g l i a n z e :  

__ ~hz J . • 
(7) Dhh~J ~ ~- h~q hqz - -  A ~  h~ , 

(8) R~iJ ~- 8 [(Dh hiq - -  Dqhik)h~ - -  (D,hip - -  D~hi) h~], 

(9) • 1 
S i i  ~ - -  ~ [ (DkhoJ -- Dqha j) h~q-~ (Dzh~J - -  D~hj)  h~ ] -{- 

1 (D~hz '+  Dzh~)~ h i ,  

Dh ~ l ' o r d i n a r i o  ope ra to r e  di de r ivaz ione  cova r i an t e  r i spe t to  al la  coo rd ina t a  
loca le  x ~ ( k - - 1 ,  ...~ 2x) e r e l a t ivo  al la  conness ione  A. 

I1 t enso re  Dh i n t e r v i e n e  in d ivers i  lavor i .  I1 suo annu l l a r s i  su V assi- 
cura ,  in ogni  spazio t angen t e  a V, la  p e rmu t a b i l i t h  de l la  d i f f e r enz i az ione  
asso lu ta  r e l a t i va  a A con l ' i s o m o r f i s m o  f o n d a m e n t a l e  J del la  s t r u t t u r a  quas i  
comples sa  (~). 

A1 tensore  R si p e r v i e n e  invece  fo rma lmen te ,  sos t i tuendo  nel  secondo 
m e m b r o  de l la  (4) le de r iva t e  o rd ina r i e  con le de r iva t e  covar i an t i  r i spe t to  a A. 
Se A ~ uua  connes s ione  s immet r i ca ,  il t ensore  R si r i duce  at t ensore  N 
def in i to  da l la  s t r u t t u r a  quas i  comples sa  (~). 

Inf ine ,  con r i f e r i m e n t o  ad u n a  connes s ione  s immet r i ca ,  il t ensore  S - { - R  
ha  un  ruolo  i m p o r t a n t e  in a lcun i  lavor i  di B. Ec ]~MA~ e A. FnSLIC]tER (~4). 

4. - Conness ioni  s e m i s i m m e t r i c h e  e J - s e m i s i m m e t r i c h e .  

Un  a l t ro  modo di p o r t e  in re laz ione  la s t r u t t u r a  quas i  complessa  e le 
conness ion i  su V cons is te  nel  c o n s i d e r a t e  per  ques te  ipotesi  d e r i v a n t i  dal la  
s t ru t t u r a .  ]~ oppo r tuno  per  ora l imi ta rs i  ad un  esempio.  

Si  s u p p o n g a  anz i tu t to  c h e l a  to r s ione  T de l la  conness ione  A d ipenda ,  in 
ogni  p u n t o  x di ~ da un  ve t to re  e o v a r i a n t e  t. I n  pa r t i co la r% se, n e l l ' i n t o r n o  

(t~) Ved. lo. es. i lavori [2], [3] di B ECKMANN;, [4] di FR(iLI(;HER; [tl] di K. YANO. 
~el  secondo~ a p. 17, trovasi Ia proprieth ora accennata 

{i~) Ved. p. es. A. FRSL]CHER, [~], p. 60. 
(~) Ved. ]~. ECKMANN [2] e [3]; A. FR(JLICHER, [4], ed i n. 18; 19 di questo ]a~oro. 



238 G . B .  RIZzA: Sulle connessioni d i un,a varietd quasi complessa 

U di x, 

(10) 

o v v e r o  : 

(1l) 

r isul ta:  

T~z --- ~ (t,hi - -  t~hi>, 

la connessione A si dice, rispettivamente, semis immelr ica  e J - semis immetr i ca .  
Se, di pifi, t b identicamente nullo su V, lo stesso avviene per la torsione T 
e quindi A 6 addir i t tura  simmetrica.  

Si noti che,  a differenza dalla (10), gia nora (l~), la condizione (11), ora 
introdotta, dipende in modo essenziale dalla s t rut tura  quasi complessa di V. 
1~ cosl ottenato l'iesempio accennato. 

5.  - C o n n e s s i o n i  e t e n s o r i  s u  V. 

Siano A*, h due connessioni su V ed H il tensore ottennto 
renza nel punto w (~6). Nel l ' in torno U di ~ ~ quindi :  

(12) A~[ -- A~z- H~z. 

per diffe- 

I1 tensore H determina poi un tensore simmetrico E ed un tensore 
emisimmetrico E (17), dei quali ~ somma. Precisamente,  nel l ' in torno U 
di x 6: 

(13) 

o n d e  : 

(14) 

Inversamente,  dati una connessione A su V e in ogni punto due tensori 
semplieemente controvarianti  e doppiamente eovarianti  E ed E, simmetrico 
il primo, emisimmetrico il secondo, si perviene per somma ad una connes. 
sione A* (18). Precisamente,  nel l ' in torno U di x, la connessione A* 6 definita 

dalla (12), essendo H dato dalla (14) 
Conviene ora rieordare che~ nelle ipotesi del n. 2, V ammette una me- 

trica Riemanniana,  onde su V 6 assicurata l 'es is tenza di una connessione: 
la connessione di LEVI-CIVITA relativa alla metrica (19). 

(t~) Veal.  J .  A.  SCHOUTE~, [9], p. 126. 
(i6) V e d .  p. es. T . J .  WILLMORE, [10], p. ~08. 
(IT) Veal. nora  (t0). 
(is) V e d .  p. es. T.J. WILLMORE, [10], 10. 208 
(i9) ]~ q u e s t a  u n a  c o n s e g u e n z a  de l  c lass ico  t h e o r e m a  di WmTNEY.  
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Le considerazioni precedent i  si r iassumono nella osservazione: 

O ~ - L o  studio delle connessioni su g equivale a quello dei campi  di  ten. 
sort, semplicemente contravariant i  e doppiamente covarianti,  s immetrici  ed 
emisimmetrici .  

Indicate  ora con F*, F le connessioni s immetr iche associate a A*, A e 
con T*, T l e  torsioni di A*, h r ispett ivamente,  sono immediate le ugua. 
glianze : 

(15) P:z i -  P~ = E~, Tf~/--  T k i -  Eei. 

In  particolare, se A* ~ la connessione s immetr ica  assoeiata a A, tic6 
A * = P * - - = F ,  e T * = 0 ,  r isulta Y~=0, E = - - T  onde H - - - - 2 '  e la (12) 
si r iduce alla (6) det n. 3. 

]~ importante ora de terminare  relazioni ira i tensori Dh, R, S, conside. 
rati  al n. 3 con r i fer imento alla connessione A, e gli analoghi, denotati  con 
D%, R*, S*, relativi invece alla connessione A*. 

Tenure presenti  le (7), (12), (14) si perviene 'subi to  alla: 

(16) D ~ h i -  Dhh{ v1 7.q ~ i E i h ~ E;~h~. - -  -~kqr~l - -  ~klhr "-}- kq ~ - -  

Da questa discendono pot immediatamente  le uguaglianze:  

(t7) (D~hi. + D ~ h ~ ) -  (Dkh~ + D~h i) - -  E iT~qkqm + E izph pk+ 

--2E~lh~ -}- --kq,~l + Ezphk ; 

(18) 

]~ ora possibile proseguire.  
tenure presenti  la (2), le (17), 

(D~h[ D?hik) (Dalai D~h~) i q J p 
- -  - -  - -  - -  Ekqh~ - -  Zzphk 

Preeisameute,  considerate le (8), (9) del n. 3, 
(18) e le proprieth di s immetr ia  ed emisim- 
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metria  dei tensori E, E~ si perviene infine senza difficolth alle relazioni: 

E ~" h~,A ~ p i ~ i  7oph% (19) 4 (Rf f  - -  R~) : - -  E~z -~ qk ~,~ + E{ph~h,. + ~vq,~: ~ 

(20) 4($5  J Sg~) Zh ~k,~ ~-- ~v,~,~-- + 

- -  4 Y4 . 

I I  - T e n s o r i  e c o n n e s s i o n i .  

7. - C o n d i z i o n i  f o r m a l i .  

L' in t roduzione  dei tensori N, Dh, R, S (nn. 3, 4) e l 'osservazione O~ 
(n. 5), sottolineano l 'opportuni th  di considerate,  in general% i tensori sem- 
pl ieemente eontravariant i  e doppiamente covarianti,  sopratutto in relazione 
alla s t ru t tura  quasi complessa di V. 

Sia L un tensore del tipo ora aecennato. ]~ naturale,  nel l ' in torno U 
det punto x su V~ eonsiderare  le condizioni:  

A :  L ~ h  i =  ~ ~'~ L k m  l~ l 

Un secondo gruppo di condizioni ~: 

L'~hi, - -  .~j . ., Lmlttk 

L l m l S k  • 

r," hqloJ O, L~l + ~ p ~ k  ~ --  A '  : L~z + ~kq ~,~,. = r~ ,~ph j O, 

r ,  ,oqh i O, L ~  -k- L~vhPh~ O. B': L~z -k -qkm , - -  - -  

Tenuta  presente la (2 )de l  n. 2, si riconosce subito che le condizioni 

A1, A2, BI, B2, sono r ispet t ivamente  equivalenti  alle condizioni A'I ,  A'~, B'I , B'~. 

t t anno  interesse anche le condizioni: 

C: 

D :  

le condizioni : 

C':  

D t : 

r ispet t ivamente equivalent i  

L ik~h'F --  L~,h'~ ~, 

Li.~h~'*= Li,~h~ ~, 

• rJ ~Vhq 0 

L~l -k L~v h~h~ - -  0 

alle condizioni C, D, in virtfl della (2). 
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]~ immediato che~ sia le condizioni A~, A2 the le condizioni B , ,  B,  
implicano la condizione C. Analogamente, sia A , ,  B~ the A2, BI irnpli- 
cano D (~o). 

Si considerino aneora le condizioni: 

A c t  : 1 j ,n 
L~h  i --" 2 (Lk~h, -}- L~zh'~) 

B ~t : L~h~ -- (L~h~ -[- Li,~h'~) 

Non b banale F osservazione: 

0 2 -  Le condizioni A ,  B sono rispettivamente equivalenti alle condi. 
zioni A", B". 

]~ facile r ieonoscere c h e l a  eondizione A equivale alle eondizioni A", 
C, ottenibili  da A per somma e differenza. Si prova ora che A" implica C. 

Dopo aver  sosti tuito ne lFuguagl ianza  ehe definisce la condizione A", 
k e j con p ed r e, successivamente,  1 e j con q ed r, si moltiplichino le 

uguagtianze ot tenute per h~h i e per h~hi~ r ispett ivamente.  In virtfi della (2), 
i secondi membri r isultano uguali  e si perviene alla condizione C. 

quindi dimostrata l ' equivalenza  tra le condizioni A ed A". Analoga- 
mente si procede per  B e B". 

Conviene qui terminare segnalando la relazione: 

(21) L ~ 

Essa ~ immediata conseguenza sia della eondizione B'I, che della condi- 
zione B'~. 

8. - Tensore K(L) e sue proprietk.  

In  relazione ad ogni tensore L del tipo considerato al n. 7, b utile 
in t rodarre  il tensore K(L), definito nel l ' in torno U di w dalla uguaglianza:  

i ~ 1 (Li  __ 7-~ hqZ.i r~ hPh i L~qhkh~i p q). (22) K~z(L) ~ ~ z,~--~Ip k , . - -  

(-20} H e l l ' u l t i m o  c a s o  o e c o r r e  f a r e  u s o  d e l l a  (2) d e l  n .  2. 

A n n a l i  d~ M a t e m a t i c a  
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E opportuno sot~olineare l 'osservazione:  

0 8 -  Qualunque si(t L, il lensore K(L) soddisfa alla condizione B del 
n. 7. 

La dimostrazione non presenta  diffieolth. 

Sussis te  inoltre il teorema:  

I"1 - La  condizione K ( L ) :  L equivale alla condizione B del n. 7. 

Infatt j ,  se K ( L ) - - L ,  L soddisfa alla B in virth di O8. Inversamente ,  
se si tiene conto della condizione B e della (2) del n. 2, dalla (.02) segue 
subito K ( L ) - -  L. 

Conviene infine aggiungere l 'osservazione:  

O a  -- L e  
le relazioni : 

(23) 

(24) 

condizioni A e D, per il tensore L, impliea~w, rispettivamente, 

1 
K{~ (L) --- ~ [L{z -[- Li~], 

1 i L ~ 
= ( q~+ Kgz (L) ~ [(L~ -~- L/k) - -  L~q) h~h~]. 

La dimostrazione ~ immediata.  

9. - Tensori  s immetr ie i  ed emis immetr ie i .  

Si considerino or% per il tensore L, le ipotesi di s immetria  e di emi- 
s immetr ia  (2~). I risultati ,  immediate  conseguenze di quelli  di nn. 7, 8 sono 
r iassunti  nelle osservazioni:  

O~ - Se L d simmetrico le condizioni A~, A2, A ,  A~', A~', A', A", 
B~, B~, B, Bz', B2', B', B", sono tulle effuivalenti. Sono pure equivalenti le con. 
dizioni C~ C', D, D'. 

06 - Se L ~ emisimmetrico, le condizioni A~, A~', B~  B~' equivalgono 
rispettivamente atle condizioni A~, A=', B=, B~' e quindi alle condizioni A ,  

A',B,B'. 
O~ - Se L ~ emisimmelrico e sussiste la condizione B, nell' intor~o U di x 

risulta : 

(25)  Lk'~,, - -  0 .  

08 - Se L ~ emisimmetrieo, sia la condizione A ,  sia la condizione D, 
implicano K(L) - -  0. 

(~i) ~o l  senso precisato dalla nota (i0). 
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10. - P r o p r i e t ~  di N, Dh, R, S. 

Delle relazioni  e leneate  ai nn. 7~ 8, 9 a lcune  sussistono,  in par t icolare ,  
con r i fe r imento  ai tensor i  2V, Dh, R, S, in t rodot t i  ai nn. 2, 3. 

]~ noto ad esempio che il tensore  emis immet r ico  N associato al la strut- 
tu ra  quas i  complessa  del la  var ie t~  V (n. 2) soddisfa  alle condizioni  B~, B~', 
B~, B2', C, C' ed al la  re lazione (25) (:2). 

Dalle  eons ideraz ioni  del n. 7 e dal le  osservazioni  08,  07 del n. 9 segue 
i m m e d i a t a m e n t e  1' osservazione : 

09 - Le proprietor, formali di N o r a  accennate si possono compendiare 
nella condizione B~. 

Queste  proprieth,  come appar i rh  da l l 'osservazione  0~2, non caratlerizzano 
il tensore  N;  tu t tavia ,  dal  t eo rema  T, del n. 8 d iseende subito l 'osser-  
vazione : 

0~o - Se L ha le accennate proprietb formali di N ed inoltre K(L) - - -N ,  
risulta L = N. 

Le seguent i  osservazioni  r i gua rdano  invece  i tensori  Dh, R, S, in t rodot t i  
al n. 3 in relazione ad u n a  conness ione  a rb i t r a r i a  V. 

0~1 - Per il tensore Dh le ipotesi di 8immetria e di emisimmetria equival- 
gono rispettivamente alle condizioni D e B. 

012 - I1 tensore emisimmetrico I¢ soddisfa aUa condizione B. 

013 - Per il lensore simmetrico S e l' espressione K(S) riesce nulla. 

L a  O~1 d iscende  subito da l la  re laz ione :  

(26) h~Dah~ + h•Dkh i -~ O, 

i m m e d i a t a  eonseguenza  del la  (2) del n. 2. Alle 012, 013 si perv iene  in modo 
diret to,  t enendo present i  le (2), (26), e, nel  pr imo caso, l ' o sse rvaz ione  08 .  

Conviene ora t e rmina re  con la seguen te  considerazione.  L a  p r ima  par te  
di questo numero  indica  in modo evidente  come la in t roduzione  delle condi- 

{~2) Veal. p. es K. Yh~o, [I1], relazioni (1.18), (1.19), (1.20) di pag. 128. Ved. anche 
B. Ecx~A~, [3], p. 22. 
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zioni A,  B, C, D del n. 7 sia sta~a sugger i tu  dal le  note proprieti~ formal i  
del tensore  2~. 

L ' e s p r e s s i o n e  K(L),  def in i ta  dal la  (22) del n. 8, in te rv iene  invece in 
una  d imos t raz ione  di K. YA~xo e I. M o ~  (~). 

I1. - Condizioni  geomet r i che  e teoremi  re la t iv i .  

Con r i f e r imen te  ai tensori  emis immet r i c i  b possibile o t tenere  interpre-  
tazioni  geomet r i che  delle condizioni  A,  B, C, D del n. 7. 

Invero ,  dato un  tensore  emis immet r i co  L di ~ lo si r igua rd i  anzi tu t to  
come torsione T di u n a  conness ione  oppor tuna  A ( L : T )  (n. 3). Si consider i  
poi lo spostamenlo di CAR~A~ P-, re la t ivo al ia  conness ione  A, cor r i spondente  
ad un  a rb i t ra r io  bivet tore  a. Se ~ 4 def ini to  dai vet tor i  u, v di z, ne lF in-  
torno U di ;v r isnl t~:  

(27) ~2J(~) = !2J(u, v) : - -  2T~lu~v ~ (~4). 

Cib premesso,  poich~ la s t r u t t u r a  quas i  complessa  di V 5 i n t imamen te  
legata  al gruppo Gj delle rotazioni  ca ra t t e r i s t i che  (n. 2), ~ del tut to na tu ra l e  
considerare ,  per  ta conuess ione  A, le condizioni: 

~+.~ ~_: Ad  una rotazione caratleristica del bivetlore ~ corrisponde una  
rotazione caratteristica concorde~ discorde dello spostamento di Cartan ~2(~). 

~o: Lo spostamento di Carlan Q(:¢) ~ invariante  per una  qualunque rota. 
zione caratterislica det bivettore ~z. 

it: Lo sposlamento di Carta~ relativo ai bivetlori caralleristici ~ hullo. 

L a  condizione ~t ~ s ta ta  cons ide ra ta  per  la p r ima  volta  da E. ~[AR~INELI~I. 
Una  conaess ione  A soddis facen te  ulla condizione it si dice priva  di torsione 

caratteristica (~). 

Si perv iene  era,  f inahnen te ,  alle in te rpre taz ion i  geometr iche  accenna te  
a l l ' in iz io  di questo numero .  P rec i samen te ,  sussis tono i t eoremi :  

7['2 - Le condizioni ~+, a_, ~o sono rispettivamente equivalenti alle con. 
dizioni A ,  B, D del n. 7, per  i tensori emisimmelrici. 

T~ - L a  condizione it di Martinelli,  ~ equivalente alla condizione C del 
n. 7 per tensori emisimmetrici.  

(2s) Ved. K. YAI~O, [11], relazioni {2.5), {2.6) a pag. 229. 
(~4} Per il significato geometrico dello spostamento di CARTA~ e la relazione (27}, red. 

p. ee. J. A. SCI-IOUTES, [9], p. 127-129. Ved. anche E. lV~ARTI~ELLI, [5], p. i1; [6]7 p. 32t. 
(25) E. ~¢~ARTIN]~LLI, [5], 10. 12; [6]~ p. 322. Cfr. anche J. A. SGHOUTEzN~ [9]7 p. 393. 



G. B. RlZZA: Sulle con~essioni di una varict~i quasi complessa 245 

1 2 ,  - -  

Per  la dimostrazione dei teoremi /'2, /'s (~ opportuno qualche premessa. 

Anzitutto, dalla (27) segue subito che lo spostamento di CAnTAN ~](U, V) 
6 R-bi l ineare  ed emisimmetrico nella coppia di vettori u, v di ~. 

Conviene poi segnalare che, per i tensori L = T emisimmetriei  le eondi- 
zioni A,  B, C, D del n. 7 si t raducono r ispet t ivamente nelle uguaglianze:  

(28) ~(u, v ) = ± [ Q ( u ,  v)+Q(~, v], 

(29 
N 

~(u, v )=  ~ g~(u, v), 

per ogni u, v di z. lnfatt i ,  le condizioni A,  B~ C, D equivalgono rispet- 
t ivamente alle condizioni A", B", C', D' (n. 7) e queste, tenuto conto della 
(27) del n. 11, della (1) del n. 2 e de l l ' accenna ta  emisimmetr ia  di ~(u, v), 
danno luogo ordinatamente  alle (28), (29). 

Cib premesso, la dimostrazione del teorema T~ si ottiene osservando 
c h e l a  prima delle (29), che t raduce la condizione C nel caso emisimmetrico, 
r isulta equivalente a l la :  

(30) ~2(w, w) -- O, 

per ogni w di -c. Infatti ,  in virtfl delle proprieth di .  emisimmetr ia  ed 
R-bi l inear i th  di ~(u,v) e del comportamento anti- involutorio di J sui vettori 

(n. 2), posto nella (29)1 u - - w  e v = - - ~ v ,  si ha subito la (30); inversa- 

mente, posto nella ( 3 0 ) w - - u  + v ,  si ha subito la (29)1. Si perviene poi 

al l 'asserto notando che i vettori w, w di ": danno luogo a bivettori carat- 
teristici ed, inversamente,  ogni bivettore ~ caratterist ico pub individuarsi  a 

par t i te  da un suo vettore w e dal vettore w - - J w  (n. 2). 

1 3 ,  - -  

3Ieno breve ~ la dimostrazione del teorema T~. 

Si noti anzitutto che le condizioni ~+, ~_, ~o dei 
per  ogni bivettore a, la relazione: 

n. 11 implieano, per  

f31) .q ( j ~ )  = j+Q (~), 
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con + funzione  di % r i spe t t ivamente  crescente ,  decrescen~e, i den t i camen te  
nu l l a  (~). 

Si fissi ora, in par t icolare ,  un  bivet tore  a per  cui sia [ t ( , )4= 0 (~). I 

vet~ori ~(~), ~](~) r i su l t ano  qu ind i  i nd ipenden t i  (~s). 

Cib premesso,  se u, v sono due  vet tor i  di ": i nd iv iduan t i  o:, t enu t i  
present i  la def ini~ione (3) di J~ ed il s ignif ica to  di J ~  (n. 2), in vi r t~  del la  
R - b i l i n e a r i t ~  di ~ (n. 12), la re lazione (3t) d iv iene :  

(32) 
~(u, v) cos 2 ~0 ÷ ~(u ,  v) sin 2 ~ -¢- [~(u, v) + ~2(u, v)] sin ~0 cos ~ --  

- -  ~ (u, v) cos ~b + (~(u, v) sin +. 

7~ 
Posto ora nel la  (32) ~ 0 - - 2 ,  r i su l t a :  

(33) (u, ~;) = ;~ ~ (u, v) + ~ 5 (u, v), 

7~ 
con )~, ~ costant i  reali.  Posto invece ~ = 7 i  e tenuto conto 

pub scr ivere  : 

1 
(34) 2 [~2(u, v) + ~(u, v)] --  vQ(u,  v) + ~ ( u ,  v). 

del la  (33), si 

con v, ~ costant i  reali .  

In  virtfi delle (33), (34), la (32) d iv iene  una  relazione l ineare ,  omogenea  

nei vet tor i  i nd ipenden t i  ~2(u, v), ~(u, v). Cib por ta  i m m e d i a t a m e n t e  alle 

uguagl ianze  : 

s i n ~ - ~ 2 p s i n  ~ c o s ~ +  ~ s i n  2~, 

cos ~ "- 2v sin ¢~ cos ~ + ). sin ~ ¢p + cos ~ ~, 

e qu ind i  a l la  re laz ione"  

(35) (2~ sin ¢p cos :p + t~ sin 2 ~)~ + (2v sin ¢~ cos ? + ). sin 2 ? + cos ~ ?)'~ : !, 

che non cont iene  la funzione  ~. 

(2~) Conviene qui intendere c¢ variabile in R e porte Jg+~mTr == J~ (me Z). Analoga- 
mente per ~. 

(27) Cib ~ possibile, altrimenti daHa (27) seguirebbe L ~ T=-: 0. 

(2s) Se ~ o ~  con ¢~ real% 6 ~---~-o.~9~. ~ a  cib, per $~:=~0 b assurdo~ perch6 ~..~---~ 
(n. 2). 
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Sot t raendo  ora dal la  (35) l ' a n a l o g n  relazione per  l ' ango lo  7:--¢? si 
perviene subito al la ugtmgl ianza :  

(36) ~p sin z ~ -~ (k sin ~ ¢~ -1- cos" ¢~)v - -  0, 

7~ 
con ¢~4=m,2 (meZ). 

Pet' somma e d i f fe renza  t ra  la (36) e la relazione ana loga  per  l ' ango lo  
7~ 

- -  % si o t t iene :  

l~e + (x + 1)v = O, ~ + O, - -  l)v = O, 

da cai  subi to :  

(37) v = ~ --  O, 

Di conseguenza,  la (35) si r iduce  ora a l la :  

4p 2 sin z ~ cos ~ ~ + ~t z sin ~ ~ -{- (k sin ~ ~ -{- cos z ~)~ = 1, 

e per  ~ ~,  4 risult, a :  

(38) )J + I ~ = 1, 2~ ~ + ~. = 1 

Se 1 ~ 0 ,  da t la  (37) segue ~ - - 0 ,  onde la (38)2 d~ ) . : 1  e qu ind i  
per  la (38)1 si avrebbe un  assurdo.  ])] d u n q u e  ~ - - 0 .  

In  conclusione,  t enu te  present i  le (37), (38), sono possibil i  sol tanto  tre 
casi : 

(39) k = - - l ,  l ~ = v = O ,  ~-----+1,  

(40) } ~ = 1 ,  ~ = v - - O ,  a = O .  

1 4 ,  -- 

]~ bene r i l evare  esp l ic i tamente  che i tre casi e lenca t i  al la f ine del n. 13 
discendono o rd ina t amen te  dal le  ipotesi  ,a4, p_, ~o. Infa t t i ,  tenure  present i  le 
(33), (34), il pr imo membro  del la  (32), eio~ ~(Jv~¢), in  virtfl  delle (39), (40), 
d iv iene  r i spe t t i vamen te :  

(41) Q(J~:¢) = ~(~) cos 2~ :i: ~'~ (a) sin 2~ - -  J_o.~2(a), 

(42) ~ (J,c¢) _-- Q (:¢) --  JoQ(:¢), 

e cib prova t ' asser to .  
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Si noti noti pure che la funzione 4, che a priori avrebbe potuto dipen. 
dere dal bivettore ~, dipende invece soltanto da % Precisamente  risutta 

m ~ 2~ e '~ ---- 0 r ispet t ivamente.  

facile ormai stabilire il teorema 7"2. 

Infatti ,  tenuto couto delle (33), (34), si riconosce subito ehe le (39) impli- 
cano r ispet t ivamente  te (28); mentre  la (40) dh luogo alla (29)~. In  defini- 
tiva, a part ire dalle condizioni ~+, ~_, ~o si ottengono ordinatamente  le 
eondizioni A,  B, D nel caso emisimmetrico.  

Inversamente ,  la condizione A,  t he  implica la C (n. 7), conduce, ne! 
caso emisirametrico, alle (28)~, (29)~. ]~ allora immediato t he  il primo 
membro della (32), cio~ ~(J~a), r isulta espresso dalla (41)~. Dunque, nel caso 
emisimmetrico,  A implica ~+. Analogamente per la condizione B. Infine, 
poich~ dalla (29h, che t raduce la condizione D nel caso emisimmetrico,  si 

trae subito ~(u, v)-{- ~ ( ~  v ) :  0 (29), il primo membro della (32), cio~ 
Q(J~), ~ dato dalla (42). Sussiste quindi la condizione ~o. 

I1 teorema T~ ~ ora dimostrato, 

I I I . -  T e o r e m !  s n l l e  e o n n e s s i o n i .  

15. - T e o r e m i  d i  c o n f r o n t o .  

I risul~ati ottenuti  nelle prime due parti  del lavoro permettono ora di 
enunciare  diversi teoremi relativi a due connessioni A*~ A. Essi danno indi- 
cazioni sui tensori D * h - - D h ,  R * - - R ,  S * - - S  (n. 3) in dipendenza dai 
tensori ~ ed E, che esprimono la differenza tra le connessioni s immetr iche 
associate e la differenza delle torsioni (n. 5). 

Preeisamente ,  sussistono i teoremi:  

I"4 - Se E soddisfa alla condizione C, risulta S* - -  S -~ K ( Z ) ~ ~ ; 

e viceversa. 

To - Se E soddisfa~ atla condizione D, risulta R ~- -  R; 

T6 - Se E soddisfa alla condizione A,  risulta R* -- R; 

Tz - Se E soddisfa alla condizione B, risulta R* : R -  E; e vieeversa. 

Denotati poi con (D*h)~, (Dh)~ i tensori ottenuti da D'h, Dh per sim. 
metrizzazione, r isulta aneora:  

(~) Si ponga nella (29)~ v in luogo di v. 
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T8 - Se ~ ed E soddisfano rispettivamente alle condizioni A e C, r isul ta  
(D*h)~ = (Dh)~ e S* = S. 

T9 - Se H = ~ ~ E soddisfa alla condizione .4, risulta D*h = Dh ; 

e viceversa. 

Infine,  sono immediati  i corollari:  

C1 - Se A*, A hanno uguale torsione, si ha R * =  R e S * - - S = K ( Z ) - - Z .  

C . . -  Se A*, h hanno la stessa connessione simmetrica associata e la 
differenza E delle torsioni soddisfa alla condizione C, si ha (D'h), = (Dh)~ e 
S * =  S; se in particolare, E soddisfa alia condizione A ,  risulta D*h = Dh. 

I r isultati  precedenti  si ottengono senza difficolt~t. 

Precisamente,  dalla (20) del n. 6, tenuta presente ta (22) del n. 8 e 
l ' emis immetr ia  di E, segue subito il teorema 7"4. I teoremi T~ e /'6 discen- 
dono invece dalla (19) del n. 6, in virtfi dell 'osservazione Os del n. 9. A1 
teorema 7"7 si perviene partendo ancora dalla (19) e tenendo conto del teorema 
7"1 del n. 8. 

Le due affermazioni contenute in 7"8 si ottengono, rispettivamente, dalle 
(17)~ (20) del n. 6, utilizzando l 'osservazione O2 del n. 8 nel primo caso~ l~os- 
servazione O~ del n. 9 ed il teorema 7"1 del n. 8 nel secondo. I1 teorema T9 
segue immediatamente  dalla (16) del n. 6. 

I corollari C~ e C2 sono immediata  conseguenza dei teoremi T~, T5 e 
T~, 7"9, r ispett ivamente.  

16. - Teoremi generali .  

Si consideri ora una connessione arbi t rar ia  A e siano 1 ~ la connessione 
simmetrica associata e 7' la torsione di F (n. 3). 

Per  i vettori Dh, R, S, introdotti  al n. 3~ sussistono i teoremi: 

Tlo - Se A soddisfa alla condizione ~. di Mart inel l i  (n. 11) risulta 
(DAh)~ = (D~h)8 e S(A) = S(I'); inversamente, ognuna di queste uguaglianze 
implica la condizione ~. 

TlI - Se A soddisfa alla condizione ~o del n. 11, risulta R(A) =/V.  

T~2 - Se A soddisfa alla condizione ~+ del n. 11, risulta DAb = Drh; 
e viceversa. 

TI8 - Se A soddisfa alla condizione ~_ del n. 11, risulta R ( A ) =  N - -  T; 
e viceversa. 

Annal i  d~ Matemat i ca  32 
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Conviene ancora segnalare il teorema: 

7"1+ - Se la co~messione A ~ semisimmetrica ovvero J-semisimmetrica 

(n. 4), r isul ta /~(A) = N. 

Dai teoremi enunciat i  discendono i corollari :  

C ~ -  Se A soddisfa alla condizione ~o ovvero alla condizione p+ ed 
R (A) --  0, risulta N = O. 

C4 - Se R ( A ) - - - - - T ,  risul ta N = O. 

C5 - Se A ~ semisimmetrica ovvero J-semisimmetrica (n. 4) ed R(A)----0, 
risulta N = O. 

Nelle ipotesi di C3, C4, C~, r ispett ivamente,  la s t ru t tura  quasi com- 
p lessadi  V~integrabile;  se poi V ~ d i e l a s s e  C2"+1e il campo h ~ di classe C ~-~, 

essa ~ indotta da uncb strut tura complessa (n. 2). ]n particolare, in C8, C~ la 
condizione R ( A ) :  0 pub sostituirsi con la pifi restr i t t iva DAh : 0 (n. 3). 

Infine, se si suppone che la connessione A s i a  simmetrica (A- -F ,  T :  0), 
i teoremi TI~, T~8, TI~ si r iducono ad una proposizione ben nora (R(I ~ ) - -N)  
(n. 2). Nella medesima ipotesi su A, assumendo in part icolare DAh--O,  i 

corollari  C8, C4, C~ conducono ad un noto r isultato (3o). 

Inversamente,  se A soddisfa alla condizione ~_, la relazione R ( A ) :  N 
implica la simmetria di A. 

1 7 .  -- 

Per  stabilire i r isultat i  del n. 16, conviene r icordare che il caso attuale 
pub ottenersi  da quello generale, eonsiderato al n. 15, ponendo A * - - P + - - F ,  
onde r isul ta  ~ - - 0  ed E - - -  T (n. 5). Va pure tenure presente ehe, essendo 
F simmetrica,  ~ R ( F ) - - N  (n. 3). Inoltre, in virtl:t dei teoremi T2 e T~ del 
n. 11, le condizioni C, D, A ,  B per il tensore emisimmetrieo T possono 
sostituirsi,  r ispet t ivamente , con le condizioni I~, ~o, ~+, ~- sulla eonnessione. 

Cib premesso, la parte diret ta dei teoremi T~o e T12 segue immediata- 
mente dal eorollario C2 del n. 15. La parte inversa diseende subito dalle 
(17), (20) e dalla (16), r ispet t ivamente.  

I teoremi T~ e T~ del n. 15 danno luogo poi, ordinatamente ai teoremi 

T~ e T18. 
I1 teorema TI~ segue d i r e t t amen te -da l l a  (19) del n. 6, in virt~ della 

o s s e r v a z i o l l e  : 

0 1 4 -  Se A ~ una  connessione semisimmetrica ovvero J-semisimmetrica,  

risulta K(T)  -~- O. 

(so) ~ed. p. es, B. ECKMANN, [3], prop 3.3, p. 18; K. ¥ANO, [IA], th. 2.2, p. 930. 
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Questa si ottiene subito dalla (22) del n. S, tenendo conto delle (10), (11) 
del n. 4. 

I1 corollario C. discende immediatamente dai teoremi T,~ e T~ notando 
che DAh "---Drh implica R ( A ) =  B ( F ) - - N  (n. 3). I1 teorema T~4 porta subito 
al corollario C~. 

Si perviene inveee al corollario C4, partendo dal teorema T~a e tenendo 
conto del l 'osservazione O~ del n. 10. Si noti ehe, se A soddisfa alla condi. 
zione ~_, la proposizione espressa da C4 si inverte. 

[nfine, anche l 'osservazione al termine del 16 b una eonseguenza imme- 
diata del teorema T~s. 

I risultati  enuneiat i  al n. 16 sono ora dimostrati .  

18. - C o n n e s s i o n i  di E c k m a n n - F r S l i c h e r .  

L 'u l t ima  parte di questo lavoro ~ dedicata alle connessioni A per le 
quali  il campo dei tensori h, ehe definisce la s t rut tura  quasi compless a 
di V, risulti  parallelo, e, in ogni punto x di V, il tensore N ~assoeiato ad h 
possa r iguardarsi  come torsione della connessione A (n. 2, 3). Si tratta, in 
altri termini, delle eonnessioni A soddisfacenti  alle condizioni: 

I: Dh - - 0  

II: T - - N  

I1 problema del l 'es is tenza di connessioni di questo tipo b stato risolto 

da B. ECKS~A:NN e A. FRSLICtIER. Precisamente,  se X b una eonnessione sim- 

metriea ed S(~) b il tensore simmetrieo eonsiderato al n. 3, la connessione A, 
definita nell ' intorno U del punto ~ su V dalla relazione: 

(48) 

soddisfa alle condizioni 1 e 11 (~). 

I r isultati  ottenuti  nel eorso di questa  r icerca permettono ora di stabi- 
lire il teorema: 

TI~ - Ogni connessione A, soddisfacente alle condizioni I e II pub ottenersi 
col procedimento di Eckmann-Fr6l icher  a partire da una opportuna connes. 
sione simmetrica. 

(3~) B. ECK~.IA~, [3], p. 17; A. F~(iLICH~, [4:], (12.3), p. 69. 
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naturale,  ormai, chiamare connessioni  di ECKMA~-FR6LIC~;R le 
conn~ssioni aventi  proprieth ! e lI. 

Pe r  stabilire il teorema T~,  si confrontino la connessione h delFenun-  

eiato e la connessione A * :  A definita dalla (43)(m 15). A eausa della 
condizione I I 6 E----0. Tenuto conto pot del teorema T+ del n. 15 e della 
condizione I, il tensore simmetrico E soddisfa alla condizione A. Quindi, 

dal t 'osservazione O5 e dal teorema T~ (n. 8, 9), segue K ( E ) =  E. 

Considerata ora la eonnessione s immetr ica X, cut si perviene per  somma 

a part ire  dalla connessione s immetrica ~ e dal tensore ~ E ,  in virtfi del 

= 8 ( ) .  corollario (71 del n. 15 risulta S(X) 7~ 
Cib premesso, nell ~intorno U di ~c, essendo:  

Q 

Aiz -" A*~z H i " vl  

a causa della (43) r isul ta :  

]~ cosl dimostrato il teorema T~.  

In  particolare,  se la s t ru t tura  quasi  complessa di V ~ integrabile (N- -0 ) ,  
il teorema T~  si r iduce ad un risultato noto (sz). 

1 9 °  - -  

Sulle connessioni di ECKMA~s-FRSLICgER (n. 18) conviene segnalare 
qualehe risultato. 

Precisament% le connessioni s immetr iche associate sono caratterizzate 

net teoremi : 

T16 - Condizione necessaria e sufficiente, aff inch~ F s ia  la connessione 
s immetr ioa  associata ad  u n a  connessione di  Eckmann-FrOl i cher  ~ che il 

tensore Drh s ia  emisimmetrico.  

T ~ 7 -  Condizione neeessaria e suff ieiente affineh~ P s ia  la connessione 
s immetr ica  associala ad u n a  connessione di Eckmann-Fr6 l i cher ,  ~ ehe il 

tensore S(F) s ia  nul lo.  

(83) B. ECXMA~, [2], "2.2, p. 453. 
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Con riferimento invece alle connessioni soddisfacenti ad una sola delle 
condizioni ! e II del n. 18, sussiste il teorema: 

T ~  - L a  condizione ~_ del n. 11 caralterizza le connessioni di Eckmann-  
Fr61icher tra quelle soddisfacenti alla condizione I. La  condizione 5'(h)-~ 0 
caratterizza le connessioni di Eckmann-Fr61icher tra quelle soddisfacenli alla 
condizione II. 

Per  stabilire i teoremi enunciat i  al n. 19 si procede cosi. 

Sia A una connessione su V, F la connessione simmetrica associata e 
T la torsione di A (n. 3). La  condizione l del n. 18 per A dh. immediata- 
mente (DAh)~ = / ~ ( A )  = ~'(A) ~ 0. La  condizione I!, in virtfi delte osserva- 
zioni alFinizio del n. 10 e tenuto conto dei teoremi T2 e T8 del n. 11. im- 
plica per la connessione A ] e  condizioni ~_ e ~ del n. 11, onde, per i 
teoremi T~o e TIs, risulta (DAh)~ ~- (Drh)~, S(A) -- S(F), R(A) = N - -  T. 

Permnto,  le connessioni di EC~:~A~-FROL.~Cr4En (condizioni I e I[) 
soddisfano alla condizione p_ e alla condizione ~t di ~[ARTINELLI (sono cio~ 
prive di torsione caratteristica);  inoltre~ per le connessioni simmetriche 
associate F si ha (Drh)s - -  S(P) ---- 0. Danque le condizioni indicate nei 
teoremi T~6, T~7 sono necessarie.  

Inversamente,  se Drh ~ emisimmetrieo, essendo R ( F ) : / V ( n .  3), hello 

intorno U di ~c r isul ta  Dvkhi = 2Nkzh~. 

Ne segue che la connessione A, ot tenuta per somma a part ire da l' e 
da N, ~ una connessione di ECK)IA~N-FI~SLICn]~]a. Infatt i ,  la torsione di A 

ovviamente N e, in virtl:l della (16) del n. 6, ne l l ' in torno U di x~ si ha:  

D ,khi = D ,ki i-- 2iV;, h¢ = O, 

]~ cosl provata la sufficienza della condizione indicata nel teorema T16. 

Analogamente~ se S (P) - -0 ,  la connessione A, ot tenuta per somma a 
par t i te  da F e da AT, pub evidentemente pensarsi ottenuta a par t i te  da F e 
da N - ~  S(F). A ~ dunque del tipo considerato nella (43), cio~ A ~ una 
connessione di Eo~:~IA~-F.t~0LIO~m~ (n. 18). 

Cib prova la sufficienza della condizione indicata nel teorema T17. 

Per  stabilire il teorema TI , ,  si noti che, come si ~ accennato, la con- 
dizione ~_ implica F uguaglianza R ( A ) - - N - - T  e, poich~ la condizione l 
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implica /~(A) = 0, si perviene subito alla condizione lI. ]~ cosi provata 
la prima affermazione. 

Si ricordi ora che la condizione II implica l 'uguagl ianza  tra S ( A ) e d  
S(I~), onde, se S(A) --  0, si ha S(F) --  0. La dimostrazione della sufficienza 
nel teorema 7"~7 assicura  quindi per A la validit~ della condizione I. ]~ cosi 
provata anche ta seconda parte det teorema T~s. 

I teoremi T16, T ~  T~s sono dunque dimostrati.  

2t. - O s s e r v a z i o n i .  

]~ bene terminare qui con due osservazioni immediate.  

I r isultat i  di questo lavoro possono evidentemente essere riferiti  ad un 
punto x di V, ad un intorno U d i  x~ su V, ad un aperto A su V, alla intera 
variet~ V. 

Essi sussistono, in particolare,  per le varieti~ dotate di struttura quasi 
complessa integrabile, o addir i t tura  dotate di struttura comptessa. E suffi- 
ciente, negli enunciati ,  tener  conto che il tensore N di NIzE~I~U]S ~ allora 
ident icamente nullo (n. 2). 
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