Tecremi di esistenza per sistemi semilineari di equazioni
a derivate parziali in piut variabili indipendenti.

Memoria di Maria CiNquint CiBrarIO (a Pavia}

Santo. - Sofio amnpie ipolesi sono dimosirali un leorema di esislenza in un campo limitato
¢ un analogo teorema in un campo illimitato, relativi alla soluzione del problema di
Cauchy (in senso generalizeato) del sistema semilineare
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La soluzione é wicercata wnel campo funzionale, costituito dalle m-ple di funzioni
2i(%y Yys oy Yp)y =1, ... m), le quali sono definite in un ben determinato campo,
sono ivi assolutamente conlinue in x e lipschitziane nel complesso delle variabili
(Yis s Yy) e soddisfano il sistema (I) quosi ovungue in tale campo.

Abbiamo dedicato, aleuni anni fa, svariate ricerche (') al sistema di
equazioni quasi lineari a derivate parziali del primo ordine
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di cui abbiamo considerato soluzioni in senso generalizzailo, intendendo come
soluzione del sistema (a) ogni m-pla di funzioni z(x,y,,...,u.), (i =1, ..., m),
le quali nel proprio campo di definizione (che viene specificato:caso per
caso) sono assolutamente continue in x e lipschitziane nel complesso delle

() M. Cinquini CiBRARIO, Sistemi di equasioni o derivate parziali in pit variabili
indipendenti, Annali di Mat., 8. IV, Vol. XLIV (1957), pp. 857-418.

M. Ciwquint CiBrarrio, Ulteriori ricerche inforno ai sistemi di equazioni o derivale par-

ziali in pit variabili indipendenti, Annali Scuola Normale Sup. di Pisa, 8. III, Vol. X111
(1959), pp. 449488,
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variabili (4., ..., ¥,), e soddisfano il sistema (a) quasi ovunque; in tale
campo funzionale abbiamo risolto il problema di CAUCHY relative al sistema
{a), dimostrando teoremi di esistenza, di nnicitd e di dipendenza continua
dai valori iniziali.

A tale ordine di ricerche appartiene anche una memoria suecessiva (%),
nella quale per il sistema (di tipo piu generale del sistema (a))
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abbiamo dimostrato svariati teoremi di unicith e di dipendenza continua dai
valori iniziali della soluzione del problema di CavucHY, intesa ancora in
senso generalizzato.

Nella presente memoria iniziamo lo studio dei teoremi di esistenza della

soluzione del problema di CAUcHY relativo al sistema (b); in questa prima ricerca
consideriamo il caso, in cui il sistema (b) & semilineare, e quindi ha la forma

S ozile, Y, vony Yy
(D) 3 Ay, Y, s Yo) ,JL__'Ja = s Uy
=1 — +

r dzi(x vy Yol
+ 3 Pik(wﬁ Yis oo yr) ’i('“;" yg" ;"*y""% =
=1 Yx )

= file, ) coor Y} 2o )y ooy Zml )]s (=1, ..., m).

Con un cambiamento di funzioni incognite il sistema (I), come & noto,
pud essere ricondotto ad un sistema semilineare del tipo (a), ma, per gtabi-
lire teoremi di esistenza relativi al sistema (I} seguendo tale via, occorrono

(2) M. CrxqQuint CIBRARIO, Teoremi di wuwicitd per sistemi di equazionia derivate pargiali
in pitt variabili indipendenti, <Annali di Mat», 8. IV, VolL. XLVIII {1959}, pp. 108134.
Per una esposizione organica dei risultati contenuti in tale memoria ¢ nelle due citate in
{!) cfr. anche

M. Omvquint Cierario e S. Cinquini, Equaszioni a derivaie parziali di tipo iperbolico,
«Monogratie Matematiche del C.N.R.», N. 12, Edizioni Cremonesi, Roma (1964); Cap. IV,
82 e §3, pp. 385383,

Tale volume sard citato in seguito con (Mn).
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ipotesi restrittive circa le derivate prime delle funzioni A;(e, ¥, ..., Yy)
mentre nel presente lavoro i teoremi di esistenza vengono stabiliti sotto
ampie ipotesi, del tipo di quelle introdotte nella nostra memoria citata in (%)
per i corrispondenti teoremi di wunieithd, ed & studiato direttamente il
sistema (I). I procedimenti di dimostrazione del presente lavoro da una parte
riprendono il metodo sfruttato nelle memorie citate in (*) per stabilire
teoremi di esistenza, raffinando e completando tale metodo con ulteriori
artifici per adattarlo al sistema (I), e dall’altra si ricollegano ad alcune
delle considerazioni sviluppate nella memoria citata in (*) a proposito dei
teoremi di unicita.

Nel § 1 dimostriamo un teorema di esistenza in un campo limitato e
nel § 2 un teorema di esistenza in un campo illimitato.

g1

1. DEFINizIONI. - Richiamiamo alcune definizioni (%) Siano M,(x),
(k =1,...,r) funzioni quasi continue, non negative e integrabili {*) nell’ inter-

vallo (0, a), e siano b,, (k =1, ..., ) numeri positivi, tali che per 0 <<« < a
gia

{ Mytydt < by, k=1, .., 1),
“o

mentre per ® —= a pud anche valere 1’uguaglianza.

Una funzione z(x, y., .., y,), definita nel campo
4 X
T: O_<__x<_~/&a7 —“‘bk"‘l—fMh(t)digyk‘gbk*‘ka(t)dt, (k:l, ...,7'),
9 0

é chiamata di classe G nel campo T, se su ogni segmento appartenente al
campo T e parallelo all’ asse x é funzione assolutamente continua della sola
@« ¢ se esiste una costonte H > 0, tale che sin

| 8@ 1, o 90 = 2@ Gy s T | = HE | ga— 5 |

per tutte le coppie di punii (x, ¥, ..., y,), (& G, .., §,) apportenenti al
campo 1.

(3) Cfr. (Mn), Cap. IV, § 2, n. 8, pp. 385.337.
(*) .In tutto il lavoro I'integrabilitd & intesa nel senso di LEBESGUE.

Annali di Matematica 16
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2

E evidente che la funzione z(x, 4, ..., ¥,) ¢ continua in tutto il campo
T; inoltre in quasi tutti i punti di T essa & differenziabile nel complesso
delle variabili (y., ..., %) (°).

Una funzione z{x, y., ..., ¥,), definita nel campo
Dy: O0<x<a, — oo < Yy < - oo, k=1, .., 7

& chiamata di classe G in tale campo, quando soddisfa alle condizioni delln
precedenie definizione, ove il campo T é sostituito dal campo Dy .

Una -funzione g(X, x, 41, ..., Y,), definita per ogni X di (0, a) e per ogni
(€, ¥, ..., yr) apparienente al campo T (al campo D), é chiomata di classe
Gl nel suo campo di definizione, se in corrispondenza o ogné (X, Y, ..., ¥,)
di T (@i D) é funzione assolutamente continua di X in (0, a), e se, in corri-
spondenza ad ogni X di (0, a), é di classe G in T (in D).

2. Teorema di esistenza (campo limitate). - Siano M, x), k=1, ..., m
funzioni quasi conlinue, non mnegative e inlegrabili mnell inlervallo (0, ay);
siano b,°, (k= 1, ..., r) numeri positivi tali che per 0<<x < a, siano veri-
ficate le disuguaglianze

f M, o) dt < b, k=1, .., 7),
o

dove si iniende che per x =—a, pud anche wvalere I'uguaglianza. Siano
Aif(ee, sy s Yo)y 6 =1, ., m) funzioni continue nel campo

T@O: 0<<w<<ae, — b —1-ka<°’($) dit << gy << 0, -—wa’(t)dt, k=1, ..., r);
14 1]

indicato con A il determinante, i cui elementi sono le funzioni Ay, s, ..., Yrh
(¢, =1, ..., m), in tutlo i campo T sia

1) 4 =1
{®) Cir. H. RADEMACHER, Uber partielle und totale Differenzierberkeit von Funktionen

mehrerer Voriabeln und diber die Transformation der Doppeliniegrale. <Math. Annalens,
Bd. 79 (1919). pp 840.359; in particolare Parte I, n. 8, Teorema I, p. 847
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Esistano m* funzioni pifx), (4, § = 1, ..., m) quasi continue, non negative
e integrabili in (0, a,), e una costanle positiva A, tali che sia

!

2 | diflee’, g2,y ooy Yo) — A’ 41y oy ) | Sfp“'j(w) de, {h,j =1, ..., m),

w!

per tulle le coppie di punti (X, y., .., 9,), &', 41, ..., ¥,) del campo T©
con £ <x’, e

(3) | Aii{"ca Yas ooy Yo) — Aii(w’ Yiy ey gr) ] <A 21 ‘ Ye— Ur [ ’ (i) .7 = 1: ey m)9

T

per tutle le coppie di punti (x, ¥, ..., Y,), (&, Fo, o, §r} del campo T,

Le fuwzioni pilx, 4, .o, yo), =1, .., m; k=1, ..., ) siano definife
nel campo T, siano guasi continue in x su ogni segmento appartenente al
campo T e parallelo all’asse wx, e, in corrispondenzo ad ogni x di (0, a,),
siano continue wnel complesso delle variabili (y,, ..., y.) in tutlo il retlangolo

R,: —by+ f M, o) dt < y, << by —f M) dt, k=1, .., r);
0 0

esistano r + 1 funzioni My(x), (k =1, ..., r), Lix) quasi continue, non negative
e inlegrabili in (0, a,) con
(4) M) < Mafe), k=1, ..., )
in quast tutto (0, a.), tali che per quasi tutti gli x di (0, a,) sia
(5) | Pir (x’ Y, o Yol | < Mﬁ(w}’ (?‘ = 1) cory Mg k= 1, seey t‘),
in tutli i punti (y., ..., y,.) appoartenenti al refiangolo B, e anche

(6) | pir (e, Wi, ooy Yr) — i@, Fay v, ¥+) | < L{x) §1| b= |,

=1, .., m; k=1, ..., 1),

per tulte le coppie di punti (y, .., ¥,), Fr, -, §,) opparienenti al ret-
tangolo B,.
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Siano fi(@, Yi, oy Yr; 21,y o, )y (@ =1, ..., m) funzioni definite nel
campo

g 0<ow<an, — b+ j MO0 dt < yp < b, — f Myodt,  (k=1,..,7),
0 0

N
— o0 < g < + oo, (j=1, .., m),

le quali siano quasi continue in x su ogni segmento apparienente al campo C e
parallelo all asse x, e in corrispondenza ad ogni x di (0, a,) siano conlinue
nel complesso delle variabili (y,, ..., ¥,; %1, .., ?m); esistano m + 1 funzioni
Nif), (i =1, ..., m), Li(x) quasi continue, non negative e integrabili in (0, ),
tali che per quasi tutli gli = di (0, a,) sia

) [ Flo, Yiy voes Yri 21y ooy Zm) | << Ni(), (=1, ..., m)

in tutti i punti (y., ..., y,) del rettangolo B, e per ogni m-pla reale (2., ..., Zum),
e anche

(8) [, Yoy ooy Ur; Bay ons Zand — Fil@y Yuy oons U 22y ooey ol | <
SLx(%){k§1! yk""?)k]""g !%‘”‘%t% (i:13 ""m})’

i=1

per tutte le coppie di (r 4+ m)—ple (Yo, ooy Yri Zryeves Zm)y s oo Yo 2oy oo s Zm)
COn  (Yuy oy Uy)y (Y1, s Yr) appartenenti al reftangolo R, e (21, s 2m)
(21, «-, 2m) m=ple reali qualungue.

Siano by, (k =1, ..., r) numeri positivi con by <b,” e sia a, con
0 < a<<a,, il massimo numero tale che per 0 <<wx < a valgano le

th(t)dt < bka (k - 1’ ) 7.)7
o

ove si intende che per x=a pud anche valere I uguaglianza; siano
0 (Yss ooy Ye)y (B=1, ..., m) funzioni definile nel rettangolo

R: —b <y <bi, ., — b, <y, <b,,

e twi lipschilziane nel complesso delle variabili.
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Allora nel campo

T: 0<<wc<<a, — by +f M*(t)dtgy*sb*~[Mh(t)dt, k=1,..,7)
0 0

esiste almeno una m-pla di funzioni di classe G
(9) 2= 2i(®, %, ;s Yr) =1, .., m),

le quali in quast tutti i punti del campo T soddisfano il sistema

(1 j’ziAey(w, Yoo vy o) | AT Y s ) Yo os ¥ d +k3;mk{w, RPN L Lt RS %;h"’y’) =
= file, Y, o), Ypr; Bilen)y vy Zmlon )], =1, .., m),

e in tutti i punti del rettangolo R soddisfano le

{10) 70, gy s Yr) = @il#ss oy Yok =1, .., m)

@) Per ogni X dell'intervallo (0, ay) e per ogni r-pla reale (Y3, .., Y,)
definiamo le funzioni Eup(X, Yi, .., V,), =1, .., m; k=1, .., ) nel
seguente modo: innanzi tutto sia

Rik(X) Yl: ey Yi) :Pik(Xf Yla ey Yr), =1, ..,m; k=1, .., 7),

quando il punto (X, Y;, .., Y,) appartiene al campo
b X
0< X <m0, — b+ f MOt < Yy < by — f Mogas, k=1, .., ),
2 ]

poi per ogni infero v, il quale assume suecessivamente i valori v=1, 2, ..., 7,
per

O'SXS“D

— 00 < Y1<+00

-----------
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— o0 < Yv—-l < + oo
X
— b+ f MOt dt < Y, < b, — f ML (4 dt
0

.................................

X X
— b, L f Mo () dt < Y, < b, — f M, () dt
4]

5 9
sia

X
Rik{--'} - Rik(X; Yl; vy YH—I; _'bv(c) + J Mv(o)(t)(dtp Yv-H; [AES] Y’-)?
quando & ’
X
__bv(o)_‘u j Mv‘“’(t)dt> Y,,
0
e
X
Rit( ) = R (X, Yy, vy Yy, B — f MO dt, YVyias ey Yyl
quando & °

X
by — f MO Wat< Y,.
Q

Dalle (5) e (6) segue che per quasi tutti gli X di (0, a,) &
5 | Bl X, Yi, ooy Y,) | << My(X), =1, .., m; k=1, .., 7),
per tutte le r-ple reali (Y, .., Y,), e

(6) | BlX, Ys, oo, ¥) — Rl X, iy o, Vo) | < L(X) S | Y — Vi |,
B=1

per tutte le coppie di »-ple reali (Y, .., Y, (Yey vy Yo)
In corrispondenza ad ogni intero ¢ con 1=<<i<<m e ad ogni punto
(% 9, .., Y») appartenente al campo

O 0=y, —00 <Y < +00 0, —ool Y, F00

consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie

(11) g X; 2, Y, ey Yr) = Yr— fR,;k(t, Girs s Qir) OF, k=1, .., 7
b4
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nelle funzioni incognite g;x (X 2, 91, ..., 9., (E=1, ..., 7). ove la variabile
indipendente X varia nell’intervallo (0, a,), e al secondo membro si intende
che sia

(12} iy = giv(t; Ly Y1y very yr); (‘j = 17 ey -‘)‘).

I ben noti teoremi di esistenza e di unicith di C. CARATHRODORY (%)
assicurano che nel campo

0==X<a, O, —cc<yy<+00 .., —oco<Y, <Foo

esiste un’unica r~-pla di funzioni
(13) gik(X? w’ yl, e yr)7 (k: 1’ reey r)?

le quali, in corrispondenza ad ogni punto (x, #, .., ¥,) del campo DY, sono
assolutamente continue in X mnell’intervallo (0, a,) e soddisfano il sistema
{11); inoltre le funzioni (13} sono di classe G nel loro campo di definizione,
poiche, comunque siano X e x in (0, a,).per tutte le coppie di r-ple reali
(yi’ ey yr)} (gla ey ??;) Va,lgono le (7}

§1 l gik{X; Ly Yy sy yr)-gik(X; Z, Yry ooy gr)[

(14) = ; S
|y —9, |
Yyl
» lfL(t)dl | v[aoL(t)dt
e X < e o
(14) 9l X5 2, 911 ey Y2) — Gl X #, Gy e, )|
p i Yo— ¥, |
y—1
..“ r| [ Lt r
_r 1_'_; If i | _ _*__ﬁ fL“”‘, k=1, .., ),

(%) C. CArRATHEODORY, Vorlesungen siber reelle Funktionen, Teubner, Leipzig 1918; efr.
Kap XI, nn. 582 e 583, pp. 672.673.

{7) Per le (14), (14}, (16} cfr. la prima memoria citata in (1), § 1, n 1, pp 360-363.
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e inoltre in corrispondenza ad ogni r-pla reale (y,, ..., y,) e ad ogni X di
(O, as} per tutte le coppie di valori &/, «” di (0, a,) con ' < x” vale la

r

4 X
(15) ;‘3 | gied X5, 40, s ye) — Gt X5 27, 4, --«-yﬂ.?gf M(tydi. e” lwf/ L | =
=1

xtt @
r [ L(tyds

Sf Mt)dt.e « )
w
dove si & posto

(16) M) = 3 M)

K==y

In particolare, se il punto (®, 9., ..., ¥,) appartiene al campo T e se @
0 << X <<, risulta, come si verifica immediatamente {#)

X X
I I LT RN T AT
0 [

e in particolare
{17) — b < ginl0; 2, 41y ooy ¥,) = b, k=1, .., ).

Tenuto conto del modo, nel quale sono state definite le funzioni
Bx(X, Y, .., Y,} e della (4}, se il punto (x, 9., ..., y.) appartiene al campo
Ted 6 0 X=g, le funzioni {13) soddisfano anche il sistema differenziale
(scritto in forma integrale)

(18) g’ik{X; Ly Y1y s y"}: Y= "’f P’ik(t: Giry voes gir)dt'
X

dove vale ancora la posizione (12).

b) Nel presente capoverso riprendiamo brevemente le considerazioni
sviluppate nella dimostrazione del teorema di unicitd (°) e cid allo scopo di
stabilire un sistema di equazioni integrali (e precisamente le (27)), che
saranno fondamentali nella presenfe dimostrazione.

{3) Cfr. anche (Mn), Cap. IV, § 2, n. 9 a}, pp. 344345,
(& Cfr. (Mn) Cap. IV, § 2, n. 9 ¥), pp. 347-351
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Consideriamo la i-esima equazione del sistema (I), indicando con X,
Y, ..., Y, (anziché con ®, %, ..., ¥,) le variabili indipendenti, e supponendo
che esista un sistema di funzioni z(X, Y., .., Y,), (¢ =1, .., m) soddisfa-
centi il teorema; sostituendo alle variabili Y,, .., Y, le funzioni (13), ove
(e, Y1, -, y,) & un punto del campo T ed & 0 << X << a, si ottiene

i 02X, gy s Gir
(19) .L Ai?(Xy Givy oy Gir) 7( ga}g g ) n
7=1

aZj(X- Gixs e gﬂ'} —
oYk o

+ k:z piktX) Giry <oy gw)
=1

=[0X ga, oy Gir) 200 )y oy Zml )],
dove si intende che sia
(12) gy = 95 (X5 @, Ysy ooy Yr)y v=1, .., 7},
e al secondo membro inoltre
(20) (o) =2,X, gi, ooy Gir) (s=1, ..., m).

In corrispondenza ad ogni x di (0, a), per quasi tutti i punti (y., ..., ¥,)
del rettangolo R,, la (19) vale per quasi tutti gli X dell’intervallo
O0<<X<z (). La (19) si pud anche scrivere nella forma

§

Aii( X Gy oy Gir) %X, gu ir) _

(21) 1 aX

i b

!

=fidX, oy s Gir; 2()y oy Zml(o)],

come si dimostra con considerazioni simili a quelle sviluppate a proposito
del teorema di unicitd (*'); integrando entrambi i membri della (21) rispetto

{#?) Cfr. per tale affermazione Le. in (%; ivi & considerato piti in generale il caso, in

cui le funzioni 4,7, g, dipendono oltre che da ®, y,, .., ¥,, anche da £, ..., 2,.

(1) Cfr. (Mn) Cap. IV, § 2, n. 9 8), pp. 345346, e inoltre il teorema di derivaziono
delle funzioni composte, stabilito nella prima memoria citata in (1) (§ 1, n. 4, pp. 369-370).

Anneli di Matematica 17
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a X mnell’intervallo O0< X <&, si otfiene la

X

(22) f 2 Ay(X, gas s Gird (X, Gis o) Gir) dX =
fomd dX
0

= f filX, iy s Gar; #(i)y ooy Zm(o)]dX,

la quale, in corrispondenza ad oguni « di (0, a), vale in quasi tutti i punti
(Y1, -, Yy) del rettangolo I,.

In corrispondenza ad ogni punto (®, ¥, .., ¥,) del campo T le funzioni
{28) A’ii(-Xy gvi(Xa Ly Yoy oo yr): ey gw‘(Xy By Yiseees y‘r})’ (?" j“‘_“ 1! nrey ”@)

sono assolutamente continue in X nell’intervallo (0, x); infatti, tenuto conto
delle (2), (3), (5), (18) e della posizione (16), per ogni coppia X', X" con
0= X' < X" < x risulta

(24) ! Aié{Xlr gil(Xl; Ly Yiy ooy yr): s G {X’; Ly Yiy oweey yo}) -

— A X", galX7; ®, ey o)y s il X5 % Y, s )} | <

Xt

= [ttt + A2t0) G j=1, e, m)

X

In corrispondenza ad ogni punto (x, ¥, .., ¢») del campo T le funzioni
(23) ammettono derivata finita rispetto a X in quasi tutto I'intervallo
0< X<, e dalla (24) segue

(24:) dAii(X: g’il(X; Ly Y1y s y;)}(r gir(X; Ly Y1y ooy y«:)) =

< pi(X) + AM(X), G =1, ..., m).

Allora dalla (22), integrando il primo membro per parti e tenendo conto
che &

(18’) Qi {25 T, Yy oors Ys) = Yi,» (b= i, .. 9‘);
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e che, per ipotesi, sono soddisfatte le (10), si ottiene

(25) I Aij(, Y1y ey Y[ Yoy ey Yr) =

el

=2 40, 92, -, o) 00, - 98 +
ji=

m dAg(X, Ga, e Gir
+f{ 24 7 %3( g )zj(X’ Girs ooy gir)+

(X, Girs ooy Gurs 2alon)y oy 2l o0 )] AX,

ove si & posto

(26) W =005 &, ¥1, -, Yy, k=1, .., r),

¢ si intende che al secondo membro valgano le posizioni (12') e (20).

Per i=1, ..., m le (25) costituiscono un sistema di m equazioni algebriche
lineari nelle incognite z;{a, #,, ..., ¥,), (j =1, ..., m); tenuto conto della (1),
e indicato con (@, 91, ..., ¥,) il complemento algebrico di Az, 4, ..., ¥,)
nel determinante A, si ottengono le

(27) zi(ma Yy -oey yr) = mi(m’ Y1y ey yr) +
% " - dAis{X; i1y s Hir
-+ X mi]'(“’: Yy o0y yv‘) f% b ; Ja g )zs(X> Giry oeny gir)+
By s§=1 dX
[
F 10X, gas ooy Gir; 2000 )y vy Zm(o)] $AX, (j=1, ..., m),

dove si intende che al secondo membro valgono le posizioni (12) e (20), e
inoltre, per brevita, si & posto

(28) lyi(w) Yus ooy Yo) =

o
gb’§

%@y Yy ey ?/1) I 4,0, g9, .., o9 ey 92),

S=x)

Le funzioni W;(w, #, ..., ¥,) sono dunque continue mnel campo 7, e,
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in virth delle (1}, (18) e (26), soddisfano le
(28) W0, 1y ves wr) = @ilH1 5 s Ur)-

Se esiste dunque una m-pla di funzioni (9), soddisfacenti il teorema, in
corrispondenza ad ogni x di (0, a) le funzioni (9) soddisfano le (27) in quasi
tutti i punti (. ..., 9,) del rettangolo RK,: le (27) anzi valgono in ogni
punto del campo T (*), ma non stiamo a provare quest’ ultima osservazione,
che non viene utilizzata nel seguito {**).

¢} Nel presente capoverso e nei successivi ci proponiame di costruire
nel campo T una m-pla di funzioni (9) di classe @, soddisfacenti il sistema
di equazioni integrali (27) identicamente nel campo T; a tale scopo adatte-
remo a tale sistema il metodo, che & stato sviluppato nella dimostrazione
del teorema di esistenza relativo al sistema (a) (**), e che si fonda su una
estensione opportuna del classico metodo di L. ToNeLLI (*%).
Per ogni intero n>=2 definiamo le funzioni zg.m(oc, Y1, s Yy)y (=1, .., m)
prima nel rettangolo

R*: —ggxgo, by =g by, ey — by = Yy < by
mediante le posizioni

(29) Zg.n)(x, y]-? b y") = q)](yl? sy y"}’ (j: 13 e m}?

e poi in tutto il campo T mediante le

(30) zf,-n) (@ Yi5 ooy Yr) = mi(xﬁ Yiy wos Yo) +
m r ”n dA. (X, 3 nees Gis) n
+_E i (X, Yu; s Yol f g § d g;;X : 9 zl(s )(X— 8n, Gizs ey Yir) +

0

(12) In virti delle ipotesi fatte si pud dimostrare infatti che il secondo membro di
ognuna delle (27) & funzione continua nel complesso delle variabili in ogni punto {«, y,, ..., ¥,)
del campo T.

(13) Nei capoversi successivi costruiremo una m-pla di funzioni z;(x, ¥, .-, ¥s),
(j=1, ..., m) soddisfacenti le (27) in tutto il campo 7, dimostrando inoltre che tale
m~ploe di funzioni soddisfa il teorema.

(*4) Ctr. (Mn), Cap. IV, § 3, n. 13, pp. 358-378.

(1% L. Toxerrr, Sulle equazioni integrali di Volterra, <Mem. R. Acc. delle Secienze
di Bolognas, 8. VIIL, Vol. V (1927.28), pp. 17-22. Sulle eguazioni funzionali del tipo di
Volterra, «Bull, of the Caleuita Math. Soe.», Vol. XX (1929), pp. 81-48.
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+ FdX, Gy ooy Gor; AKX —B0, Giry ooy Girdy oonne y A (L)} dX,

dove

’o‘n—_—ﬁ,

e si intende che al secondo membro valgono ancora le posizioni {12').

In virth delle (7), (24), (28) si prova immediatamente che le funzioni
z" (@, Y, ., ¥), (j =1, .., m) sono limitate nel campo R* e nel campo
T. Inoltre dalle (28) e (30) seguono le

(31) GO, Yoy vy ¥0) = 98, oy Yol (=1, .., m).
d) Vogliamo dimostrare, nel presente capoverso, che ognuna delle m

successioni (che si ottengono per j=1, ..., m)

(32) 30, Yi, s Yr): n=2, 3, ..)

& costituita da funzioni ugualmente;limitate nel campo 7.

Per ogni x di (0, a) si indichi con U™(x) il limite superiore di

"W
215X gy s o) |
j:

nel eampo

X X
<X <u, —b,,-{-fMk(t}dtgykgbk—ka{t)dt, k=1, .., r)
1] 0

La funzione U"(x) & evidentemente non negativa e non decrescente in
{0, a), ed inoltre limitata in (0, a) (per gquanto abbiamo rilevato alla fine del
capoverso cj}; tenuto conto della posizione (29), possiamo definire la funzione

U™(x} anche in (‘—g, O) mediante la U“(w) = U"(0).

Indicate con H, H® e con K;, (j=1, .., m) costanti, non negative,
tali che sia in tutto il campo T©@

| Asj(x, 925 oy 90) | < H, G, j=1, ..., m)
(33)

P ougle, s oy 4) | < H, @ j=1, .., m),
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e in tutto il campo T
{33,) { wi(mw Yay w5 Yo) | -—<—Kj (.? =1, .., ’”@))

dalle (30), tenuto conto delle (7) e (24) seguono le

x

B 5w e ) | =K+ HO [IEF w0+

+ mA(X)U(X) + N(X)%dX, G=1 .., m)
dove
(35) N(x) = £ Nifa).

Sommando le (34) per j =1, ..., m si oftiene la

x

86 F 5™, 0, ) 9) | = K+ mHO f { G (X)U(X) + N(X)} dX,
]:1

dove, per brevita, si sono fatte le ulteriori posizioni

(37) K=23K;
1=1
m W
(38) Gle) =2 I pislc) + mAM(x).
j=1 s=1

Dalla (36), tenuto conto del modo, nel quale & stata definita la funzione
U™x) segue (%)

(39) U(a) < K + mH® f (X UM(X) + N(X)}dX,

0

(46) Per il passaggio dalla (86) alla (89) cfr. (Mn), Cap. IV, § 2, n. 9 2), p. 3563,
nota (!).
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da cui, per una nota estensione del Lemma di GroNwALL ()

b
mH©) / Gtydt

40 Uw) < Ko™ “O 4 o [ o] O yixiax
(40)

Q

indicato con U(x) il secondo membro della (40), la funzione U(x) soddisfa
I’equazione differenziale (scritta in forma integrale)

X

(40/) Ulw) = K + mH® f { G(X)U(X) + NX)|dX,

]

ed inoltre in tutto il campo T @&

(41) | 5@, gy s 90) | = Ul) < Ula),

j=1

e anche, tenuto conto delle (34) e della posizione (38)

(42) L 2%, y1: s 90} | < Uile) < Ujla), (=1, .., m)
dove risulta (cfr. anche la (40)

(43) Ujw) = K, + LB K

m

Dalle (41) e (42) segue quanto abbiamo affermato al principio del pre-
sente capoverso.

e) Le fanzioni (32) sono di classe G nel campo T, ed inoltre, in corri-
spondenza ad ogni intiero ®» (con % > 1) esistono wm funzioni v ),
(=1, .., m}), quasi continue, non negative e integrabili in (0, a), tali che

per tutte le coppie di punti (¥, 4., ... 9,), @, 9., ..., ¥,) appartenenti al
campo T, con « <a”, sia

eiidd

(44’ l zim)(w’> Yos oy yr) -—zj‘"’(m”, Yir oy y") | = f ’Uj(”’(X)dX,

Y

(1=1, .., mh.

(*") G. Bawsone e R. Conti, Equazioni differenziali non lineari, «Monografie Mate-
matiche del C.N.R.»,N. 3, Edizioni Cremonesi, Roma (1956), Cap.1,§ 2,1 1, pp. 15-16. Si vede
facilmente che, nel caso attuale, il Lemma di GRONWALL, pub essere applicato senza preoccuparsi

se la funzione U™|x), limitata, non negativa e non deerescente in {0, a), sia o no continua
in {0, a).



136 M. Cinquint Cinrario: Teoremi di esistcnza per sistemi, ecc.

Posto

n % dAulX, Giny s Gir
(45) Zi™ X, Yy s s Yr) :f% 921 is %@3{) gi )zs‘"’(Xm% Giry wors Gir) +

¢

A il X, Giny oy Giry 2UK = 80, Gins ooey Gir)y vony BUNX — 8, Giny vovs gir)1; dX,

wm

(¢=1, .., m),
le (30) si possono scrivere nella forma

(300 &, Y1y s Yy) = Tj(m: Yis s Ys) +i§ oi;(%, Yoy oer s Yo ) 2%, Yy on s Yr)s
(=1, .., m).

Fermiamo 1’ attenzione sulle funzioni (45), e cominciamo a considerare il
campo

X
~

T 0<%, — b +J My(t) dt << yr << b ~—f M(t) di. k=1, ... 1),

0

nel quale, tenufo conto delle (29) e (45), risulta

dA‘S X& 15 =se .
1 i é]}é , Gir) Psliss oo Gir) +

I s

45) 2@ gy e )= f |

o

+ f‘i{X) Giry oo 9?59'; ‘?119@1) ) gir)s see s Cpm(gil* s ey gir” d-X, “ = 1, ey W&}-

Poiché le funzioni 9(y:, ..., #»), (j =1, ..., m) sono supposte lipschitziane
nel rettangolo E, esistono m costanti non negative %;, (j = 1, .., m), tali
che per tutte le coppie di r-ple (41, -, Yr) (J1s o) Ur) del rettangolo B &

(46) l%‘(?]u L] ?f!) - %@1: ey ?7?") [ é}\jkz_—:ll Yr — ?715 ! ’ (] = 19 () W’*)'

Se (%, #, -, Yr) & un punto del campo T e X, X" sono punti dello
intervallo (0, ) con X' < X", dalle (), (11), (16) e (46) segue

| 9i(GedX'; ®, Yry ooos Urhy s Gid X5 Ty Y5 ey Ur)) —

X

-‘Cpi{gil(X”; Yus vy ?/'r},« wee s gir(X”s Ly Y1y ooy y")) i i:lif M(t}dt7
X!
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e quindi, se («, ¥, ..., ¥») & un punto del campo T, in quasi tutti i punti X
dell’ intervallo (0, a) &

47 doilgi (X ®, Yiy ey yy);ﬂ.é., 9ir (X @, Y1y wery Yr)) <3 M(X).

Se (x, 1. ., Yr), (% P, .., ¥r) sono due punti del campo I, usu-
fruendo delle posizioni (12) e inoltre delle ulteriori posizioni

(127) éik = gux(X; =, 5&17 ey Yr)y =1, wym; E=1,.., 1),
8i ottiene, in modo evidente

(48) lZi(m(w; Yy oy ?/r) ——Zim)(m: Y1y weey gr) | <

<< [ f : [dAzs(Xf Giz; ooy gir) dAi"’(X’ éﬂ" ) g-ir)

E dX - dX cPs(g’lily ey gir) dX‘ +
o
Y m QAG(E Gis s Go ) i
+l f = 4 ( Z’IX gﬁ) [(Ps(g’il’ oy gi'r) - Cps(gily veey g’ir)]dX ] ..I...
s§=1
0
+I f (GLX, Giny oy Giry Oullins vy Gir)s ooy PonlGiry ooy Gin) ] —
4]

'—fi{X} é’iu ey ﬁ}ir; :?1(b'ila ) é’ir)y sy ?m@ih s é’br}”dXJ;

Con una integrazione per parti risulta

x

@dis(X, Giry s Gir) _ QAis(X, Giry ooy Gir
(49) “ is( ¥ gir) _ ddis( o ,g)}%(gm_m(h_r)dx=

0

= [Ais(m’ Yiy ey ?/7‘) ""AiS(m; Yuy oory ??r)]CPs(?/:L, ey ?/r}—

—[4is(0, g, -\ 9) — Aif0, g2, o) GOV RGQ, e gf) —

’ N A
= [ M0, s s 90— A0l G, e, i) T B g,
0

Annali di Matematica 18



138 M, Civguini CiBrario: Teoremi di esistenza per sistemi, ece.

dove si intende che valgano le posizioni (26) e inolfre le
(26’) é_]g;% =g1-k(07 X, gl} ) &7‘)7 (i= Lw,m; k=1, .., 7).

Indicate con K@, (i =1, ..., m) costanti tali che in tutto B sia

(50) | ilths s 9r) | <K, =1, .., m),
© posto
51 ”24 Ai=2X; 9% K@ = Ko

. > ., b

=1 =1

tenendo counto delle (3), (8), (14), (24), (46), (47), (48), (49), (50), (61), si often-
gono le
Sn

v [ Iqt)at
62 120 gy 90) — 200, G, ey B | S AR 00 )

Sn Sn
r [ Lt)de

w5 [ nar 0 + E pelX) + (L + 0K E | el

0

In modo analogo possiamo provare che le funzioni (45') sono assoluta-
mente continue in o su ogni segmento parallelo all’asse x e appartenente
al campo Ty, e anzi soddisfano una disuguaglianza del tipo della (44);
infatti se (', ¥, «, ¥r), (®'; #1, ..., ¥r) sono due punti qualsiasi del campo
T®, con « <, si ottiene, con calcoli simili a quelli sviluppati or ora,
tenendo presenti le (3), (7), (8), (15), (24, (46), (47), (60}, (51)

(62) | ZEW@, Yoy ey Yr) — ZE0@® s Yoy s Yr) | =

v 7 ;nL(t)dt
= f M(X)dX. gAK‘O’ @4e o

!
8n 8n
» [ Leyat

+e o f [2AMM (X) + ”f il X) 4 (L4 Y LX) X | +

+f £ K0 pa(X) + Wi(X)] X,
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Dalle (52) e (52} e dalle ipotesi fatte circa le funzioni Aguylx, %, ..., ¥r),
oy, Yoy oy Yo)y Qi( Yy vy Yoy (4, =1, ..., m), tenuto presente che le
funzioni Wx, 4., ..., ¥,) sono definite dalle (28), e che valgono le (14) e (15),
segue immediatamente che le funzioni (32), definite dalle (30'), sono di classe
G mnel campo T:“?; in particolare, si possono determinare m costanti A%,
(=1, ..., m), che possiamo supporre soddisfacenti le condizioni 2A;*=2,,
tali che, se (2, %, ..., ), (@, %, ..., ¥,) sono due punti qualsiasi del campo
T,™ valgano le

(53} ! zi(m(ma Yiy oy yr) "'zim)(m’ Y1y ooey yr) | < )‘imazl | Y — Yr l 3

e inoltre per 0 <<x < ¥, si possono definire m funzioni v,*(x), (j =1, ..., m)
quasi continue, non negative e integrabili in (0,3,), tali che se (¥, 41, ..., ¥+,
(" Y1,., yr) sono due punti qualsiasi del campo 7\ con «' < 2’ valgano
le (44).

Poiché valgono le (46) ed & A" =1;, le (53) valgono anche quando i
punti (%, 91, ... %), {®, §u, ..., J») appartengono al rettangolo

B*: — 5 =<0, —b <y, <b, .., —b<y,<b,,

Dol Q

nel quale le funzioni 2™(x, y,, ..., ¥,) sono definite dalle (29); inoltre, se

si pone v"(x) =0 identicamente per ——%’ = =<0, le (44) valgono anche
quando uno o entrambi i punti (&, g1, ..., ¥r), (", %1, -, ¥») appartengono
al rettangolo R*.

Considerato ora il campo

X @x
T 0Se<2,, — b+ f Mft)dt < o < — f Ml dt,
o 4]

nel quale le funzioni Z™(x, y., ..., %,) sono definite dalle (45), si possono ripe-
tere in tale campo considerazioni analoghe, tenendo presente che, se
(, y1, ., ¥») © un punto fissato del campo 73", al variare di X nello
intervallo (0, x), il punto di coordinate

(X"‘5n; gil(X; €. Y, AL yf)’ ese s Q’M‘{-X; %, Yy ooy yf))
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appartiene o al rettagolo E* oppure al campo I,", che in tutti i caleoli, in
luogo delle (46), devono essere utilizzate le (53}, e che per 0 <X < X"<w,
risulta, come si vede immediatamente

! z&‘(m{Xl"" s g’il(X,§ Ly Y15 »ees yf)) BI) giT{XI: Xy Y1y ooy y'f))-

— "X — 8y, Gl X" @, Yoy ey Yr)y s Gl X5 X Yo, e, YIS

xn X!I,,_sn
<\ f M@dt+ | v{™({) dt, (=1, .., m),
X XI—3,

e quindi, per quasi tutti gli X di (0, x)

dz;"1X—3,, gulX; %, Yo, oy Yr)s s Girl X5 % Yoy ooy Yr))

(47 ax

=

< MOM(X) 4 v (X — 8,).

Si giunge cosi a determinare s costanti A%, (j =1, ..., m), che pos-
siamo supporre soddisfacenti le condizioni 4% =21;*", in modo che, comunque
siano i punti (%, #1, ..., #¥), (&, ¥, ..., §-) nel campo T, valgano le

¥
I z,-‘”’(w, Yry weny yr) —zf(m(ma Yiy ey g”) ' = )\]ﬂ)k?li Yr — Yr , ’

e a definire anche nell’intervallo 3, << <28, le funzioni v;*(x), quasi
continue, non negative e integrabili, in modo che le (44) siano soddisfatte,
comungue siano i punti (¢, ¥, ..., #), &', ¥, ..., y-) nel campo T,"™.

Cosl proseguendo, si giunge a provare quanto & asserito al principio del
presente capoverso. In particolare si possono determinare m costanti non
negative X; (f =1, ..., m), tali che, comunque siano i punti (, %1, ..., Yr),
(®, ¥1, «, §-) del campo T, sia
FYe — gr |5

1

{53,) ! zf.(n){w’ Y1y ooes yr) - ij’(x: Y15 ooy ?}?) l = )\'m

e
I L4

inoltre con ragionamento analogo a quello sviluppato a proposito del ecampo
T,™, si pud provare che, se (%, y;, ..., ¥r) & un punto qualsiasi del campo
T, le funzioni 2;™(X — 3., gu(X; %1, -+, Yr) s gir(-+)), (j=1, ..., m), sono
assolutamente continue in X nell’intervallo (0, x).

f) Riprendiamo ora le (30); da esse, per via algebrica, tenendo conto
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delle (1) e (28), si ricavano le

m "
)2 Aii(w; Yis ooy yf‘} "Xy Y1y s Yr) :'21 Aii ©, guv - gi:) %{g(o), ey yé:)) +
=1 i=

" dA (X, Giry ooos Gir) (0
+f{21 ?( dg){l g")zg )(X—“Sna Gizs oevy 9‘“‘)‘!’
i:

0

+ f‘b{X3 Girs ooy Qirs zlm)(X — Oy s Gi1y oery Qir) .y zx)(X“ansgﬁ; ---;gi’r)} dX)

=1, ..., m),
dove valgono le posizioni (26) e (12'); mediante una integrazione per parti

{lecita per quanto & stato rilevato alla fine del capoverso e)), tenendo conto
inoltre delle (29), risulta in tufto il campo T

"
(54’) »zlA":f(m’ Yrs ooy y,.)zg.”)(m, Yi, we ?h‘) =
}:
.2 Ai;(w, Yi; wey yf‘)zg'n)(m—an: Yis w0y Qr)—
j=1

A2 (X — B, Gis, o, Gi
.....f% %A@}X Girs ey g'ir) % ( d;;{gl g?/r‘) dX+

+ f ﬁ X: Girs vy Gir; zlm)(X“"‘ an: Girs oery gir)) ey 53:) (X"" 8, y Gty ey gir)]dxy
[

Fissato un intero 4, con 1=<¢<‘m, in corrispondenza ad ogni r-pla
reale (Y1, .., 7,) consideriamo la soluzione del sistema (11), definita nello
intervallo 0 <X < aq,

(65) gix(X; 0, 01y ooy M), k=1, .., 1r);
in virth del teorema di unicith di C. CARATHRODORY, citato in &, in
corrispondenza ad ogni r-pla reale (v, ..., ,) risulta, comunque siano X e
2 in {0, a,)

(56) i X5 @, gis (@5 0, My ey Mdy vy Gir(@5 0, My v,y My)) =

= gielX; 0, N1, ooy M), E=1 .., ).
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Nelle funzioni (55) assumiamo % come variabile indipendente, e consi-
deriamo il eambiamento di variabili

(67 Yo = gir(®; 0, N1, vy Nr), k=1, .., 1),
il quale ai punti del campo

An: I=rx<a, —coc<n<+o0 .., —ooy <+
fa corrispondere biunivocamente i punti del eampo

Dy 0=x<a, —co<y<+o0 .., —ocoLyY, <-4oo;

in tale corrispondenza biunivoca ad un insieme di misura nulla di A, corri-
sponde un insieme pure di misura nulla di Dy (*%).

In corrispondenza ad ogni #-pla (9., .., 1.) appartenente al rettangolo
R, & possibile determinare un valore £(1,, ..., 1), tale che per 0 <x <E&(7,, ..., )
futti i punti

(mI g’il(m; Oa Mas ooy 7]")7 ey gi?'(m; 07 Ny ooy 7]7'))

appartengono al campo T; le (57) stabiliscono allora una corrispondenza
biunivoca tra i punti del campo T e i punti del campo

T: 0SSR <EM, ve M)y — 1= S by, ooy — bp S S by,
nella quale ad un ingieme di misura nulla dell’uno corrisponde un insieme
di misura nulla dell’altro. Inoltre (cfr. capoverso aj}, quando (%, M1, .., %)

varia nel campo 7, le funzioni (57) soddisfano il sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie (scritte in forma integrale)

(58) IR = nx + f oirlly g2l -, gEO) L,

dove, per brevitd, si & posto

(59) gﬁc(m’) =g%k(m7 O? Niy weey 'Y}’I'): (i‘;: 1: ey 7').

(18 Cfr. la memoria citata per prima in (1), § 1, n. 2, pp. 363.364 (tenendo conto che
vi » qualche differenza nelle notazioni), e anche § 2, n. 2 p. 375, nota {®°).
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Supposto {1, .., 1) in B, per 0 < ® < E(n, ..., 1,) nella i-esima delle
(54) poniamo

(57 Ye = 9§ (@), f=1, ..., 7);

tenendo conto della identitd (56), e wusufruendo della posizione (59), si
ottiene

(60) % Aix, i), ., 59(%))32‘,"’(90, g ), ..., gia)) —

=1

— 5w — 0, g5@, -, 93 o)+

v m Any — x K x
+ [ E 4 950, o, gy BP0 8 s 050 gy
j=1 wr dX
0

ir

— f FilX, 9 (X), ey 95 (X); 2 (X — B, GE(X), .o, GEXD) o) 20 (o) 14X,
4]

la quale & soddisfatta in tutto il campo =.

Poiché le funzioni #™(x, 91, ..., yr), (f =1, ..., m) sono di classe G nel
campo T (cfr. capoverso ¢)), tenuto conto della corrispondenza biunivoca, che
le (57) stabiliscono tra il campo T e il campo t, in quasi tutti i punti della
curva di equazioni (57') le funzioni 2(x, 9., ..., %), (j=1, ..., m) ammet-
tono derivate prime finite e sono differenziabili nel complesso delle variabili
(y17 e yr)'

In corrispondenza ad ogni punto (y, .., .) del rettangolo R, per
O=o <a"<EMa, -, W), dalle (), (16), (44), (53), (58) segue che &

| 5™ @, gA@), -, gAe)) — 5™ @, g (), s ghl@) | <

< f o () dt+zj”f M(Y)dt, (j=1, ..., m).
P 2

Le #™(x, g% (), ..., g%(®)), in corrispondenza ad ogni punto (9., ..., )
di R, sono funzioni assolutamente continue di z, e quindi in quasi tutti i
punti della curva (57} esiste finita la derivata

de™ (, gi*l(m), ey g:j,(m))
dx
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Applicando un teorema di derivazione di funzione composta (**) e tenendo
conto delle (58), in corrispondenza a quasi tutte le r-ple (1, .., %) di B
per quasi tutti gli « di (0, §(y, ..., %)) risulia

dei™ (2, gkix), -, g5(@)
dx

(61)

3™ (...) r 3 {...)
H 4 Eealn, gnl@) -, gzl T

s §= 1, ..., m).

Tenuto conto delle (2), (3) e (24) (nella quale si pongano «', ” al posto
di X', X", e inoltre %, ..., v, al posto di #, ..., ¥, e si facecia x=0), in
modo del tutto analogo si trova che in corrispondenza a quasi tutte le r-ple
(M1, s Mp) di B, per quasi tutti gli @ di (0, E(pz, ..., ) &

ddij(x, gi(@), -, gix) _ 344 (..) n

(62)

dx o
v A4 .. .
+ kilpik {m) g:; (90), ey g:;- (96)) ‘Ja’]yT‘; (.7 - 17 ey 'm’)'

Derivando rispetto a x entrambi i membri della (60} e tenendo conto
delle (61) e (62) si oftiene la

m 3™ (@, gfi(x), ..., gk (x))
(63) 3 Ayle, gil) - ghl@)] +
=1
ro 3z (...)
+ 3 pule) S+
mo(dy () | g 344 ()| yn ' () —
+2 [0+ B B e e - i)

— g™ (X =By, gi(X), -.e\ g;_;(ad)%:

= filx, g}t (@), ..., 92 (@); 2@ — B, 9E @), oy 95(@)); -

s 20w — 3, g3 (®), ) 95.@)],

(19) Cfr. Le. per primo in (1), § 1, n. 4, pp. 369-870.
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la quale, in corrispondenza a quasi tutte le »-ple (v, ..., 1) del rettangolo
R vale per quasi tutti gli « di (0, &(ys, ..., )

Allora, per la corrispondenza biunivoca che le (B7) stabiliscono fra i
punti del campo t e i punti del campo 7, segue che in quasi tutfo il campo
T vale la

Lidg )
(64') z Aij (w’ Y1, ey yr) azf (68, yl) ey y,r) +
=1 ox
m 3 (®, Y1y ey Yr

+k§1Pik(m, Yis ooy Yr) — ( a:'/?;k Yy )§ +

"1" aA.’,U, g ees r r aAm . .
+ Z cll %1 > ¥r) + 2 pile, Yuy ooy Yr) (%) Y, s Y )}

fr== c P S

<12 ™x, Yiy ey Ur)— 7@ — Byy Yay o, y,.)%::
=fil, Y, ooy Yr; B (@=Bp, Yo,y ooy Yr)y ooy 2P (@—B0, Yuyeery Yr)].
Poniamo per definizione
Aij(®y Yo, oy Yo) = 440, g1, ey @), @G i=1, .., m
Pir (@ Y1y ey Yr}=0, e=1, w., m; k=1, ..., 1)

nel campo R* e inoltre
fal@, %1, oy Yr; By oy Z) =0, =1, .., m

quando il punto (%, yi, ..., yr) appartiene al campo R* e pe: ogni m-pla
reale (2, ..., 2,); se facciamo inoltre anche le posizioni

S piplo) =0, (4, 7=1, .., m); Mp(w)=0, =1, ..., r); L{x) = 0;
(65)
8 Nifw})=0, =1, .., m); Lx)=0

. . a . .
identicamente per — =2 <0, le disuguaglianze (1), (2), (3), (5), (6), (7), (8)

valgono nel campo costituito dai due campi R* e T.

Anneli @i Matematica 19
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Nel campo R* la (64) diviene

m )
(64) S i@, ghy oy go) T Yo W) g
f=1 ox

certo soddisfatta, in virti delle (29).

g) Facendo assumere a ¢ successivamente i wvalori 1, 2, ..., m
le (64) costituiscono un sistema di m equazioni algebriche lineari nelle
az]'m’(m, Yis ooy Yr)

o
della (1), si ottengono le

; risolvendo rispetto a queste ultime e tenendo conto

22 (x, vy ) n
i él;;’ ’ Jr):jilaii(w’ Yy wes Yr) *

(66)

" m e (g s ey Yr
i— Z Awslw, 41, 5 yr) S oie{ %, Yus vy Yr) il ’ayl Yr) .
=1 §=1 Y
" aAis(m’ Yis oey ?Iv) - . BAts(m, Yy wons y,.)]
_321 [ o —I—kilpm(m, Yss ooy Yr) .

* [zsm)(wa Yis vory ?/r) _zs(m(x— 8»?7 Yy ey yT)K +

+fi(w: Yis ooy Yrs zim){m "“‘Bn’ Yis ooy ?h), ey z%)(w_‘ 6n: Yiy oo yr))%}
(.7 =1, .., m):
le quali valgono in quasi tutio il eampo T.

Dalle (64'), facendo ¢ =1, ..., m, tenuto confo della (1), seguono le

azi(n)(w7 Yy vy yr) =0
R ’

(66

nel rettangolo R*, come si deduce anche immediatamente dalle (29).

Per ogni x di (0, @) si indichi con V(x) il limite superioré della
espressione

E X, Y,y s ) — 5K T, ¥y
=1

i

2y — Jr |
K==t
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nel campo

X X
I=sX<e, —b -]—f My(t)dt <<y = b —-—f Mk(t) dt, k=1, .., )
0 0

X X
— by —|—f Mi(t) dt < gr < br — J- My(f) dt, k=1, .., 7).

La funzione V™(x), per quanto abbiamo rilevato nel capoverso e}, &
limitata nell’intervallo (0, @), e ivi non negativa e non decrescente.

Tenuto conto delle (2), (3), (B), {7), (16}, (33}, (3b), (38), (42), (43), dalle
(66) seguono le

o7) | BB B B < o e HMG) V) 4+ 20(0)6le) + Nia)],

le quali valgono in guasi tutfo il campo 7.

Per quasi tufte le r-ple (9., ..., y,) appartenenti al rettangolo R, se
@, Y1y ooy Yr)y &', Y1,y ..., y¥r) sono punti del campo 7T con « < &, risulta

(68) I zi(m (Cl)’, Yiy oony yr) - zj(m (w"7 Yiy oo y”‘) ! =

< fw f [m? HM (t) V(t) + 20(0) G(f) + N (1)) dt,

al

e poichd il primo membro della (68) & funzione continua nel complesso delle
variabili (4., ..., #») e il secondo membro non dipende da tali variabili, le
(68) valgono comunque siano i punti (X, i, w, Ur)y (@ Y1, e, ¥r) del
campo I, con « < ", e quindi le (67) valgono in quasi tufti i punti di
tutte le intersezioni del campo 7' con una parallela all’asse w.

Tenuto conto delle (66'), le (67) valgono anche nel campo R*, nel quale
risnlta, in virta delle (16), (35), (38) e (65)

(69) Mix) = N(#) = Gl) = 0, Fg£m<®.

Inoltre, tenuto conto delle (29), (46) e (51), possiamo porre

(70 Voula) = 2, ( —

Dol R

=xr<s 0).
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k) Possiamo ora provare che le m successioni (che si ottengono per
j=1, .., m)

(32) z}.(n) (m: Yy oo,y Yr);s (n= 2’ 3, o)

sono costituite di funzioni ugualmente continue nel campo T nelle variabili

(@ %1, ) r)-

Dimostriamo, in primo luogo, che le m successioni (32) sono costituite
di funzioni equilipschitziane nel campo T nel complesso delle variabili
(#1, s ¥s) (con costante di LipsomHiTz indipendente da x). Le ipotesi del
teorema, le posizioni (28) e le (14) assicurano che si possono determinare due
costanti Alle Alltali che, comunque siano i punti (@, %, .., ¥}, (€, Gu, e, Ur)
nel campo 7, valgano le

(71 | i @, s, s ) — 25 (@ Fry s G | SAE [y — G |

6,j=1, ., m)

(72) | Wi, yos oo 9r) = Wi, Joy vy Fr) | <AE | g — G |
(1=1, ..., m).

Dalle (30), usufruendo delle (7), (24), (35), (37), (38), (42), (43) e della
seconda delle (33), segue che, per ogni coppia di punti (%, 91, ..., Yr)
(@, J1, ey §r) del campo T &

(73) lzj‘"’(m, Yiy oo, yr) _zjm)(w: ?71: ey gr) I =
slgMﬂ-}-Amf [U(a) G(X) + N(X)]dX ki[ Ye—7a | +

0

+ Hm},:ili Zim)(%, Yi; o y,.)-—-Zim)(.T, ?;_’1? ey ?!r) 1 ’ {.7: 1? it m)’

dove le funzioni Z;™(x, #., ..., ¥-) sono date dalle (45).

Usufruendo delle posizioni (12') e (12”) (cfr. anche il capoverso e))
risulta, in modo evidente

(74) g { Zim)(%: Yis ey y?’) - Zi(m{m’ Gis ooy ?7”‘) [ =

j=1
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X
ax

=1 s=1

<1f E 3 ldAiS(X; Giry s Gir)

_dA.is(Xy g;z, ey gir)]zsm)(xﬂsm Diry oo gir)Xm +

Fomom dAi(X, Gy s Gir
f% v is ( g;{; Gir) [2™ (X —Bp, Gir, ey Gir) —

+

8=1

|

0

. 2’,‘rm)(){'__ an, &iu vy gir)]dX -+
'+' !f .2' [fi(X} Giry ooy Gir; zl(n)(X — Sn} Gizs oevy gir); e z%)(X - B"’ Ghay vees gw))""'
=1

'“f’b(X) éil; ey éir; zlm)(X""an) g-iu ) gtir); ey zﬁf{)(X— 8,, 5’517 iy gi"))]dX .

Tenuto conto delle (14), (24) e (38) e della definizione, data nel capoverso

g), della funzione V®)(x) risulta

”?n dAzs X trey w"
(75) ; fi~—1 8 gil’ gi) [zs(m(X - 5117 Giry ey gir) -

= ax

— M (X -85, g}l, ey g_@'r)}dX <

S'er{ L(t)dtf G(X)V(m(x)d}(- k;l | Yx— }7
=1

¢ anche, in virth delle (8)

(76) f[ f?,(X Q’H_; wen g giq-; zl(n)(X‘_On’ qu, veey gir)’ ersy z‘g:l:) (.u})—

i=1
0

— fi(X, E]i:.; vy E]ir,; zl‘")(X——Bn, éil; ey Z]iﬂ: ey zﬁ,f’( )) ax l =

<me” | HO¥ f LX) (L + VX)X - 3 | 96 — g | .
kcl
L3
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Infine mediante una integrazione per parti, che & lecita per quanto
abbiamo rilevato alla fine del capoverso e), si otfiene in modo evidente

(17) | f i3 (dAis X 9oy oo 08)
d
_ d4u(X, gg}, s gir))zl‘"’(X—S,,, gor ) gi)dX | =
= igl sg | Ass (@ Y1y vy Yr) — Aisl®@, Gay ooy Fr) | |2 —00 ) Y1y oy W) | +
+§1 S;an | 415(0, g9, .., 9) — Ai(0, g, ..\ G| | @ulg, *.vs g0) | +

m  m B ~

+i§1 s§1f ! Ais(-Xy Gizy ooy g)— Ais(X, Girs ooey g?;f} i .
0

Az, X 8y, Girs ey gi,.)

ax ax,

.

dove si & tenuto conto della definizione (29) e delle posizioni (26) e (26').

In virtu delle (5), (16) e (68) e della definizione, data nel capoverso g},

della funzione V™{(x), in corrispondenza ad ogni punto (x, %, ..., ¥») del
campo T, risulta per quasi tutti gli X di (0, o)

dgf™(X~—8n, Gir(X; @, 1y ooy Yr)y ooy Gir (X530 91y oo, Gr))|
ax =

< HO m*HM(X — 3,) V(X —3,) + 2Ua) G (X — 3,) + N(X — 3,)] +

(78)

+ V(X)) M (X), (§=1, ., m),
come si verifica facilmente (*°).

(2%) Infatti se i punti X, X +h appartengono all’intervallo (0, x} ed & p. es. h>0,
tenutc conto delle (5), (16) e (68) risulia

| 2/HX — e R FedX + B3 B Yiy oos Yohy oy Gir (X +h3 2 Y15 oy Yyp)) —
"3j(n)(X~6n)gii(X5x3 Yiy eoos Ypls ooes Firk X5 &y Yus v Y ) I =

Xt b X+h
<H® f [m2EL M(8) VO (8)+-2 T(a) G (8)+- V()] di+ Vo (X —2,.) f M) dt,
Xman X

da cui, tenendo presente che la funzione V(#)wx) & non decrescente in {0, a), segue in modo
noto la (78)).
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Dalla (77), in virtd delle (3), (14), (41), (B0), seconda delle (1) e (78), segue

r noom (A X Girs w5 Gtr)
(79) i f I Z ( ax
(1]

i=1 s=1

dAft X’ 5' 3 ey A'
. s ( d’}l{ g'ﬂ')) (X —38.,, iy -, gir)dX1 =

x

f [V X) M (X) +

0

+ HO (m*HM(X —3,) V(X —3,) + 2T (a) G(X — 5,) +

X X
r [ Lyt r{ Lihat
= !mAUla) + mK®e { 4 mPAe {

r
+N(X—an))]dX}-kz | gk — T |-
P
Ma

xX

f (m*HM (X —8,) V(X —3,) 4 2U(a) G (X —3,) + N(X —3,))dX =

o

(80)

-3, w—&n

= f (mHM(HV() + 2U(a) Glf) + N(t) dt = f (w)dt <

0

sf (...)dt,
4]

e c¢id perché nell’intervallo (—g, 0) valgono le (69), e inoltre la funzione
integranda & non negativa in (0, a).

Dalle (73), (74), (75), (76), (79) e (80) segue che per ogni coppia di punti
@ Y, s ¥), @ G, ..., §,) appartenenti al campo 7, risulta

(81) | zj‘”)(a;’ Yy ooy .’%) - zjm)(m’ Yy ooy gr) i

<

E'r L
k:ll Yr — Fr |

< QU+ f [GUX)V(X) + GIX)]dX, (j=1, ..., m),
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dove per brevitd si & posto

a
r [ Lityt
4]

Gl = Al - mHO [AU(a) + K¢ 1y

47
r/ L{tat
0

Gil(x) = HOe [G(xc) + mLy(x) + m*(A -+ HH®) M(x)],

[
r | L{t)dt
o]

G2l () = [AT1 4 20 (mH©)? 1U{a) G (x) +

[22

[+
r [ L(at r [ L{t)dt
¢ o

+ [Al 4 A(mH e | N(@)+mHe L {e).

Sommando le (81) per § =1, ..., m, si ottiene

2 | 5"™®, Y1y s Yr) — @ Goy ey To) |
2) = : <
2y — 0 |

= mGO+m f [GEX) V(X)) 4+ GE(X)]dX,
e anche (%)

(83) Vi) < mG) + m f [GMX)V(X) 4 GE(X)] dX,

da cui per 1’estensione del Lemma di GRONWALL, citata in (*7)

84 yoola) < Vi) < Vi),
dove

" ; ‘{ } v w y [ 1
(85) Vie) = m@ole™! SO 4y f "L G x) ax,

)

(*Y) La (83) si deduce dalle (82), tenendo presente il modo, nel quale nel capoverso g)
& stata definita la™ funzione V(»}w), e ragionando in modo simile al Lec. in (1%}
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ed anche, per le (81}, (82) e (84)

.2 [ 28 (e, Y1y oy Yr) — &7, Y1b ey o)l

(86) i=1 _ < Viw) < Via)
I | yx— Y |
k=1
(87) Izi(m(x3 Y, ; y’r} — z.‘c"m)(x) 'gl} nery g’f” S%V{Q(}) < %V{ﬁ),
2| ye— G |
K=l
(,7 =1, ’ m)

Le m successioni (32) sono dunque costituite di funzioni equilipschitziane
nel complesso delle variabili (¢, ..., ¥s).

Se (@, Y1, vy Yr)y (X", ¥1y oy, Y¥r) sono due punti qualsiasi del campo
T, con « < x", dalle (68) e (84) segue anche

(88) | 2@, Yoy ooy Yr) — X Yoy s Yo) | S

al!

< H© f [m*HM(X) V(X) + 2U(a) G(X) + N(X)]dX,

e in modo noto si prova che le m successioni (32) sono costituite di funzioni

equiassolutamente continue in x su ogni segmento appartenente al campo
T e parallelo all’asse «.

Dalle (87) e (88) si deduce immediatamente quanto abbiamo asserito
all’ inizio del presente capoverso.

7)) Le m successioni (32) sono dunque costitnite di funzioni ugual-
mente limitate (cfr. capoverso d)) e ugualmente continue (cfr. capoverso

precedente) nel campo I. Dalle # successioni (32) si possono dunque
estrarre m successioni () (oftenute per j=1, ..., m)

zj‘”v’(w, Y1 w5 Yr) v=12 ..}

{(**) Il teorema di GIULIO ASCoLI. vale anche per funzioni di due o pill variabili in
campi finiti a due o pil dimensioni; cfr. C. SEverini. Sul problema di CAucHY. «<Atti Ace.
Gioenia di Scienze Naturaliin Catania», Serie 5 Vol. X (1916), Mem. XXIV, pp. 130 (cfr. §1,
rp. 1-9).
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le quali convergono uniformemente iu tutto il campo T a m funzioni
(9) 2, Yo, o Yr); (=1, ..., m),

le quali sono di classe @ nel campo 7, e precisamente soddisfano le disu-
guaglianze, che si oftengono dalle (42), (87), (88), sostituendo in esse le fun-
zioni 2i(®, 9, ..., y), (4 =1, ..., m) alle funzioni é}”‘(m, Yis vy Yol

Dalle (30) segue immediatamente che le funzioni (9) soddisfano le
equazioni integrali (27), e dalle (81) segue che, comunque sia il punto
(#1, ..., ¥») mnel rettangolo R, sono soddisfatte le condizioni iniziali

(10) zi(o’ Yi; ey ?/w-) = CPj(?h, ey ?/'r)a {]: 1; weey 'm’)'

Per via puramente algebrica dalle (27), tenendo conto delle {1) e (28),
si deducono le (25) (efr. capoverso b)); se (x, ¥1, ..., ¥r) & un punto qualsiasi del
campo T, le funzioni 2,(X, gu(X; @ 91, s Yr)y s Girl X5 X, Y1y ey Yoy
(j=1, ..., m) sono assolutamente continue in X nell’intervallo (0, @);
infatti per le proprietd rilevate poco sopra delle funzioni (9), tenuto conto
anche delle (16}, risulta per 0= X' < X" =<z

89) [ 24X gl X, ® Yoy ooy Yr)y woon Ginl X5 @ 91y o, Yr)) —

— (X", gl X5 2 Yoy s Yr)y e gl X5 0, Yoy ey Yo)) | =

X

< f 3 %‘;‘l M(t) + H® [m*HM BV (i) + 20(a) G{t) +N(#)] | d,
X

(=1, ..., m)

Nelle (25) si pud allora eseguire una integrazione per parti (cfr. anche
capoverso b)), oftenendo le

X

(22) 2 A (X, i, oes Gin) deflX, gc;x 9ir) gx =
j=1

:f fi[Xy Givs vy Gir; zl(X7 Givs oy gir)’ ey zm(X) Girs e gi"‘”dXJ

=1, .., m}

dove si & utilizzata la posizione (12'). Sviluppando a partire dalle (22)
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considerazioni simili a quelle esposte nel capoverso f) a proposito delle
(54), considerazioni che nel caso delle (22) riescono pitt semplici, si giunge
a provare che in quasi tufto il campo T le funzioni (9) soddisfano il
gistema (I).

3. Complementi. - a) Evidentemente, se le funzioni pgul®, ¥, ..., ¥r),
(t=1, .., m; k=1, .., v) sono definite in tufto il campo
Dy: 0se<a, —co<pm<+ox, ., —oolyr<+oo

non occorre introdurre, come nel n. 2 a), le funzioni Bulw, ¥4, ..., ¥s), © le
(16) sono soddisfatte, comunque sia scelto il punto (x, %, .., ¢} nel campo Dy.

b) Se le funzioni fi(x, 1, ., Yr; 21, -, 2m) sono definite, invece che
in tutto il campo C, soltanto per (x, y,, ..., ¥,) variabile nel campo T e
per |z | =%, (j=1, .., m), dove le Q; sono costanti positive, il teorema
di esistenza, dimostrato nel n 2, & ancora valido, nell’ipotesi che, al variare
del punto (y, ..., ¥») nel rettangolo R sia

(90) | ij(yla ?/r) [ SKJ'(O) <97" U: 17 ey m)v

e che al campo T, indicato nell’ enunciato di tale teorema, si sostitnisea il
campo

Thi; I=se<<ald, —b, +f My(b) dt <y ébk—-f M(t) dt,
0 o

dove al'l & un numero positivo (con al*l < a), che verra precisato tra poco.
Definiamo infatti le funzioni Fiw, 41, .., ¥r; 21y ooy 8m)y, =1, ..., m)
in tutto il campo C come segue:

per (®, 1, .., ¥-) nel campo T e |[gz;| <Q;, (=1, ..., m), poniamo
F’i(xy .%, ey Yri 2, Tery zm) :f’b(w) Yy wovs ?/r» Biy e, Zm)) (Z: 1} ey ”l);

poi per ogni intero j, che assume successivamente i valori j =1, 2, ..., m,
per (x, ¥, ..., ¥} in T® e per

—oo <7 <+ oo ., —o0 LBy < 4o,

- 9}+1 < B 1 < QH-I) ey T gm L By < Qm}
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poniamo
F’i(w’ Yy woey Yrs Brs vy Bjury By Biga, o, zm) =

= Fi®, Y1, s Yry &1, — Qf, Zip1, or, By (i=1, ..., m),
per

5 < — Q3
Fi(, s, o5 Yr; 21, ooy Bjm1y By Biety ooy ) =

= File, .. Yry 2j—1, Rj, Ziges oy B =1, .., m)
per

5j>9;€*

Le fonzioni Fi(®, ¥, .. , Yr; 21y ooy Zm), (6=1, .., m) nel campo C
soddisfano evidentemente le condizioni (7} e (8) (nelle quali si pongano le
Fi(...) al posto delle f;(...)}, e per il sistema

(91) I Aglwe, Yis s Yr) oz, yé’ ey Yr) +
j=1 X
'd 82,(%, ?}1, ey y,) .

w .
+k=1p®k{w’ Yoy ooy ?/r) ayk

= Fi(, Y1, ) Yr; 2%, Y1y ooy Yo)v o B, Yo, ooy W)y, (E= 1, ., m)

& valido il teorema di esistenza dimostrato nel n. 2; esiste dunque un
sistema (9) di fanzioni di classe G nel campo T, soddisfacente la {91) in
quasi tutto il campo T, e soddisfacente la (10) identicamente nel rettangolo R.

Tenuto conto delle (10}, (84) e (90). dalle (68), nelle quali si ponga
=0 e si scriva a al posto di x” segue

@

| 2™, Y1, v, Yr) | = K@ 4 HO { [m*HM()V ) + 2U(a) G(t) + N(t)]dt,

%
1]

e basta scegliere il numero al'l tale da soddisfare assieme alla disuguaglianza
0 < a1 < @, anche a tutte le condizioni

alll

[ o 0+ 200 610+ Nar = H S

Ho {j=
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perché nel campo TV risulfi

L2/, yos s yr) | =8y, G=1, e, m),
e quindi anche

| 2i(e, 1, o, Yr) | <9, (=1, .., m),
dove le zj®, ¥, ..., ¥} sono le funzioni (9); allora nel campo I'™l &

F?:(m7 Yis ooy yr; zl(a’;, ?/17 0 yr)7 AR zm(xa Yis e yr))z
:'f’&(w; Yis ooy Yr; zl{x: Yiy ooy y?‘)} ey 2"731('707 Yis oy y’?‘”: (3: 1, vey W)

e le funzioni costruite z,(, ¥y, ..., ¥}, {f =1, ..., m) in quasi tutto il campo
Tt goddisfano il sistema (I) (e soddisfano le (10) identicamente in R).

¢} La soluzione (9) del problema di CAucHY (infeso in senso genera-
lizzato), definita nel campo T, della quale il teorema del n. 2 afferma la
esistenza, & unica, e dipende con continuitd dai valori iniziali; tali risultati
sono gia stati dimostrati in precedenza, pitt in generale, per un sistema
quasi lineare (*%).

g 2.

4. Teorema di esistenza (campo illimitato). - Le funzioni As;(x, 4, ..., ¥r),
(¢, § =1, ..., m) siano definite nel campo

Doo: Ogmﬁ{)&g, _°°1<?9’1 <+OO’ ey ——oo<y¢<+oo,

in ogni punio del quale valga lo (1); la (2) sia soddisfatia, in corrispondenzo
ad ogni r-pla reale (Y1, ..., y»), per ogni coppia ', x’, con 0<x'<a’"< a,,
e la (3) sia soddisfatia, in corrispondenza ad ogni x di (0, a,), per tutte le
coppie di r-ple (41, «., Yr)y Fr, oy Fr)-

Le funzioni pglee, 4y, ., yr), (=1, .., m; k=1, ..., r) siano definite
nel campo Do, su ogni segmenio 0 <x <a, parallelo all’ asse x e apparte-
nente al campo Dy siano quasi continue in x, e, in corrispondenza ad ogni
x di (0, a;) siano continue nel complesso delle variabili (y,, ..., Yr); in

*®) Ofr. Mn. Cap. IV, § 2, n. 9, pp. 337-854, o n. 11, 856.858.
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corrispondenza a quasi tutii gli x di (0, ao), le (D) siano soddisfatte (**) per
tuite le r-ple reali (y., ..., y.) e le (6) per tutte le coppie di r-ple (y,, ..., ¥Yr),
@1y ooy Grh

Le funzioni fi(x, 4, ) Yr; 22, ooy 2m), (=1, ..., m) siano definite nel
campo
Cw 0= <ay; —co <Y< 09, vy, — 00 < Y, << 400}

—oo <L g < fo0, w, —o0 L8, <+ oo,

su ogni segmento 0= x <'a, parallelo all’asse x e appartenenie al campo
Co siamo quasi continue in x, e, in corrispondenza ad ogmi x di (0, a,), siano
continue nel complesso delle variabili (Y, .., Yr; %1, o, Bm); 0 corrispon-
denza a quasi tuiti gli o di (0, ao) le (7) siano soddisfalte per tutie le
(r-+ m) — ple reali (Yo, ..., Yr; 21, .., 2) € le (8) per tutle le coppie di (r 4 m)-

ple 1eali (i, vy Yry 21y s Zm)y W1y ooy Yo} Zis ooy Zom)e
Le funzioni @iy, ..., ¥»), (1 =1, ..., m) siano definile nel campo

By —oo < th < F oo ., —0 LYy < 4 oo,

e siano wi lipschilziane nel complesso delle variabili.

Allora wel campo D, esiste almeno una m-pla di funzioni di classe G
(9) # = zi(“’? Yy v Yr)s (7’= Ly vy m),

le quali in quasi tutto Dy soddisfano il sistema

(I) 'MZ Aw(m, :Ih; very g'r) azf(x; Y1y ooy yr) +
=t e
+ % Oik (@ Yry vy Yr) OZj(x, Yoy ooy Yr) —
k=1 ayk

- f’b{m7 “et s gﬂ zl(w) ylr ey yr)? ey By (933 Yiy vors yf))! {2: 1’ haddb4 "n}:
e in tutto R soddisfano le

(10) .%(O, Yi, e yr): czoi(yl; ) yr)y (¢ = 1, .., m).

(24) Nel presente enunciato non oceorreno le ipotesi (4).
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Sia ( o 5"} una r-pla di numeri reali positivi, soddisfacenti le
disuguaglianze

(92) f My (£) dt < bE, =1, .., r);

in corrispondenza ad ogni intiero k, con 1=k <7, consideriamo una suc-
cessione crescente di numeri

B, v=1, 2 8, ...)

tali che sia

lim b = + oo.
Vet - OO

Allora il teorema di esistenza dimostrato nel n. 2 (nel quale, in virtd
delle condizioni (92) si pud assumere @ = a,} e il teorema di wunicitd, citato

nel n. 3 ¢), assicurano che, in corrispondenza ad ogni v intiero positivo, nel
campo

T 0<wx<a, - b+ f Myit)dt <y <=bY — f My (1) de,
0 i)
tk = 15 very 1‘)
esiste un’unica m-ple di funzioni &, (w, yu, .., ¥»), (=1, .., m), le quali‘

sono di classe G nel campo T, soddisfano il sistema (I) in quasi tutto T,
e in ogni punto del reftangolo

RW): —bY =g =, ., — B < g, < B
soddisfano identicamente le condizioni
2f0, Y1y s Yl =9i(Yn, -5 W), =1, .., m)
Se (%, §1, ..., ¥») ® un qualsiasi punto del campo D, sia v, il minimo

numero intiern positive, tale che valgano futte le disuguaglianze

i |+ f Ma(t) dé < B, k=1, .., 1);
0
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il punto (%, @, ..., ¥-) appartiene (**) allora al campo T7'*9 e anche ad ogni
campo T con v > v,; posto per definizione

Zilt, Yis ooy Yr) == 2iyl®, Y1y ooe Yr) (t=1, .., m),

e tenuto conto che il teorema di unicitd, citato nel n. 8 ¢}, assicura che in
ogni punto del campo T'¢od &

Zivo\®y Yry vy Yr) =2y (X, Y1, vy Yr)y =1, .., m

in corrispondenza ad ogni intiero v con v > v,, ne segne che in ftutto il
campo Dy & pienamente definita una m-pla di funzioni (9) soddisfacente il

feorema.

5. - Un complemento. - La soluzione del problema di CAUCHY (inteso
in senso generalizzato) definita nel campo Dy, della quale il teorema dimo-
strato nel n. 3 assicura 1’esistenza, ¢ unica; cid segue da un teorema dimo-
strato anteriormente, sotto ipotesi anche pilt ampie, per un sistema quasi
lineare (*®). Se inoltre esiste una costante positiva H, tale che le condizioni

| Agile, 91y ey Yr) | = H, G j=1, .., m

valgano in tutto il campo D, la soluzione del problema di CAUCHY, costruita
nel n. 3 nel campo Dy, dipende con continuith dai valori iniziali; anche
questo risutato & gia stato dimostrato per un sistema quasi lineare ).

(%) B anzi, se 0 < &<a,, & interno al eampo T'(%w).

(%5} Cfr. (Mw), Cap. IV, § 2, n. 10 a), pp. 354-365, ¢ anche la memoria citata in (}),
§ 1, n. 4, TeorEMa II, pp. 118-120.

(27) Ofr. la memoria citata in (%), § 2, n. 9, Trorema IV, pp. 126-127.



