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Snnto. - Sot to  amp le  ipotesi  sono d i m o s t r a t i  u n  teorema di  es is tenza in  u n  campo t im i ta to  
e u n  analogo  teorema i n  u ~  campo i l l im i ta to ,  r e la t i v i  a l la  so luz ione  del prob lema di  
Cauchy (in seq~so gsnera l i z za to )  del s i s t ema  semilinea~'e 

(I) v Ai j (x ,  Y i ,  ".., Yr) y~ . . . .  , Y r ) +  
~zj t x, 

k ~ l  ~X 

+ ~ p~.k(x, Y~, ...~ yv) 
~z.i(x, y~ ... .  ' Y~) t=f~(x ,  

Oyk Y i ,  . . . ,  Y~; z~ ( . . . ) ,  ..., z m ( . . . ) ) ,  

(i ~ 1, ..., m). 

L a  soluzione ~ r icercata  nel  campo funz ionale ,  costitui~o dal le  m - f i e  d i  f u n z i o n i  
z~{x, y~, ..., y,.), ( i ~ 1 ,  .... m), le qua l i  sono defini te  in  u n  ben de te rmina to  eampo,  
sono iv i  a s so lu tamen te  con t inue  in  x e l ip sch i t z iane  nel complesso dells v a r i a b i l i  
(Yt . . . .  , Yr). e sodd i s fano  i l  s i s t ema  (I} quas i  ovunque  i n  tale campo. 

Abbiamo dedieato, aleuni anni fa, svariate ricerche (~) al sistema di 
equazioni quasi lineari a derivate par~iali del primo ordine 

(a )  ~czdx, y~ , . . . ,  y ~ )  ~ , z ,~ (  . . .  )] ~zi(~c, y~ , . . . .  y , . )  

=f~[x ,  y~, . . . , y , . ;  z~ (...), ..., z~( . . . ) ] ,  {i -- 1, ..., m), 

di •cui abbiamo considerato so luz ioni  i n  senso general izzato,  intendendo come 
solu~ione del sistema (a) ogni m - p l a  di funzioni z~(~c,y~, . . . , y , ) ,  ( i -  1,. . . ,m), 
le quali nel proprio campo di definizione (che viene speeif icato,caso per 
caso) sono assolutamente continue in x e lipschitziane nel eomplesso delle 

(i) ~I. CI~QuI~'~I CIBRhR~O, S i s t emi  di  equaz ion i  a der iva te  p a r z i a l i  i n  pii~ var lab i l i  
indipendent i~  Annali di Mat., S. IV, Vol. X L I V  (1957), pp. 357-418. 

M. C~NQUINI CIBRARIO, Ulteriori  ricerche in tor~o  a i  sisten~i di  equaz ion i  a dsr i va le  par .  
z i a l i  i n  p i ~  v a r i a b i l i  i nd ipenden t i ,  Annali Scuo]a ~ormale Sup. di Pisa~ S. I I I ,  Yol. X I I I  
(1959), pp. 449.488. 
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variabili  (y~, ..., y , ) ,  e soddisfano il sistema ~a) quasi ovunque;  in tale 
campo funzionale abbiamo risolto il problema di CAveI~¥ relativo al sistema 
(a), dimostrando teoremi di esistenza, di unicith e di dipendenza continua 
dai valori iniziali. 

A tale ordine di r icerehe appart iene anehe una memoria  successiva ~), 
nella quale per  il sistema (di tipo pifi generale del sistema (a)} 

(b) Z Aij[x,  y~, ..., y,.: z~(...}, z, , ( . . . ) ]  ~z~(x, y~ . . . .  , y~) 

~- ~ ~k[x ,  ~ ,  . . . ,  Yr; z~( ), z~( )] Ozi(x, y~, ..., Y')I---- k=~ . . . . . . . . . .  3yk 

--f~[x,  y~, ..., Yr; z~(...), ..., z~,(...)], ( i ~  1, ..., m) 

abbiamo dimostrato svariati teoremi di unicith, e di dipendenza cont inua dai 
valori iniziali della soluzione del problema di CAucI~Y, intesa aneora in 
senso generalizzato. 

Nella presente memoria  iniziamo lo studio dei teoremi di esistenza della 
soluzione del problema di CAvc~¥ relativo ~I sistema tb); in questa prima r icerca 
consideriamo il caso, in cui il sistema ~b) ~ semilineare, e quindi ha la forma 

(I) Z A~j(x, y~, ... y,.) ~zi(~c' y~' ""' y ' )  
i=, ' ax + 

= f , [ x ,  y , ,  . . . .  y , . ;  . . . ,  (i : 1, ..., m). 

Con un cambiamento di funzioni incognito il sistema (I), come ~ noto, 
pub essere ricondotto ad un  sistema semilineare del tipo (a), ma, per stabi- 
life teoremi di esistenza relativi al sistema (I) seguendo tale via, occorrono 

(2) M. CINQut~r CInRARI% Teoremi di unicit~ per sistemi d~ equazioni a derivate parz ia l i  
in  pii~ variabili  indipendenti, ,Annal i  di Mat.>>, S. IV, Vol. X L V I I I  (1959), pp. 103-13~. 
Per  una esposizione organica dei risultati contenuti in tale memoria e nolle due citate in 
(l) cfr. anche 

M. CINQUINI CIBRARIO e S. CIbtQUINI, Equazioni a derivate parz ia l i  di tipo iperbolico~ 
~Monografie Matematiche del C.N.R.,, ~ .  12, ]~dizioni Cremonesi, Roma (1964); Cap. IV,  
.~ 2 o §3~ pp. 335-383. 

Tale volume sarh citato in seguito con (Mn). 
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ipotesi restri t t ive circa le derivate prime delle funzioni Aq(x, y~, ..:, y.), 
mentre  nel presente lavoro i teoremi di esistenza vengono stabiliti sotto 
ampie ipotesi, del tipo di quelle introdotte nella nostra memoria  citata in (~) 
per i eorrispondenti  teoremi di unicit/L ed ~ studiato diret tamente il 
sistema (I). I proccdimenti  di dimostrazione del presente lavoro da una parte 
r iprendono il metodo sfruttato helle memorie  citate in (~) per stabilire 
teoremi di esistenza, raff inando e completando tale metodo con ulteriori  
artifici per adattarlo al sistema (I), e dul l 'u l t ra  si ricollegano ad alcune 
delle eonsiderazioni sviluppate nella memoria citata in (~) a proposito dei 
teoremi di unieith. 

iNel § 1 dimostriamo un teorema di esistenza in un eampo limitato e 
nel § 2 un  teorema di esistenza in un campo illimitato. 

§1. 

1. DEFINIZlOI#I.- Richiamiamo alcune definizioni t8). Siano Mh(w), 
(k : 1, ..., r) funzioni quasi continue, non negative e integrabili  (4) hel l ' in ter .  
vallo (0, a), e siano b~, (k = 1, ..., r) numer i  positivi, tali the  per 0 ~ w  < a 
sia 

I' Mr(t) dt < bh, 

0 

(k = 1, ..., r), 

mentre  per x - - a  pub anche valere l 'uguaglianza.  

Una funzione z(x, yl . . . .  , y,.), definita nel campo 

T: O ~ x < a ,  

0 0 

(k = 1, ..., r), 

chiamata di classe G nel campo T, se su ogni segmento appartenente al 
campo T e parallelo all' asse x ~ funzione assolutamente continua della sola 
x e se esiste una costante H > O, tale the sia 

I z (x ,  y l ,  . . . .  . . . ,  H I 9k t 

per tutte le coppie di punt i  (x, Y l ,  . . . ,  y,.), (~, ~J,, . . . ,  f/,.) appartenenti al 
campo T. 

(a) Cfr. (Mn), Cap. I V ,  § 2, n. 8, pp. 335.337. 
(4) I n  tut to i l  l avoro  l ' in tograbi l i t /~  ~ in tesa  nel  senso di LEI~ESOUE. 

annal i  d{ M~tematiea 16 
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]~ ev iden te  c h e l a  funz ione  z(x, y~, ..., y,,) ~ c o n t i n u a  in tu t to  il c ampo  
T;  ino l t re  in  quas i  tu t t i  i ,punti  di T essa  ~ d i f fe renz iab i le  nel  complesso  
de l le  var iab i l i  (y~, ..., y,.) (5). 

Una funzione zip, y~, .., y,), definita nel campo 

D~:  0 _ ~ a ,  - - ~ y k < + ~ ,  ( k - -  1, ..., r) 

chiamata di elasse G in tale campo, quando soddisfa alle ~ndiz ioni  della 
precedente definizione, ore il campo T ~ sostituito dal ca~rtpo D~. 

U~a~funzione g(X~ x, y~, ..., y,.), definita per ogni X di (0, a) e per ogni 
(x, y~, ..., y~) appartenente al eampo T (al campo D~), ~ chiamata di classe 
G[ ~] nel suo campo di definizione, se in corrispondenza a ogni (x~ y~, ..., y,) 
di T (di Do:} ~ funzione assolutamente continua di X in (o, a), e se, in corri. 
spondenza ad ogni X di (0, a), ~ di elasse G in T (in D~). 

2. Teorema di es is tenza (campo l imitato) .  - Siano Mh~o)qx), tk = 1, ..., rt 
funzioni quasi continue, non negative e integrabili nell'inlervatlo (0, ao); 
siano ba (°), (k - -  1, ..., r) humeri  positivi tali che per 0 ~ x ~ ao siano veri- 
ficale le disuguaglianze 

x 

f M~'°)(t) dt ~ b~ (°~, 
0 

Ck --- 1, ..., r), 

dove si intende che per x - - a o  pub anche valere l'uguaglianza. Siano 

A~(x, y~, ..., y~), (i, j - - ! ,  ..., m) funzioni continue nel campo 

0 0 

indieato con A i l  determinante, i cut elementi sono le funzioni A~(w, Yl, ..., Y;.), 
(~, j - - t ,  ..., m), in  tutto il campo T ~°) sia 

1) A = I .  

(5) Cfr. t-I. RADE~ACHER, ~fber partielle und totale Differenzierberkeit yon Funktionen 
mehrerer V~riabeln und i£ber die Transformation der Doppelinlegrale.,Math. A n n a l e n , ,  
Bd. 79 (1919), pp  340.359; in par t ico la re  P a r t e  I ,  n. 3, Teorema I ,  p. 347. 
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Esistano m ~ funz ion i  ~i(x), {i, j -  1, ..., m) quasi  continue, non negative 
e integrabili  in  (0, ao), e una  costante posi t iva A, tali the sin 

~rr 

(2) ! A,~(x', y~, ..., y,.) A ~-" f - -  ~j~., y~, ..., y~) ! ~ ~t~(x) dx, ti, j = i, ..., mt, 

per tutte le topple di p u n t i  (x', y~ . . . .  , y,.), (~", y~, ..., y~) del campo T (°) 
fs 

0 0 ~  ~ '  ~ g~ , e 

(3) I A,j(x, y l ,  ..., y,.) - -  A~ i(x, ~ ,  ..., ~]~) I ~ h ~ I Y k - -  Ya I , (i, j - -  1, ..., m), 

per  tutte le coppie di  p u n t i  {x, y~, ..., y~}, (x, ~ . . . .  , ~,.) del campo T (°). 

Le funz ion i  pik(x, y~, ..., y,.), ( i - - -1 ,  ..., m;  k -  l, ..., r) siano definite 
nel campo T ~°~, siano quasi  continue in  x su ogni segmento appartenente al 
campo T ~°) e parallelo al l 'asse x, e, in  corrispondenza ad ogni x di  (0, ao), 
siano continue nel complesso delle variabili  (y~, ..., y~) in  tutto it rettangolo 

R~:  - -  bh 45 f Mh(°'(t) dt ~ Yh ~ bh - -  Mk'°'(t) dt, (k - -  1, ..., r ) ;  
0 0 

esistano r + t funz ion i  Mh(xi, (k - -  1, . . . ,  r), L(w) quasi  continue, non negative 
e integrabili  in  (0, ao) con 

(4) Mk , ) ~ Mh(x), (k - -  1, ... r) 

in  quasi  tutto (0, no), tali che per  quasi  tut t i  gli  x di (0, ao) s ia  

(5) t ~ ( x ,  y , ,  ..., Y , . ) t ~  MA(x), ( i -  1, ..., m; k - - 1 ,  ..., r), 

in  tutti  i p u n t i  (Yl, ..., y,.) appartenent i  al  rettangoto Rx  e anche 

(6) I ~k  (w, yl  ., . . . ,  y ~ ) -  ~k(x, ~21, .. . ,  ~,.)] ~ L(x) ~. ] y ~ -  f/~ ] ,  

(i---- 1, ..., m ;  k - -  1, .. . ,  r), 

per tutte le coppie di p u n t i  {Yl, ..., Y,-), ( ~ ,  ..., 74,.) appartenent i  at ret. 
tangolo R ~ .  
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S iano  f i (x ,  y~, ..., y~; z~, ..., z,~), ( i - - 1 ,  ..., m) f u n z i o n i  definite nel 
campo 

x x 

O ~ x ~ a o ,  - -b~ 'o)+ f M ~ ( o ' ( t ) d t ~ y a ~ b ~ ' o ) - - f  Ma(o)(t)dt, ( k - -1 , . .  , r b  

0 0 

- -o ,~  < z i < -4.-c% (j - -  I, ..., m), 

le qua l i  s iano quas i  cont inue in  x su  ogni segmento appartenente  al campo C e 
para l le to  all' asse x~ e in  corr ispondenza ad  ogni x di (0, ao) s iano continue 
nel complesso delle var iabi l i  (yl, ..., y,. ; z~, ...~ z,,,); esistano m -~ 1 f u n z i o n i  
N~lx), (i --  1, ..., m), L~(x) quasi  continue,  non  negative e integrabil i  in  (0, ao), 

tali  che per quas i  tutti  gl i  x di (0, ao) s ia  

(7) I f~(x, y~, ..., y,.; z~, ..., z,~) i ~ N~(x), ( i - -  1, ..., m) 

in  tutti  i p u n t i  (y~, ..., yr) del ret tangolo R~ e per  ogni m - p l a  reale (z~, ..., z~), 
e anche 

1 f (z, y , ,  . . . ,  . . . ,  5 ( x ,  y l ,  . . . ,  y , . ;  . . . ,  z , , l l  

Lt(~c){~ [ y a - - y a  1 + ~ [ z i - - z ] l  }, (i-----l, ..., m), 

per  tutte le coppie di ( r -~  m) - -p l e  lYl~ ..., Y,.; z~,... ,z~), (Yl, ..., Y,.; z l , . . . , z , , )  

con ~Y~, ..., Yr), (y l ,  ..., Y,.) appar tenen t i  al  rettangolo R~ e (z~, ..., z,,), 

(zl , ..., z,~) m - p l e  real i  qua lunque .  

S i a n o  bk, (k = 1, ...', r ) h u m e r i  pos i t iv i  con ba ~bh~o) e s ia a, con 
O < a ~ ao, il mas s imo  n u m e r o  tale che per  O ~ x < a valgano le 

go 

f Mh(t} d t  ~ bh, 
0 

(k - -  1, .... r), 

ore si in tende the per  x - -  a pub anche valere l' u g u a g l i a n z a  ; s iano 
oPt(Y1, ..., Y,-), ( i - - -1 ,  .... m) f u n z i o n i  definite nel rettangolo 

R :  - -  bl ~ y l  ~ b~, ..., - -  br ~ y,. ~ b,., 

e ivi  l ipsvhi tz iane nel  eomplesso delle variabil i .  
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Al lora  nel  oampo 

0 0 

esiste a lmeno u n a  nv-pla 

(9) 

di f u n z i o n i  di classe G 

z~ = ~(~,  y,  , ..., y~), 

(k = 1, . . . ,  r) 

le qual i  in  quas i  tut t i  i p u n t i  del campo T sodd is fano  il s i s tema 

" l 1 (I) ~, Aq(~,  y~, ... Y,.t ~zj(x, y~, ..., Y,.t ~ 

- -  fi[m, yz, ..., y,.; z l( . . . ) ,  ..., z,~(.. .)],  (i - -  1, ..., m), 

e in  tut t i  i p u n t i  del ret~ango~# ~ soddisfamo le 

(10) z,(O, y~, ..., y , . ) -  9~(y,, ..., y,) ,  ( i =  1, ..., m). 

a) P e r  ogni X del l ' in terva l lo  (0, ao) e per  ogni r - p l a  rea le  (Y~, ..., 3.)  
de f in iamo le funzioni  R~k(X,  Y~, ..., Y,.), ( i - "  1, ..., m ;  k - - 1 ,  ..., r t nel  
s eguen te  modo:  innan~i  tut¢o sia 

R~k(X, Y~, ..., Y,.) = p~k(X, Y l ,  ..., Y,.), ( i =  I, ..., m;  k =  1, ..., r), 

quando  il punto  (X, Y:,  ..., Y,.} appa r t i ene  al campo 

O ~ X ~ a o ,  

X X 

- -  bk'°' -t- f M~'°'(t)dt ~ Y~ ~ bk'.) - -  f ~lk'o' (ti dt, 
o O 

poi per  ogni in tero  v, il qua le  a ssume suece~s ivamente  i valor i  v = 1, 2, ..., r, 
per  

O ~ X ~ a o  

- -  o~ < Yl  < q- oo 

(k--- 1~ ..., r), 

(i = 1, . . . ,  m) ,  
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X Y 
/~(o) f (o)~ _.._./d(o) f (o) - -  ~ + ~  + M~+~( ) d t  ~ Y;+~ ~ ~,~+ ~ - -  M ~+~ (t) at 

0 0 

sia 

X X 

0 o 

R,~(.. .) = l~**(X, L ,  ..., Y,~+~, 

quando 

__ b 'o' + 

x 

j M~'°'(t)(dt, Y~+~, 

0 

x 
- -  b~'o,+ f M~'o'(t)dt > Y~, 

0 

x 
... , . . . ,  ~ - -  l ~  ( t } d t ,  Y~+~,  . . . ,  Y,.} 

O 

quando 
x 

b~ °~ - -  f ~/?)(tt d~ < Y~. 
0 

Dalle (5) e (6) segue the  per quasi tutti  gli X di (0, a°) 

(5't 

..., Y,.), 

I R M X ,  Y~, ..., Y ¢ ) I ~ M a ( X ) ,  ( i = 1 ,  ..., m; k - - l ,  ..., r}, 

per tutte le r -p le  reali  (i71, ..., Y,.), e 

(6') ] R~(X, Y~, . . . ,  Y , . ) -  R,~(X, )7~,. . . ,  Y,-)I <--L(X) ~ I Y h -  Yk l ,  
¢ J =  1 

( i - - 1 ,  ..., m ;  k - - l ,  ..., r), 

per tutte le coppie di r -p le  roali (I71, ... ,  Y,.) (I)i ,  ..., Y,). 
In  corrispondenza ad ogni intero i con 1 ~ i ~ m  e a d  ogni punto 

(;v,. Yl, ,.., Y~) appar tenente  al eampo 

D~) : O ~ x ~ ao , - -  c~ < y~ < -4- c~, ... , - - ~ < Y ~ < ' 4  - ~  

consideriamo il sistema di equazioni differenziali  ordinarie 

(11) gi~(X; x, yl, ..., y , ) =  y ~ -  f R,~(t, g~l, ..., g~) dt, 
X 

(k - -  1, ..., r) 
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n e l l e f u n z i o h i i a e o g u i t e  g ~ ( X ;  x,  y~ . . . .  , y~), (k----1, ..., r ) .  o re  ta var iab i le  
indipenden~e X var ia  'ne l l ' in te rva l lo  (0, ao), e al seeondo membro  si in tende  
che sia 

(12) g,~ : gi~(t; x,  y~, .... , Y,.), (v - -  1~ ..., r). 

I ben  noti  teoremi  di es i s tenza  e di unieiti~ di C. CARATt~ODOI~Y (6} 
as s i cu rano  ehe nel  campo 

O ~ X ~ a o ,  O ~ x ~ a o ,  - - o c ~ y ,  ~ ~ - ~ ,  ..., - - 0 0 ~ y , .  ~ - b c ,  c 

esis te  u n ' u n i e a  r - p l a  di funzioni  

(13) g i k (X ,  x,  y~, . . . ,  y~), ( k -  1, ..., r), 

le quali ,  in co r r i spondenza  ad ogni~ pun to  (~c, y~, ,.., y,.) del campo D~), ~ sono 
a s s o l u t a m e n t e  con t inue  in X ne l l ' i n t e rva l lo  (0, a o ) e  soddis fano  il s i s tema 
(11); inol t re  le funzioni  (13) sono di c lasse  G[ ~] nel  Ioro campo  di def inizione,  
poich~, c o m u n q u e  s iano X e x in (0~ a o ) p e r  tut te  le coppie  di r - p l e  real i  
(Yl ,  . . . ,  Y~), {~1, ..., ~,.) valgono le (T) 

~' ] g~k(X; x ,  y , ,  ..., y , ) - - g ~ ( X ;  x,  q)~, ..., Y=) I 
(14) k=l 

~0 

~ e  x ~ e  o 

(14') Igor (X;  X, Y~ . . . .  , y,.) - -  g~k( X ; x,  y~ . . . .  , Y~) I 

$ff a o 

r - - 1  1 r l f L(t)a~ ] r - - 1  1 r ] L~t)dt 
~ - - r  - ~ e  x ~ - - r  + r e  o , ( k - - l ,  ..., r), 

(6) C. CARATHI~ODORY, Vorlesungen i~ber reelle Funktionev~, Teubner, Leipzig 1918; cfr. 
Kap XI, nn. 582 e 583, pp. 672.673. 

(7) Per le {14}, (14% (15) cfr. ta prima memoria citata in (t), § i, n. 1, pp 360.363. 
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e inoltre in eotr ispondenza ad ogni r-pla reale IY,, ..., Yr) e a d  ogni X di 
' ~" di (0, ao) con ~c '~ x" val:e la (0, aot per tut te  le eoppie di valori ~c, 

~t¢ X 

(151 4] 9~k(X;x' ,yl  f, M(t)dt. e* [ /  L(t)d,] 
k = l  

~ M (t) dt. e ~ f L(t)dt 
0 

dove si ~ posto 

(16) M(~o) = ~ M~(x). 
k..~-I 

In particolare,  se it punto (~c, y~, ..., y,) appar t iene al eampo T e se 
0 ~ X  ~ ~, risulta,  came si verif iea immedia tamente  (~) 

(17) 
x x 

o 0 

e in part icolare 

(k --  1, ..., r), 

(17') - -  b~ ~9~ , (0 ;  ~, yl,  ..., y,.)~--b~, ( k - - 1 ,  ..., r). 

Tenure conto del mode, nel quale sono state definite le funzioni 
R~k(X, Y1, ..., Y,.) e della (4}, se il punto ix, YI . . . .  , y~) appart iene al campo 
T e d  ~ 0 <: X ~ x ,  le fanzioni (13) soddisfano anehe it s istema differenziale 
(seritto in forma integrale) 

(18) g~k(X; x, Yl, ..., Y,4-" y k -  ( f ~ k ( t ,  g~I, ..., gi~)dt. 
x 

dove vale aneora la posizione (12). 

b) Nel presente  eapoverso r ipren4iamo brevemente  le considerazioni 
svi luppate  nella dimostrazione del teorema di unicitit (9~ e eib atlo scope di 
stabilire un sistema di equazioni integrali  (e preeisamente le (27)), ehe 
saranno fondamental i  nella presente dimostrazione. 

(s) Cfr. anehe (Mn), Cap. IV, § 2, n. 9 ~), pp. 34~345. 
(~) Cfr. (Mn) Cap. IV, § 2, n. 9 7), PP. 347.351. 
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Consider iamo la  i - e s i m a  equazione  del  s i s tema (I), ind icando  con X, 
](~, .... Y~ (anzich~ con x, y~, ..., y,)  le var iabi l i  indipendenti~ e supponend~) 
che esista un  s i s tema di funzioni  zi(X,  Y~, ..., Y,.), ( i - - 1 ,  ..., m) soddisfa- 
cent i  il t eo rema;  sos t i tuendo alle var iab i l i  Y~, ...~ :Y,. le run , ton i  (13), ove 
(x, y~, ..., y,.) ~ un  punto  del  eampo T e d  ~ 0 ~ X ~ x ,  si o t t iene 

(19) J=~ A~j(X,  g~ ,  . . . ,  gir) t ~zj(X~ g,~,~Z "" '  g,r) _.~ 

_~ v ~k(X,  g , , ,  ..., g, ,)  azjtX, g,~, ..., g,,.) 
k=~ ~Y~ "-  

- - f ~ [ X ,  g,~, .. . ,  g~,.; z~(. . .) ,  ..., z~(...}], 

dove si in tende  che sia 

(12') g,~ ~ g,,~ (X; x ,  y~, . . . ,  y~), (v---1,  ..., r), 

e al secondo membro  inol t re  

(20) z, ( . , . )  = z,  ( x ,  g , , ,  . . . ,  g, , . ) ,  (s = 1, . . . .  

In  cor r i spondenza  ad ogni x di (0, a), per  quasi  tu t t i  i punt i  (y~, ..., y~) 
del re t tangolo  Ro~, la (19) vale  per  quas i  tu t t i  gli X de l l ' i n t e rva l lo  
O ~ X ~ x  (~0). La  (19) si pub anehe  scr ivere  ne l la  fo rma 

m 

E A¢i (X  , g~,~ ..., g,~) d z j (X ,  g ~ ,  .. . ,  g~,.) _ 
i=1 d X  - -  

= f ~ [ X ,  g ~ ,  ..., g~,; z~(.. .),  ..., z~( . . . ) ] ,  

come si d imos t ra  con cousiderazioni  s imil i  a quel le  sv i luppate  a proposi to 
del  t eo rema  di unicit~t (~); i n t eg rando  en t rambi  i membr i  del la  (21) r ispet to  

(io) Cfr. per tale affermazione 1. e. in (o); ivi ~ considerato pi~ in generale il caso, in 
cut le funzioni A,.j, Pile dipendono oltre che da x, y~, ..., y~, anche da z~, ..., z,~. 

(li) Cfr. (Mn) Cap. IV, § 2, n. 9 ~), pp. 345.346, e inoltre il teorema di derivaziono 
delle funzioni composte, stabilito nella prima memoria eitata in (~) (§ 1, n. 4, pp. 369.370). 

Anna~i d¢ M a t e m a t i v a  17 
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a X ne l l ' in te rva l lo  0 ~ X ~  x, si ott iene la 

(22} ; ~= A~j(X,  g , ,  ..., g~,.) dz j (X,  g ~ ,  ..., gw)  d X  - -  
i 1 d X  

0 

= f f ,[x,  a,,, ..., g,,.; z , ( . . . ) ,  . . . ,  
o 

la quale, in corr ispondenza ad ogni x di (0, a), vale in quasi  tut t i  i punf i  
{y~, ..., y,) del re t tangolo R , .  

In  eorr ispondenza ad ogni punto  (x, y~, ..., Yr) de1 eampo T l e  funzioni 

(23) A~j(X, g , , ( X ;  x ,  y~, ..., y~), ..., g , , ( X ;  x,  y~, ..., y~)), (i, j - -  1 . . . .  , m)  

sono asso lu tamente  cont inue  in X nel l ' in terva l lo  (0, x); infatti,  tenuto conto 
delle (2), (3), (5), (18) e del la  posizione (16), per  ogni coppia  X' ,  X "  con 
0 ~ X '  ~ X" _~ x r isul ta  

(24) ' i ! , ° ,  , * , ,  t A # ( X  , g~( ; x ,  y ,  , ... , y ,  ), , g , ,  (X'  ; x. y , ,  , y , ) ) - -  

- - A , i { X "  , g ,~(X";  ~c, y~, ..., y,.), ..., g , , . (X ' ;  x ,  y l ,  ..., y , ) )  l ~_ 

X r , 

< f (l~,i(t) q-  A M(t)) dt,  

X'  

(i, j = 1, ..., m). 

In  corr ispondenza ad ogni punto  (x, y~, ..., y~) del eampo T le funzioni  
(23t ammet tono  der ivata  f ini ta r ispet to a X in quasi  tutto l ' in terval lo  
0 ~ X - ~ x ,  e dal la  (24) segue 

(24') 

ehe 

[ dA¢~(X, g ~ ( X ;  x ,  y , ,  ..., y,), ..., g , ( X ;  x, y, .. . .  , y,.)) 
d X  

~#(X t q- AM (X}, (i, j = 1, ... ,  m}. 

Allora dalla  (22), in tegrando il pr imo membro  per  part i  e tenendo conto 

(18') g~k(~; x,  Y l ,  ..., Y,-) - -  yk ,  (k = 1, ..., r), 
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e che, per  ipotesi ,  sono soddisfa t te  le (10), si o t t iene  

(25) 

0 

o r e  si 6 posto 

X Aq(m, y~, .. . ,  y , . ) z i (x  , y~, ..., Yr)-"  

m 
~ Ai~(O, o (°) ~ rdo)* ,~ tt,(o) a(o)t 4-  

1=1 

m 
y, d A q ( X ,  g i l ,  ..., go-) z i ( X  ' g~ . . . .  , g , ) +  

~=~ d X  

+ f~ (X ,  g,1, ..., g,~; z l ( . . . ) ,  ..., z~,{. . .)]} d X ,  

(26) ,~(o) = gi~ (0 ; m, y~, . . . . . .  , ~ , y~), (k = 1, r), 

e si i n t ende  che al secondo membro  va lgano  le posizioni (12') e (20). 

P e r  / - - I ,  ..., m l e  (25) cost i tu iscono un  s i s tema d i m  equazioni  a lgebr iehe  
l inear i  hel le  incogni te  zi(x , Y l ,  ..., Y~), ( j - - 1 ,  ..., m); tenuto  conto della (1), 
e indica to  con ¢¢ti(m, y ~  ..., y~} il complemen to  a lgebr ico di A~j(x, y~, .. . ,  y,.) 
nel  d e t e r m i n a n t e  A,  si o t tengono le 

(27) z i{x, Yt ,  ..., Y~) - -  ~i(m, y t ,  ..., y~) + 

+ ~ aq(x, y l ,  ..., Y,.) ~ d a i , ( X ,  g n ,  .. . ,  g , , )  
i=1 ~=a d X  

0 

z , ( X ,  g i l ,  . . . ,  g i r )  + 

+ f , [x ,  g,1, ..., g,,.; zl(...), ..., z , , ( . . . )]  IdX, ( j  = 1, ..., m), 

dove si i n t ende  t h e  al secondo m e m b r o  valgono le posizioni (12') e (20), e 
inoltre~ pe r  brevit&, si 6 posto 

(28) 
m $}$ 

~ i ( x ,  Yl ,  , Yr) - -  Z aij(x, Yl ,  y,.) Z A , ,  (0, -~o) ,(o)~,n tn(o), , g~7), 
. . . . . .  ~ ~ ] I z  ~ "'" ~ ~ i r  ]~rs~il  " ' "  

/,----1 s - ~ - i  

( j  - -  1, ..., m). 

Le  funMoni IYi(m , Y l ,  . . . ,  y , )  sono d u n q u a  con t inue  nel  campo T, e, 
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in virtfl delle (1), (18) e (26), soddisfano le 

(2s,) tg+(O, y , ,  ..., y ~ ) -  ~j(y~, ..., y,.). 

Se 6siste dunque una m - p l a  di funzioni (9), soddisfacenti il teorema, in 
corrispondenza ad ogni x di (0, a) le funzioni (9) soddisfano le (27) in quasi 
tutti  i punti (y, . . . .  , y,.) del rettangolo R x :  ]e (27) anzi valgono in ogni 
punto del campo T (,2), ma non stiamo a provare ques t 'u l t ima osservazione, 
ehe non viene utilizzata nel seguito (~). 

c) Nel presente  capoverso e nei suecessivi ei proponiamo di costruire 
nel campo T u n a  m-p la  di funzioni (9) di classe G, soddisfacenti il sistema 
di equazioni integrali  (27) ident icamente  nel  campo T; a tale scopo adatte- 
remo a tale sistema il metodo, ehe /~ stato sviluppato nella dimostrazione 
del teorema di esistenza relativo al sistema (a) (,4), e che si fonda su una 
estensione opportuna del classico metodo di L. TO~CELLI (~). 

Per  ogni intero n > 2  definiamo le funzioni z~')(x, y , ,  ..., y,.), ( j - - l ,  ..., m,} 
pr ima nel rettaugolo 

R * :  - -  - . . . ,  - -  2 ~ x ~ O' - -  b, ~ y~ S~ b~ , b,, ~ y~ <~ b~ 

mediante le posizioni 

(29) z~)(x, y~, ..., y, . ) - -~ j (y : ,  ..., y,.), ( j - - 1 ,  ..., m), 

e poi in tutto il campo T mediante  le 

(30) 

+ ~ ~j(x, y, ,  ..., y,.) 
~::=1 

0 

y-,, ..., y ~ ) -  Wi(x, Y~, . - ,  y~) + 

d A ~ ( X ,  g~,, .... g , )  z~,)(X ~,  g, , ,  ..., g~)  -~- 
= ~ d X _  ' 

(c~) I n  virtt~ dol[o ipotosi fatte si pub dimostrare infatti  che il secondo membro di 
(~gnuna delle (27) b funzione continua ne] complesso delle variabili  in ogni punto (x, y~, ..., Yr) 
del campo T. 

(i3) :Nei capoversi successivi costruiremo un~ m-pla di funzioni zi(x, Yi, .", Yr), 
( j =  1, ..., m) soddisfacenti le {27) in tutto il campo T, dimostrando inoltre che tale 
m-pla di funzioni soddisfa il teorema. 

(~*) Cfr. (Mn), Cap. IV,  § 3, m 13, pp. 358-378. 

(t~) L. TONELnI, Sulle equazioni integrali "eli Volterra: ¢~J[em. R. Acc. delle Scienze 
di Bologna,,  S. V I I I ,  VoL V ([927.28), pp. £7-22. SuHe equazioni funzionali del tipo di 
Volter~'a, ~BulI. of the Calcutta Math. Sot.% Vol. XX (1929), pp. 31-~8. 
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dove 

) 
+ f,  IX,  g,~, ..., g , , ;  z~(~)(x--  ~ ,  g~ ,  ..., g ~ ,  ..... , z~)( ... ) ] I d X ,  

( j  - -  1, ..o, m),  

C~ 
~q4 ---- -- 

e si intende the  al secondo membro valgono ancora le posizioni (12'}. 

In  virtit del |e  (7), (24'), (28) si prova immedia tamente  che le funzioni 
z~(~)(x, y~, ..., y,.), ( j =  1, ..., m) sono l imitate nel campo R* e nel campo 
T. Inol t re  dalle (28') e (30} seguono le 

(31) z~(")lO, y~, ..., y , ) =  ~i(Y~, " . ,  Y~t, ( j  = 1, .... m).  

d} Vogliamo dimostrare,  nel presente capoverso, the  ognuna delle m 
suecessioni (che si ottengono per j - - 1  . . . .  , m) 

(32) z~(n)(w, Yl ,  ..., y~), (n = 2, 3, ... ) 

b costituita da funzioni ugualmente21imitate nel campo T. 

Pe r  ogni a~ di (0, a) si indichi con U(n)(x) il t imite superiore di 

nel campo 

O ~ X ~ x ,  

V t z/"){X; g, ,  ..., y , ) [  
j = l  

X X 

0 0 

( k =  1, ..., r). 

La funzione U(')(x) ~ evidentemente  non negativa e non decrescente  in 
(0, a), ed inoltre l imitata in (0, a} (per qnanto abbiamo rilevato alla fine del 
capoverso c)); tenttto conto delia posizione (29), possiamo definire la funzione 

(°)  U~')(x) anche in - - 2 ,  0 mediante la U ' ( x ) - -  U(')(0}. 

Indicate  con H, H (°) e con Ki,  ( j - - 1 ,  ..., m) costanti, non negative, 
tali che sia in tutto il campo T (°) 

(33) 
]A~i(x,  Y~, "", Y , ' ) I ~ H ,  

I ~ ( x ,  y~, ..., Y,')I ~ t t %  

(i, j - "  1, ..., m)  

(i, j =- 1, ..., m), 
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e in tutto il campo T 

(33') f tr~(x, y , ,  ..., y,.)I ~ Kj ,  (j = 1, ..., m), 

dalle (30), tenuto conto delle (7) e (24') seguono le 

x 

(34) I zj'"'(x, y~, ..., y,.) I ~ Ki  ÷ H(°' E ~#(X) ÷ 

0 

+ mA(X~]U'"'IX) + N(X} I dX, 

dove 

(35) N(z) = ~ N,(x). 

(j  - - 1  ..., m), 

Sommando  le (34) per j - - 1 ,  ..., m si ot t iene la 

(36} I zj('*'(x, y~, ..., y , } I ~ K - 4 - m H  '°~ { G ( X } U " ~ ' ( X ) ÷ N ( X ) } d X ,  
i=1 

0 

dove, per brevitY, si sono fatte le ul ter ior i  posizioni 

(38) G (x) --  Z Z ~tis(x) -b roAM(x). 
j ~ l  8 = 1  

Dalla (36t, tenuto conto del modo, nel quale  b stata defini ta  la funzione 
U(n~(x) segue (1o} 

(39) U""{x) K + f { ÷ NIX)} dX, 
o 

(i6) Per  il passaggio dalla (36) alla (39) cfr. "{Mn), Cap. IV, § 2, n. 9 5), p. 353. 
nora (~). 



M. CI2~QUINI CIBRAI~IO: Teoremi di esistenzc~ per slstemi, ecc. 135 

da eui, per  una  nora estensione del L e m m a  di GRO~wALL (17) 

__ Ke mH(O,/ G(t)dt ~ n~Ho f (40) UCn)(x) < o ~- ~¢H (°) j e o G(t)dt ~(X}dX'~ 

0 

indicate  con U(~¢) il secondo membro della (40), la funzione U(x) soddisfa 
l ' equaz ione  differenziale (scritta in forma integrale) 

(40') U(x) - -  K-q- m H  'o, f { G(X} U(X) -q-.1VIX)}dX, 
0 

ed inoltre in tutto il campo T 

m 

(41) Z t zS'"'(x, Y,,  ..., Y,-)I --~ U ( x ) ~  U(a), 
j = l  

e anche, tenure eonto delle t34) e della posizione (38) 

(42) ] z/~'(x, yl ,  ..., y,.) ] ~ Ui(x ) ~ Uj(a), ( ] - -  1, ..., m), 

dove r isul ta  (err. anche la (40')) 

(43) Uj(x) - -  K~ q- U(~c) -- K 
m 

Dalle (41) e (42) segue quanto  abbiamo affermato al pr incipio del pre- 
sente eapoverso. 

e) Le fanzioni  (32) sono di elasse G nel campo T, ed inoltre, in corri- 
spondenza ad ogni int iero n (con n ~  1) esistono m funzioni v/'~(x), 
{ j - - 1 ,  ..., m), quasi  continue,  non negative e integrabil i  in (0, a), tali ehe 
per  tut te  le eoppie di punt i  (x', Yl, .... y,.), (x", yl ,  ..., y,.) appar tenent i  al 
campo T, con x' < w " ,  sia 

(441 [ zj'n'(x ', y~, ..., y , ) -  z/"(x,", y~, ..., Y,.) I ~ f vj~"'(X)dX, 
X r 

( j -  1, ..., m). 

(~7) G. SANSO~E e R. CO~TI, Equazioni differs~ziali non lineari, cMonografie Mate. 
matiehe del C.N.]~.,~I~. 3, Ediz ioni  Cremonesi ,  Roma {1956), Cap. I, § 2, n 1, pp. 15-16. Si vede 
faci lmente che, nel case attuale,  il L em m a  di ~RONWALL~ pub essere appticato senza preoceuparsl  
se la funzione U(')Ix), limitata~ non nega t iva  e non  deerescente in  ~0, a), sia o no con t inua  
in (0, a). 
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(45) 

Posto 

0 

| 

+ f~[X, g.~, ..., g~ ;  z ~ m { X  - ~,,, g ~ ,  ..., g~), ..., z ( ~ ) ( X - -  ~,,  g~ ,  ..., g~r)] I d X ,  

(i : 1, . . . ,  m) ,  
le (30) si possono scrivere nel la  forma 

(30') ~/-,(x, u~, ..., u,)  = ~i(~, ~ ,  .... ~,) + ~ y ~ ( , ,  ~ ,  . . . . . . ,  ~ , ) z # , ( , ,  ~,, , ~ ) ,  

( / = ~ ,  ..., m). 

Fermiamo  l ' a t tenz ione  sulle fanzioni  (45), e cominciamo a considerare il 
campo 

5~ X 

0 0 

nel quale, tenuto conto delle (29) e (45), r isulta 

0 

+ f~[X, g~ ,  ..., g~r; %(g~ ,  ..., g~ ) ,  .... ~ m ( g ~ . . . ,  g~J]l  d X ,  (i = 1, ..., m). 

Poich~ le fun~ioni ~j(y~, ..., y,.), ( j :  I, ..., m) sono supposte  l ipschitziane 
he[ re t tangolo R, esistono m costanti  non negat ive t i ,  { i - - 1 ,  ..., m), tali 
che per  tut te  le coppie di r -p le  (y~, ..., y,.), ( ~ ,  ... ,  ~,.) del ret tangolo R 

T 

(46) l~J(y,, ..., Y , . ) -  ~(~ , ,  ..., ~ ) r  ~ x~ ~ I y~ - ~  I, (J = ~, ..., ~) .  
1 

Se (x, y l ,  ..., Y~) ~ un punto  det campo T e X ' ,  X "  sono punt i  dello 
intervullo (0, x) con X ' <  X",  dalle {5), (11), (16) e (46} segue 

[ ¢~j(g~( ," x,  Yl ,  y~), ..., g ~ ( X ' ;  x,  yl  ..., y ~ ) ) -  
X t r  

. . .  , x "  . . . ,  _ f ~(t)at, - -~j(g~(X";  y~, ..., y~), , g ~  , x ,  y~, y~)) I <),i 
X f 
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e quindi, se (x, y~, ..., y~) ~ un punto del campo T, in quasi ~utti i punti  X 
dell' intervallo (0, ~c) 

I d~i(g{~(X; x, y l ,  ..., y~), ..., g{ , (X;  ~, y~, ..., y,)) < I I M ( X ) .  
d X  

Se (x, y~. .., y~), (x, f]~, ..., f~) sono due punti  del campo T~ (n,, usu- 
fruendo delle pcsizioni (12') e inoltre delle ulteriori  posi~ioni 

(12") g~ --  g ~ ( X ;  x, y , ,  ..., y,), (i : 1, ..., m; k : 1, ..., r), 

si ottiene, in modo evidente 

(48) I Z,'~'(w, y~, ..., y ~ ) -  Z, '~,(x. f]~, ..., f~,) ] ~.  

][ ] <-- I ~=~'~ dAis(X, dXg*~' ""' g*r) - -  d J ~ ( X ,  g~,dX ""' ¢j~) %(g*~' ""' g*r) d X  -}- 

0 

+ l  ..., ~=~ d X  [~'(g~' ""' g~*) - - % ( g ~ '  ""' ~ ) ]  d X  ~- 
0 

~- ; { f ~ [ X ,  g~,  ..., g~; %(g~1 . . . .  , g~), ..., ~0,~{g~, . . . , g ~ ) ] ~  
0 

--f~[2t,  g~,  ..., gi~; %(gi~, ..., g,,), ..., ~m(g~, .... gi ,)]}dX , 

( i =  1, ..., 
Con una  integrazione per pat t i  r isul ta  

(49 )  

---[Ai~(~, y~, ..., y~)--A~8(x,  y~, ..., ~)]~%(y~, ..., y , ) - -  

- -  [ A t e ( 0 ,  ~,~10('°), "..,  ~,t~°(°)'}l - -  A i~ (0 ,  -,~a('°), "'", gi~}]-c°~ T~,~i~ ¢~ ~(o) ,  . . . .  g~,)¢V - -  

- -  f [A,s(X, 
0 

g,l, .... g~,) - -  A~(X ,  g,l, .~,,)] d~(g,~,  ..., g~,) dX,  
• ""' d X  

~nna l i  gi Ma tema t i va  18 
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dove si i n t e n d e  t h e  va lgano  le pos iz ioni  (26) e ino l t r e  le 

(26'  ~(o) - -  g,k(0; x, yx y,), (i - -  1, m ;  k - -  1, r). 

I n d i c a t e  con K~ (°), (i = 1, ..., m) cos tan t i  tal i  t h e  in  tu t to  R sia 

(50) I ~*(Y*, ..., Y ~ ) I ~ K *  '°', 

e pos to  

,~ ,,, g(o, ' 
Z ~.~: - -  ),; Z K #  ) = (51) 

(i = 1, ..., m), 

t e n e n d o  conto  del le  (3), (8), (14), (24'), (46), (47), (48), (49), (50), (51), 
gono le 

(52) 

~.f L(t)at f + e o [2A),M(X) + 

0 

si ot ten.  

~n 

I ,.f L(t) dt 
I Z~("(x, YI , . . . ,Y~)--Z~( ' ) (  x, fh, ...,~2~) I ~ hK~°~(1 + e o ) +  

S ~ l  k ~  

In  modo  ana logo  pos s i amo  p rova re  che  le funz ion i  (45'} sono assoluta-  
m e n t e  c o n t i n u e  in ~e su  ogni  s e g m e n t o  para l l e lo  a l l ' a s se  ~ e a p p a r t e n e n t e  
al  c a m p o  T1 (n), e anzi  sodd i s fano  u n a  d i s u g u a g l i a n z a  del  t ipo del la  {44); 
in fa t t i  se ($', y~, ..., y,), (x", y l ,  ..., y,)  sono due  p u n t i  qua l s ias i  del  c a m p o  
T1 ~m, con ~ ' <  x", si o t t iene,  con  calcol i  s imi l i  a que l l i  sv i l uppa t i  or ora, 
t e n e n d o  p r e s e n t i  le (3), (7), (8), (15), (24'), (46J, (47), (50), (51) 

t52') t Z~'n'(~ ', y , ,  ..., Y , ) -  Z,,,,(x", y~, ..., y , )[  ~-- 

~t 

M(X)dX. l AK(°)(2 -{- 
r ] L(t)dt 

e o  )+ 

+ e o [2A)~M(X) + ~ ),~t{~(X) + (1 + l )L~(X)]dX + 
8 : 1  

0 

f-  + [ E K~ (o' ~t~ (X) + N, (X) ] dX. 
~¢ 
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Dalle (52) e (52') e dalle ipotesi fatte circa le funzioni A~i(x, y~, ..., y~), 
~ ( x ,  y~, ..., y~), ~ ( y ~ ,  ..., y~), (i, j : 1, ..., m), tenuto presente the  le 
funzioni W](x,, y~, ..., y~) sono definite dalle (28), e che valgono le (14) e (15), 
segue immedia tamente  che le funzioni (32), definite dalle t30'), sono di classe 
G nel campo T~("~; in particolare, si possono determinare  m costanti ).i(~, 
(~ : 1, ..., m), che possiamo supporre soddisfacenti le condizioni ) . a ) ~ ) . i ,  
tali ehe, se (x, y~, ..., y~), (x, ~ ,  ..., y~) sono due punti  qualsiasi  del campo 
T1 (a) valgano le 

(53) l z/n'( ~, Y~, ..., Y ~ ) -  z~(~'( x, 9~, ..., ~ )  I ~ ~'~' ~ l Y k -  q3~ l ,  

( j  = 1, ..., m), 

e inoltre per 0~_w_~ ~,, si possono definire m funzioni vi(n)(x), ( j - - 1 ,  ..., m) 
quasi continue, non negative e integrabili  in (0, ~,), tali the  se (~v', y~, ..., y~), 
(~", y~,..., y~) sono due punti  qualsiasi  del eampo T~ ~n) con x ' ~  ~" valgano 
le (44). 

Poich6 valgono le (46)ed  i~ ) .~ )~) . i ,  le (53)valgono anche quando i 
punti  (x, y~, .... y~), (x, ?~, ..., #~) appartengono al rettangolo 

R*: _ a ~ c < O ,  - b ~  ~ y ~  < b ~ ,  - - b ~ y ~ b ~ ,  

nel quale le funzioni z/a'(~c, yl, ..., Yr) sono definite dalle (29); inoltre, se 

si pone vi(n~(x) - -  0 ident icamente  per  a ~ ~v ~.0,  le (44) valgono anche 
2 - -  

quando uno o entrambi i punti  (w', y~, ..., y¢), (x '', y~, ..., y~) appartengono 
al ret tangolo R*. 

Oonsiderato ora it campo 

T2(n~ : 0 --~ x ~ 2~,,  - -  bk -F / Mk(t) dt ~-- y~ ~ bk - -  Mk(t) dt, 
0 0 

(k - -  1, ..., r), 

nel  quale le funzioni Z~)(x ,  Yl ,  ...,y~) sono definite dalle (45j, si possono ripe. 
tere in tale campo considerazioni analoghe, tenendo presente che, se 
(x, y l ,  ..., Yr) ~ un punto fissato del campo T2 (n~, al var iare  di X hello 
intervallo (0, x), il punto di coordinate 

( X - - 8 . , ,  gi l(X; x, y l ,  ..., y,.), ..., g~r(X; ~, y l ,  ..., y~)) 
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appart iene o al rettagolo R* oppure al campo 2'1 (~), che in tutti i calcoli, in 
luogo delle (46), devono essere utilizzate le (53), e ehe per O ~ X ' <  X " < _ x ,  
risulta, come si vede immecliatamente 

X !  . . .  I [ ~ ' " ' ( x ' - ~ . ,  g~(  ; x ,  y~,  . . . ,  y~), , g ~ ( x  : x ,  y~,  . . . ,  y ~ ) ) - -  

- - z / m ( X " - - ~ , ,  g ~ ( X " ;  w, y , ,  . . . ,  y~), ..., g ,~(X";  ~, y~, ..., y , ))  } <_ 

Xt t  X l t - - ~ n  

£, f <-- ).}~) M ( t )  d t  + vi'm(t) at, { j  - -  1, ..., m),  

X r - - ~  n 

e quindi, per quasi tutti  gli X di (0, x) 

(47') I d z i ' ~ ' l X - - ~ , ,  g¢~(X; zc, y l ,  ..., y~), ..., g¢~(X; x, y~ . . . .  , y~)) 
d X  

x~,.M(x) + v H ' ( x -  ~,,). 

Si giunge cosi a determinare  m costanti )./~), ( j - - 1 ,  ..., m),  che pos- 
siamo supporre soddisfacenti  le condizioni ki(~)~ kick,, in modo che, comunque 
siano i punti  (~c, y~, ..., y~), (~c, ~ ,  ..., fin) nel campo T2 (n) valgano le 

I #",(a~, y~, . . . ,  y,.) - -  zi 'r"(x,  ~3~, . . . ,  0~) I <- ?~i ̀~' Y" 1 yk  - fck I ,  

e a definire anche nel l ' in terval lo  ~ ~ x <: 2~, le funzioni v~(~)(x), quasi 
continue, non negative e integrabili,  in modo che le (44) siano soddisfatte, 
comunque siano i punti  (x', Yl . . . .  , y~), (x", y~, ..., y~) nel campo T~ ('). 

Cosi proseguendo, si giunge a provare quanto ~ asserito al principio del 
presente capoverso. In  partico]are si possono determinare  m costanti non 
negative )'i,~ ( J - - t ,  ..., m}, tali che, comunque siano i punti  (0~, y~, ..., y~), 
(0~, ~ ,  ..., ~ )  del campo T, sia 

(53') I zi(n'( x,  Y~, ..., Y~) --  z~(u'( x ,  ~J~ , "",  ~J~') ] ~ )'.~ Z t Yk - -  ftk I ; 
k = l  

inoltre con ragionamento analogo a quello sviluppato a proposito del eampo 
T2 ('), si pub provare ehe, se (x, y~, ... ,  y~) ~ un punto qualsiasi del campo 
T, le funzioni z / n ) ( X  - ~ , ,  g ~ ( X ;  y~, . . ,  y~), ..., gi~(...)), ( j - - 1 ,  ..., m), sono 
assolutamente continue in X nel l ' in terval lo  (0, x). 

f) Riprendiamo ora le (30); da esse, per  via algebrica, tenendo conto 
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delle (1) e (28), si r i cavano  le 

... "~ u!o) ) + ~, i (~ ,  ~ , ,  , ~)~}-~(~, ~ ,  ..., ~,.) = z &~ (o, ~"~°), ..., ~,o~o~t ~(~o ) ,  ..., 
] = 1  i =  ~ * ' ~ r ,  

f l  ° + 
]=1 

0 

d A #  ( x, g~,.) g~ , 
~ ) ( x  - ~. g~, ..., g~) + 

d X  ' ' 

+ f , [x ,  g~, ..., g~,; z , ' " ' ( x -  ~,,, g~, ..., g~), ..., ~a)(x-~, ,g~,  . . . ,g~)] } dX, 

(i = 1, ..., m), 

dove vatgono le posizioni (26) e (12'); med ian t e  u n a  in tegraz ione  per  par t i  
(lecita pe r  quan to  6 stato r i levato  alla f ine del  capoverso  e)), t enendo conto 
ino l t re  del le  (29), r i su l ta  in tut to il campo T 

~4 

(54) E A¢i(x , y~, .. . ,  y~.)z~)(x,, y , ,  . . . ,  y ~ ) -  
]=z 

+ 

0 

f s[x ,  
0 

A #  (x, y~, .. . ,  y~.) z}")(~c - -  8 , ,  y , ,  ..., y¢) - -  
j = l  

ggl, . . . ,  gir ; z (m ( X  ~ 8n, g¢~, ..., g~r), ..., z~) ( X - -  8,,,  g¢,, ..., g¢~)] d X ,  

(i = ~, . . . ,  m). 

Fissato  un  in tero  i, con 1 < : ' i X '  m, in cor r i spondenza  ad ogni r - ~ l a  

rea le  (~1, ..., ~¢) cons ide r i amo  la soluzione del  s i s tema (11), de f in i ta  nel lo  
in te rva l lo  0 <:. X < ao 

(55) gin(X;  0, ~, ,  ..., ~ ) ,  ( k - - 1 ,  ..., r);  

in v i r t~  del  t eo rema  di un ic i th  di C. CA~A~m~ODO~¥, c i ta to  in (6), in 
cor r i sponden~a  ad ogni r - p l a  rea le  (~I, ..., "t1~) r isul ta ,  c o m u n q u e  siano X e 
a~ in O, ao) 

(56) g~k(X; x ,  g~,(x; O, ~ ,  . . . .  ~ ) ,  . . . ,  gi~(x; O, ~ ,  ..., ~ , } ) =  

- - g ~ k ( X ;  O, rh, ..., r/,.), (k = 1, ..., r). 
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Nelle funzioni 
der iamo il eambiamento  di variabil i  

(57) y ~ g ~ ( x ;  O, ~ ,  ..., ~ ) ,  

il quale  ai pun t i  del campo 

~ :  O ~_,x~ ~ ao, - -  c~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  ..., 

~a eorr ispondere  b iun ivoeamente  i pun t i  del eampo 

(55) assumiamo w come variabile  indipendente ,  e eonsi- 

(k --  1, ..., r), 

D~: O ~ x ' < a o ,  - - c ~ _  yl ~ - ~ ,  ..., - - c x ~ y ,  ~ - { - ~ ;  

in tale eorr ispondenza biunivoca ad un ins ieme di misura  nul la  di ~ eorri- 
sponde un  ins ieme pure  di misura  nul la  di D~ (~s). 

In  eorr ispondenza ad ogni r -p la  ( ~ ,  ...7 ~ )  appartenen~e al re t tangolo 
R, ~ possibile de te rminare  un  valore ~ (~i, ..., ~ ) ,  tale ehe per  0 ~_~¢ ~_ ~ (~ ,  ..., ~} 
tut t i  i punt i  

(x, g~(x;  0, ~ ,  ..., ~ ) ,  ..., g~(~ ;  0, ~,,  ..., ~) )  

appar tengono al eampo T; le (57) stabiliscono allora una  corr ispondenza  
biunivoea tra  i punt i  del campo T e i punt i  del campo 

~: O<_x~_~(~i~, ..., ~ ) ,  - - b ~ < : ~  ~ b ~ ,  ..., - - b ~ - - ~ b ~ ,  

nella quale ad un insieme di misura  nul la  de l l ' uno  eorr isponde un ins ieme 
di misura  nul la  del l 'a l t ro .  Inol t re  (cfr. eapoverso a)), quando (~, ~ ,  ..., ~.) 
var ia  nel  eampo % le fun~ioni (57) soddisfano il s is tema di equazioni diffe- 
ren~iali ordinar ie  (scrit~e in [orma integrale)  

(58) gi~( ) -" ~ -~ p~k(t, g~(t), ..., g;(t))dt,  

0 

dove, per  brevith,  si ~ posto 

(59} g~(~) - -g~(~c ;  0, ~}1, ..., ~ ) ,  ( k -  1, ..., r). 

(is} Gfr. la memoria  citata per  p r ima in  (l), § 1, n. 2, pp. 363.364 (tenendo conto che 
vi  ~ qualche 4i f ferenza nel te  notazioni)~ e anche § 2, n. 2 p. 3757 not~ (20). 
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Supposto ( ~ ,  ..., ~ )  in R, per  0 ~ x ~ ~(~1, ..., ~,.) nella i -es ima delle 
(54) poniamo 

(57') y~ "- g~  ( ) ,  (k --  1, ..., r); 

tenendo conto della identith (56), e usufruendo delia, posizione (59), si 
ottiene 

(60) A~(x, g~'~(~), ..., g~(x)) lz~")(x, g~(w), ..., g~*(w))- 

- -  z(. (~  - -  ~,, , gi~(* x) ,  "'" , gi~* (x))  I Jr 

/ l  " I 
+ ~ x~gx, g~*,(x~, .... g ; (x) )  d z / ~ ' ( X - - ~ ° '  g~( )' ""' g~(X)) d X =  

j=l d X  
0 

= f f , [ x ,  • x , z + , , , ( x -  o x g~( ), ..., g ; ( X )  ~ , ,  g~( ), ..., gggX)), ..., (...)]dX, 
0 

la quale ~ soddisfatta in tutto il campo z. 

Poich~ le funzioni zi(n)(x , y~, ..., Yr), ( ] - -  i, ..., m) sono di classe G nel 
campo T (eft. capoverso e)), tenure conto della corrispondenza biunivoca, che 
le (57) stabiliscono t r a i l  campo T e il campo % in quasi tutti  i punti  della 
eurva di equazioni (57') le funzioni zi(n)(x, y~, ..., y~), {j--_ 1, ..., m) ammet.  
tone derivate pr ime finite e sono differenziabili  nel complesso delle variabili  
(yl ,  ..., y~). 

In  corrispondenza ad ogni punto (~ ,  ..., ~%) del rettangolo R, per 
0 < _ ~ ' <  x " ~  ~(~ ,  ..., ~r), dalle (5), (16), (44), (53'), (58) segue ehe 

I ~ / " ' ( x ' ,  * ' * ' - + ' n ' (  x ' ,  * ( ~ " ) ,  , g' ix"))  I <- g~l(~), '" ,  &~(~)) g~l ... 

( / = 1 ,  ..., m). 

Le zi(n~(x, gi~(x), ..., g*(x)), in eorrispondenza ad ogni punto (~7~, -.., ~r) 
di R, sono funzioni assolutamente continue di x, e quindi in quasi tutti  i 
punt i  della curva (57') esiste finita la derivata  

dzj(n)(x, g*l(w), ..., g~(~c)) 

dx  
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Applicando un teorema d i  derivazione di funzione composta (~)e tenendo 
eon~o delle (58), iu eorrisponden~a a quasi tutte le r - p l e  ( ~ ,  ..., ~ )  di R 
per  quasi tutt i  gli ~c di (0, ~ (~ ,  ..., ~ ) )  r isul ta  

(61) 
dz~'n)( x,  gi*~(x), g~r( ) ) ~  

d~ 

~ Y  (. . .)  
~x 

) 
~- ~. ~ ( x ,  g~,x(), ... g~(*x)) 

~=~ ' ~y~  
- - ,  ( j - -  1, ..., m). 

Tenuto eonto delle (2), (3) e (24) (nella quale si pongano x', ~" al posto 
di X ~, X", e inoltre ~ ,  ..., ~}~ al posto di y~, ..., y~, e si faeeia p - - 0 ) ,  in 
modo del tutto analogo si trova che in corrispondenza a quasi tutte le r - p l e  
(~q~, ..., ~ )  di R, per quasi tutti  gli x di (0, ~{~, ..., ~ ) )  

(62) 
dA~ i(x,  g~(  ), ... g~r(X)) __ OAi i ( . . .)  ._~ 

d~ ~x~ 

VA~j( ... ) 
+ ~=~Z ~ (x, g~  (~c) .. . .  , gt~ (~c)) ~ /  , ( j  = l ,  . . . ,  m). 

Derivando rispetto a x entrambi i membri  della (60)e  tenendo conto 
delle (61) e (62) si ottiene la 

(63) A~(x, g~*~(x), ..., g~(x)) l ~z?)(x, g,*~(x),~ ..., g~*(x)) + 

~/~('"}I + 
+ ~=~ ~ (...) ~y~ 

i=1 ( ~ +,::~ ~ ~ ('") ~V-~ (x, g~*(x), ..., g~(x))-  

- -  zi(n' (X - -  ~,~, g~  (X), ..., g*. (X)) I - -  

. . . .  ~ * X " zl(m(X - -  ~ , ..., - -  f¢ [X, g~ (X), g~r ( )' g~ (X), g~r (X)), ... 

..., z~ ) (x  - -  ~ ,  g~  (x), ..., g ~  (~)) ], 

(19) Cfr. l.c. per primo in (i), § 1, n. 4, pp. 369-370. 
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ht quale, in eorr ispondenza a quasi  tut te  le r-ple (~l, ... ,  ~ )  del re t tangolo 
R vale per  quasi  tut t i  gli x di (0, ~(~q~, ..., ~)) .  

i l l o r a ,  per  la eorr ispondenza biunivoea ehe le (57) stabiliseono tra i 
pun t i  del eampo -: e i punt i  del campo T, segue the  in quasi  tut to il campo 
T vale la 

(64) J=~ A,  i($, Y~, ..., y~) { ~z~ ("' (x, Ox y~' ""' m)  ~. 

Oz~'"'(x, y~, ..., y~)~ 
+ ~ ~ (~, y~, ... w) + 

k=i ' ~y~ f 

3 A , t ( x  , Y~, . . . ,  y , )  + ~  
t=  ~x, 

+ E P,k(x, Y~, ..., y~) 3A*i(x' Y * ' " "  y~ • 
~=~ ~¢ 

"l z'n'(xj , y , ,  ..., y ~ ) - ~ , , , ( ~ - ~ , ,  y l ,  ..., y ~ ) } =  

= f,[x, y~, ..., y~; z ~ ' n ' ( x - ~ , ,  yl ,  ..., u,), ..., ~ ) ( x - ~ . ,  y , , . . . ,  y~)]. 

Pon iamo per  definizione 

nel  

A¢i(x, Y~, ..., y~)=Agi(O,  y , ,  ..., y~), (i, j = l ,  ..., m) 

~ ( x ,  y~, ..., y ~ ) = 0 ,  ( i =  1, ..., m ;  k =  1, ..., r) 

eampo R*, e inol t re  

f~(~, Yl,  ..., Yr; zl,  ..., z m } = 0 ,  (i = 1, ..., m} 

quando il punto  (x, y~, ..., y~) appar t iene  al eampo R* e pet ogni m - p l a  
reale (z~, ..., z,,); se faeeiamo inoltre  anehe le posizioni 

(65) 
I ~ (~) = o, (i, j = 1, ..., m); ~ ( ~ )  = o, 

I N,(x) - -  0, (i - -  1, ..., m); 

(k - -  1, ..., r); L(•) ---- 0;  

LI(~) = o 

a 
iden t i eamente  p e r -  ~ ~ ~ < 0, le d isuguagl ianze  (1), (2), (3), (5), (6), (7), (8) 

valgono nel eampo costi tui to dai due ealnpi R* e T. 

AnnaU di Matemativa lY 
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/gel campo R* la (64) diviene 

(64') ~zJ~n)(x' YI' ""' Y~) 0, ~ ~ j ( ~ ,  ~ ,  ... ~ )  = 
i=~ ~ ~X, 

eerto soddisfatta,  in virtfi delle (29). 

g) Facendo  assumere  a i suceess ivamente  i valori 1, 2, ..., m 
le (64) eost i tuiscono un  s is tema di m equazioni  a lgebriehe l ineari  nel le  

~zJ(n~(x' Y~' .... Y")" r isolvendo r ispet to a queste  u l t ime e tenendo conto 

della (1), si ot tengono le 

(66) ~ / ~ , ( z ,  y~, ..., y ~ ) =  ~ ~j(x,  y, ,  ..., y~) • 
~aO ~=~ 

A ~ ( z ,  y~, ..., y~) ~ e~k(x, y~ . . . .  , y~) vz~'~'(x" y~' ""' y~) - - s=1  ~=1 ~yk 

I ¥ _ ~'~ ~Ai~ (x, y~, ..., y~) + ~ ~i~ (x, y~, ..., y~) ] 

• [z,(n)(x, Yz, ..., Y r ) - - z ~ ( a ) ( x - - ~ , , ,  Yl, ..., Y ~ ) I +  

+ f ~ (x ,  y~, ..., y~; z ~ ' ~ ' ( x - - ~ . ,  y~, ..., Yi), ..., z ~ ) ( x - - ~ , ,  y~, .... Y~))I' 

( j  = 1, . . . ,  ~ ) ,  

le qual i  valgono in quasi  tutto il campo T. 

Dalle (.64'), facendo i - - 1 ,  ..., m, tenuto conto della (1), seguono le 

(66') ~z~'n)(x, Yl ,  . . . ,  Y~) _ O. ( j -  1, . . . ,  m 
~ 

nel re t tangolo R*, come si deduce  anche immed ia t amen te  dalle (29). 

Per  ogni w di (0, a) si indichi  con V(")(x) il l imite super iore  della 
espress ione 

Z I z F ' ( X ,  yl ,  . . . , y , ) - - z ~ ' n ' ( X , ~ l ,  ..., 9..) 
]~:1. , 

[ y k - - ~ k  l 
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nel eampo 
x x 

-b +f 
0 0 

x x 

0 0 

(k = 1, ..., r) 

(k = 1, ..., r). 

La funzione v(n'(x), per quanto abbiamo rilevato nel eapoverso e), 
l imitata nel l ' in terval lo  (0, a), e ivi non negativa e non decreseente.  

Tenuto eonto delle (2), (3), (5), (7), (16i, {33), (35), (38), (42), (43), dalle 
seguono le 

1 ~ /~ '  (x, yl, ~x 

(66) 

(67) ""' y~') <--H'°'[m~HM(x)V(n'(x) + 2U(a)G(x) -F N(x)], 

(j = 1, . . ,  m), 
le quali  valgono in quasi tutto il eampo T. 

Pe r  quasi tutte le r-ple  (Yl, ..., Y,) appartenent i  al rettangolo R, se 
(x/, Yl ,  .. . ,  Y,), (x", y~, ..., yr) sono punti  del campo T con x' <w" ,  risutta 

(6s) [ zj (~'(~', y l ,  ..., y+.) --zi<n'(x", y~, . . . ,  y,) ! ~ 

<_ H 'o, f [m*HM(t)Vc*"(t) + 2U(a)G(t) + N(t)]dt ,  

( j - -  1, .... m), 

e poieh~ il primo membro della (68} ~ funzione continua nel complesso delle 
variabili  (Yl, ..., Y~) e il seeondo membro non dipende da tali variabili,  le 
(68) valgono comunque siano i punti  (x', Yl,  ..., Y~), (w", y l ,  ..., y~) del 
eampo T, con x ' <  ~", e quindi le (67) valgono in quasi tutti  i punti  di 
tutte le intersezioni del campo T con una parallela al l 'asse w. 

Tenuto eonto delle (66'), le (67) valgono anche nel campo /~*, nel quale 
risulta, in virti] delle (16), (35), (38) e (65) 

( a < - x < O ) .  (69) Mix) = N(~} = G(x) = O, - -  

Inoltre,  tenuto eonto delle (29), (46) e (51), possiamo porre 

(70) v+,(x) = < x<_ o" " \ 2 - -  / 
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h) Poss iamo ora provare che le m successioni  (che si ot~engono per  
j = 1, . . . ,  m) 

(32) z/~'(x,  y~, ..., y~), (n ~--2, 3, ... ) 

sono eost i tui te  di funzioni  ugua lmen te  cont inue  nel eampo T netle variabil i  
(~, Y~, ..., y~). 

Dimostr iamo,  in p r imo luogo, che le m successioni  (32) sono cost i tui te  
di funzioni  equi l ipsehi tz iane nel campo T nel eomplesso delle  variabi l i  
(y,, ..., y,) (con costante di LI~'SC~I~z ind ipendente  da x). Le ipotesi del 
teorema, le posizioni (28) e le (14) ass icurano t h e  si p0ssono de t e rmina te  due 
costanti  A[ ~] e A[ 2] tali  ehe, c0munque  siano i punt i  (~, y~, .... y,), Ix, ~ ,  ..., ~ )  
neI campo T, valgano le 

(71) 

(72) 

I ~,~(x, y~, ..., y , )  - -  ~,~(x, ~ ,  . . ,  y~) I <,AE~I ~ t yk - -  ~ I ,  

( i , j - - 1 ,  ..., m) 

] Wi(x, Y,,  ..., Y , ' ) - -Wj(~ ,  ~,, ..., ~)1 ~ 'A[2] E lYk--~k] ,  
k = l  

(j --  1, ..., m). 

Dalle (30'), usuf ruendo  delle (7), (24'), (35), (37~, (38), (42), (43) e della 
seconda delle (33), segue che, per  ogni coppia di punt i  (x, y~, ..., y~), 
(x, Th, ..., ?/~) del eampo T 

(73) I z/")(x, y~, ..., y ~ ) -  zi,~,(x, y , ,  ..., ~ ) [  ~ .  

~.  A[~]+At~] [U(a) G(X)  -I-- 2i(X) ] d X  "A l y k - - f / ,  I +  

0 

~ 4  

+ H Co~ I z c n ' ( x ,  y l ,  . . . ,  y , ) - - z ~ ' ~ ' ( x ,  y~,  . . . ,  y ~ ) i ,  t j  "- 1, ..., m), 

dove le funzioni  Z~(n'(x, y l ,  ..., y~) sono da.te datle (45). 

Usuf ruendo  delle  posizioni (12'} e (12") (eft. anehe  il 
r isulta,  in modo evidente  

capoverso e)) 

174) ~ I Z~(n'(x, y l ,  ..., Y ~ ) -  Z~(n)(x, ~2~, . - ,  ~ ) 1  ~--~ 
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<_ [ ~ dAi~ [ X,  g~, ..., g~ ) _ _  

~=I d X  
0 

dA,s(X,  ~ ,  ..., g~) ]z (n , (X__8.  
d X  1 , g~,, ..., g~,) d X  t + 

a3 

+ £ E 

0 

dA~s(X, g-~,. . . ,  gtr) [ z~ (~ ' (X- -~ , ,  g,~, ..., g~) - -  
d X  

- ~ / - , ( x -  ~ . ,  h, , ,  ..., 5~ , ) ]dX [ + 

f '~ [h(x, ~ ) ( x  - ~,,, g,,, ..., g~ ) ) -  + i gi~, ..., g~,; z~(m(X - -  ~,,, gi~, ..., g~), ..., 
0 

- f ,  (x ,  £ , ,  ..., £~ ;  ~ , - , ( x  - ~ , ,  g-~l, ..., d~), ..., ~ ) ( x -  ~ , ,  g-~ , , . . ,  5, ,  ))] a x [ .  

Tenure eonto delle (14), (24') e (38) e della definizione, data nel eapoverso 
g), della funzione V(~)(x) r isulta 

(75) 
0 

- -  z / m ( X  - 8,,, g-~, ..., g~, .)]dX I<:, 

~1, aft 

r / L(t) dt f r 
<_, e o G (X) V'" '(X)dX. E I Ye - -  flk }, 

0 

e anche, in virtit delle (8) 

(76) 
0 

, g,~; zl'n'(x - ~, ,  g,, ,  ..., g~.), ..., z ~ ) ( . . . ) ) -  

- f , (x ,  g,1, ..., g,,; ~ , ' n ' ( x -  < ,  g,1, . . . ,  ~ , ) ,  . . . ,  ~ ) (  ... t) dX] <_ 

o/ 
<_.me" ~ L(,)a~ LdX)  (1 + V("(X))dX . ~ I yk -- 9k 

k = l  
0 
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In f ine  m e d i a n t e  u n a  in tegraz ione  per  part i ,  ehe  b lee i ta  per  quan to  
abb iamo r i levato  al la  f ine  del  capoverso  e), si o t t iene  in mode  ev idente  

(77) "~ '~ (dAis (X ,  gil ,  ..., gir) 
~ r ~  h-X - -  

0 

- -  . . o  _ _  

d X  

t Ais(x, y~, ..., y ~ l - - A l ~ ( x ,  #~, ..., 9~)] ]z , (~ ' (w--~ , ,  Y~,... ,  Y~)I + 

+ ~ ~ I a~(0, ,,o~ o~.o)~ - -  A~(0, :,o) 5!o)}1 i,~ ~,~o) ... ,~o~ I + Yio ; ~lr  , 
4=1 s = l  

+ Y, ~ J I A**(2, g, , ,  ..., g ~ ) -  Ai~(X, g, , ,  ..., }*~)l " 
0 

. . . . ,  

dove si ~ tenure  conic  del la  def in iz ione  (29) e del le  posizioni (26) e (26'). 

I n  virtfi  del le  (5), (16) e (68) e del la  def inizione,  da ta  nel  capoverso  g), 

de l la  funz ione  V(')(x), in eo r r i spondenza  ad ogni pun to  (x, y~, ..., yr) del  
eampo  T, r i s u l ~  per  quas i  tut t i  gti X di (0, x) 

(78) d z j ' a ' ( X - - 8 , ,  g ~ ( X ;  x~, y~, ..., y~), ..., g~r(X; x, y t ,  ..., y~)) < 
d X  

~ ' H  '°' [ m ~ H M ( X -  ~,,) V ° * ' ( X -  ~.) --t- 2 U(a) G ( X - - 5 . }  + N ( X  - -  ~.)] + 

+ V ' ~ ' ( X ) M ( X ) ,  {i = 1, ..., m), 

come si ve r i f i ca  f ac i lmen te  (~o). 

(~0) In fa t t i  se i pun t i  X~ X + h  appar tengono a l l ' i n t e rva l lo  (0, x) ed ~ p. es. h ~ 0 ,  
tenutG zonto delle (5), (16) e (68} r i su l ta  

I zj(~)(X -- ~ + h; g¢i(X + h; x, yi,  .... Yr), -.., g~,- (X + h; ~, yt, ..., Yr)) - -  

- -  z /n)(X--  ~,~, gidX; x; y~, ..., y,.), ..., gi~(X; x, y~, ..., y~)) [ ~__ 

X--~n +h X+h 

~ ~,o, f [m~H~l(t)V,~,(O+2Ula)~(t)+N(t)]at+V,,>(X-8,)f M(t) at, 

X_~n X 

da cui, teaendo presente  che la funzione V(n)(x) b non  deerescente in  (0, a), segue in  mode 

note  la  (78)). 
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Dalla (77), in vir~h delle (3i, (14), (41), (50), seconda delle (51) e (78), segue 

(79) 
0 

dAis(X, g,~, ..., g,,.) 
dX  

dA~ (X, gil,dX ""' g*~) ) z'(~' ( X - -  ~., , g~ , .., g~,) dX 

<-- I mhU(a) +mK '°' 
r/L(~)at ~ _  r~ L ( t ) d t  

e o + m l~e o W ~ ' ( x ) M ( X )  + 
0 

-{- H'o'(m~HM(X--~,,) V " ( X  - ~.) -b 2U(a)G(X - ~.) -{- 

i8o) 

Ma 

+ N(X--~.))]dX I 
9~ 

• ~ l y e - 9 , 1 ,  k-~-I 

f (mzHM(X--~ , )  V ' n ' ( X -  ~,,) q- 2 U(a) G ( X -  8,) -b iV(X--8 , ) )dX = 
0 

w - - ~  n x - - ~  n 
P f *  

I (m2HM(t)V'n'(tl q- 2U(a) G(t) q- N ( t ) ) d t -  I (''")dt <_ 
d 

- - ~ n  o 

1 ,,~t \ 

e eib pereh~ nel l ' in terval lo  ( - - ~ ,  0 ) v a l g o n o  le (69), 
/ 

integranda ~ non negativa in (0, a). 

<-- ; (...)dr, 
0 

e inoltre la funzione 

Dalle (73), (74), t75), t76), (79) e (80) segue ehe per ogni eoppia di punfi 
(x, yx, ..., y~), (x, 9x, ..., 9~) appartenenti  a,1 campo T, risulta 

(81) ]z/~'(x, yl ,  ..., y , ) -  zj'"'(x,, 9~, ..., 9 ~ ) 1 <  

g l y e - -  9k[ 
/ e = l  

--<' G[°] -+- f [ G[q(X)V'a~(X} --}- G[2](X) ] dX, 
o 

( j = I ,  ..., m), 
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dove pe r  brevi~/~ si 6 pos to  

a 

G[ °l - -  A [~1 + m H  (°~ [AU(a) + K~o'e ~ fo L(t)dt], 

G[*I (x) = H `°' e ~ ]o L(t)at [G(w) -b roLl(x) -b m~(h + H H  `°,) M(•) ], 

G['] (x) - -  [h[q -[- 2A(mH'o')~e~ [ L(t)dt] U (a) O (x) -b 

a 

+ [A[q + A(mH'°')~e * o/L(t)at] N( . )  + m H  '°' e ~ ~ 5(t)a' L ,  (.). 

S o m m a n d o  le (81) pe r  ] = 1, ...7 m,  si o t t i ene  

I z]"(~,  Yx, ..., Y D -  z]'~'( x, 9~, ..., 9,.)1 
(82) i=~ <_ 

¥ 

<_ m C¢o~ + m f [Gt~1IXW'"'(X) + or,l(x)]ax, 
0 

e a n c h e  (~i) 

(83} 

x 

v,',,(x} < mGtoJ + mf [Gt~J(x)v'",(x) + at~(x)] ax, 
0 

da eui  p e r  l ' e s t e n s i o n e  del L e m m a  di GRO~WALL, c i t a ta  in  (17) 

(84) 

dove  

(85) 

v,-'(.) <_ v(.) <_ v(a), 

m f egll] (t)dt "3 I- m ]  G[ ~t] (t)d t 
V(x) = mG[:o] e o m e x Ot2](X) dX, 

0 

(~i) La  (83) si deduce dalle (82)~ tenendo presente  il  mode, nel  quale  nel  capoverso 9) 
6 stata def in i ta  la" funzione  V(n)(x)~ e rag ionando in  mode simile al  1. e. in  (is). 
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ed anche, per le (81 b (82) e 484) 

(86) 1---1 

k = l  

<_ v(z) <_, V(a) 

Z -{n}t X .., ~ ,,. ~ , Y~, Y~) - -  zJ'~'( ~, Y~, ?J~)i 

(87) ~ l y k -  yk I 
<_ _i V(x) _<~ _1 V(a), 

( j - -  1, ..., m). 

Le m successioni t32) sono dunque costituite di funzioni equilipsehitziane 
nel complesso delle variabili  (y~, ..., y,). 

Se (w', y~, ..., y~), (x", y~ . . . .  , y,) sono due punti qualsiasi del eampo 
T, con x ' ~  x", dalle (68) e (84) segue anche 

(88) [~'"(~', Y,, ..., Y~) - ~ " ( ~ " ,  Yl, ..., Y~)l <~ 

<.H(o, f [m~tIM{X)V{X) Jr- 2Ula) G(X) ~- N(X)]dX,  

e in mode note si prova che le m successioni (32} sono costituite di funzioni 
equiassolutamente  continue in x su ogni segmento appartenente  al campo 
T e parallelo all't~sse x. 

Dalle (87) e (88) si deduce immedia tamente  quanto abbiamo asserito 
at l ' inizio del presente ca, poverso. 

i) Le m successioni (32) sono dunque costituite di funzioni ugual- 
mente  limit,ate (err. capoverso d)) e ugualmente  continue (cfr. capoverso 
precedent, e) nel campo T. Dalle m successioni {32) si possono dunque  
estraxre m successioni (2~)(ott,enute per  j - - 1 ,  ~.., m) 

~'"~'(x, yl  ..., y,), (v -- 1, 2, ...), 

(~2) I1 t e o r e m a  di GIULI0 ASCOLI v a l e  a n c h e  pe r  f unz ion i  di  due  o p i~  v a r i a b i l i  in  
campi  f i n i t i  a due  o p i~  d i m e n s i o n i ;  cfr. C. SEVERINI. Su l  p r o b l e m a  di GAUCHY. , ,h t t i  Ace.  
G io en i a  di Sc ience  ~ a t u r a l i  in  Gatania ,~ Ser ie  5a Vol. X (1916)7 Mere. X X I V ,  pp. 1.30 (cfr. § 1, 
pp.  1-9). 

Annal i  eli Matemat i va  2o 
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le quali  convergono un i fo rmemen te  iu tutto il eampo T a m funzioni 

(9) zj(x, y~, ..., y~), {j ~ -1 ,  ..., m), 

le qual i  sono di classe G nel campo T, e prec isamente  soddisfano le disu- 
guaglianze,  che si o t tengono dalle (42), ~87), (88), sost i tuendo in esse le fun- 
zioni zi(x, y~, ..., y.,.), (J ~-1 ,  ..., m) alle funzioni  zjt"(x, y~, ..., Yr). 

Dalle (30) segue immed ia t amen te  che ]e funzioni  (9) soddisfano le 
equazioni  integral i  (27), d dalle (31) segue ehe, c 0 m u n q u e  sia il punto  
(Yl, ..., Yr) nel  re t tangolo R, sono soddisfat te le condizioni iniziali 

(10) zj(O, y , ,  ..., Yr)~--~i(Y~, "", Y~), ( j - -  1, ..., m). 

Pe r  via pu ramen te  algebrica dalle (27), tenendo eonto delle  (1) e {28), 
si dedueono le (25) (cfr. eapoverso b)); se (x, y~, .... yr) 6 un punto  qualsiasi  del 
eampo T, le funzioni  zj(X, g~(X;  x, y l ,  ..., y~), .... gi~lX; x, Yl ,  ..., Y~)), 
( j : l ,  ..., m ) s o n o  asso lu tamente  cont inue  in X ne l l ' in te rva l lo  (0, ~c); 
infat t i  per  le proprieti~ r i levate poeo sopra delle funzioni  (9), tenuto eonto 
anche  delle (16), r isul ta  per  0<_X'  ~ X" <_x 

(89) [ zj(X'; g~(X' ,  m, y~, ..., y~), .... g i , ( X ' ;  x, y~ . . . .  , y~) ) - -  

- - z d X " ,  gt~(X"; x, y l ,  ..., Y~), ..-, g~r(X"; x, Yl,  ..., 9~))l ~ '  

Xy!  

Xr  
( / =  1, ..., m). 

Nelle (25) si pub allora eseguire una  integrazione per  pat t i  (cfr. anche 
capoverso b)), o t tenendo le 

(22) f 
0 

A~ i (X, g~,, ..., gt¢) dzj{X, g~l, ..., g~) d X  - -  
]=1 d X  

h [ X ,  g~l, ..., gi~; zdX,  gt~, ..., g~), ..., z~(X,  g~l, ..., g~¢)]dX, 

(i -- i, ..., m}, 

dove si 6 util izzata la posizione (12'~. Svi luppando a par t i re  datle (22) 
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eonsiderazioni simili a quelle esposte nel eapoverso f )  a proposito delle 
(54), eonsiderazioni ehe nel easo delle (22) rieseono pifi sempliei, si giun.ge 
a provare che in quasi  tutto il campo T le funzioni (9) soddisfano il 
s is tema (I). 

3. C o m p l e m e n t i . -  a) Evidentemente,  se le funzioni ~k(x,  y~, ..., y~.), 
( i - - i ,  ..., m; k - - l ,  ..., r) soao definite in tatto il campo 

D c ~ :  0<_a~<,ao, - - c x ~ < y l < - { - : ~ ,  .. . ,  - - c x ~ < y ~ < - ] - c ~ ,  

non oecorre introdurre,  come nel n. 2 a), le funzioni  R ~ ( x ,  y~, .... y~), e le 
(16) sono soddisfatte, comunque sin scelto i[ panto (x, y~, ..., Yrt nel campo D~. 

b) Se le funzioni f~(x, y~, .. . ,  y~; z~, ..., z~,) sono definite, inveee the  
in tutto il campo C, soltanto per  (x, y l ,  . . . ,  y,.) variabile nel campo T re) e 
per I z1 I < ~ 1 ,  ( J - -  1, . . . .  m), dove le ~2 i sono eostanti positive, il teorema 
di esistenza, dimostrato nel n 2, b ancora valido, nel l ' ipotesi  che, al variare 
del punto (y~, ..., y~) nel rettangolo R sin 

(90) I~j(Yl, .... Y~)L ~<KJ(°)< ~j ,  l j - - 1 ,  ..., m), 

e che al campo T, indicate ne l l ' enuncia to  di tale teorema, si sostitnisea il 
campo 

TIt]: 0 ~ . x  ~_., aid, - -  b~ + f Mk(t) dt ~ .  yk <.  bk --  Mk(t) dt, 

0 o 

(k = 1, ..., r), 

dove at1] b un numero positive (con a[ 1] ~ . a ) ,  che verrh precisato tra pe te .  

Definiamo infatti  le funzioni F~(x, Yl, ..., Y~; z~, ..., zm), ( i - - 1 ,  ..., m) 
in tutto il campo C come segue:  

per  (x, y~, ..., Yr) nel campo T 'o) e I zi I ~ 2 j ,  ( j - -  1, ..., m}, poniamo 

F~(x, Yl,  . . . ,  y,.; zl ,  ..., z m ) ' - f ~ ( x ,  y l ,  .... y~; z l ,  ..., z,~), ( i - - 1 ,  ..., m); 

poi per ogni intero ]', che assume suceess ivamente  i valori i =  1, 2, ..., m, 
per (x, Yl, ..., y~) in T (°) e per 

- -~: ,o <7. z~ < -F ~ ,  . . . ,  - - ~  < ~j-~ < "-l- c~, 
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poniamo 

per 

per 

F,(x, yt ,  ..., y~; z~, ..., zi_~ , zi, zi+~, ..., z ~ ) =  

= F~(x,  y~, . . . ,  y~, z j_~,  - - ~ ,  zs+~ , . . . ,  z,~), 

z i ~ - -  ~2j ; 

F~(x., y l ,  ..., yr; zl,  ..., z i -1,  zf, zi+l, ..., z m ) - -  

= F, (~ ,  . . . ,  y,., z j_~,  ~ j ,  zj+~, . . . ,  z,~), 

(i - -  1, ..., ml, 

(i - -  1, . . . ,  m) ,  

Le funzioni F~(x, y l ,  . . ,  y~; z~, ..., zm}, ( i - - 1 ,  . . ,  m) nel eampo C 
soddisfano evidentemente  le condizioni (7) e (8) (helle quali si pongano le 
F, ( . . . )  al posto delle f ,( . . .)) ,  e ,per il sistema 

(91) J=~ Ai~(x,, Yl,  ... , Y~) i ~z~(x' y~'~c ""' y~} + 

+ ~ ~tk(x, y ~ , . . . ,  yr)~zl(~c' y l ,  . . ,  y,. 

= F,(w, y l ,  ..., y~; zl(x, y~, ..., y~) . . . .  zm(x, y~, ..., Yr)), (i = 1, ..., m) 

valido il teorema di esistenza dimostrato nel n. 2; esiste dunque un 
sistema (9) di funzioni di classe G nel campo T, soddisfacente la (91) in 
quasi tutto il campo T, e soddisfacente la (10)ident ieamente he1 rettangolo R. 

Tenuto conto delle (10), (84) e t90), dalle (68), helle quali si ponga 
w ' =  0 e si scriva x al posto di x" segue 

~e 

I zF'( x, Y,, ..., Y~) ] <- K/°' + H,o,f 
0 

[m'H~/( t )V qt~ + 2U(a) G(t) + N(t)]  at, 

(j = 1, ..., m), 

e basra seegliere il numero a[ tl tale da soddisfare assieme alla disuguaglianza 
0 < a [11 <_.a, anche a tutte le condizioni 

f [m~HM(l)V(t) + 2 V ( a ) a i t ) +  N~t)]dt <_, QJ--  K/°' H'o' ' ( i = 1, . . . ,  m) ,  

0 
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perehb nel eampo T[ ~] r isul t i  

I z~"( ~, Y~, ..., Y~)I --<'~, 

e quindi  anche 

I zi(x, Y,, ..., Y~)I <--'Qi, 

d o v e  le zi(a~ , y~, ..., y+) sono le funzioni (9); allora nel  campo T [z] 

F~(x, y , ,  . . . ,  y~; z , (x ,  y , ,  . . . ,  y~),  . . ,  am(X, y , ,  . . . ,  y~)} = 

= f~(*, y~, . . . ,  y,;  ~(~, y , , . . . ,  y,),  ..., z=(x, y , , . . . ,  y~)), 

( j  = 1, . . . ,  m),  

(j ---- 1, ..., m), 

( i - -  1, ..., m) 

e le funzioai  eostruiSe z1(x , y , ,  ..., y~), ~j - -  1, ..., m) in quasi  tutto il campo 
T[q soddisfano il s is tema (I) (e soddisfano le {10) ident icamente  in R). 

c) La  soluzione (9} del problema di CAvoI{Y (inteso in senso genera- 
lizzato), def ini ta  nel  campo T, della quale  il teorema del n. 2 afferma la 
esistenza, ~ uniea,  e d ipende  con eont inui th  dai valori iniziali ;  tall r isul tat i  
soao gi~ stati d imostra t i  in precedenza,  pifi in generale,  per  un  sis tema 
quasi  l ineare (~8). 

§ 2 .  

4. Teorema di esistenza (campo i l l i m i t a t o ) . -  Le fun~ioni Aq(x,  y~,. . . ,  y~}, 
(i~ j -  1, ..., m) siano definite nel campo 

Dco : 0<--~;<--ao, - - c ~ l < y l < + c ~ ,  ..., - - ~ < y ~ < + ~ ,  

in  ogni punto del quale valga la (1); la (2) sia soddisfatta, in corrispondenza 
ad ogni r-pla reale (Yl, ..., y~), per ogni coppia ~;', ~c", con O~.x, '<w"<_ao, 
e la (3) sia soddisfatta, in corrispondenza ad ogni x di (0, ao), per  tutte le 
topple di r-ple {y~, ..., y~), t91, ..., 9~). 

Le funzioni ~i~(x, yl ,  ..., Yr), (i -" 1, ..., m; k =  1, ..., r) siano definite 
nel campo D~, su ogni segmenlo 0 <_~x <--ao paratlelo all' asse x e apparte. 
nente al campo D~ siano quasi continue in x, e, in corrispondenza ad ogni 
x di iO, ao)s iano continue nel complesso delle variabili (y~, ..., y~); in 

(ca) Cfr. Mn. Cap. IV,  § 2, n. 9, pp. 337-354, e n. 11, 356.358. 



158 ~. CINQUINI CIBRARIO: Teoremi di esistenza per sistemi~ ecc. 

corr i spondenza  a quas i  t u t t i  gli  x di  O, ao), le (5) s iano soddis fa t te  (:~) per  
tu t te  le r -p l e  real i  (y, ,  ..., yr) e le (6) per  tu t le  le coppie di r -p le  lye, ..., y~), 
(~ ,  ..., ~ .  

Le  f u n z i o n i  f~(x, y l ,  .... , y~; z~, ..., ~,~), ( i =  l, ..., m} s iano definite nel 
eampo 

0 "< 'x  ~ ' a 0 ;  - - ~  < y ~ <  - { - ~ ,  ..., - - ~ o  < y , . <  - { - ~ ;  

--oo <z~< Too, ..., --oo <z,~ < + oo, 

su  ogni  segmento  O ~  ~c ~ ' a o  paral le lo  a l l ' a sse  x e appar tenen le  al  campo 
Coo s iano  quas i  cont inue  in  x, e, i n  corr ispondenza  a d  ogni  x di  (0, ao), s iano 
cont inue  nel complesso delle var iabi l i  (yz, ..., y~; z~, ..., zm); in  corrispon- 
denza a quas i  t u t t i  gli  x di (0, ao) le (7) s iano soddis fa l te  per  tu t te  le 
( r ~ - m ) -  ple reali  (y~, ..., y~; z~, ..., zm) e le (8) per tu t te  le coppie di (r ~ - m ) -  

ple real i  (y~, ..., y~; zl, ..., z~), (y~, ..., y~; z~, .... z,,). 

Le  f u n z i o n i  T~(Y~, ..., Y~), ( i -  1, ..., m) s iano defiJ~ite nel  campo 

R ~ :  --oo <y~ < +oo . . . .  , --oo <y~ < + oo, 

e s iano ivi  l ipschi lz iane nel  complesso delle variabil i .  

A l lora  nel  campo D~ esiste a tmeno  u n a  m - p l a  di  f u n z i o n i  di classe G 

(9) zi = zi(x,  y l ,  ..., Y~), (i - -  1, ..., m), 

le qual i  in  quas i  tu t to  D~ sodd is fano  il s i s tema 

(i) ~E &j(x ,  y , ,  ..., y+.) I ~zdx' y I '  ""' y~) + 

~ ( x ,  y l ,  y+) ~zj(x,  y l ,  ..., y+)] _-- + k=: "" '  ~yk I 

= f~(x, ..., y,.; zl(x, yl;  ..., Yr), ..., z , , {x ,  Yl, ..., Y+)) ,  ( i - - l ,  . . . ,  m), 

e in tu t to  R +  s o d d i s f a n o  le 

(10) z~(O, yl ,  ..., y ~ ) -  ~ fY l ,  ..., Y~), ( i -  1, ..., m). 

(e4) ~ e l  presente  enuncia to  non  occorrono le ipotesi (4). 
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Sia (.~, ...~ b(~ ~)) una r -p la  di humer i  reali  positivi, soddisfacenti le 
disuguaglianze 

a 0 

(92) f Mk (t) d t <  b (~)k , tk - -  1, ... , r); 
o 

in corrispondenza ad ogni intiero k, con l ~ - - k ~ r ,  consideriamo una suc- 
cessione crescente di numer i  

b(k '), ( v = l ,  2, 3, ...) 

tali che sia 

lim b ~) k - - -  --~ CuD. 
v ,..-~ -[- c~ 

Allora il teorema di esistenza dimostrato nel n. 2 (nel quale, in virttl 
dette condizioni 192~ si pub assumere  a = ao) e il teorema di unicittl., citato 
nel n. 3 c), assicurano che, in corrispondenza ad ogni v intiero positivo, nel 

T(~): 0"~ '~  <~'ao~ 

campo 

0 0 

Mk(l)dt ,  

(k = 1, ..., r) 

esiste u n ' u n i c a  m - p l a  di funzioni z~(w, y~, ..., y~), (i : 1, ..., m), le quali 
sono di classe G nel campo T (~), soddisfano i[ sistema (I) in quasi tut$o T(~), 
e in ogni punto del re t tangolo 

R ( ~ )  : - -  b~ ~) ~ y l  ~ b('~), . . . ,  - -  b~. ~) _~' y~  ~ '  b(~ ~) 

soddisfauo ident icamente  le condizioni 

zi~(0, Yl, ..., Y~)= Vi(Yl, . . ,  Y~), (i = 1, ..., m). 

Se (2, ?]1, ..., ~j~) b u n  qualsiasi punto del campo D~,  sia Vo il minimo 
numero intiero positivo, tale che valgano tutte le disuguaglianze 

0 
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il 
campo T (~) con v > 'Jo; posto per  definizione 

. . . ,  y l ,  . . . .  

e tenuto conto ehe il t eorems di unicith, ci tsto nel n. 3 
ogni punto del campo T(~0) 

Zt~o(X, y~, ..., y~)--zi~(x,  y~, ..., y~), ( i - -  l, ..., m) 

in corr ispondenza ad ogni intiero v con v > vo, ne segue the  in tutto il 
campo Dec ~ pienamente  definita una m-pla di funzioni (9) soddisfacente il 

teorema. 

punto (~, ~, ..., ~,.) appar t iene  (2~) sl lora al campo T (~o) e snche  ad ogni 

(i -" 1, ..., m)~ 

c), ass icurs  che in 

5. - Un complemento.  - La soluzione del problems di CAucI-t¥ (inteso 
in senso generalizzsto) definit~ nel campo Doo, della quale il teorema dimo- 
strato nel n. 3 ass icurs  F esistenza, ~ unica ;  cib segue da un teorema dimo- 
strato anteriormente,  sotto ipotesi snche pifi ampie, per  un sis tema quasi  
l ineare (~6). Se inoltre esiste una costante posit iva H, tale che le condizioni 

I y l ,  . . . ,  V , . ) l  <-  H ,  (i, j - -  1, ..., m) 

vslgano in tutto il campo D~, ls  sohz ione  del p roblems di CAucI~Y, costruita 
nel n. 3 nel csmpo Do~, dipende con continuit~ dsi  valori iniziali;  anche 
questo r isutato i~ gi~ stato dimostrs to per  un sistema quasi l ineare (2~). 

(e~) ~E anzi, se 0 ~ ~ a 0 ,  ~ in terno al campo T(vo). 
t "26) Cfr. (Mn), Cap. I V ,  § 2, n. 10 a), pp. 3.54-355, e anche la memor ia  c i ta ta  in (~), 

§ 1~ n. ~, TEOREMA I I ,  pp. i19-120. 
(~) Cfr. ]a memor ia  c i ta ta  in (.2), § 2, n. 9, TEOREMA I V ,  pp. 126-127. 


