
Sulla estensione delle funzioni addi t ive 

in un ((Lattice)). 

Momoria di JhuI¢#~s CECC057I (a Messina) 

A G i o v a n n i  S a n s o n e  nel suo 70 mo compleanno.  

S u n t o . -  S i  d a n n o  dt¢e teoremi che r i g ~ a r d a n o  la poss ib i l i t~  di  esteudere u n a  f u n z i o n e  f(A), 
A e ~ f i n i t a m e n t e  a d d i t i v a  su  d i  u n  ret icolato Booleano  ~ a d  u n a  f unz ione  compte- 
t am s n t e  a d d i t i v a  su  di  u n  anel lo  Booleano che s i  genera a p a r t i r e  d a  ~ .  

1. Sia X un insieme. Sia ~ una elasse di sot to- insiemi di X ehe con- 
tiene Felemento vuoto 0 di X ed ~ chiusa rispetto alla forma~ione di unioni 
A tJ B e di intersezioni A N B di coppie di elementi  A, B di 2~. Una tal 
classe ~ ,  che ~ un anello seeondo F. ttAUSDORFF [7], sara detta:  sistema 
reticolato o (( lattice )) di sot to- insiemi di X. 

Sia ~t uaa  elasse di sot to- insiemi di X ehe ~ chiusa rispetto alla forma. 
zione di unioni A U B e di differenze A - - B  di coppie di elementi A, B di 
~ .  Una  tal elasse ~ ,  che ~ un corpo di sot to- insiemi di X secondo F. HAU- 
SDORFF [7], sara detta, d 'aceordo con P. R. HAL~[os [6], anello di sotto-in- 
siemi di X. 

Da par te  di vari autori, citiamo fra questi  S. BOOHNER & R. S. PHILIPS 
[2], K, YOSIDA & E. HEWI~T [8] ed altri, ~ stato fatto uno studio assai appro- 
fondito delle funzioni reali f(A), A e ~ ,  che sono f ini tamente additive sopra 
una elasse Ct; tali eioi~ ehe 

f(O) - -  O, f(A 0 B) --  f(A) + f(B) se A, B e C~, A fl B --  O. 

Sulle funzioni f(A), A E ~ ,  f ini tamente additive sopra un sistema retico- 
lato ~ ,  tali cioi~ che 

f(O) - -  O, f (A U B) -~ f(A n B) --  f(A) T f(B) se A, B E a ,  

sono appars i  recentemente  due importanti  lavori di F. CA]~IErtO [4] [5] n e i  
quali  viene studiato il problema della estensione d i u n a  tal funzione [(A), 
A E ~ ,  ad una funzione eompletamente  additiva sul minimo ~-anello $(2~) 
(seeondo la nomencla tura  di P. R" Yf~b~ros [6]} di sot to- insiemi di X gene- 
rato da ~ .  
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1~i sembra  pertanto intereressante osservare,  in questa  nora, come lo 
studio di fuuzioni addit ive sopra un sistema N possa essere ricondotto allo 
studio di funzioni addit ive sopra un sistema ~ .  

Otterrb in tal modo una nuova dimostrazione del teorema di estensione 
di F. CAF~ERO sopra citato (vedi Teor. 8) ed un generale teorema di prolun- 
gamento (vedi Teor. 9) dal qua |e  si deduce una estensione, al caso di misure 
relative, di un teorema di prolungamento di <(regular content>> dato da 
P. R.. HAs~OS [6] (red. 9). 

2. Valgono le seguenti  proposizioni. 

TEORE3IA 1. - Se ~ ~ un reticolato di sot to- insiemi di X e se c~(N) 6 
il minimo anello che contiene ~ altora ~ possibile esprimere ogni elemento 
C di ~(,~) nella forma 

C = A~ - -  A2 -t- A8 - -  A~ ... ± A .  

essendo A~ D A,,, D A8 ~ A,, element di N. 

TEORE~IA 2. - Se f(A), A e ~  ~ una una funzione reale f ini tamente  
addit iva su ~ allora esiste una ed una sola estensione f ini tamente additiva 
f(A), A e g ( ~ )  di f(A) ad ~ ( ~ ) ;  cio~ una sola funzione reale f ini tamente 
addit iva f(A), A e ~ ( ~ )  tale ehe f ( A ) - - f ( A ) s e  A e ~ .  

TEORE3IA 3. - Se f(A), A e gl ~ una fuuzione reale f ini tamente additiva 
sopra un reticolato N di sot to- insiemi di X, se f(A), A E N ~ a variazione 

l imitata in N;  cio~ se esiste 3 1 >  0 tale che sup V ] f(A~+d - -  f(A~) t < 31 
i = 0  

essendo A -" Ao c A~ c A ,  c A,~_~ "- B, Ai E Jt,, n intero > 0 ; allora esistono 

i~:o max f f+(A) = sup f(Ci+~) --f(Ci),  O~ n intero > 0, 

[. 
f - (A)  = inf ~A mintf(i+l)--f(C~),  0 } : n  intero > 0, 

Li=o 

O - -  Co c C~ ... c C,,+I = A t 

0 = Co c C~, ... c C,+~ = A] 

addit ive in ~ e tali t he :  

(3.t) 

(3.3) 

f+(A) ~ O, f - (A)  ~-- O, A E ~ 

f+ (A) <-- f+(B), f - (A)  ~ f-(B) se A, B E ~ ,  

f(A) = f+(A) + f - (A)  se A E ~ .  

A c B ,  
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TEORE~A 4. - Se  f(A), ,~[ ~ ~ ,  ~ u n a  r u n , l o n e  r ea l e  f i n i t a m e n t e  add i t i va  
e a variazione l imitata sopra un retieolato N di sot to- insiemi di X e se 
f(A), A E N, g completamente  addit iva sopra N;  cio~ se f(A) = lira f(A,,) qua- 

lunque siano t A , , ' n E N !  tall ehe A,,E~,  A E ~ ,  A,~A,~÷~, lim A,~=A; 

allora le funzioni [+(A), f-(A), A E N definite mediante il teorema precedente 
sono eompletamente  additive in N. 

TEOREYIA 5. - Se f(A), A ~ dI ~ una funzione reale, :> 0, f ini tamente 
addit iva sopra un anello di sot to- insiemi di X e se /(A), A e ~ ~ completa- 
mente addit iva in dI; cioi~ se qualunque  siano I A , n e N }  e A tall ehe 
A e ~ ,  A~e~I, A n c A , ÷ ~ ,  A - -  lim A,~, r isul ta  f ( A ) - - l i r a  f(A,); allora 

o 

esiste una ed una  sola estensione completamente  addit iva f(A), A e S(dI) di 
f(A), A edI al minimo ¢~-anello S(~) di sot to- insiemi di X generate da ~ ;  
eio~ una unica funzione f(A) con valori reali ~ 0 (eventualmente ~ ~ )  ehe 

completament, e additiva sopra S(~) e tale che f ( A ) =  f(A) se A e a .  

TEOIIE~A 6. - Condizione necessar ia  e sufficiente affinch~ /(A), A ~ ~,  
reale, ~ 0 ,  f ini tamente addit iva in ~ sia completamente additiva in ~ 6 che 
qualunque sia { A , ~ ' n e N t  tale che A,,edI, A,~DA,,+z, lira A , = O  risulti  

lim f(A,~) -- O. 

I teoremi 1, 2 sono noti;  si trovano per esempio in F. HAUaDOI-CFF [7]. 
II teorema 3 ~ anche essen~ialmente note;  si trova per  esempio in G. BXI~IC~OFF 
[I]. Cosi pure sono noti i teoremi 5, 6. Si trovano per  esempio in P. R. 
HALI~IOS [6]. 

I1 teorema 4 pub essere prora te  nel mode seguente. 
Siano A, {A,,: n ~ N !  tall the  A e ~ ,  A,~e~, A , , ¢ A , ~ I ,  lim A , =  

- - A .  Pe r  ogni a > 0  esistono C 0 c  Cz...Cp+l, C i e ~  tall che 

essendo 

P 
f+(A) - -  e < Z max / f(Cp+l) - -  f(Ci), 0 }, 

~ = 0  

D'altra parte, essendo 

C o = O ,  Cp+I-- A. 

lim C, N A. = Ci N A -'- C~ 
¢I ~ 0 0  

C~NA, C~NA.~N,  C~NA. cC~NA.+~,  i = 0 ,  1 . . . / ) - t -1  
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esis te  un  in te ro  no > 0 ta le  che  

]f(A.o n C,) - -  f (A n C~) ] < ~ / p  + 1 

di modo che  r i su l ta  

i = 0 ,  1, 2 , . . . , p + l ,  

f+(A) - -  ~ < ~ m a x { f ( A , ~  C,+,) - -  f (A.  n C~), 0 } + 2 e < _ f + ( A m ) + 2 ~ .  

Da ques ta ,  pe r  il fa t to  che  f+(A,o)<f+(A. )<-- f+(A)  se n >  no, segue  
l ' a f f e r m a z i o n e  c o n t e n u t a  ne l  t e o r e m a  4. 

3. Pos s i amo  p e r t a n t o  e n u n c i a r e  il s eg u en t e  

TEOREMA 7. - Se f(A), A ~ ~ una  funz ione  rea le ,  a va r iaz ione  l imi.  
tara, c o m p l e t a m e n t e  add i t iva  sul re t ieo]a to  ~ di so t t o - in s i emi  di X e se la 
e s t ens ione  f(A), A e ~ ( ~ )  di f(A), A ~ ,  de f in i t a  nel  n ° 2, nel  min imo  anel lo  
~ ( ~ )  gene ra to  da  ~ b e o m p l e t a m e n t e  add i t iva  sop ra  ~ ( ~ ) ,  a l lo ra  es is te  u n a  

u n i e a  e s t ens ione  /'(.4), A e ~ ( ~ )  al m i n i m o  ~-ane l lo  $ (~ )  gene ra to  da ~ ,  

Questo  t e o r e m a  d i scende  dai t eo remi  2 e 5 e dal  fa t to  ehe  $ (~ )  ~ il 
m i n i m o  ~-ane l lo  gene ra to  da ~ ( ~ )  (~). 

4. U n a  eond iz ione  su f f i e i en t e  a f f inch~ l ' e s t ens ione  f(A), A ~ ( ~ )  di 
f(A), A e ~ de f in i t a  n e l l ' e n u n c i a t o  del  t eo r em a  2 sia e o m p l e t a m e n t e  add i t iva  

forn i ta ,  un  easo pa r t i co la re ,  dal  s eguen te  

TEOREMA 8. - Se la funz ione  rea le  f(A), A e ~ ,  b la va r i az ione  pos i t iva  
di una  funz ione  reale ,  add i t iva  e a va r i az ione  l imi t a t a  su ~ ,  se f(A), A ~ ~ 
c o m p l e t a m e n t e  add i t iva  su ~ e se ~ gode de l la  s eguen te  p ropr ie tY:  

(°] 0 pet" qua l s i a s i  A e ~ e per  qua ls ias i  B e ~ ,  B ~ A es is tono due  succes-  
s ioni  { A , , ' n e N } ,  I B , ' n e N }  tal i  ehe  A, ,  B , , e ~  e A , , ~ A , + ~ ,  l ira A , = A ;  

B , ~ c B ,  B~D B.+~, B - - B .  c A.  c B - -  B,,+~; 

(i) II seguente esempio mostra the esistono funzioni f(A), AE~ additive, completamente, 
sopra un sistema reticolato ~[ per le quali l'estensione f(A)~ A s ~(~)  al minimo anelto 
g{~) the contiene ~ b additiva, non completamente. 

Sia X-----(0, 1] e sia ~ il sistema reticolato avente per elementi i soito insicmi O~ A 
(0, ~]; c¢ reale, 0 < a ' ~ l ;  di X, 

Sia f I 0 ) =  0 e f(A)= 1 per ogni A ==~ 0,  A a ~. 
La funzione /(A), A e ~I~)  b completamente additiva in ~. La funzione );(A), A~ 

E ~t(~} non b comptetamente additiva in ~(~). Infatti lOOStO A ~ [ O ,  1/n]E ~ risulta 
A~DA~+j~ lim An-~-- 0 ed anehe lim f(A)~= lira /(A,~)~--.1, 
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allora l 'estensione f(A), A e ~ ( ~ )  di f(A), A e ~ ,  definita nell 'enunciato del 
teorema 2, ~ completamente  addit iva in ~ ( ~ )  (~). 

In  forza del teorema 6 basra provare  ehe per  ogni suecessione t A,"  
n e N }  di insiemi A , , e ~ ( ~ ) t a l i  che A, , cA , ,+~ ,  lira A , , - - A ,  A ~ ( ~ ) ,  si 

i~ ~ CX:J 

ha:  lim f ( A , , ) : f ( A ) .  

Possiamo intanto supporre  che A e ~ e che pertanto f ( A ) :  f(A). 
Per  il teorema 1 si ha 

P ~  

A,~ : 0 (A,j, i - -  A,~.i+I), A,,~ e ~ i :  1, 2, ... P~, A,,, ~ ~ A,~,i+~ 

per  la eondizione (e)~) esiste pereib per  ogni ~ > 0 e per  intero ogni n > 0 
un C n e ~  tale ehe 

c .  = A. ,  f (c . )  = 7(0.) < f(A.) + 

Risul ta  cosi 

Cn ~ A e ~ ,  C~O. A c Cn+l fl A, lim C~ fl A - -  A,  

e, in forza della ipotesi di completa  additivitk in ~ ,  

lira f(C,j fi A) - -  f (A) .  
n ,-'.~" (23 

Esiste pertanto, in eorrispondenza del fissato s, un intero no > 0 tale che 

f(Cs • A) > f(A) - -  e, s e n  > no. 

In  forza della condizione (3.2) e dei teoremi 1, 2 si ha quindi  

[(C~) ~ f(A) - ~, s e n  > no 

ed anehe 

f(A~) q- ~ > f(A) - -  ~, s e n  > no. 

Per  l 'arbitrariet~ d i e  il teorema 8 ~ eosi dimostrato. 

(~) iknalogo teorema si ot t iene sosti tuondo la condizione (o-~) con la sua duale. 

Annali di Matematica 48 
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5. Dai preeedenti  teoremi discende cosi il seguente teorema date da 
F. CAFIERO in [5]; 

TEORE~IA 9. - Se f(A), A e N, 6 una fun~ione reale, additiva, a varia- 
zione limitata, eompletamente  addit iva sopra un reticolato ~ di sot to- insiemi 
di X che verifica ]a condizione (~f) allora esiste una ed una unica estensione 

_O 

completamente  addit iva /(A), A e$ (N)  di f(A), A eN., al minimo e-anel to  
g(N) generate da ~ .  

6. Tut te  le considerazioni precedenti  si eonservano valide se e~ ~ un 
reticolato astratto, distr ibuivo ch~, secondo il case. b sub-re t ieola to  di un 
reticolato distr ibutive re la t ivamente completato ~ ( ~ )  o sub-ret icolato  di un 
reticolato v-dis t r ibut ive relat ivamente completato a-complete  S(~~)e eventual- 
mente gode della propriet'~ (~ ) .  

7. Iu ~utte le precedent i  considerazioni ~ entrata essenzialmente la no. 
zione di suceessione monotona iA, :  n ~ N ' ,  di sot to- insiemi di X, conver- 

genre verso A c X. 

Seguendo E. J. MACSHANE [9] e N. BOUI~I~AKI [3] considero era la se- 
guente pifi generalc nozione di sistema i d ~ .  di sot to- insiemi di X~ diretto, 

seeondo In relazione D verso A c X:  

i(I)! sar~ detto diretto, secondo la relazione D, verso A se per ogni coppia 
di elementi  B', B" di i (p} esiste B~I(I)~ tale che B ' c B ,  B " c B  e se 
inoltre A = lira B ;  eve lim B 0 il limite secondo MOORE-SMITI=[ 

B e I(l)l*D B e l(I,I D 
del l ' ins ieme variabile B nell 'ordine parziale ~ ;  o, cib che ~ lo stesso, se 

A --  U B. 
B e I(Pl 
Cib posto, data una funzione /(A), A e c~ [A e C%], additiva f ini tamente 

sopra NIt'I], diremo che f(A) b. additiva ( , ) -complementamente  sopra ,~[C[] se, 
per  ogni sistema i c I)} diretto, secondo la retazione D verso A, r isul ta  

lira f(B) --  [(A). Se f(A) ~ 0 cib ~ lo stesso che dire f(A) = sup[f(B) : 
B e tq'l 
: B e { ~ t ] .  

Vale a questo proposito il seguente teorema di estensione (dovuto essen- 

zialmente a E. J. )IACSHA~E [9] e N. BOUnBAKI [3]); 

TEORE)IA. - Se f(A), A e ~ (~ addit iva ( . ) -comple tamente  in u a  sistema 
booleano ~ di sot to- insiemi di X, se f ( A ) ~ 0 ,  allora esiste una estensione 
completamente  addit iva f(A), A e$[~(~) ] ,  f(A) ~ 0  (event. +~), di f(A), 
A e ~  al minimo ¢~-anello $[~(~)] generate a par t i te  dalla classe ~[~]  



J.  CECCONI: Su l la  es tensioue delIe f,tt~tzio~i addi t ive  in  un  <~ La t t i ce  >> 379 

cos t i tu i t a  dai  so t t o - in s i emi  A di X pe r  i qua l i  es is te  u n  s i s t ema  {@} tale  che  
A - -  l ira B e lira /'(t3) < c~. 

8. Modi f icando in modo e o n v e n i e n t e  le d imos t raz ion i  dai t eo remi  4 e 8 
posso pe r t an to  p r o v a r e  il s e g u e n t e :  

TEOREMA 10. - Se f(A), A e2~, ~ u n a  funz ione  reale ,  f i n i t amen te  e ( , ) -  
c o m p l e t a m e n t e  addi t iva  ed a va r i az ione  l imi t a t a  sopra  il s i s tema re t i co la to  

di so t t o - in s i emi  di X e se ~ ve r i f i ca  la s eguen te  cond iz ione :  

(~3A~') per  oga i  eopp ia  A, B eff¢, A c B esistorto duo s is temi  d i re t t i  pe r  
la re laz ione  ~ ,  {~},  {W!, i ( I ) ! ~  { W } ~ ,  tal l  ehe  t ~ }  ~ d i re t to  verso  A 
e per  ogni  Ce{(I)} es is tono D e , W }  e C'e{(I)} ta l i  ehe  C ~ B - - D ~ C ' ;  

a l lo ra  es is te  una  es t ens ione  addi t iva  f-(A), A e $[6I(~)]} di f (A) ,  A e R .  

9. Osservo ehe  es is tono funz ion i  f (A) ,  A ~ ~ f i n i t a me n t e  e e o m p l e t a m e n t e  
add i t ive  in ~ che  non  sono ( , ) - e o m p l e t a m e n t e  add i t ive  in ~ .  

Osservo c h e s e  f (A) ,  A e ~  ~ f i n i t a m e n t e  e ( , ) - c o m p l e t a m e n t e  add i t iva  
O 

a l lo ra  r i su l t a  f ( A ) =  ~(A) se A e S[~(~)] .  
0 s s e r v o  ehe  se da ta  f (A) ,  A ~ ,  f i n i t a me n t e  e ( , ) - e o m p l e t a m e n t e  ad- 

di t iva,  ~ ~ il s i s tema re t i co la to  eos t i tu i to  dagli  ins iemi  ape r t i  A, di a d e r e n z a  _~ 
eompa t t a ,  di uno  spazio di HAUSDORFF l o e a l m e n t e  compa t to  a l lo ra  ~, ver i .  
f iea  la condiz ione  (z~ , )e  5 {C[6t(~)]I  con t i ene  la classe dei bo re l i an i  di X C)- 

P e r t a n t %  in ques to  easo pa r t i co la re ,  il teorema- 10 cos t i tu i sce  una  esten- 
s ione (4) al easo di mi su re  r e l a t ive  al T e o r e m a  A § 54 di P. R. HALMOS [6]. 

0 s se rvo  inf ine  che  nel  easo di s is temi  d i re t t i  suss is tono eons ideraz ion i  
i n t e r a m e n t e  ana loghe  a que l le  e o n t e n u t e  nel  n ° 6. 

(3) Basta infatti prendere, per ogni fissata coppia A c B, come sistema I q) }, diretto 
per la relazione ~ la famiglia dei sotto insiemi aperti C di A la cui frontiera relativa a B 
non ineontra la frontiera di A relativa a B, 

(4) Si tenga infatti presente che se f ( A ) ~ O  e se f ( A ) - ~ s u p l f ( B ) : 1 3 c B c A ;  A~ B 
aperti di aderenza compatta I, allora per ogni sistema diretto I~I in ~ eonvergente verso 
A si ha sup If(B) : B ~ (1) 1 --~ lim f(B) = [(A). 
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