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1. N o n o s t a n t e  la semplicith,  d e l t ' e q u a z i o n e  l inea re  o mo g e n e a  del 3 ° o rd ine  
b inomia  

(1) x,'"(t) -{-p(t)~(t) - -  O, (' = d i d  0 

pub dirs i  ehe  i r i su l t a t i  di c a r a t t e r e  gene ra l e  re la t iv i  nile sue soluzioni  sono 
a l q u a n t o  sears i  e f r a m m e n t a r i ,  s p e c i a l me n t e  se si c o n f r o n t a n o  con quel l i  che 
si r i f e r i s cono  al la  c o r r i s p o n d e n t e  equaz ione  del  2 ° o r d i n e  

x"(t) + p(t)z(t) = o. 

L a  p r e sen t e  r i c e r c a  ha  lo scope  di po r t a r e  un  con t r i bu t e  allo s tudio del le  
proprieti~ a s in to t i che  del la  (1), n e l l ' i p o t e s i  che ta  funz ionep( t ) ,  a s i n t o t i c a m e n t e  

c o n t i n u a  (1), n o n  p r e s e n t i  c a r a t t e r e  osc i l la tor io  (2) e n o n  s i  a n n u l l i  i d e n t i c a .  

m e n t e  i n  a l c u n  trat to .  

Cib eqa iva l e  a s u p p o r r e  1' es i s tenza  di un  va lo re  T de l la  va r i ab i l e  t, ta le  
cho pe r  t > T la funz ione  p(t) r i su l t a  c o n t i n u a  ed a s sume  va lor i  s empre  non 
negat iv i ,  ovvero  sempre  non  posi t iv i  (senza a n n u l l a r s i  in a l c u n  tratto).  

Osse rvando  a l lo ra  che  l ' e q u a z i o n e  

(~) x"' ( t )  - -  p ( t )~c (O = o 

0) Qui e nel soguito, dioendo ehe la  funzione f(t) gode asintoticamente della propriet~ 
(P), intenderemo the esiste urt valore T della variabile tale ehe, per t ~ T, f(t) verifica 
sempre la (P). 

(~) Diremo oh9 una funzione f(t), continua, presenta ea~'attere oseillatorio (o brevemente : 
4 osoillante) quando, eomunque si seelga la costante reale ~, ~ possibile trovare due valori 
distinti di t, t~ e t~, maggiori di ~, per eui si abbia [(tOf(t~) < O. 
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6 l ' aggiunta  della, {1), no segue ehe l ' esame dei due casi era detti si r iduce 
allo studio parallelo della equazione (1) e della sua aggiunta (2), helle ipotesi 
c h e l a  funzione p(l) 

l a) sia asintol ieamente  con t inua;  

b) s ia  as in lot ieamente  non  negat iva  ; 

c) no~ si anrtul l i  i n  a l eun  tratto. 

La pr ima parle dellt~ r icerca 6 dedicata a l l ' in t roduzione di una conve. 
niente classificazione delle soluzioni delle cquazioni (1) e (2), ed a l i ' esame 
delle loro principali  prol)vieth. 

Prendondo come modello il cast) p{ t )~  costante, accessibile con i metodi 
della teoria elementaro,  si verifiea facihnente chc, qualunque sia p > 0, l' equa- 
zione (1) e la sua, aggiunta i2) :tmmettono sempre sia soluzioni oscillanti che 
soluzioni non oscillanti, sia soluzioni limitate (p(~r l ~ - { - c ~ )  che soluzioni 
non timitgte. 

ITtta ta.le classifieazione non ha perb luogo in generale, poich6, nelle 
ipot(~si (3), 6 facile trovare eueml)i di oquazioni del tipo (2) detate di soluzioni 
lulle no,, l imilale,  o di e(luazioni dcl tipo (1) dotate di soluzioni tulle non 

osei l la . t i .  
Tutta, via, un esame l)ifi a.pprofondito del caso p(t)--~cost ,  permettc di 

iudividuare qu~tttvo classi di soluzioni chc possono caratterizzarsi  nel scguente 
modo : 

C[,ASSE A: eoslil~tita dalle soluzio, , i  z(tJ della (l) ehe veril~cano asintotiea- 

mente la relazione : 

t4) z'lt)z"(l) < O; 

('~LASSE l~: eosli tui ta daUe soluzioni  y(t) della (l) per  eui, comunque  si  
seelga la (;osl(t~te reale ~, esisle u n  valore to > a tale ehe 

(5) y'(tojy"(to)>_ O; 

CLASSE A': eostiluila dalle soluz ioni  ~)(t) della (2) per cui, comunque  si  
scelga la coslante reale ~, esiste u n  valore to > o: tale ehe 

(6) o)'(to}(,/'ffo) <-- 0 ; 

Cr, ASSI~ 13': costituita dalle soluzioni  w(t) della (2) the  ver i f ieano asintoli-  

eamente la relazio~e 

(7t w'(ttw"(t) > O. 
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Ebbene, se si assumono queste pl'oposizioni come definizione delle quattro 
elassi suddette, la ripartizione sussiste anehe nell ' ipotesi  ehe la funzione p(t) 
soddisfi le condizioni (3), nel senso the  le classi A, B,  A' e B'  non risulta.no 
mai vuote. 

Inol t re  si r iscontra  che :  

le soluzioni  della classe A costiluiscono in  ogni  caso uno spazio l ineare di 

d imensione  1, sono l imitate  e sono as in to t icamente  monotone;  precisamente 
tall  che: 

(8) l im I z(l) I - -  c >-- O, lira z'(l) = l im z"(t) ~--- O. 

le soluzioni  della classe B (the nel caso p ~- cost. sono tutte oscillanti) godono 
della propriet i t  d i  essere o lutte osoil lanti  o tulle non  osci l lanti  ; e nel caso 
the non  s iano osci l lanti  sono tulle non  limilale.  

le soluzioni  della classe A' (ehe nel caso p .... cost. sono tulte oseillanli) godono 
del la propr ie t~  di  essere o tulle osci l lanl i  o tulle non  oscillanti,  e costilui- 
scono uno spazio l ineare di  d imens ione  2. 

le soluzioni  del la  classe B'  r i su l tano  tulle non l imitate  e sono in  ogni  caso 
as intot icamente  monotone. 

Si verifica poi che, tra te soluzi()ni del l 'equazione (2), quelle appartenent i  
alia classe A' possono cacatterizzarsi mediante la proprietSt di r isultare orlo- 

gonal i  a tutte le soluzioni della classe A, nel senso che:  se o)(t} E A', e solo in  
tal caso, si ha 

+"(t)z(t{  - -  +'(tlz'(t}  + ~o(Oz"It) = o 

per  ogni  soluzione z(t) ~ A.  

Infine, r iferendosi al carat tere  oscillatorio delle soluzioni, si r iscontra 
c h e s e  t 'equazione (1) presenta soluzioni oscillanti {quelle della elasse B), 
anehe Fequazione {2) presenta soluzioni osciilanti (quelle della, classe A'), e 
viceversa. II che, con r i fer imento alla classificazione introdotta, pub espri- 
mersi  dicendo che:  le sohtzioni  delle equazioni  (1) e (2), appar tenent i  rispelti- 

vamente  alle classi  B e A', presen tano  tulle il  medesimo carattere oscillatorio. 
La seeonda parte della r icerca ~ dedicata allo studio delle proprieth asin- 

totiehe delle equazioni (1) e (2}, nel easo ehe non esistano soluzioni oscillanti 
ed in partieolare allo studio della, stabilittt delle rispettive soluzioni nulle. 

Poich~ le soluzioni delle elassi A e A' eostituiscono spazi lineari rispet- 
t ivamente di dimensioni 1 e 2, mentre  quelle delte elassi B e B', neI caso non 
oscillante, r isultano non limitate, ne segue che, nelte ipotesi (3) non si pub 
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in aleun caso par lare  di stabilit~ vera e propria, ma al pifl di slabilit~ con. 
dizionata (~). 

Nel caso delle equazioni del tipo (1), perch~ tale stabilit~t eondizionata 
sia asintotiea, le (8) dovranno valere con c : O ;  e sar~ dimostrato the  cib 
accade allora e solo quando 

t 

(9) lim f z~p(x)d'c --- + co. 
t -~- -~zo 

to 

Questa condizione earatterizza pertanto, nel caso non oscillante, le equa- 
zioni {1) con soluzione nulla condizionatamente asintoticamente stabile. 

Per  le equazioni del tipo {2), sempre in assenza di soluzioni oscillami, 
sarh provato ehe la condizione ~9) ~ caratteristica 19er l'inslabilil~t tolale della 
soluzione nulla. 

Viceversa,  se la (9) non ~ verif icata (e pertanto il limite t he  ivi f igura 
esiste finito), daila classe A' si pub estrarre  una sottoclasse A' di solu- 
zioni ~(t), che costi tuiscono uno spazio l ineare di dimensione 1 e verif icano 
inoltre le condizioni 

lim t~(t) l - -  c>O, lim ]~'(t) t --  lim l~"(t)] --  O, 

essendo c una costante reale positiva; pertanto per la sotuzione nulla si ha 
il caso di stabilit~ condizionata non asintotica. 

Infine, poich~, come facihnente si prova con esempi, la {9) rappresenm 
una condizione soltanto necessaria per l 'esistenza di soluzioni oseillanti della 
(1) e della (2~, sar'~ dimostrato che una condizione sufficiente ~ data dal- 
l 'es is tenza di una costante ), > 0 tale ehe 

t 

lim [ x~-~p(x)dx -- -]- ~ .  
t ---~-~oo 

to 

(s} P a r l a n d o  di  stabil i t~t  c o n d i z i o n a t a  i n t e n d o r e m o ,  s e e o n d o  la  pii l  c o m u n e  d e f i n i z i o n e ,  
che  le c o n d i z i o n i  che  c a r a i t e r i z z a n o  l ' o r d i n a r i a  s t ab i l i t h  s i a n o  s o d d i s f a t t e  d a  u n a  c ]asse  d i  

so luz ion i  d e l l ' e q u a z i o n e  in  ogge t t o ,  c o s t i t u e n t i  u n o  spaz io  l i n e a r e .  
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]?&RTE PRI:M~k 

2. - Consideriamo l 'equazione 

(1) + p(t)x(t) = o 

nell ' ipotesi  c h e l a  funzione p(t) sia tale da soddisfare le condizioni (3) diehia- 
rate al n. preeedente.  

Suddividiamo le soluzioni di (t) in due elassi 

CLASSE A: eosli lui ta dalle soluzioni  z(t) the  verif icano as in lot icamenle  la 
relazione 

(4) ,'(t),"(O < o; 

CLASS]~ B: cost i tui ta datle soluz ioni  y(t) per  cui, comunque  si  scelga la 
costante reale a, esiste u n  valore to > a tale che 

(5) _> 0. 

Le classi A e B cosi definite non sono vuole. Per  la prima basra rifarsi 
ad un risultato di Pl~. I-IAI~TMAI~ e A. WIN~NER che, helle condizioni (3) per  
la funzione p(t  L ass ieura  l 'es is tenza di una soluzione almeno del l 'equazione 
(1) soddisfaeente la (4) (~). 

Pe r  la elasse B, eonsideriamo una soluzione y(t) che verifichi in to la (5), 
e dimostriamo che per  t > t~ >_ to y(t) non pub in nessun ease soddisfare la 
relazione 

(10) y'(t)y"(t) < O, 

carat ter is l ica  delle soluzioni di (1) appartenent i  alia classe A. 
Poss iamo valerci  del seguente ragionamento. 
In  to sono possibili due casi : y(to)y"(to} ~ O, ovvero y(to)y")to) > 0. ~ e l  primo 

di questi  per  ta funzione 

(11) 1 t2 
F[y{t)] - -  2 y (t) - -  y(t}y"(t) I ~) 

(4) Cfr. PH. HAI~T~IAN - A. ~rINTNER, Linear  dif ferential  and  difference equations w i t h  
monotone solutions, • Am.  J .  of Math. ~, 75(1953), 731.743. 

(~) La  funzione .F[x(t}], delle cui propr ie th  ci se rv i remo anche in seguito,  g ioea  un 
ruolo impor tan te  nel lo s tudio del le  equazioni  l inea r i  dol 3 ° ordino;  err. ad os, G ~. SANSONE 
S tud i  sulte equazioni di f ferenzial i  l ineari  omogenee del terse ordi~e ~el eampo ~'eale, ~ Rivi~ta  
Mat. y Fis.  t oo r i ca , ,  (Tueuman),  6(1948), 195.253, ~ 2. 
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d F  2 
si ha  F(to} >-- O, e poiehb, essendo ~/~ - -  p(t)y (t) :> O, F[y{t)] r i su l t a  monotona  

crescente  con t, sarh anche  l im F(t) > 0. Cib esclude che y(t) possa, per  
t ~  [-co 

t > t~ >__t0, ver i f icare  la (10), poichb si avrebbe lira y ' ( t )= l im y"(t}-- 0, 
t ~ c o  t - ~ o o  

0 ~ '  lira t y(t) i < -}- oo e di eonseguenza  l im Fly(t)] - -  O. 
t - * C O  t---+ oo 

Resta  da e samina re  il secondo case :  y(to)y"(to)> 0, e per  f i ssare  le idee 
supponiamo y(to)> O, y"(to)> 0. Poich~ per  ipotesi  y(t} ver i f iea  la (5), dovri~ 
essere y'(to)>_ O, ed 6 possibilc de t e rmina re  $ > 0 in mode che ne l l ' i n t e rva l lo  
(to, to + ~) si abbia  

y(t) > O, y'(t) > O, y"(lt > O, y'"(t) ~ O. 

Pub al lora  aceaderc  che y"(t) non si annu l l i  mai  per  t >  to + $; il che 
por ta  c h e l a  funzione  ytt) non veri[ica in a lcun  punto la (10). 0 w e r e  esisterh, 
ad es. per  l = t2 un pr imo zero di y"(t) ne l l ' i n t e rva l lo  [to-~ ~, -5 oo); ma  in 
tale ipotesi  si ha  F[y(t~)] > 0 e pub r iapp l ica rs i  il r ag ionamen to  tenure  nel  

ease p receden te  
Osserviamo che, da quan to  b s ta te  era  d imostra to ,  segue in par t ico la re  

che ogni soluzione z(t) della  elasse A ver i f ica  la (4) per  ogni t > T, essendo 
T quel  valore  del la  var iabi le  a par t i re  dal  quale  per  le (3t la funzione  p(t) 
si suppone  cont inua ,  non nega t iva  e non iden t i camen te  nu l l a  in a l cun  t ra t to  (~). 

3. Le  soluzioui  y(t) del la  (1) appa r t enen t i  a l la  classe B godono, come /) 
note  (7), del la  propriet 'h di essere tulle oscillanti o tulle non osoillanti. 

0sae rv iamo inol t re  che, se in to si ha  y(to}=y'(to)----O, ovvero y'(to)-= y"(to)= O, 
per  la funzione  F[y(t)] in t rodot ta  al n. p recedente  o t ten iamo F[y(to)]--O, 
F[y{t~] > 0 per  t > to. 

Ne s e g u e :  ogni soluzione della classe B pub presentare uno zero doppio 
al pii% e lo slesso accade per la sun derivata prima.  

Da qui r i su l t a  in par t i co la re  che, se y{t} 6 B ha ca ra t t e re  non oscil latorio,  
anche  la funzione  y ( t ) -  k {qualunque sin la costante  k :4: 0) ha  ca ra t t e re  non 
oscil latorio.  In  a l t re  pa ro le :  s e u n a  soluzione deU'equazione ~1) ~ oscillante 
rispetto alla retta y=--k ~ O, dove neoes~ariamente esserlo rispetto alla retta 

y = O .  

(~) Intendoromo sempre~ nol corse della pr(~sente ricerca, di considorare valori di t 
interni all'intervallo (T~ -~- co). 

(7) Tale loropriet.~ pub desumersi da )i. SVEC, Snr une propri~td intdgrale de t' dquation 
y(~) -b Qtx)y = 0, n = 3, 4, ~ Czech. ~4ath. Journ. ~, 7(82), 1957, 450462. Cfr. anche G. YILLARI, 
Sul ca.rattere oscillatorio delle sotuzioni deHe equazioni differenziali Zineari omogenee de~ 
terzo ordin~, Boll. U. M. L, (3), 13(1958), 73.78. 



G. VILLAr:I: Con t r ibu t l  allo s tud io  asintot~eo del l 'equazione,  ecc. 307 

Basra osservare a questo proposito ehe, se una tale soluzione y(t) oseil- 
lasse rispetto alia tetra y-----k 4 : 0  senza cambiare di segno, negli zeri di y'(t) 
(tutti semplici, come si b visto, a part ire da un conveniente valore di t) la 
funzione F[y(t)] assumerebbe valori di segno al ternat ivamente opposto, in 
contraddizione con la sua provata monotonia. 

Vale infine il 

TEORE~A 1. - Le  so luz ion i  dell '  equaz ione  (1) a p p a r t e n e n t i  a l la  classe B,  se n o n  
h a n n o  caral tere  osci t latorio,  divergo~w as in to t i camen te ,  ciod tim l y(t) l = ~- c~. 

Infat t i ,  sia y(t)E B non oscillante. A par t i te  da un conveniente valore di 
t, ad es. per t > t~, sar'h y(t) :4: O, e per fissare le idee supponiamo y(t) > O. 

Per  t > tl sar/~ anehe y"'(l) ~ - -p i t )y( t )  < 0 da eui necessariamente y'(t) > 0 ; 
in easo contrario, se eiob y"(t) diventasse e si mantenesse negativa, anehe 
y'(t) finirebbe per assumere valori negativi~ e lo stesso dovrebbe aeeadere per 
y(t), contro l ' ipotesi .  

Sar/~ dunque~ per t > t~, y(t) > O, y"(t) > 0 ; e n e  consegue che y'(t) dovr/~ 
essere asintot ieamente positiva, poiehb diversamente y ( t ) v e r r e b b e  a soddisfare 
la condizione carat terist ica per le soluzioni della classe A. 

Conchtdiamo che ogni so luz ionede l l a  classe B, se non ha carattere oscil- 
latorio, verifica asintot icamente le relazioni 

y(t)y'(t) > O, 

e si ha da qui il Teorema  1. 

y'(t)v"(t) > o, 

4. Per  le soluzioni z(t) appartenenti  alla classe A, dalla condizione carat. 
teristica (4) segue the  t z(t) t , t z'(t) I ,  ] z"lt} I sono monotone deerescenti 
e si ha quindi 

(t2) lim I z(t) i = c ~ O, l im z'(t) ---- lim z"tt) = 0 ; 
$ .---*- 0 9  t *--.+ ~:~ t . . - -+  O~ 

ed inottre, per ogni valore di t the  si considera 

z(t)¢(t) < o, < o. 

Si ha il 

TEOREMA 2. - Le  so luz ion i  a p p a r t e n e n t i  a l la  classe A cost i tu iscono u n o  
spaz io  l ineare  d i  d i m e n s i o n e  1. 

Perverremo alla dimostrazione provando che due soluzioni zl(t) e z2(t), 
appartenenti  alla classe A e non coincidenti, differiseono per una costante 
moltiplica'tiva. 

Ragioniamo per assurdo facendo 1'ipotesi ehe per t - - t o  si abbia 
zl(to) -" z2(to) senza che sia zl(~) ~ z2(t). 
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La funzione z(t) = zl(t) - -  z2(t) uarh allora una soluzione (non ident icamente 
nulla) de l l ' equazione (1), e, poich~ Z(to)~ 0, apparterr/~ alla elasse B. 

Possono darsi due casi:  ]e soluzioni della classe B, e quindi z(t), hanno 
carat tere  oscillatorio, ovvero hanno carat tere non oscillatorio. 

Nel primo caso z(t) presenta  infiniti zeri che, per  quanto b stato provato 
al n. precedente,  sono tutti semplici per  t >  to. In corrispondenza a tall punti  
la funzione F[z(t)] pereorre  una successione positiva e crescente ;  ne segue 
che, negli zeri di z(t), I z'(t)l non pub assumere  valori inferiori  ad una con- 
veniente costante positiva. D 'a l t ro  canto per  le (12) tim z~'lt ) - -  lira z2'(t} - -  O~ 

t - - - +  9o t ---+ ~ 

dunque  tim z ' ( t ) -  0, e si earle in assurdo. 
t - - - ~  CO 

Nel secondo caso, supponendo che z(t) non abbia  carat tere oscillatorio, 
per  il Teorema i 4ovrebbe aversi  lira Iz(t) l = c~. )Ia anehe questo b assurdo 
poiehb, sempre per le (12), z~(t) e zz(t) ammettono limite finito e lo stesso 
aceade per la loro differenza. 

5. Consideriamo adesso l ' equazione 

(2) x'"(t) - p ( t )x ( t )  = 0 ,  

aggiunta della (1). 
Cominciamo con l 'osservare  che una soluzione w(t) di (2) che per  t ~ to 

presenta  uno zero doppio, o per  la quale si abbia uno zero doppio di w'tt), 
non pub annullarsi  per t ~ to, e si avri~ in (to, ~ c~) 

> O, > O. 

Per t an to :  se esiste u n a  soluzione ~o(t) della (2) che abbia carattere oscilla. 
torio, i suoi  zeri  dovranno  neeessar iamen te  essere tu t t i  sempliei ,  e cosi p u r e  
quel l i  del la  s u a  der i va ta  p r i m a .  

Inoltre,  poichb per la funzione 

F[+( t ) ]  = - +(t)+"(t) 

si ha F'[(o(t)] =- -p( t )+~( t )  <<_,0, ~'(t) r isut ta  l imitata anzi la suceessione dei 
massimi relativi di I o)'(t) I 6 monotona decrescente.  Si ha pure ehe uei punt i  
in cui ¢o'(t}-" 0 5 sempre o)(t)~o"(t)~ 0 e tale pro/lotto r isul ta  l imitato in valore 

assoluto. 
Inf ine non possono aversi ~eri di to"(t) nei punti  in cui ~ anche 

> 0.  
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Infa t t i  se eosi fosse, se eio~ ~o"(to)= 0 e nel lo s tesso tempo tO(to)O)'(to)_> 0, 
ind ieando  con tl il p r imo zero di ~o'( t)dell ' intervallo [to, + o~] e tenendo conto 
del la  (2), si av rebbe  

(o(tl)o~"(tl) ~ O, ovvero ~o"(tl) = 0, 

casi en t r amb i  in con t radd iz ione  con quan to  ~ stato pifi sopra  osservato .  
Cone lud iamo per tan to  che ogni zero di  o)"(t) ~ contenuto in  un  intervallo 

che ha per estremi uno zero di o)'(t) ed il suceessivo zero di ~o(t); in e iascuno  
di tali  in terva l l i  es is te  sempre  uno zero di ¢o"(t) ed ~ unico,  dato ehe o)"(t) non 
pub eambia re  di segno. 

6. Come fae i lmen te  si ver i f iea ,  il w r o n s k i a n o  di due  soluzioni  de l l ' equa .  
zione (1) b una  soluzione de l l ' eqnaz ione  agg iun ta  (2), e v ieeversa .  

S u p p o n i a m o  a l lora  che es is tano  soluzioni  osei l lant i  del l 'ec luazione (1) 
(quelle  del la  e lasse  B). 

I nd i cando  con z(t) e y(t} due  soluzioni  a ppa r t e ne n t i  r i spe t t i vamen te  alle 
elassi  A e B, la funzione  

(13) = y(t) z(t) l 
y'(t) z'(t) L 

b, come si ~ visto, so luzione del la  (2), e deve  ne e e s sa r i a me n te  essere  ose i l lan te ;  
d iv e r s amen te  y(l) e z(t) av rebbe ro  il medes imo  ca ra t t e re  (sj, e cib eontro  l ' ipo-  
tesi. 

Ne segue  ehe, se la (1) poss iede  soluzioni  osci l lant i ,  lo stesso aecade  per  
la sua  agg iun ta  (2). 

F a c c i a m o  e ra  l ' ipo tes i  ehe n e s s u n a  del le  soluzioni  di (1) p resen t i  ca ra t t e re  
osci l la tor io .  

P e r  le propriet '~ del le  soluzioni  del la  classe A e per  quan to  ~ stato osser- 
vato al la  f ine del n. 3, b sempre  poss ib i le  in tal caso suppor re  che per  t ~  to 
si abb ia  

(14) 
y(t) < O, y'(t) < O, y"(t) < 0 

z(t) > o, z'(t) < O, z"tt) > o. 

Esis terh  dunque ,  per  la (13), una  soluzione ~[t) de l l ' equaz ione  (2) tale che 
per  t ~ to : (~(t)~ 0, (~"(t)~ 0 ;  e si vede f ac i lmen te  che (~'(t) deve essere  asin. 
to t i camente  posi t iva,  in easo cont ra r io  ~(t) f in i rebbe  per  annu l l a r s i  ed assu- 
mere  valor i  negat ivi ,  in con t radd iz ione  con le (14). 

(s) Cfr. @. VILLA.RI, loc. cir. in (~); n. 1. 
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In  conelusioue possiamo affermare  che per t > t~ > to 

(15) g(t) > o, > o, ff'(t) < o. 

Cib posto, indichiamo con co(t} una qualsiasi soluzione del l 'equazione (2), 
e poniamo 

0 6 )  o (t) = i5(t) . u(t). 

Con successive derivazioni si vede faci lmente the  la funzione v ( t ) ~  u'(t) 
i~ soluzione delFequazione l ineare omogenea del seeondo ordine 

(17) ~o(t)v"(t! + 3~o'(t)v'(t) + 3~"(t)v(t) = 0 

da cui, moltiplicando per ~2(t): 

(18) 
d 
dt  [(o~(l)v'(t)] --- _ 3(o~(t)(o"(t)v(t). 

Sia v(t) una  soluzione della [17} ehe, per t - - ~  > tl~ verifica le eondizioni 
v(~) > 0, v'(~)> 0;  per la (15} e la (18) in un conveniente  intorno des tro di 
la funzionc toa(t)v'(t) r isulta crescente, e poichb ¢o~-t~)v~)> 0, ne consegue che 
per t~> ~ si ha sempre v~l) > 0, v'(t} > 0. 

v(t) ha pertanto carat tere  non oscillatorio, e per una  nora propriet'~ delle 
equazioni differenziali  l ineari del 2 ° ordine, nessun 'a l t ra  soluzione della (17) 
pub essere oscillante. Lo stesso pub allora dirsi per la funzione u(t) che figura 
nella (16), e tes ta  provato che non pub esistere a lcuna soluzione oscillante 

per l 'equazione (2). 
Da quanto precede possiamo concludere : 

TEOnE)tA 3. - Condizione necessaria  e su f f i c ien le  per l' esislenza di  solu- 
z ioni  osci l lanli  de l l 'equazione  (1)d the  esistano soluzioni  osci l lanl i  del l 'equa-  
zione agg iun ta  (2). 

7. Supponiamo in questo numero la (simultanea) esistenza di soluzioni 

oscillanti delle equazioni ~1) e (2). 
Indicando con w(t} una soluzione di (2) che non abbia carat tere  oscilla- 

torio ('~1, a par t i te  da un eonveniente  valore di t, ad es. per t ~ to, sara 
w(t) :4: O, e per fissare le idee supponiamo w(t) > O. 

(9) L ' e s i s t e n z a  di  u n a  soluziono di ques to  t ipo ~ da t a  ad  es. da l le  eond iz ion i  in iz ia l i  

n'(to) = ~'(to) = o, ~¢'(to) > o. 
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w"(t) r isul ta  pertanto erescente per  g > to e deve necessar iamente  diventare 
e manteners i  positiva. Se cosi non fosse, se ciob si avesse w"(t) < 0 per  t > t o ,  
dovrebbe anche essere w'(t) > 0, in caso contrario la funzione w(t), decrescente  
e convessa, f inirebbe per diventare  negativa, e cib contraddice quanto b stato 
supposto.  

L' ipotesi w " ( t ) <  0 por terebbe dunque  di conseguenza 

w(t) > O, w'(t) > O, w"(t) < O, per t > to ; 

ma, in virtfi del ragionamento svolto nella seconda parte del numero prece- 
dente, nessuna soluzione della (91, potrebbe avere carat tere oscillatorio, e si 
cade in assurdo. 

Ne segue che, se per  t > to, w(t) > O, w"(t) finir'~ per  diventare e mantenersi  
positiva, e analogo fatto dovr'h accadere per w'(t) che risulta asintot icamente 
crescente  e concava. 

In definit iva si pub affermare che :  se l 'equazione (2) prese~tq soluzioni 
oscillanti, ogni altra soluzione w(t) che non abbia carattere oscillatorio ~ tale 
da verificare asintoticamenle le relazioni 

(19) > o, rv'(t)w"(t) > o. 

Cib posto, indichi (~(t) una soluzione oscillante di (2) e z(t) una soluzione 
di (1) appar tenente  alla classe A. 

Poieh~ si ha, qua lunque  siano le soluzioni z(t) e co(t) di (1) e (2) 

d r , ,  ¢0r,$, t to z - -  Jr- ~ z " ]  = 0 

sar~ anche ident icamente 

(2o) - +'(t)z'(t) + ,o(t)z"(t) = cos t . ,  

e dimostriamo the,  helle ipotesi fatte sulla natura  di to(t) e z(t), dovr'~ neees. 
sar iamente  aversi 

(21) ¢o"(t)z(t) - -  o~'(t)z'(t) + (o(t)z"(t) = O. 

Infat t i  ragionando per assurdo, se al secondo membro della (21) f igurasse 
una costante k=~=:0, negli zeri di to(t) si avrebbe 

~"(t)z(t) - -  k + +'(t)z'(t); 

poich~, come si ~ visto inn. 4. e-5),  to'(t) r isul ta  asintot icamente limitata e 
lim z'lt) = 0, sar'~ anche tim o)'(t}g(t) - -  O, e pertanto, a par t i te  da un conve- 
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niente valore della variabile t, negli zeri di to(t) la funzione to"(t) z(t) avrebbe 
sempre lo stesso segno, quello della costante k. 

Cib eontraddice quanto ~ state osservato al n. 5, poich~, essendo z(t) di 
segno costante, ne seguirebbe che, per t suff ic ientemente grande, negli zeri 
di to(t) la funzione to"(t) avrebbe sempre lo stesso segno. 

Se ne conclude ehe ogni soluzione oseillante del l 'equazione (2) verifica 
la (21). 

Inversamente ,  se z(t)E A e si suppone l'esis~enT, a di soluzioni oscillanti 
della (2), la (21) ~ coadizione sufficiente perch~ to(t) abbia carat tere  oseillatorio. 

Basra per questo osservare che, helle nostre ipotesi, ogni soluzione di (2) 
che non sia oscillante verif ica asintot icamente le (19), e pertanto al primo 
membro della (21) verrebbe ad aversi la somma di tre termini  non nulli e di 
segno uguale.  

Osserviamo infine she, se to~(t) e t%(t) rappresentano due soluzioni oscil- 
lanti, l inearmente  indipendenti ,  deila (2), la funzione to(t)~ e~(o~(t)q-c~to~(t) 
(con c~, c2 costanti reali qu~lsiasi) 5 ancora soluzione della (2) % poich~ veri- 
fica l~t (21), presenta carat tere  oscillatorio. 

Inversamente  ogni soluzione oscillante di (2) si esprime come eombina- 
zione l iueare di to~(t) e ¢%(t). 

Infatti ,  indicando con w(t) una soluzione che non abbia carat tere  oscil- 
latorio, la terna di funzioni to~(t), to2(t), w(t} rappresenta  un sistema fondamen- 
tale di soluzioni della (2), ed i~ ben note ehe per una qualunque solu~ione 
oseillante to(l) di tale equazione si ha ident icamente  

to(t) - -  + c to (t) + c w(t), 

con cx, c2, c8 costanti reali. 
allora facile vedere che dee' essere ca ~ 0. In  case contrario si avrebbe 

to'(t} = e J l ( t )  + cJ (t) + 

ma, da quauto ~ state osservato al n. 5, ¢o'1(t) e to'2(t} si mantengono limitate, 
mentce w'lt} per le (19) e la stessa (2) diverge per  t ~ - } - c ~ .  Ne seguirebbe 

lira I to'{t) t = - t - ~ ,  e ci5 ~ in eontraddizione con l ' ave r  supposto to(t)oseil- 

lante. 
In  definit iva le considerazioni svelte in questo numero possono riassu- 

mersi  nel seguente 

TEORE~A 4 - Se l' equazione (2) presenta soluzioni to(t) oscillanti, queste 
costituiscono uno spazio lineare di dimensione 2, e sono caratterizzate dalla pro. 
priet~ di verificare, nei confronti delle soluzioni z(t) di (1)E A la relazione di 

ortogonalit~ ~) {21). 
Ogni al lra soluzione w(t) della (2) ehe non abbia carattere oscillatorio, 

verifica asintoticamente le (19). 
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8 . -  Supponiamo adesso the  nessuna delle soluzioni delle equazioni (1) 
e (2) abbia earat tere oscillatorio. 

In  tale ipotesi, a part ire da un eonveniente valore di t, qualunque solu- 
zione di (2} e la sua derivata terza finiseono per assumere e mantenere  valori 
di segno non discorde. 

Ne segue e h e l a  derivata seconda i~ sempre asintotieamente monotona;  
ed allora sono a priori possibili due soli casi: 

soluzioni w(t) per le quali finisee per essere w(lpv"(t)> 0 (w"(t)w"'(t)>_ 0), 
e ehe pertanto sono earatterizzate dalla propriet'~ di verif ieare asintotieamente 
le eondizioni 

(19) ~v(t)rv'(O > o, rv'(t)~v"(t) > o; 

soluzioni to(l) per le quali si ha inveee ¢o(t)to"(t)< 0 (to"(t)to"'(t)<_ 0) e che 
pertanto sono caratterizzate dalla propriet/~ di verificare asintotieamente le 
eondizioni 

(22) +(Oto'(O > o, +'(O+"(t) < o (% 

Osserviamo ehe, in assenza di soluzioni oseillanti del l 'equazione (2), esi- 
stone in ogni ease soluzioni appartenent i  ai due tipi descritti. Pe r  il primo 
basra infatti  eonsiderare una soluzione dotata d i u n o  zero doppio; per il se- 
condo ripe ~ sufficiente rifarsi  alla funzione (o(t} introdotta con la (13) del n. 6. 

Cib posto, se z(t) rappresenta  una soluzione della (1) appartenente  alla 
elasse A, una soluzione del l 'equazione (2) the  verifichi la relazione (di orto. 
gonalit/~) (21) non pub ehe essere del ripe earatterizzato dalle (22). 

Per  le altre soluzioni infatti, per  le quali valgono asintoticamente le (19), 
al primo membro della (21) finirebbe per aversi la somma di ire termini  non 
nulli e di segno uguale. 

Dimostriamo allora ehe, reciprocamente,  ogni soluzione to(t)caratterizzata 
dalle (22) verifica la {21). 

Fissata la funzione z(t) esistono cer tamente  almeno due soluzioni di (2) 
del tipo riehiesto, tel(t) e toil), ehe sono l inearmente  indipendenti  e verificano 
la (21); ad es. quelle determinate  dalle condizioni iniziali 

~,,(to) = o, 

to,(to) = ~(to), 

o,'~(to) = z~to), to';ito) = z'(to), 

o;~(to) = o,  to:(to) = . -  z"(to}. 

(t0) to'(t) non pub the  comportarsi  come ~ indicate  ne l la  (22); basra riflettore che, se 
diventasse  (e pereib si mantenesse)  tale da ver i f icare  to'(t)o)"(t)~>0, ]a funzione to(t)dovrebbe 
neeessar iamente  annu l la r s i  e cambiare  di segno, centre  1' ipotesi. 

Annali di Maternatica 
40 
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Indicando con w(t) un ' a l t r a  soluzione che verif ica le condizioni 

= = o, 4 :  o 

(ed appart iene pertanto al tipo caratterizzato dalla (19)), la terna di funzioni 
(o~(t), t%(t), w(t) rappresenta  un  sistema fondamentale  di soluzioni dell '  equazione 
(2), e per qualunque altra soluzione o~(t) si ha 

con cl, c~, ca costanti reali. 
Si r iscontra da qui che, se ~(t) verifica asintot ieamente le (22), deve 

essere c 3 : O, 
In caso contrario, poich~ dalle (22) I¢o1'~t)] e I(o~'(t)l risultano limitate, 

mentre,  per le (19) e la stef~sa (2), lira tw'(t) l-=---}-co, si avrebbe lim Io)'(t)l--+c~, 

e cib contraddice il supposto carat tere  di o)(t). 
Concludiame ehe ogni soluzione appartenente  al secondo dei due tipi 

indicati  ~ combinazione l ineare di tol(t) e ~%(t) e come tale verifica la (21}. 
Si osservi infine che, inversamente,  ogni combinazione l ineare di todt) e 

o~(t) ~ aneora soluzione della (2) e tale da verificare asintot icamente le (22); 
infatti  le soluzioni di tipo diverso posseggono, come si i~ visto, derivata 
prima divergente,  cont rar iamente  a quanto aceade per coil) e coil}. 

Vale dunque  il 

TEOnE)~-~ 5. - In  assenza di soluzioni oscillanti, l'equazione (2) possiede 
in ogni caso soluzioni (o(t) the verificano asinloticamenle le (22); esse costitui. 
scono uno spazio lineare di dimensione 2 e sono caratterizzate dalla proprietd 
di verificare, nei eonfronti delle soluzioni z(tt di (1)E A, la relazione di ¢orto. 
nalit~ )> (21). 

Ogni altra soluzione w(t) della (2) verifica asintoticamente le (19). 

9. - I r isultati  conseguiti  ai due numer i  precedenti ,  e eonsiderazioni di 
analogia con quanto b stato fatto per le soluzioni del l 'equazione (1), eonsi- 
gliano di in t rodurre  per le soluzioni dell 'equazione (2t la seguente elassifi- 

cazione : 

CLASSE A': costituita daUe soluzioni +(t) per cui, comunque si seelga la 
eostante reale ~ > O, esiste un valore to > ~ tale the 

(6) o)'(to)+"(to) o; 
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CLASSE B' :  eostiluita dalle soluzioni w(t) ehe verificano asintoti~amente la 
relazione 

(7) w'(t)w"(t) > O. 

Le elassi A' e B' non sono vuote. Per  la prima basra considerare le solu- 
zioni oscillanti di (2} o, nel caso che non ve ne siano, quelle ehe verif ieano 
asintot icamente le (22) (vedi n. 8/. Pe r  la seeonda elasse basta  considerare le 
soluzioni di (2) dotate di uno zero doppio, o di uno zero doppio della loro 
der ivata  prima. 

Dai r isultati  dei numeri  precedenti  segue inol tre:  

TEO~E~A 6. - Le soluzioni della classe A' costituis~no uno spazio lineare 
di dimensione 2, e godono della propriet~ di essere o tutte oseillanti o tutte 
non oseillanti. 

TEOREMA 7. - Le soluzioni della olasse B' sono tutte non limitate, e sono 
in ogni easo asintoticamente monotone. 

TEOREMA 8. - Tra le soluzioni dell' equazione (2) quelle della classe A' pos. 
sono caratterizzarsi mediante la propriet~ di verificare, nei confronti delle 
soluzioni z(t) E A, la relazion~ (di ortogonalit&) (22). 

PA.RTE S E C O ~ D A  

10. Pe r  una pifi aceurata  indagine sul carat tere asintotico delle soluzioni 
del l 'equazione (1), ed allo scopo di individuare l ' eventuale  tipo di stabilith 
delia sua soluzione nulla, r iveste part icolare interesse il eomportamento delte 
soluzioni z(t) appar tenent i  alla elasse A. 

Pe r  ciascuna di queste si sa gih che I z(t) [ ha andamento monotono 
decreseente,  e eereheremo ora di stabil ire sotto quali  eondizioni aceade che 

(23) lim z(t) - -  O. 
t,--~ ¢:0 

A questo scopo, indicando con ~v(t} una soluzione appar tenente  alla classe 
B', r ieordiamo the  dalla (20) e dal Teorema 8 si ha :  

(24) - + = k O. 

Ne segue ehe, se lim lw"(t)! ----- -+- o% dovr~t nevessariamente valere la (23) (11). 

(~) La  monotonia  di w"{t},  e quind i  1' esis tenza del  suo l imite,  si desume dal le  (19) e 
dal la  (2). 
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Inversamente ,  valga la (23), e per  fissare le idee supponiamo che si abbia 

~(t} > O, z'(t) < O, z"(t) > O. 

La fnnzione f ( t ) =  z ( t ) ~  tz'(t}, poieh~ f'(O = -  tz"(t)< O, risulta positiva e 
decrescente (~-'), ed ha per limite lo zero. In  case contrario infatti  esisterebbe 
una  eostante positiva hx, tale che:  - -  zJ(t) > h~/t; cib porterebbe, integrando : 

t 
z(to) - -  ~(t) > h,  log t:' 

e passando al l imite per t ~ -Jr oo si eadrebbe in assurdo. 
Sarh dunque lira f ( t ) =  O, e pertanto, se vale la (23), vale anche 

t,---~ CO 

(25) lim tz'(t) = O. 
t ~ o 9  

Analogamente,  la funzione 9(t} - -  t"z"(t) - -  2tz'(t) Jr 2z(t), poich~ si ha 
if(t) = -  t2p{t)z{t} <--O, r isul ta  positiva e deerescente,  e deve avere per limite 
lo zero. Diversamente esisterebbe una costante positiva h2 tale che tz"(t)>hdt. 
Da qui integrando si avrebbe 

t 
f(to} - -  f(O > h~ log to' 

e passando al l imite per  t ~ -n t- oo si eadrebbe in assurdo. 
Sar'~ dunque lira g ( t ) =  0, e pertanto, se vale la (23) 

t ~ O O  

vale anche 

(26) lira t2z"(O = O. 

[e quindi la (25)), 

Da quanto precede ~ facile dimostrare che, se vale la (23), dovr& anche 
essere lim I w"(t) [ = -b e,~. 

t ~ O O  
w'(O w(O 

Infatti~ supponendo w"(t) limita~a, lo saranno anche t -  e --~-, e pas- 

sando al limite per t - - J r  oo al primo membro della {24), t he  possiamo 
serivere 

t~ t ~ z " ( t )  - -  tz'(t) + w"(t)z(t) = k # O, 

per le (Z3), (25) e (26) si cade in assurdo. 

(ie) Ovviamente potremo sempre supporre t ~ 0. 



G. VILLARI: Uontribut~ allo studio as in to t~o  dell'equazione, eee. 317 

Conoludendo si ha il 

T:~OREMA 9. - Condizione necessaria e suff iciente perch~ per  le soluzioni  
z(t) dell 'equazione (1) appar tenent i  alla classe A si abbia lira z(t) - -O,  ~ che le 

soluzioni  w(t} de l l ' equaz ione  (2t appar tenent i  al la classe B' verif iehino 
l im [ w"(t} ] ----- + oc. 

11. Sia w(tt una  soluzione dell '  equazione (2) defini ta  in to > 0 delle con- 
dizioni iniziali  

 (to) - -  = o ,  > o ,  

e peroib appar tenen te  alla classe B'. 
Si ha 

d_[~t)] t~'(t)--2w(t) 
dt  t ~ 

e, ponendo r(t) = tw'(t) - -  2w-(t), ot teniamo 

r(to) - -  O, r'(to) > O, r"(t) --- tp(t)w(t) > 0 per  t ~ to. 

w 

La funzione ~ r isul ta  dunque  positiva e crescente per  t > to, e dal la  (2) 

iu tegrando 

t t 

> 

to ta 

Da qui, in virttt  del Teorema 9, segue che :  la condizione 

(27) t.-,.+~lim f v,"p(~)d'c -- -{- c~ 

suf f iciente perch~ ogni soluzione z(t) appar tenente  a l la  olasse A verifichi la (23). 
Nel numero  seguente  inver t i remo questo r isultato d imost rando e h e l a  

eondizione 

t 

(28) lira f ~p('c)dv, - .  k < + oo 

to 

suff iciente  perch~ ogni soluzione z(t) E A abbia l imite non hullo per  t--* + c~. 
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Pii~ preeisamente  proveremo ehe, sc vale la (28), eomunque  si seelga la 
eostaute reale c > 0, esiste almeno una solazione, sia della (lL) ehe della (2), 
che tende a c per t ~ + co. 

Hel  case del l ' equazione  (1) tale soluzione r isul ta  dunque  non oseillante. 
e poich~ ~ limitata, per  i |  Teorema 1 non pub ehe appar tenere  alia elasse A. 

Ne segue, in virtfi del Teorema 2, che ogni soluzione della classe A 
ammette  limite non nullo. 

12. Proponiamoei  di dimostrare ehe, se p(t) ~ una funzione cont inua e 
tale che si abbia 

t 

f (29) lira ~2 I P(x) I d~ - -  k < + c~, 

t~j 

esiste almeno uoa  soluzione g:(t) de l l ' equazione  

(30) x/"(t) + p(t)~.(t) - -  0 

tale da verif icare asintot ieamente la limitazione 

(31! o < q  <-t~(t)] < + ~ .  

Ponendo 

t 2 
~(t) = ~ ul(t) + tu2(t) + u~(t), 

• '(t) - -  tub(t) + u2(t), 

~"(t~ = u~(t), 

2(t~ sarfi soluzione della (301 allora e solo ehe sia 

(32~ 

I 1 u'l(t) = - - p ( t )  ~ ul(t) + tu2(t) + us(t) , 

l ] u'~(t) = tp(t) ~, u~(t) + tu,(t) + u~(t) , 

t z ] 
u'3(t ) - -  -- ~ p(t)[~ul(t)  + tu~(t) ~- us(t)] . 
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Basterk allora provare  che tale s is tema r isul ta  verificato da tre funzioni  
cont inue  u~(t), u2(t), us(t ) che verif icano inol t re  as in tot icamente  le l imitazioni 

1 l 
(33) I u,(t)  i "< -~ , I u2(t) l <:' ~ , t u~{t) - -  c I < - -  1, 

con c costante  reale t he  basterg supporre  >_ 3. 
Cib posto, per  ot tenere  il r isul tato desiderate,  d imostreremo dappr ima  

l 'es is tenza  di a lmeno una  soluzione del s istema di equazioni integrali  

t 

, ] oo 
,1:2 

t 

con the  r imane  prora te  the  il s is tema (32) ~ soddisfatto da almeno una 
terna di fun'~ioni soddisfacenti  le condizioni 

l im u~(t} - -  l im u d t  ) - -  O, l im %(t) - -  c, 
t.---~ q-~ t ~ + ~  t .--~ -I--~ 

e ver i f ieheremo poi che tall funzioni soddisfano anche alle pr ime due 
delle (33)t13). 

Cominciamo con l 'osservare  che per  ta (29), fissata la costante c--> 3, 
sempre  possibile de te rminare  t in mode t he  per  t :> t si abbia 

e per tanto  

t ; 1 
t 

(35). ~ 2 1 p ( ~ ) [ d x ~ 3 + c ,  ~ I p ( ~ ) l d ~ i  h + c '  l P( ~ ) l d ~ t -  ~h--+~ 
t t t 

(13) Ci s e rv i r emo ,  con o p p o r t u n i  a f f inamen t i ,  di u n  metodo gih in  p r e c e d e n z a  adot ta to  
in  v a r i  p r o b l e m i  di  c a r a t t e r e  es i s t enz ia le ;  cfr.  a d e s .  G. ~¢~ILLARI, Sl¢l compor tamento  as in .  
totico degl i  i n t egra l i  d i  u n a  classe d i  equaz ion i  d i f f e r e n z i a l i  n o n  linear.i, ,, Riv .  Mat.  U'niv.  
di  P a r m a  ~, 5 (1954), 83-98. 
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Cib posto definiamo in [t~ + co] le successioni l u~)(t)l ( i - - 1 ,  2, 3) con 
la seguente legge 

(36) 

ui")(0 u i " (0  = o, (") = u~ (t) = c, 

~n)(t) = ]pI~)R[~, u(,~)(~)]d% 
f *  

~-+,~+ ~ 

= ]~p(z)R[% u(")(~)]d% 

~+ 

~4 

u~)(t) : c + 2 p(~)R['~, u('~)(~:)]d':, 

~+~, 

per t ~ t + n ;  

per t-< t < t-+ n 

ove per semplicith di scrittura abbiamo posto 

R[t, u(,,)(t)] = ~ ~ ,o, + tui~)(t) + 

t 1 i+n],  Negli intervalli t +  n ~ n ,  

tenendo conto delle (35) risulta allora 

1 uT)(0 t < 1 ,  

11 2 t - + n - -  t +  + n - -  n ,  ,..., , 

1 (n)qi 1"3 ~p--cl <1, 

(~4) Analogamente, nel corso di questo paragrafo, porremo 

R[,, 7,] *"- 

t2 - 

_ t ~  R[t, lu - -u( '~ ' []=~ f u , - - u f f  n ~ [ + t  [ u , - - u ~  °*~1+ u s - - u s  (n~[, 

t ~  
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e n e  segue l ' equi l imi tabzza ,  per t >  ~ delle funzioni lu~')(t)1, i - - 1 ,  2, 3; 
n----- 1, 2, ... .  

Indieando poi con t' e t" (t" > t'} due valori dell ' intervallo It, -{- ~ ) ,  si ha 

,~(--i 
Ai '~) - -  I u~'~)(g') - -  u~'~)(t') [ ~ (3 + c) (i - -  1)! Ip(x)id% 

£ tr+ 

i : l ,  2, 3; 

in vir th delle (35), fissato ~ > 0, ~ possibile determinare  t* in guisa che si 
abbia 

f :~-i 1 ~ i - - 1 ,  2, 3, (i - -  1) ! Ip(~) Id: < 2 a -t-----c ' 
t* 

e pertanto, qualunque sia la coppia t', t" di valori maggiori di t*, risulta 
h!n) , < o .  

Nell ' intervallo [t, t*] indieando con H~ il massimo delia funzione continua 
~1[--1 

( i - -  1) ! I p(t) ] , si ha d ' a l t ra  parte 

< (a + c)H#"-- t'). 

¢I 
Concludiamo ehe nell '  intervallo [7, + c~), per t" - -  t' < H(3 + 

(H ~ maxH~,  i - -  1, 2, 3t, risulta, qualunque sia l ' indice  n, 

(~) t" A~ ' )=  i u~ ( ) u!')(~) I < ~, i - - 1 ,  2, 3. 

Segue da qui l ' equicont inui t~  delle funzioni considerate, ed allora da 
ciaseuna delle sueeessioni {u~")(t)~, i - - 1 ,  2, 3, ~ possibile estrarre una 
sottosuecessione, di eguali  indici, convergente uniformemente per t ~ t verso 
una  funzione cont inua u~(t), i--" 1, 2, 3. 

Si ha 

1 1 

Annali di Matematica 41 
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Si ha pure  

~+-+~ 

D, --- (i - -  1)t p('0R[% ~(x)]dx - -  (i - -  1)! p('0R[':' u(n)(':)]d'c = 
t 

t+  

t-b ~ oo 
" ,ct--1 / "  ~--I 

"-.  (i - -  1)!p(':)R[z, it(z)ld~ q-- (i - -  1)t P(:)R['~' u(')]d'~ -I- 
t Ft n + ~  

, Tt-1 
-k l ( i - : -  1)! p(x)R['c' (,Ct('~)- u('~))]a.c, 

t+~ 

da cui  

CO 

] D, I < 43 -be) (i - -  1)t I p(~) I d~ + (3 q- c) (i - 1) ! I p('0 [ d'~ q-  
t ?+.+ 

t* 

+ (i - 1)~ I p(~) I R[% I ~-~(~)- u~-)(~) I ]d~ + 
t-t ! 

CO 

-b ] ( i  - -  1)! I P(~:) I R[~, ( t i~(':) I '}- I u(")(~) I )]gz. 
t* 

Scelto allora ~ > 0, b possibile de t e rmina re  t* in modo ehe il quarto 
degli  in tegral i  ora serit t i  r isul t i  minore  di o /4 ;  poieh~ poi n e w  interval lo  
[t~ t*] le suceessioni  l u~")(t)l tendono un i fo rmemen te  alle funzioni  ~( t ) ,  
i - - 1 ,  2, 3, esis~erh un indice  nl tale eh% per  n > nl ,  anehe  il terzo inte- 
grale risulter/~ minore  di a /4 ;  ed in modo analogo es is teranno due altri  
indici  n2 e ns a par t i re  dai quai l  anche il pr imo ed il secondo in tegrale  
r isul tano minor i  di ~r/4. 

Detto al lora n il pith grande  degl i  indici  n~, n2, n~, ne segue che, per  
n > n ,  I D~[ < ~ ,  ovvero 

lim f • l-~ ] ~-~ ~--.o~ ¢ ( i  - -  1)! p(~)R[z' u(")(x)]dx = (i - -  lj  I p(x)R[x' ~z(x)]d~. 
t-l- _t t 
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Si conclude the  le funT, ioni ~Z~(t), ft,(t), ~3(t) verif icano il sistema (34), e 
poiehi~ valgono le (37), la funzione 

~2 

soluzione della (30) e veri[ ica la (31). 

13. Le considerazioni sve l t e -a t  numero precedente  permettono di affer- 
mare, come eonseguenza della (28), l 'esistenza di una soluzione dell 'equazione 
(l), asintot icamente l imitata e maggiore  di an  opportune numero positive. 

Tale soluzione r isul ta  dunque  non oscillante, ed essendo limitata, non 
pub che appar tenere  alla classe A. 

Ne segue, per  il Teorema 2, c h e l a  (28) ~ condizione sufficiente perch~ le 
soluzioni della classe A ammeltano limite non nullo, e pertanto, con riferi- 
menlo a quaato  osservato al n. 11, possiamo eoncludere :  

TEOREhiA 10. - Condizione neeessaria e sufficiente perch~ per le soluzioni 
z(t) della vlasse A si abbia lira z(t) = O, ~ the valga la (27) cio~ 

t - ~  ~ - c ~  

t 

lim t'~p(~)d~ - -  -~ c~. 
t --.. + c o j  

to 

In  termini di stabilit'~ i r isultati  ottenuti  possono cosl r iassumers i :  

TEORE~X 1 1 . -  Per la soluzione nulla dell'equazione (1), in  assenza di 
solu~iord oscittanti (~5), si ha stabilit?e di tipo condizionato relaliva aUe solu. 
zioni della classe A. E precisamente tale stabilitit sarit asintolica se vale la (27), 
non asintotica in  case contrario. 

14. Rimaue da esaminare  il case non oscillante per  le equa~ioni del 
ripe (2). 

Dai r isultati  del n. 8 si sa ehe le soluzioni della elasse B' non sono 
limitate, mentre  quelle  della elasse A' sono earatterizzate dalla proprietk di 
verif icare asintot icamente le relazioni 

(22) > o, < o. 

(~5) L '  esis tenza di equazioni  dei t ipi (1) e (2) p r i ve  di soluzioni oscillanti ,  nel  case che 
la  eondiziorte (27) sin o meno soddisfatta~ ~ garan t i t a  dal le  considerazioni  e dagli  esempi  the :  
pe r  comoclit-~ di trat tazione,  sono r iportat i  nel  success ive  n. 15. 
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Dal le  eons ideraz ioni  del n. 12 6 poss ib i le  a f [ermare ,  come eonseguenza  
del la  (28), l ' e s i s t enza  d i u n a  soluzione l imi ta ta  del la  {2). Ta le  soluzione non 
pub a l lo ra  che apparLenere  a l la  e lasse  A', e per tanto ,  in eons ideraz ione  del le  
(22): se vale la (28) esiston6 soluzioni della olasse A' dotate di l imite finito 
non hullo. 

Sia  ~oit I u n a  di tali so luz ion i ;  per  la (22) poss iamo s u p p o r r e  ()he per  
t ~  to si abb ia  

~o(t) > o, ~o'(t) > o, co"(t) < o;  

sia inol t re  z(t) an a  soluzione del la  il) a p p a r t e n e n t e  alia c lasse  A, ed ~ leci to 
aneo ra  s u p p o r r e  che sia  

z(0 > o, ~'(t) < o, z"(t) > o. 

t 

La  funz ione  ~(t)-----co(0 ]z (=)  ! ~@(z) d=, tenendo conto del le  (21), r i su l ta  soluzione 

to 
del la  (2} e ver i f i ca  Ie condizioni  (22); inol t re  per  il wronsk i ano  di o)(t) e ~)(t) 
si ha : W(co, 6)I ~ z(t) > O. 

Ne segue  che ~(t) ~ u n a  soluzione del la  c lasse  A', l i n e a rme n te  indipen-  

dente  da co(t); e poieh~, va lendo  la (28), lira . . ~  > 0, si ha  anche  lira 6~(t)--+~:~. 

Nel le  nos t re  ipoies i  esistono dunque soluzioni l imitate e soluzioni non 
l imilate della classe A'. Quelle l imitate dif[eriscono necessariamente per una  
costante mol t ip l icat iva (~°) e costituiscono pertanto uno spazio lineare di  dimen- 
sione 1. 

S u p p o n i a m o  adesso,  s empre  in assenza  di soluzioni  osci l lant i  per  l 'equa-  
zione (2), e h e l a  (28) non sia ver i f iea ta ,  e va lga  pe r tan to  la (27). 

I nd i cando  con z(t) e ~)(t) due  soluzioni  a p p a r t e n e n t i  r i s p e t t i v a m e n t e  alle 
c lass i  A e A', ponendo  G ( t ) ~  ~o(t)z(t), per  la (21) si o t t iene  

G'(t) co'(t)z(t) + ~(t),(t), G"(t) - -  3¢o'(t)z'(0. 

]~ leci to suppo r r e  che si abb ia  pe r  t ~ to 

,~)(t) > o, ~)'tt) > O, o)"(t) < 0;  

z(t) > o, i(t) < o, i'(t) > 0;  

(is) In caso contrario, pro' il Teorema 6, ogni sola~ione della classe A ~ potrebbe espri- 
mersi come comhinazione lineare di due solazioai |imitate, e tulle le soluzioai di A ~ sarebbero 
limitate. 
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e pe r t an to  

G(t) > 0, G"(t) < 0 per  t_> to. 

Ci6 por ta  ehe la funzione  G'4t) deve man tene r s i  pos i t iva  in [to, q - c ~ ) ;  
in caso cont ra r io  G(tb as in to t i eamente  dec rescen te  e convessa ,  f in i rebbe  per  
cambia re  di segno eontro l ' ipo tes i .  

Si ha d u n q u e  lira G(t) > O, e poichb dal  Teorema 10 lira z(t) ----- 0, ne 
t.---~ q - ~  t - - - . - - ] - ~  

consegue  che si ha, q u a l u n q u e  sia to E A', lira t o ( t ) - - q - ~ .  

In  eone lus ione  vale il 

TEOrtE~A 12. - I n  assenza di soluzioni  oscillanti ,  se la condizione ~27) 
soddis fa t ta ,  le soluz ioni  della classe A' sono tulle non  l imitate  ; in  easo con. 
trario dal la  elasse A'  pub estrarsi  u n a  sottoclasse A' di soluzioni  l imilate 
(le uniche)  cosli tuenti  uno  spazio l ineare di  d imens ione  1. 

In  te rmini  di stabiliti~ i r i su l ta t i  o t tenut i  possono cosi r i a s s u m e r s i :  

TEOREMA 13. - Per  la soluzione nu l la  del l 'equazione (2), in  assenza  di 
so luz ioni  oseillanti,  s i  ha  instabi l i l~ tolale se ~ sodd is fa t ta  la eondizione (27); 
in  caso contrario si  ha stabil i t~ eondiz ionata  di tipo non asintotico re la t iva  
alle soluzioni  della sottovlasse A'. 

15. ~3 nolo per  l ' eq u az i one  (11 the ,  se le soluzioni  del la  e lasse  B hanno  
ca ra t t e re  osei l la torio,  que l le  z(t) del la  e lasse  A sono tall che 

lira z(t) - "  0 (17). 
t ---~ ~:~o 

Dal Teorema 10 r i su l ta  d u n q u e  e h e l a  (27) i~ eondiz ione  necessa r ia  per  
l ' e s i s t enza  di soluzioni  osci l lant i  de l l ' e qua z ione  (1), e qu ind i  anche  del la  sua 
agg iun ta  (2). 

Tale  condizione,  come fac i lmen te  si verif ica,  non i~ tu t t av ia  suff ic iente .  
Infat t i ,  1' equaz ione  

(38) x'"(t) q- a(a - -  1)(2 - -  a) t3 x(t) - -  0, t > 0, 

o re  la cos tan te  rea le  :~ ver i f ica  le l imitazioni  1 < :¢ < 2, r i en t ra  nel  t ipo (1} 

da noi s tudiato,  ed inol t re  la funzione  p(t) a ( : ¢ - - 1 ) { 2 -  ~) - -  t~ soddisfa  la con- 

dizione (27). 

(t~) Gfr. M. SVEC, loc. tit. in (7). 
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U n  i n t e g r a l e  p a r t i c o l a r e  di  t a l e  e q u a z i o n e  (~ d a t e  d a  

y(t) --- t ~ > O, y ' ( t ) - -  at ~-~ > O, y"(t) = a(a --  1)t ~-~ > O, 

c h e  a p p a r t i e n e  a l l a  e l a s s e  B ed  (~ m a n i f e s t a m e n t e  n o n  o s c i l l a n t e .  

~Ne s e g u e  e h e  n e s s u n a  s o h z i o n e  d e l l a  (38) p u b  p r e s e n t a r e  

o s c i l l a n t e .  
c a r a t t e r e  

][6. F a e c i a m o  t ' i p o t e s i  ehe  l a  f u n z i o n e  p(t) c h e  c o m p a r e  n e l l ' e q u a z i o n e  (1) 
v e r i f i c h i  l a  (27), e c h e  i n o l t r e ,  c o m e  a d  es.  a e c a d e  p e r  l a  (38), n e s s a n a  so lu-  
z ione  a b b i a  c a r a t t e r e  o s e i l l a t o r i o .  

~] l ec i to  s u p p o r r e  l ' e s i s t e n z a  d i u n a  s o l u z i o n e  y(t) d e l l a  e l a s s e  A t a l e  e h e  

y(to) = o, y'(to) > o, 

y(t) > O, y'(t} > O, y"(t} > O, 

y"(to) > o, 

p e r  t > to (18). 

P o n e n d o  G ( t ) =  t y ' ( t ) -  y(t), si h a  

dt t "~ ' 

e poieh¢), p e r  t ~> to, G(t) > O, G'(t) > O, ne  s e g u e  

(39~ ty'(t) > Y(O 

e la  f u n z i o n e  y(t) / t  r i s u l t a  p o s i t i v a  e c r e s c e n t e .  

P o n e n d o  a n c o r a  

Hit)  = y'(t) - -  ty"(t), d a  c u i  

o t t e n i a m o  p e r  t > t~ > to : 

t 
f ,  

H(t) - -  H( t , )  --- /zp( 'z)y( 'O&: 

1 

H'(t)-~- tp(t)y(t), 

t 

t l  

(is) Infatt i  nelle nostre ipotesi, nessuna soluzione della (2) ha carattere oscillante. Se 
allora indichiamo con to(t) una soluzione della classe A' soddisfacente per t :> to le eondizioni 
~o(t) > 0, ~'(t) > 0, (~"(t) < 0, e con w(t) una soluzione della classe B' tale ehe w(Q) --~ w'(t o) -~ O, 
w"(t o) ~ O, il wronskiano di ~o(t) e w(t) ~ una soluzione dell 'equazione (1) che verifica le 
condizioni riehieste. 
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da qui, poieh~ vale la (27), si ha lira H ( / ) =  + c %  e ne segue, per  

t >  12>'__ t~: 

(40) y'(t) > ty"(t). 

Infine,  ponendo K(t )  = ty'(t) - -  2y(t), otteniamo K'(t) - -  ty"(l)--y '( t)  --= - -  H(t),  
da eui lira K ( t ) - - ' - - c ~ ;  pertanto,  per  t > t ~ t 2 :  

(41) 2y(t) > ty'(t). 

Coneludiamo, in virtfi delle (39), (40) e (41), ehe esis~e un valore l* di t 
tale che, per  t > l* r isul ta  verificato 

2y(t) > ty'(t} > ytt), 

o v v e r o  

y"(t) < (4~) o < ~-~ . 

Cib posto, sia ). un  arbi t rar io  numero  reale posi t ivo;  dal la  (1), per  
t :> t >  t*, si ha :  

t t 

,] y(~) d~ +_J ~'-~p(~)d~ = 0, 
t t 

ovvero, in tegrando per  pa r t i :  

(43) t '-XY"(t) {~-~Y"({) - -  f z~-~ Y'{~:)Y"(~:)-~ 
y(t) y(~) - J  ~ ( ~ i  - ~ -  

t 

t t 

_ (~ _ ~) [~1_~ y"(~) ~ + f ~2-~p(~)d~ 
F i- 

-~0.  

In  quest 'u l t ima,  per  le ipotesi l~atte sulla funzione y(t), i! pr imo termine 
si man t i ene  posit ivo per  t > t ;  il seeondo ~ una costante negat iva;  il terzo 
posi t ivo;  infine il quar to  ~ negativo ma, poich~ per  la (42): 

t t 

[ ~I-~ Y d': < o < ,  - ~  j ~ ¥ ~ ,  

r isul ta  l imitato per  ogni t > t~ 
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~ e  segue, per  la validith della (43), che anche l 'u l t imo termine, positivo 
per t > {, deve necessar iamente  manteners i  l imitato;  e pertanto, se eib non 
aceade, non possono esistere soluzioni della classe B ehe abbiano carat tere  
non oscillante. 

Da quanto precede si conclude:  

TEOREMA 14. - Se esiste u n a  eostante reale ~ > 0 tale ehe 

t 

tli_.m .;'c2-XP(":) d~: 

l 'equazione (1)e  la sua aggiunta (2} ammettono soluzioni oscillanti. 


