Contributi allo studio asintotico
dell’ equazione x"(f) + p(®)x(#) = 0.

Memoria di GAERTANO VILLARI {a Firenze)

A Giovanni Sansone nel suo 70mo compleanno.

Sunte. = B contenuto nel n. 1 della Memoria.

1. Nonostante la semplicitd dell’ equazione lineare omogenea del 3° ordine
binomia

(1) x"(t) + p(t)e(t) = 0, (= d/di)

pud dirsi che i risultati di carattere generale relativi alle sue soluzioni sono
alquanto scarsi e frammentari, specialmente se si confrontano con quelli che
si riferiscono alla corrispondente equazione del 2° ordine:

2'(1) + p(tye(t) = O.

La presente ricerca ha lo scopo di portare un contributo allo studio delle
proprietd asintotiche della (1), nell’ipotesi che la funzione p(f), asintoticamente
continua ('), non presenit carattere oscillatorio (°) e non si annulli identica-
mente in alcun tratio.

Cid equivale a supporre l’esistenza di un valore T della variabile £, tale
che per {> T la funzione p(f) risulta continua ed assume valori sempre non
negativi, ovvero sempre non positivi (senza annullarsi in alcun tratto).

Osservando allora che I’equazione

(2) @"(t) — plt)clt) =0

(*) Qui e nel seguite, dicendo che la funzione f(¢) gode asintoticamente della proprietad
(P), intenderemo che esiste un valore 7 della variabile tale che, per £>> T, fif) verifica
sempre la (P).

(*) Diremo cho una funzione f{§), continua, presenta carattere oscillatorio {o brevemente :
¢ oscillante) quando, comunque si scelga la costante reale z, & possibile trovare due wvalori
distinti di 4, £, e #,, maggiori di «, per cui si abbia f{t;)f(t,) < 0.
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¢ I'aggiunta della (1), ne segue che V'esame dei due casi ora detti si riduce
allo studio parallelo della equazione (1) e della sua aggiunta (2), nelle ipotesi
che la funzione p(f)

a) sia asiniolicamente continuag
(3 b} sia asintolicamente non negativa ;
¢} non si annulli in alocun tratio.

La prima parte della ricerea ¢ dedicata all’introduzione di una conve-
niente classificazione delle soluzioni delle cquazioni (1) ¢ (2}, ed all’esame
delle loro prineipali proprieti.

Prendendo come modello il easo plf} = costanbe, accessibile con i metodi
della teorin elementare, si verifica facilmente che, qualunque sia p > 0, I’ equa-
rione (1) e la sua agginnta (2) ammettono sempre sia soluzioni oscillanti che
soluzioni non oscillanti, sia soluzioni limitate (per ¢ -+ -+ oo} che soluzioni
non limitate.

ITna tale classifieazione non ha perd luogo in generale, poiché, neclle
ipotesi (3), & facile trovare esempi di equazioni del tipo (2) dotate di soluzioni
tutte non limitate, o di cquazioni del tipo (1) dotate di soluzioni futle non
oscillanii.

Tuttavia, un esame pin approfondito del caso p(f) = cost. permette di
individuare quattro classi di soluzioni che possono caratterizzarsi nel seguente
modo:

CLASSE A\ : costituita dalle soluzioni z(f) della (1) che wverificano asintotica-
mente o relazione :

(4) Z(0)2"th) < 0;

Ornasse B costituita dalle soluzioni yit) della (1) per cui, comunque st
scelga la costante reale o, esiste un valore t,> o tale che

®) ¥ty () = 0

CLASSE A': costituita dalle soluzioni olf) della (2) per cui, comunque si
scelga la costante reale «, esiste un valore &, > « tale che

{6) a'{t)m "t <0;

Crassk B : costituita dalle soluzioni w(f) della (2) che verificano asintoti-
camente lo relazione

(7 W't > 0.
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Ebbene, se si assumono queste proposizioni come definizione delle quattro
classi suddette, la ripartizione sussiste anche nell’ ipofesi che la funzione pff)
soddisfi le condizioni (3), nel senso che le classi 4, B, 4’ e B’ non risultano
mai vuote.

Inoltre si risconira che:

— le soluzioni della classe A costituiscono in ogni caso uno spazio lineare di
dimensione 1, sono limilale e sono asiniolicamente monotone; precisamente
tali che:

8) lim |2() | =c=0, lim 2(f) = lim 2"(f)=0.

£ = 4-c0 1 mte -00 b s 4-00

— le soluzioni della classe B {che nel caso p = cost. sono tutte oscillanti) godono
della proprietc di essere o tulte oscillanti o tutle non oscillanti; e nel caso
che non siano oscillanti sono lutte non limilate.

— le soluzioni della classe A’ (che nel caso p = cost. sono tutte oscillanli) godono
della proprieta di essere o tulte oscillanti o tulte non oscillanti, e costilui-
SCOn0 uno spaszio lineare di dimensione 2.

— le soluzioni della classe B’ risultano tulte non limitale e sono in ogni caso
asintolicamente monolone.

Si verifica poi che, tra le soluzioni dell’ cquazione (2), quelle appartenenti
alla classe A’ possono earatterizzarsi mediante Ia proprieth di risultare orfo-
gonali a tutte le soluzioni della classe 4, nel senso che: se w(l) € A, e solo in
tal caso, si ha

o (t)eld) — &' (H2'(8) + w(tl"() =0

per ogni soluzione z(t) € A.

Infine, riferendosi al carattere oscillatorio delle soluzioni, si riscontra
che se I’equazione (1) presenta soluzioni oscillanti (quelle della classe B),
anche I’equazione (2) presenia soluzioni oscillanti (quelle della classe 4'), e
viceversa. Il che, con riferimento alla classificazione introdotta, pud espri-
mersi dicendo che: le solugioni delle equazioni (1) e (2), appartenenti rispetti-
vamente alle classi B e A', presentano tulle il medesimo caratlere oscillatorio.

La seconda parte della ricerca & dedicata allo studio delle proprieti asin-
totiche delle equazioni (1) e (2), nel caso che non esistano soluzioni oscillanti
ed in particolare allo studio della stabilita delle rispettive soluzioni nulle.

Poiché le soluzioni delle classi 4 e A4’ costituiscono spazi lineari rispet-
tivamente di dimensioni 1 e 2, mentre quelle delle classi B e B, nel caso non
oscillante, risultano non limitate, ne segue che, nelle ipotesi {3) non si pud
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in alcun caso parlare di stabilith vera e propria, ma al pin di stabilita con-
dizionata (°).

Nel caso delle equazioni del tipo (1), perchs tale stabilith condizionata
sia asintotica, le (8) dovranno valere con ¢=0; e sard dimostrato che c¢io
accade allora e solo quando

t

{9) lim ?p(tidt = - oo,
t e -}-CO ;

Questa condizione caraftterizza pertanto, nel caso non oscillante, le equa-
zioni (1) con soluzione nulla condizionatamente asintoticamente stabile.

Per le equazioni del tipo (2), sempre in assenza di soluzioni oscillanti,
sard. provato che la condizione (9) é caratieristica per Uinmstabilila tolale della
soluzione nulla.

Viceversa, se la (9) non & verificata (e pertanto il limite che ivi figura
esiste finito), dalla classe A’ si pud estrarre una sottoclasse A’ di solu-
zioni ®(f), che costitniscono uno spazio lineare di dimensione 1 e verificano
inoltre le condizioni

lim |of) =¢>0, lim |o()= lim |o"{)]=0,
t e 400 s too fm 10D

essendo ¢ una costante reale positiva; pertanto per la soluzione nulla si ha
il caso di stabilita condizionata non asintolica.

Infine, poich®, come facilmente si prova con esempi, la (9) rappresenta
una condizione solfanto mecessaria per Vesistenza di soluzioni oscillanti della
(1) e della (2), sara dimostrato che una condizione sufficiente ¢ data dal-
I’ esistenza di una costante A >0 tale che

¢

lim [ wp(d = + oo
i——»-—l~00t
1

(3) Parlando di stabilite condizionata intenderemo, secondo la pidt comune definizione,
che le condizioni che caraiterizzano I’ordinaria stabilitd sianc soddisfatte da una classe di
soluzioni dell’equazione in oggetto, costituenti uno spazio lineare.
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PARTE PRIMA

2. - Consideriamo !’ equazione

(1) ©"(t) + plt)e(t) = 0

nell'ipotesi che la funzione p(f) sia tale da soddisfare le condizioni (3} dichia-
rate al n. precedente.

Suddividiamo le soluzioni di (1) in due classi

CrassE 4: costituita dalle soluzioni 2(f) che werificano asinlolicamente la
relazione

) Z(#e"(t) < 0;

CLAsSSE B: costituita dalle soluzioni y(f) per cui, comunque si scelga la
costante reale o, esiste un valore t, > « tale che

) o (L) (k) = O.

Le classi 4 e B cosl definite non sono vuote. Per la prima basta rifarsi
ad un risultato di PH. HARTMAN e A. WINTNER che, nelle condizioni (3) per
la funzione p(f), assicura I’ esistenza di una soluzione almeno dell’equazione
(1) soddisfacente la (4) (%).

Per la classe B, consideriamo una soluzione y(t) che verifichi in ¢, la (5),

e dimostriamo che per {># =1, y(f) non pud in nessun caso soddisfare la
relazione

(10) y (') <0,

caratteristica delle solvzioni di (1) appartenenti alla classe 4.

Possiamo valerci del seguente ragionamento.

In £, sono possibili due casi: y(f)y"(f) = 0, ovvero y(f)y"}t;) > 0. Nel primo
di questi per la funzione

1 "
(11) Flyt)] =5 9°() — oty () 1)

{4} Cfr. Pu. HarrMax - A. WintNer, Linear differential and difference equations with
monotone solutions, « Am. J. of Math.», 75(1953), 781.743.

(°) La funzione Fx(f)], delle cui proprietd ci serviremo anche in seguito, gioea un
ruolo importante nello studio delle equazioni lineari del 8° ordine; cfr. ad es, G. SANSONE
Studi sulle equazioni differenziali lineari omogense del terzo twd'me nel compo reale, « R1v1sta
Mat. y Fis. teorica», (Tucuman), 6(1948), 195.253, § 2.
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. . a
si ha Fl{)= 0, e poichs, essendo ar_ ()y*(H) =0, Fly{f)] risulta monotona

at
crescente con #, sard anche lim F{f)> 0. Cid esclude che y(f) possa, per
t—s -0
t>t, =1, verificare la (10), poiché si avrebbe lim #(f)= Ilim y"(f)=0,
te—sco t—e o0

0= lim | y{f)| < + oo e di conseguenza lim F[y(f)]=0,
>0 te—co

Resta da esaminare il secondo caso: ylhjy'(f) > 0, e per fissare le idee
supponiamo y(%) > 0, y"'(f) > 0. Poiché per ipotesi y({) verifica la (5), dovra
essere ¥(f) = 0, ed & possibile determinare & > 0 in modo che nell’intervallo
(to, & -+ 8) si abbia

y>0, y)>0 YH>0, yH=0.

Pud allora accaderc che ¢”(f) non si annulli mai per ¢{=1t,4 3; il che
porta che la funzione y(f) non verifica in aleun punto la (10}. Ovvero esistera,
ad es. per t=1{, un primo zero di y"({) nell’intervallo [{, - 3, - oo); ma in
tale ipotesi si ha Fly(t,)] >0 e pud riapplicarsi il ragionamento tenuto nel
caso precedente

Osserviamo che, da quanto & stato ora dimostrato, segue in particolare
che ogni soluzione z(f) della classe 4 verifica la (4) per ogni {> T, essendo
T quel valore della variabile a partire dal quale per le (3) la funzione p({)
si suppone continua, non negativa e non identicamente nulla in alcun tratto (°).

3. Le soluzioni y() della (1) appartenenti alla classe B godono, come &
noto ('), della proprietdh di essere tutle oscillanti o tutte non oscillanti.

Osserviamo inoltre che, se in f, si ha y(f)=y'(¢,)=0, ovvero y/(t) =y"(t) =0,
per la funzione F[y(f)] introdotta al n. precedente otteniamo Fly(f)] =0,
Fly($)} > 0 per £ > 1.

Ne segue: ogni soluzione della classe B pud presentare uno zero doppio
al pin, e lo stesso accade per la sua derivate prima.

Da qui risulta in particolare che, se y({) € B ha carattere non oscillatorio,
anche la funzione y(f) — & (qualunque sia la costante k== 0) ha carattere non
oscillatorio. In altre parole: se wuna soluzione dell’equazione (1) & oscillante
rispetto alla retta y="k=0, deve necessariamente esserlo rispetio alla retia
y=0.

(") Intenderemo sempre, nel corso della presente ricerca, di comsiderare valori di ¢
interni all’intervallo (T, +- o0).

() Tale proprietd pud desumersi da M. Svre, Sur une propriété intégrale de U équation
Yy - Qizcly = 0, = =3, 4, «Czech. Math. Journ. », 7(82), 1957, $50-462. Cfr. anche G. VILLARI,
Sul carattere oscillatorio delle soluzioni delle equazioni differenzieli lineari omogence del
terzo ordine, Boll. U. M. 1., {3), 13(1958), 73.78,
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Basta osservare a questo proposito che, se una tale soluzione g(f) oscil-
lasse rispetto alla retta y ==k 3= 0 senza cambiare di segno, negli zeri di ¥(t)
(tutti semplici, come si & visto, a partive da un conveniente valore di ¢ la
funzione F(y(f)] assumerebbe valori di segno alternativamente opposto, in
contraddizione con la sua provata monofonia.

Vale infine il

TrEOREMA 1. - Le soluzioni dell’ equazione (1) appartenenti alla classe B, se non
hanno carattere oscillatorio, divergono asintoticamente, cioé lim |y(l)| = + oo
fsco

Infatti, sia y(f} € B non oscillante. A partire da un conveniente valere di
i, ad es. per !> f;, sard y(f) =0, e per fissare le idee supponiamo y(¢) > 0.

Per ¢ > ¢, sard anche y"'(f) = — p(f}y(f) =< 0 da cui necessariamente y"(})>0;
in caso contrario, se ciod y’(f) diventasse e si mantenesse negativa, anche
y/(t) finirebbe per assumere valori negativi, e lo stesso dovrebbe accadere per
y(f), contro 1’ ipotesi.

Sara dunque, per £ > #,, y(f) > 0, y"(f} > 0; e ne consegue che ¢(f) dovra
essere asintoticamente positiva, poiché diversamente y(f) verrebbe a soddisfare
la condizione caratteristica per le soluzioni della classe A.

Concludiamo che ogni soluzione della classe B, se non ba carattere oscil-
latorio, verifica asintoticamente le relazioni

Yy >0, ity >0,

e si ha da qui il Teorema 1.

4. Per le soluzioni z(f) appartenenti alla classe 4, dalla condizione carat-

teristica (4) segue c¢he |[2(f} |, 12(0 |, |2 | sono monotone decrescenti
e 8i ha quindi

(12) lim | #(f) | =¢=0, lim #(f) = lim ¢"{f) =0;

H
t 00 [ e's) t—s00

ed inoltre, per ogni valore di ¢ che si considera

)ty < O, Z(t)(t) < 0.
Si ha il
TEOREMA 2. - Le soluzioni apparienenti alla classe A costituiscono wuno
spazio lineare di dimensione 1,
Perverremo alla dimostrazione provando che due soluzioni z(f) e z(f),
appartenenti alla classe 4 e non coincidenti, differiscono per una costante
moltiplicativa.

Ragioniamo per assurdo facendo 1'ipotesi che per ¢=14, si abbia
21(lo) = 2.(fs) senza che sia 2y(f) = 2i).
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La funzione 2(f) == 2,(f) — z,(f) sard allora una soluzione (non identicamente
nulla) dell’ equazione (1), e, poichd #(f,) = O, apparterra alla classe B.

Possono darsi due casi: le soluzioni della classe B, e quindi #(f}, hanno
carattere oscillatorio, ovvero hanno carattere non oscillatorio.

Nel primo caso z(f) presenta infiniti zeri che, per quanto & stato provato
al n. precedente, sono futti semplici per {>{,. In corrispondenza a tali punti
la funzione F[e(f)] percorre una successione positiva e crescente; ne segue
che, negli zeri di z(f), |#/(f)| non pud assumere valori inferiori ad una con-
veniente costante positiva. D’ altro canto per le (12) tlim z/lf) = tlim 2t =0,

e 0 -—C0

dunque lim #(f) =0, e si cade in assurdo.
t—s o

Nel secondo caso, supponendo che 2{fj non abbia caraftere oscillatorio,
per il Teorema 1 dovrebbe aversi lim |2(}| = co. Ma anche questo & assurdo
poichd, sempre per le (12), z(f) e z(f) ammettono limite finito e lo stesso
accade per la loro differenza.

5. Consideriamo adesso 1’ equazione
(2) a"(t) — plt)w(t) =0,

aggiunta della (1).

Cominciamo con !’osservare che una solnzione w(f) di (2) che per {=1{,
presenta uno zero doppio, o per la quale si abbia uno zero doppio di w/(f),
non pud annullarsi per > f,, e si avrd in (f, -4 oc)

w(thw'(t) > 0, w' (' (t) > 0.

Pertanto : se esiste una soluzione w(t) della (2) che abbia carattere oscilla-
torio, © suoi zeri dovrammo necessariamente essere tutli semplici, e cosi pure
quelli della swa derivata prima.

Inoltre, poiché per la funzione

Flu(f] = 3 o"(f) — o(tjs"()

si ha Flo(t)] = — p(fn*(t) <0, o(f) risulta limitata anzi la successione dei
massimi relativi di | 0'{f) | & monotona decrescente. Si ha pure che nei punti
in cui w(f) =0 o sempre w(fjw’(f) < 0 e tale prodotto risulta limitato in valore
assoluto.

Infine non possono aversi zeri di ’(f) nei punti in cui & anche
w{fjo'(f) = 0.
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Infatti se cosi fosse, se cio® w”’(f) = 0 e nello stesso tempo w(f)w'(t,) = 0,
indicando con ¢, il primo zero di w'(f) dell’ intervallo {f,, 4 oo] e tenendo conto
della (2), si avrebbe

o(t)w"(t) > 0, ovvero w’(t) =0,

casi entrambi in contraddizione con quanto & stato pilt sopra osservato.

Concludiamo pertanto che ogni zero di w’(f) é contenuto in un intervallo
che ha per estremi uno zero di o'(f) ed il successivo zero di w(f); in ciascuno
di tali intervalli esiste sempre uno zero di »”(f) ed & unico, dato che w”({) non
pud cambiare di segno.

6. Come facilmente si verifica, il wronskiano di due soluzioni dell’equa-
zione (1) & una soluzione dell’equazione aggiunta (2), e viceversa.

Supponiamo allora che esistano soluzioni oscillanti dell’ equazione (1)
(quelle della classe B).

Indicando con 2(f) e y(f) due soluzioni appartenenti rispettivamente alle
classi 4 e B, la funzione

yt) 2]
6, come si & visto, soluzione della (2), e deve necessariamente essere oscillante;
diversamente y(f) e #(f) avrebbero il medesimo carattere (%), e cid contro ipo-
tesi.

Ne segue che, se la (1) possiede soluzioni oscillanti, lo stesso accade per
la sua aggiunta (2).

Facciamo ora 1’ipotesi che nessuna delle soluzioni di (1) presenti carattere
oscillatorio.

Per le proprieta delle soluzioni della classe 4 e per quanto & stato osser-
vato alla fine del n. 3, & sempre possibile in tal caso supporre che per ¢ >,
si abbia

¥ <0, (<0, <O
d) >0, () <0, 2'()>0.

(14)

Esisterd dunque, per Ia (13), una soluzione w(f) dell’ equazione (2) tale che
per § > {1 off) 2> 0, 0'(f) <O0; e si vede facilmente che '(f) deve essere asin-
toticamente positiva, in caso contrario w(f) finirebbe per annullarsi ed assu.
mere valori negativi, in contraddizione con le (14).

(®) Cfr. G. ViLLARI, loe. cit. in (7); n. 1.
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In conclusione possiamo affermare che per ¢ > {, =
(15) o) >0, @H>0, W) <0

Cid posto, indichiamo con ®(#) una qualsiasi soluzione dell’equazione (2),
e poniamo

(16) w(t) = o) - u(t).

Con successive derivazioni si vede facilmente che la funzione o(f) = w'(})
& soluzione dell’equazione lineare omogenea del secondo ordine

(17) ot (1) ++ 3B () 4 Ba"(tw(l) = 0
da cui, moltiplicando per w*(#):

d"a

(18) ALV Sw(t)o"(tv(t).

Sia 6(t) una soluzione della (17) che, per { = § > f,, verifica le condizioni
of) >0, () > 0; per la (15) e la (18) in un conveniente intorno destro di &
la funzione o*f)v(f) risulta crescente, e poiché w*E)v'(E) > 0, ne consegue che
per t=¢& si ha sempre v(t) > 0, v (6 > 0.

o(f) ha pertanto carattere non oscillatorio, e per una nota proprieta delle
equazioni differenziali lineari del 2° ordine, nessun’altra soluzione della (17)
pud essere oscillante. Lo stesso pud allora dirsi per la funzione u(t) che figura
nella (16}, e resta provato che non pud esistere alcuna soluzione oscillante
per I’ equazione (2).

Da quanto precede possiamo concludere :

TEOREMA 3. - Condizione necessaria e sufficiente per Uesistenza di solu-
zioni oscillanti dell equazione (1) & che esistano soluzioni oscillanti dell’ equa-
zione aggiunta (2).

7. Supponiamo in questo numero la (simultanea) esistenza di soluzioni
oscillanti delle equazioni (1) e (2).

Indicando con w{f} una soluzione di {2) che non abbia carattere oscilla-
torio {7), a partire da un conveniente valore di ¢, ad es. per f > 1f,, Sard
w(t) 3= 0, e per fissare le idee supponiamo w(f) > 0.

(%) L esistenza di una soluzione di questo tipo & data ad es. dalle condizioni iniziali
w(ty) = w'(t,) =0, (L) > 0.
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w"(t} risulta pertanto crescente per { > f, e deve necessariamente diventare
e mantenersi positiva. Se cosi non fosse, se ciod si avesse w"(f) << 0 per ¢ >{,,
dovrebbe anche essere w'(f) >> 0, in caso contrario la funzione w(f), decrescente
e convessa, finirebbe per diventare negativa, e ¢id confraddice quanto & stato
supposto.

L’ ipotesi w"(f) << 0 porterebbe dunque di conseguenza

w(t) > 0, w'(f) > 0, w"(}) <0, per ¢ >t;

ma, in virtd del ragionamento svolto nella seconda parte del numero prece-
dente, nessuna soluzione della (9), potrebbe avere carattere oscillatorio, e si
cade in assurdo.

Ne segue che, se per ¢ > &, w(f) > 0, w"({) finird per diventare e mantenersi
positiva, e analogo fatto dovrd accadere per #/'(f) che risulta asintoticamente
crescente e concava.

In definitiva si pud affermare che: se I'equazione (2) presenta soluzioni
oscillanti, ogni altra soluzione w(f) che non abbia carattere oscillatorio é tale
da verificare asinfoticamente le relazions

(19) wlw(t) >0,  witw'(f) > 0.

Cid posto, indichi o(f) una soluzione oscillante di (2) e z{{) una soluzione
di (1) appartenente alla classe 4.
Poichd si ha, qualunque siano le soluzioni 2(f) e w(f) di (1) e (2)

%[m”z — 0 4+ w2 =0

gsard anche identicamente
(20 w"{#)2{f) — w' () () + o(f)"(f) = cost.,

e dimostriamo che, nelle ipotesi fatte sulla natura di w(f) e 2(f), dovra neces-
sariamente aversi

(1) o"(f)z(t) — w'(t)2(f) + w(l)"(f) =0.

Infatti ragionando per assurdo, se al secondo membro della (21) figurasse
una costante k==0, negli zeri di w(f) si avrebbe

o {t)e(t) = k + o'{t)2(8) ;

poiché, come si & visto (nn. 4. e -5), w'(f) risulta asintoticamente limitata e

tlim #{f) =0, sard anche lim o'({}¢'(f) = 0, e pertanto, a partire da un conve-
—0 t—>c0
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niente valore della variabile ¢, negli zeri di w(f) la funzione w’”({) 2(f) avrebbe
sempre lo stesso segno, quello della costante k.

Cid contraddice quanto & stato osservato al n. 5, poichs, essendo z(f) di
segno costante, ne seguirebbe che, per { sufficientemente grande, negli zeri
di off) la funzione w”(f) avrebbe sempre lo stesso segno.

Se ne conclude che ogni soluzione oscillante dell’equazione (2) verifica
la (21).

Inversamente, se #(f) € 4 e si suppone l’esistenza di soluzioni oscillanti
della (2), la (21) & condizione sufficiente perché w(f) abbia carattere oscillatorio.

Basta per questo osservare che, nelle nostre ipotesi, ogni soluzione di (2)
che non sia oscillante verifica asintoticamente le (19), e pertanto al primo
membro della (21) verrebbe ad aversi la somma di tre termini non nulli e di
segno uguale.

Osserviamo infine che, se ws(f) e wy(f) rappresentano due soluzioni osecil-
lanti, linearmente indipendenti, della (2), la funzione o(f) = ci@,(f) - C0.(f)
{com ¢,, ¢, costanti reali qualsiasi) & ancora soluzione della (2) e, poiché veri-
fica la (21), presenta caratfere oscillatorio.

Inversamente ogni soluzione oscillante di (2) si esprime come combina-
zione lineare di wf) e w.ff).

Infatti, indicando con w(f) una soluzione che non abbia carattere oscil-
latorio, la terna di funzioni w,(f), w.({), w(f) rappresenta un sistema fondamen-
tale di soluzioni della (2), ed & ben noto che per una qualunque soluzione
oscillante w(f) di tale equazione si ha identicamente

o(f) == o, (f) - ca00{t) + csrvl(?),

con ¢, Cy, Cs costanti reali.
1 allora facile vedere che dev’ essere ¢, = 0. In caso contrario si avrebbe

o'(f) = c,0'(F) + cao'e(f) + can'(B) 5

ma, da quanto & stato osservato al n. b, @'y(f) e w',(f) si mantengono limitate,
mentre #'(f) per le (19) e la stessa (2) diverge per {— 4 oo. Ne seguirebbe

lim | w(f) | = 4 oo, e cid & in contraddizione con I’aver supposto w({) oscil-
t—

lante.
In definitiva le considerazioni svolte in questo numero possono riassu-

mersi nel seguente

TroREMA 4 - Se U equazione (2) presenta soluzioni w(f) oscillanii, queste
costituiscono uno spazio lineare di dimensione 2, e sono caratlerizzate dolla pro-
prieta di wverificare, nei confronti delle soluzioni 2{l) di (1)€4 la relazione di

« ortogonalita » (21).
Ogni altra soluzione w(t) della (2) che non abbia carattere oscillatorio,

verifica asintoticamente le (19).



G. ViLrari: Contributi allo studio asintotico dell’equazione, ecc. 313

8. - Supponiamo adesso che nessuna delle soluzioni delle equazioni (1)
e (2) abbia carattere oscillatorio.

In tale ipotesi, a partire da un conveniente valore di f, qualunque solu-
zione di (2) e la sua derivata terza finiscono per assumere e mantenere valori
di segno non discorde.

Ne segue che la derivata seconda & sempre asintoticamente monotona;
ed allora sono a priori possibili due soli casi:

soluzioni w(f) per le quali finisce per essere w(fjw"(f)>0 (w"(fjw'(f) = 0),
e che pertanto sono caratterizzate dalla proprieta di verificare asintoticamente
le condizioni

(19) witw' () >0,  w(w'(#)>0;

soluzioni w(f) per le quali si ha invece w(f)u"(f) <0 (w"(f)u"(f) = 0) e che
pertanto sono caratterizzate dalla proprietdh di verificare asintoticamente le
condizioni

(22) o)’ >0,  w(fe’({t)<0 ().

Osserviamo che, in assenza di soluzioni oscillanti dell’equazione (2), esi-
stono in ogni caso soluzioni appartenenti ai due tipi descritti. Per il primo
basta infatti considerare una soluzione dotata di uno zero doppio; per il se-
condo tipo & sufficiente rifarsi alla funzione o({) introdotta con la (13) del n. 6.

Cid posto, se 2({) rappresenta una soluzione della (1) appartenente alla
classe 4, una soluzione dell’equazione (2) che verifichi la relazione (di orto-
gonalitd) (21) non pud che essere del tipo caratterizzato dalle (22).

Per le altre soluzioni infatti, per le quali valgono asintoticamente le (19),
al primo membro della (21) finirebbe per aversi la somma di tre termini non
nulli e di segno uguale.

Dimostriamo allora che, reciprocamente, ogni soluzione w(t) caratterizzata
dalle (22) verifica la (21).

Fissata la funzione 2(f) esistono certamente almeno due soluzioni di 2)
del tipo richiesto, w,(f) e w,(f), che sono linearmente indipendenti e verificano
la (21); ad es. quelle determinate dalle condizioni iniziali

wy(t) =0, wi(te) = #lty), wy(te) = #/(ty),
wy(to) = 2(ty), wg(fe) = 0, wiy(te) = -— 2(4,).

(*?) »'(f) non pud che comportarsi come & indicato nella (22); basta riflettere che, se
diventasse (e percid si mantenesse) tale da verificare o'(#)o"(f) > 0, la funzione w(t) dovrebbe
necessariamente annullarsi e cambiare di segno, contro I’ ipotesi.

Annali di Matematica 40
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Indicando con (f) un’altra soluzione che verifica le condizioni
‘75(t0) == w’(to) = O, %”(to} =1= 0

(ed appartiene pertanto al tipo caratterizzato dalla (19)), la terna di funzioni
04(f), wf), w(f) rappresenta un sistema fondamentale di soluzioni dell’ equazione
(2), e per qualunque altra soluzione w(f) si ha

o(f) = c,0,(f) + c20.(t) + canlt)

e¢on ¢y, C,, 0 costanti reali
Si riscontra da qui che, se w(f} verifica asinfoticamente le (22), deve
essere ¢, = 0.
In caso contrario, poiché dalle (22) |w/(f)] e |0.(})| risultano limitate,
mentre, per le (19) e la stessa (2),tlingo [0'(f)| = -ox, si avrebbetlim |0 (t)|=-c0,
—_— —r D

e c¢id contraddice il supposto carattere di o(f).

Concludiamo che ogni soluzione appartenente al secondo dei due tipi
indicati & combinazione lineare di w,(f) e w,(f} e come tale verifica la (21).

Si osservi infine che, inversamente, ogni combinazione lineare di wy(f) e
w,(f) & ancora soluzione della (2) e tale da verificare asintoticamente le (22);
infatti le soluzioni di tipo diverso posseggono, come si & visio, derivata
prima divergente, confrariamente a quanto accade per w,(f) e w(f).

Vale dunque il

TEOREMA b. — In assenza di soluzioni oscillanti, I’ equazione (2) possiede
in ogni caso soluzioni w(f) che verificano asinloticamente le (22); esse costitui-
scono uno spazio lineare di dimensione 2 e sono carafterizzate dalla propriefa
di verificare, nei confronti delle soluzioni z(f) di (1) € 4, lao relazione di «orfo-
nalita > (21).

Ogni olira soluzione w(¥) della (2} verifica asinfolicamente le (19).

9, - T risultati consegniti ai due numeri precedenti, e considerazioni di
analogia con quanto & stato fatto per le soluzioni dell’equazione (1), consi-
gliano di introdurre per le soluzioni dell’equazione (2| la seguente classifi-
cazione:

CLASSE A': costituita dalle soluzioni w(t) per cui, comunque si scelga o
costante reale o >0, esiste un valore t,> o tale che

(6) o'{t)w"{t) =0;
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CLAssE B': costituita dalle soluzioni wl(f) che verificano asinfoticamente lo
relazione

() w'(t"(t) > 0.

Le classi 4’ e B’ non sono vuote. Per la prima basta considerare le solu-
zioni oscillanti di {2} o, nel caso che non ve ne siano, quelle che verificano
asintoticamente le (22} (vedi n. 8). Per la seconda classe basta considerare le
soluzioni di {2) dotate di uno zero doppio, o di uno zero doppio della loro
derivata prima.

Dai risultati dei numeri precedenti segue inoltre:

TrOREMA 6. — Le soluzioni della classe A’ costituiscono wno spazio lineare
di dimensione 2, e godono della proprieid di essere o tuite oscillanti o tutle
non oscillanti.

TEOREMA 7. - Le soluzioni della classe B' sono lulte non limitate, e sono
in ogni caso asinlolicamente monolone.

TrorEMA 8. - Tra le soluzioni dell’ equazione (2) quelle della classe A’ pos-
sono caralterizsarsi mediante la proprietd di verificare, wmei confronti delle
soluzioni z(t) € 4, la relazione (di orfogonalita) (22).

PARTE SECONDA

10, Per una pit accurata indagine sul carattere asintotico delle soluzioni
dell’ equazione (1), ed allo scopo di individuare I’eventuale tipo di stabilita
della sua soluzione nulla, riveste particolare interesse il comportamento delle
soluzioni z(f) appartenenti alla classe 4.

Per ciascuna di queste si sa gid che |z(f)| ha andamento monotono
decrescente, e cercheremo ora di stabilire sotto quali condizioni accade che

(23) lim  #(f) =0.

b0

A questo scopo, indicando con #(f) una soluzione appartenente alla classe
B, ricordiamo che dalla (20} e dal Teorema 8 si ha:

(24) Wit (t) — () + w'({Be(t) =k == 0.

Ne segue che, se lim |w"(f)] = + oo, dovrd necessariamente valere la (23) (™).
{0

{(*Y} La monotonia di w"(f), e quindi I'esistenza del suo limite, si desume dalle (19)
dalla (2).
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Inversamente, valga la (23), e per fissare le idee supponiamo che si abbia
2(t) >0, #Z{) <0, Z'(f)> 0.

La funzione f(f) = 2(¢) — #2'(¢), poichd f'(}) = — £"(f) < O, risulta positiva e
decrescente (*?)), ed ha per limite lo zero. In caso contrario infatti esisterebbe
una costante positiva h,, tale che: — #({)> h,/¢; cid porterebbe, integrando:

i
z(ty) — 2(t) > hy log 7

e passando al limite per f — 4 co si cadrebbe in assurdo.
Sard dunque lim f{f) =0, e pertanto, se vale la (23), vale anche
te—soo

(25) lim ##(f) = O.

[ ]

Analogamente, la funzione g(f) = £*2"(t) — 2#2'(f) + 2#(f), poiché si ha
g'(f) = — t*p(#)2(t) =< 0, risulta positiva e decrescente, e deve avere per limite
lo zero. Diversamente esisterebbe una costante positiva h, tale che #2"(f)>ho/t.
Da qui integrando si avrebbe

¢
flts) — fit)y> h: log —

s
bio

e passando al limite per { — - co si cadrebbe in assurdo.

Sara dunque lim g(f) = 0, e pertanto, se vale la (23) (e quindi la (25)),

f—>00
vale auche
{26) lim #2"(f) = 0.
£ 0O

Da quanto precede © facile dimostrare che, se vale la (23), dovra anche

essere lim | w'(f) | = 4 co.
t—sc0

‘(¢ ¢
Infatti, supponendo »”(¢) limitata, lo saranno anche wt() e %Q, e pas-

sando al limite per ¢-— -4~ oo al primo membro della (24), che possiamo
scrivere

@gﬂ 2"(t) — yi’(ﬁ 2 () + W'ty =k == 0,
¢ 14

per le (23), (2b) e (26) si cade in assurdo.

(1?) Ovviamente potremo sempre supporre { >0,
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Concludendo si ha il
TeoREMA 9. - Condizione necessario e sufficiente perché per le soluzioni
2(f) dellequazione (1) appartenenti alla classe A si abbia lim 2(f) =0, é che le

t—c0o
soluzioni w(l) dell’ equazione (2) apparienenti alla classe B’ verifichino
lim | w'(}) | = 4 oc.

t—sco

11. Sia w(f) una soluzione dell’equazione (2) definita in # > 0 delle con-
dizioni iniziali
wlt) =w(t)=0, W't} >0,

e percid appartenente alla classe B
Si ha

d iu(t)J __ /() — 2m(t)

oTt!ﬁ - £ ’

e, ponendo r(f) = tw'(f) — 2mw(f), otteniamo
r(t) =0, 7(t)>0, r(f)=1tp(Hw(f)>0 per t=4.

w(t)

La funzione 7

risulta dunque positiva e crescente per { > 4,, e dalla (2)

integrando

s

i3

t ot
w'(t) — w'(t) = / plrjw(t)ds >Jm(t°) f vp(rt)dr.
ty

Da qui, in virtth del Teorema 9, segue che: la condizione

t
(27) lim | ©°p(t)dt = + oo

t —>-co

é sufficiente perché ogni soluzione z(t) appartenente alla classe A verifichi la (23),
Nel numero seguente invertiremo questo risultato dimostrando che la
condizione
£

(28) lim [pt)dr=Fk < + co
§ = t-co
ty

o sufficiente perch® ogni soluzione z(f) € 4 abbia limite non nullo per {— + oo,
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Pil precisamente proveremo che, se vale la (28), comunque si scelga la
costante reale ¢ > 0, esiste almeno una soluzione, sia della (1) che della (2),
che tende a ¢ per { — 4 co.

Nel caso dell’equazione (1) tale soluzione risulta dunque non oscillante,
e poiche & limitata, per il Teorema 1 non pud che appartenere alla classe 4.

Ne segue, in virth del Teorema 2, che ogni soluzione della classe 4
ammette limite non nullo.

12. Proponiamoci di dimostrare che, se p(f} & una funzione continua e
tale che si abbia

:
29) lim /1:2 | plt) | dr =k < -+ oo,

s f0O
%y

esiste almeno una soluzione Z(f) dell’ equazione
(30) (1) + pt(t) = 0
tale da verificare asintoticamente la limitazione
(31) 0<g=ja(l)] <+eco

Ponendo

2

) = 5 wlt) + toft) + (),
Z(t) = tua(t) + walt),
7'(t) = m(t),

#(f) sarh soluzione della (30) allora e solo che sia

) = — plt g 60) + st + )

82) 1 st = tolt) 5 0 + bt + 00

w10 = — g 20 ot + o)+ ).
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Basterd allora provare che tale sistema risulta verificato da tre funzioni
continue wus(f), uif), u,(f) che verificano inolfre asintoticamente le limitazioni

1

3) ()| < 5

52’ ] %2(.#} { =

}%&3{13)-—-0§£1,

con ¢ costante reale che basterd supporre = 3.
Cid posto, per oftenere il risultato desiderato, dimostreremo dapprima
P esistenza di almeno una soluzione del sistema di equazioni integrali

t)~[p

(34) {t) = — [[opte) |5 ol + sf) + )| ds,

H

& UalT) + Toas(t) 4 “s(":)].df,

~c+[ S 205 w5 -+ ) 4 3] d

con che rimane provato che il sistema (32) & soddisfatto da almeno una
terna di funzioni soddisfacenti le condizioni

lim uy(f) = lim wuf) =0, lim u,(f) =c,
t—s 400 b e 400 t - 00

e verificheremo poi che tali funzioni soddisfano anche alle prime due
delle (33) (*¥).

Cominciamo con 1’osservare che per la (29), fissata la costante c= 38, &
sempre possibile determinare { in modo che per ¢=¢ si abbia

¢

[#100ds <52,

¢

e pertanto
O02 1 > 1 : 1 1
(35){/1 B drs g t/ruo( =gyt t[m(r)\dfgig?ﬂ.

(13) Ci serviremo, con opportuni affinamenti, di un metodo gid in precedenza adottato
In vari problemi di carattere esistenziale; cfr. ad es. G. ViLrari, Sul comportamento asin-
totico degli integrali di una classe @i equazioni differenciali non linear: 4, « Riv. Mat. Univ.
di Parma», & (1954), 83.98,
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Cid posto definiamo in [f, 4 oo] le successioni |{u{’(f)} (=1, 2, 3) con
la seguente legge

wl) =u) =0,  u()=c,  per t=T4n;

e
ul"(t) = [ pl9REs, wsles
tri
Hny 2
(36) u(l) = [ () Rz, u(t)ldr, peri<<i<i+4mn
4
a2
W) =c + [ 5 B, W,
4 ’i‘

ove per semplicitd di serittura abbiamo posto

B[, um(t)] = f;ug’”(t) + tu() + ul(h) ().

.. e 1 5 . 2 - 1 -- 1
Negli intervalli t‘+n~—w;'~i, t+n], [t+n—h, t+"—ﬁ}""’ [t,t-{-%},

tenendo conto delle (3D) risulta allora

W <L e <t e —e <1,

{14) Analogamente, nel corso di questo paragrafo, porremo
- 2 - - -
R{t, u] = 5wy 4 tuy + g,
_ 2 o - -
BIt, (14— w®)] =g (g — ,) A 60k — W) +- (g — ™),

- 2 . - -
Rt | w—ulw | ];—,% 5%1"'%4”" o ] Uy — ue™ |+ | g — g™ |,

- 2 . - —
RYt, (1] 4+ 1w )] (1t |4 L 1) 8oy |4 D 1) (L | | s 1),
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e ne segue !equilimitatezza, per =17 delle funzioni ju{(#j}, i=1, 2, 3;
n=1, 2, ...
Indicando poi con # e ¢’ (" > ¢) due valori dell'intervallo [, 4 oo), si ha

i
AN
i—{—”

n) —1
A = |y — (1) | < 6ol [ ;S bl i=1,2, 85
trf i

in virth delle (35}, fissato o> 0, & possibile determinare #* in gnisa che si
abbia

0
gt 1 o 3
[W;—l)—]'p(f)‘df<g 3+6’ 1,:1, 2, 3,

*

e pertanto, qualunque sia la coppia #, ¢’ di valori maggiori di #* risulta
A < g,

Nell’intervallo [f, {*] indicando con H; il massimo della funzione continua
it

=1 | p(¢) | , si ha d altra parte

A < (8 + ) H{t" — t).

. y s 7 g ___G__
Concludiamo che nell’ intervallo [f, + o), per ¢ — ¥ < AB T o)

(H=max H;, i =1, 2, 8), risulta, qualunque sia !’indice n,
Agn)z I ugn){tn)_%gﬂ)(tr) | <o, i=1, 2, &

Segue da qui !'equicontinuitd delle funzioni considerate, ed allora da
ciascuna delle successioni {uﬁ”)(t)z, i=1, 2, 3, & possibile estrarre una
sottosuccessione, di eguali indici, convergente uniformemente per {=1{ verso
una funzione continua wif), i=1, 2, 3.

Si ha

1

@) i) | <p,  lwll=;, lah—cl=L
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Si ha pure
t-+n+i
f—1 ~ f—1
D= [ G yPRE, wf0ls — [ T ol wnfeas =
¢ t 2
t %
Tt i Tt
S / =1 plt)B[t, @{t)|dr + [ Ty PRz, uldr 4
b fnd %
> i—1
o [ oL Gt — s
b4 i
da cui
- o
o1 fomrd
| D1 <840 [ gy 1000 1 s+ B+ o) [ 2o 1 019 1 s+
¢ K
tnd- ’—;

T

[ 190 | Bl |t — us) | s

+ [ (Ti—;n | o) | Bls, (] afs) | + | w() | )ds.

Scelto allora o> 0, & possibile determinare * in modo che il quarto
degli integrali ora scritti risulti minore di o/4; poiché poi nell’ intervallo
[f, t¥] le successioni {uﬁm{t)% tendono uniformemente alle funzioni w@(f),
i=1, 2, 3, esisterd un indice mn, tale che, per % > n,, anche il terzo inte-
grale risulterd minore di o/4; ed in modo analogo esisteranno due altri
indici n, e m; a partire dai quali anche il primo ed il secondo integrale
risultano minori di ¢/4.

Detto allora n il pitt grande degli indici %, %,, n,, ne segue che, per
n>mn, | D;| <o, ovvero

t_—{—n+ i
{—1

lim —’c—‘:—lw p(t) B[z, u(t)]dt = T plr)Bx, a(t)]dr.
f @—1! t/ (t—1)!

P e OO v —
i
t+”
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Si conclude che le funzioni w,(f), @s(f), #,(f) verificano il sistema (34), e
poiché valgono le (37), la funzione

zm:?mm+mm+am

& soluzione della (30) e verifica la (31).

13. Le considerazioni svolte -al numero precedente permettono di affer-
mare, come conseguenza della (28), 'esistenza di una soluzione dell’eqnazione
(1), asintoticamente limitata e maggiore di un opportuno numero positivo.

Tale soluzione risulta dunque non oscillante, ed essendo limitata, non
pud che appartenere alla classe 4.

Ne segue, per il Teorema 2, che la (28) é condizione sufficiente perché le
soluzioni della classe A ammettano limile non nullo, e pertanto, con riferi-
mento a quanto osservato al n. 11, possiamo concludere:

TrorEMA 10. - Condizione necessaria e sufficiente perché per le soluzioni
2(6) della classe A si abbia lim 2(f) = O, ¢ che valga la (27) cioé
£ s GO

t

lim | *p(t)ds = 4 oo,
£ s 00

In termini di stabilitd i risultati ottenuti possono cosl riassumersi:

TeOREMA 11. - Per la soluzione nulla dell equazione (1), in assenza di
soluzioni oscillanti- ("), si ha stabilite, di tipo condizionato relativa alle solu-
zioni della classe A. E precisamente tale stabilita sara asintotica se vale la (27),
non asintotica in caso conirario.

14. Rimane da esaminare il caso non oscillante per le equazioni del
tipo (2).

Dai risultati del n. 8 si sa che le soluzioni della classe B’ non sono
limitate, mentre quelle della classe A’ sono caratterizzate dalla proprietd di
verificare asintoticamente le relazioni

(22) o)) >0, o(Hu(E) <O.

(*3) 17 esistenza di equazioni dei tipi (1) e (8) prive di soluzioni oscillanti, nel caso che
la condizione (27) sia o meno soddisfaita, & garantita dalle considerazioni e dagli esempi che,
per comodith di trattazione, sono riportati nel sucecessivo n. 15.
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Dalle considerazioni del n. 12 & possibile affermare, come conseguenza
della (28), 1’esistenza di una soluzione limitata della (2). Tale soluzione non
pud allora che appartenere alla classe 4', e pertanto, in considerazione delle
(22): se wale la (28) esistono soluzioni della classe A' dotate di limite finito
non nullo.

Sia o{f) una di tali soluzioni; per la (22) possiamo supporre che per
t= t, si abbia

w({f) > 0, w'(t) > 0, o’(t) < 0;

sia inoltre 2(f) una soluzione della (1) appartenente alla classe 4, ed & lecito
ancora supporre che sia

A)>0, £ <0, 2()>0.

[1

La funzione w(t) = v / —52(—% dz, tenendo confo delle (21), risulta soluzione
della (2) e verifica le condtfzioni (22); inoltre per il wronskiano di w(f) e o(f)
si ha: W, @) =2t > 0.

Ne segue che ®(f) & una soluzione della classe A’, linearmente indipen-
dente da o(f); e poiche, valendo la (28), lim z{j) >0, si ha anche lim &(f)=-}cc.

b st a0 WZ(F) t—sr4-c0

Nelle mnostre ipotesi esistono dunque soluzioni limitale e soluzioni wnon
limilate della classe A'. Quelle limitate differiscono necessariamente per wng
costante wmoltiplicativa (*) e costituiscono pertanto uno spazio lineare di dimen-
sione 1.

Supponiamo adesso, sempre in assenza di soluzioni oscillanti per 'equa-
zione (2), che la (28) non sia verificata, e valga pertanto la (27).

Indicando con z(f} e w(f) due soluzioni appartenenti rispettivamente alle
clagsi A e A’, ponendo G(f) = w(f)z(?), per la (21) si ottiene

7(t) = o(te(t) + 0()Z(H), @) = ')
E lecito supporre che si abbia per {=1,
o) >0, >0, (Y <0;

2(f) > 0, Z(f) <0, 2't)>0;

(18) In caso contrario, per il Teorema b, ogni soluzione delia classe A’ potrebbe espri-
mersi come combinazione lineare di due soluzioni limitate, e tutte le soluzioni di 4’ sarebbero

limitate.
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e pertanto
G(t) > 0, G'(t) <0 per t={,.

Cid porta che la funzione G'(f) deve mantenersi positiva in [f,, + oo);
in caso contrario @{f), asintoticamente decrescente e convessa, finirebbe per
cambiare di segno contro 1’ipotesi.

Si ha dunque lim G{) > 0, e poiché dal Teorema 10 lim 2(}) =0, ne

[ e's] t—rt0
consegue che si ha, qualunque sia 0w € 4, lim o(f) = + oo.
t > -+-00

In conclusione vale il

TrorEMA 12. - In assenza di soluzioni oscillanti, se la condizione (27) ¢
soddisfatta, le soluzioni della classe A’ sono fuite non limitate; in caso con-
trario dalla classe A’ pud estrarsi una soltoclasse A’ di soluziowi limitate
(le uniche) costituenti uno spazio lineare di dimensione 1.

In termini di stabilitd i risultati ottenuti possono cosi riassumersi:

TrOREMA 13. - Per la soluzione wulla dell’ equazione (2), in assenza di
soluzioni oscillanti, si ha instabilily fotale se é soddisfatta la condizione (27);
in caso contrario si ha stabilita condizionata di tipo non asintotico relativa
alle soluzioni della sottoclasse A'.

15. E noto per I’equazione (1) che, se le soluzioni della classe B hanno
carattere oscillatorio, quelle z(f) della classe A sono tali che

lm 28 =0 ().

te—s00

Dal Teorema 10 risulta dunque che la (27) & condizione necessaria per
I’ esistenza di soluzioni oscillanti dell’ equazione (1), e quindi anche della sua
aggiunta (2).

Tale condizione, come facilmente si verifica, non & tuttavia sufficiente.

Infatti, I’ equazione

¢ 1t a—1)2 —

(38) 2(t) + H(—mi)x(n =0, (>0,

ove la costante reale « verifica le limitazioni 1 <« <2, rientra nel tipo (1)
da noi studiato, ed inoltre la funzione p(f) =ﬂ“_7_-1t)?@:“_) soddisfa la con-

dizione (27).

(17) Cfr. M. SvEeg, loc, cit. in (7).
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Un integrale particolare di tale equazione & dato da
Y(t) =1 > 0, y’(t) = af*~t > (), y”(t) = oc(oc — 1)#0‘_2 > 0,

che appartiene alla classe B ed ¢ manifestamente non oscillante.
Ne segue che nessuna soluzione della (38) pud presentare caraitere
oscillante.

16. Facciamo Vipotesi che la funzione p(f) che compare nell’equazione (1)
verifichi la (27), e che inoltre, come ad es. accade per la (38), nessuna solu-
zione abbia carattere oscillatorio.

E lecito supporre I’esistenza di una soluzione y(f) della classe 4 tale che

) =0, #)>0, ¥ >0
yHh>0,  yH>0, YH>0, per > (¥).

Ponendo G(t) = ty(t) — y(¢), si ha

ai\t ) £

d (ygt}) _ G

e poichd, per t= 4, G(f) >0, G'(f) > 0, ne segne
(39) ty'(f) > ylt)

e la funzione y(f)/f risulta positiva e crescente,
Ponendo ancora

Hl) =y(0) — ty'(h, da cui H'()= ip(biyld)

otteniamo per ¢ > § > &:

|3 t

Hil— H(t) = [ wiotids > 22 [ pieyae;

1 4

(t%) Infatti nelle nostre ipotesi, nessuna soluzione della (2) ha carattere oscillante. Se
allora indichiamo con w{f) una soluzione della classe 4’ soddisfacente per {=¢, le eondizioni
o{f) >0, o'(f} >0, 0"(f) <0, e con w(}) una soluzione della classe B’ tale che w(t,) = w'(},}=0,
w"{t,) > 0, il wronskiano di w(#) e w(f) & una soluzione dell’equazione (1) che verifica le
condizioni richieste,
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da qui, poiché vale la (27), si ha lim H{fj= -4 oc, e ne segue, per
f~—>rc0
t> tzZ t1:

(40) yt) > ty'{o).
Infine, ponendo K (f) = ty'(¢) — 2y(!), otteniamo K'(f) = ty"(f)—y/(¢) = — H(}),
da cui lim K(f)= — oo ; pertanto, per { >{, =1,:
t—rco
(41) 2y(t) > ty'(¢).

Concludiamo, in virti delle (39), (40) e (41), che esiste un valore ¢* di ¢
tale che, per ¢ > t* risulta verificato

2y(t) > ty'(8) > yd),
ovvero

Y _2
(42) 0< 70 <@

Cid posto, sia A un arbitrario numero reale positivo; dalla (1), per
t=1t>t* si ha:

¢
T ~ly

Y

s

dr»}—j *=p(t)dr = 0,
/
ovvero, integrando per parti:

t

3) U .

ylt) yll)

[

2“’p dz = 0.

B

In quest’ultima, per le ipotesi fatte sulla funzione y(f), il primo termine
si mantiene positivo per #> ¢; il secondo & una costante negativa; il terzo &
positivo; infine il quarto & negativo ma, poiche per la (42):

t

1 Y\ "(%) d'E_
0</ o T2

risulta limitato per ogni ¢> £
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Ne segue, per la validitd della (43), che anche I’ ultimo termine, positivo
per ¢{>1{, deve necessariamente mantenersi limitato; e pertanto, se ¢id non
aceade, non possono esistere soluzioni della classe B che abbiano carattere

non oscillante.
Da quanto precede si conclude:

TEOREMA 14. - Se esiste una costante reale ) > 0 lale che

¢
lim | *p(r)dt = o0,

t-—oCD._
t

U equazione (1) e la sua aggiunta (2) ammettono soluzioni oscillanti.



