
Sul problem~ uui ( i imensionale  non l ineare  di Stefan 
i,, uno s t ra to  piano indefiuito.  

~J[emoria di  G m ~ o I o  SESTINI (a Firenze)  

A G i o v a n n i  Sansone  nel  sue  70 me compleanno.  

Santo.  - Considerate  u n  processo u n i d i m e n s i o n a l e  di  cambiamento  di  fase in  u n  mezzo occu. 
p a n t e  uno  s t r a f e  p i a n o  inde f in i t e  di  spessore f inite,  supposte Is carat ter is t iche  fisiche 
detle due f a s i  e i l  caZore la ten te  f u n z i o n i  de l la  t empera tura ,  s i  d imos t ra  l ' e s i s t enza  d i  
u n a  sola soluz ione  per  i[ prob lema at  contorno connesso col prob lema  di  STE~AI~ non  

l ineare  in  esame. 

1. Introduzione. 

Problemi analoghi a quello trattato da STEFA~ nel 1889 [29] (1), ma gii~ 
risolto nella stessa formulazione da LAM~ e CLAPEYROS nel 1831 120] e da 
NEUMA~N verso il 1840 (cfr. a d e s .  [31], vol. II, 117-121), continuano a destare 
interesse tra i f isico-matematici ,  in quanto nel lore schema si inquadrano 
studi assai importanti  anche per la tecnica. Fine al 1955 (2) data la notevole 
difficolth del problema analitico connesso con quello della determinazione 
dello state termico in un mezzo in cut sono presenti  due diverse fast ed 
incognita e variabile col tempo la superficie di separazione delle stesse, ei 
si contentb di indagare, in condizioni pifi o mene semplificate, su esistenza 
ed unicit~ delia soluzione del problerna nel ease unidimensionale lineare, 
eercando di a t tenuare  il pih possibile le ipotesi sui dati ed istituire algoritmi 
dimostrativi  a t t i a  facili tare il calcolo numerico approssimato della r icercata  
soluzione. Su questa via si ~ continuato a lavorare ([12], [23], [24]), con ten- 
denza a sosti~uire ai classici metodi delle approssimazioni successive quelli 
pifi moderni  degli spazi funzionali ([17], [19], [21]) o del ealcolo delle diffe. 
renze ([7], [10], [1i], [30]), ques t 'u l t imo assai vantaggioso quando si voglia 
affidare il calcolo della soluzione alle moderne calcolatrici, e questo forse 
anche nella speranza di trovare la via, mediante strumenti  analitiei pifi ido- 
net, per superare  le gravi di[ficolth ehe il problema matematico presenta 
non appena si l imitino le semplifieazioni invero eccessive e tali quasi, come 

(i) I numer i  in paren tes i  quadra  [ ] si r i fer iscono al la  b ib l iograf ia  pos ia  al te r ra ins  
de l  lavoro.  

(~) Cfr. a d e s .  la  b ib l iogra f i a  in  [25] e in  [12]. 
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affermava BRILLOtTI~ [3], da svuotare  la quest ione del suo prevalente signi- 
ficato fisico. 

Le principali  semplificazioni da r imuovere  erano essenzialmente due :  la 
unidimensionali th e la linearith. Ques t 'n l t ima condizione in special modo 
limita for temente il significato fisico del probh,ma schemati~zato, in quanto 
la presenza stessa di due fasi iu evolnzione, e in quatebe easo di alte tem- 
perature,  rende pressoch5 impossibile l 'ipotesi di una d i f f u s i v i t d  indipendente 
dalla temperatura.  N~ 1)u b tacersi il fat~o c h e l a  linearit'h pub venire a man- 
care, anche supponendo cos tan te  la diffusivitfi, ore  si consideri la presenza 
nella equ~zione del l ' equi l ibr io  termico di termini dowlti a moti convettivi, 
dest~ti s ieuramente  in almeno una delle fasi, quando si tratti di un problema 
di fusione. Ia  quesLo ordine di idee DACEV, nel 1955, in due successivi  ]avori 
dava un primo studio di problema di STEP.~,N bidimensionale [8] e tridimen- 
sionale [9], che potrh dare l 'avvio ad altri lavori. 

Nella speranza di essere il primo a bat tere la seconda via~ ho affrontato 
s is temat icamente  il problema unidimensionale non liue~re, ma durante  la 
definit iva redazione di questa  memoria sono vennto a conoscenza di due 
receutissimi b|vo|'i ([18]. i22]) su problemi di STEVA~ non lineari, il seeondo 
dei quali veramente interessantc,  in quanto vi si affronta, risolvendola con i 
metodi della analisi funzionale, la quest ione detFes is tenza  ed unici{'~ della 
soluzione di un assai generale problema di STEFAN non lineare, unidimen- 
sionale, relativo ad un semispazio, suppesta  la conduttivit'~ e le altre carat- 
teristiehe fisiche del mezzo funzioni della tempera tura  oltre che del posto e 
del tempo. 

A questo mio lavoro, che offro con affet tuosa riconoseenza al mio Mae- 
stro, spero ~'esti il merito di essere il primo a trat tare la quest ione dell 'esi- 
stenza di una sola soluzione iu un assai generale problema unidimensionale 
non lineare di STEFAN, relat ive allo strato piano di spessore [inito e con 
un classico procedimento di approssimazioni successive, simile a queIlo usato 
nei miei preccdenti  studi nel l ' ipotesi  di l inearilh ([25]. [26 t, [27], [28]). In un 
successivo lavoro esporrb i r isultati  conseguit i  hello studio di un analogo 
problema in campi dotati  di s immetr ia  ci l indrica o sferica, completando con 
cib l ' indagine  sui problemi non lineari  unidimensionali .  

2. Posizione del problema. 

I] problema di STEFAN qui considerato b del tutto analogo a quello 
oggetto di studio nella mia Memoria [25], che nel seguito sar~ r iehiamata 
con la sigla (L), in quanto relat iva al caso lineare, con la ipotesi perb che le 
densith ,oi, i ealori specifici c~, le condutt ivi th K~ delle due fasi ( i ---1,  2), 
insieme al ealore latente di fusione L, r isult ino funzioni delle tempera ture  
U (~) -"  U(i)(x, t), soddisfacenti  a quelle condizioni che, suggerite anche dal 
loro significato fisico, saranno pifi oltre specificate.  Volendo mettere in asso- 
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lu ta  preva lenza  l ' i n f lusso  del la  d ipendenza  delle cara t te r i s t iche  f is iche dal la  
t empera tu ra ,  non  abbiamo considerate ,  in questo primo lavoro, la d ipendenza  
espl ic i ta  di teat ca ra t t e r i s t i che  dal posto e dal  tempo, ,  r imanendo  a f f ida ta  ad 
es. la non  omogeneit '~ nelle due fast al le sole var iazioni  locali  e tempora l i  
del la  t e m p e r a t u r a  (8). 

Come in (L) ci r i fer i remo,  con te stesse notazioni,  ad uno strato piano 
inde[ini to,  di spessore a, cost i tui to,  a l l ' i s t an te  iniziale, da una sola fuse (ad 
es. sol ida per  f issure le idee) di a ssegna ta  t empera tu ra  funzione del posto, 
t rami te  la d is tanza  x del punto  cons idera te  da  una detle due facee dello 
strato,  a s sun ta  come piano ~ c -  0 di un  r i fe r imento  car tes iano ortogonale e 
a l l ' i~tante  generico t de l l ' in terval lo  (0, T) da due fast d is t in te  separate  da un 
piano di ascissa :¢(t) variabiIe  col tempo. II  processo del cambiamento  di 
fase 5 dovuto,  a par t i re  da l l ' i s t an t e  t - - 0 ,  ad un flusso di calore H(t), gene- 
ra te  sul piano x - - 0  da una  dis t r ibuzione uni forme di sorgenti  di rend imento  
var iabi le  col tempo. Aneor  qui, senza ledere la generaliti~, supporremo ugua le  
a zero la t e m p e r a t u r a  cr i t ica  (di fusione). 

~ a n t e r r e m o  le ipotesi  fat te  in (L) sul la  funzione f(x), che r appresen ta  
to s tate  te rmico iniziale,  e sul la  funzione  H(t), in quanto  sugger i te  o avvalo- 
ra te  da considerazioni  di ea ra t t e re  [isico. Suppor remo cio~ f(x.) fun~ione con- 
t inua  ins ieme alle sue der iva te  p r ima  e seconda per  ogni x, in (0, a), con 
f'(x) ~_ O, f"(x~)~ O, f ( O ) - - 0  ed f ' ( a ) -  0, cib che por ta  a concludere  in parti- 
eolare f ( w ) ~ : 0  in tut to  (0, a) (cfr. (L), n. 3). Pe r  la H(t) mante r remo le ipo. 
test  di essere in (0, T) fun~ioue posit iva,  erescente,  con t inua  insieme al la  
sua  de r iva ta  pr ima.  Quanto  alle funz ion i :  

K~ --  K d U ( %  ~, --  ~(U(~)), c~ --  c,(U(~)), L(U(")) (~), 

le suppor remo positive, l imi ta te  per  quals ias i  valore di U (~) nel l ' i~l terval lo 
aper to  ( ~  c~, ~ ca) ed ivi cont inue  con le lore der ivate  prime, che supper .  
remo l im i t a t e ;  ind icheremo pot con K~ e, p o cO, L o i lore valori  per U (~)-- 0. 

I n  ques te  ipotesi,  e cou queste  notazioni,  il problema di de te rminare  ad 
un  i s taute  t di (0, T) ]a t empera tura  U(i) in un punto  quals ias i  delle due 

(3) I1 sig. KYxEI~, nel sue lavoro [18], ha supposto la conduttivith K del mezzo, oltre 
che della temperatura, del posto e del tempo, funzlone auehe del gradiente della tempera. 
tufa. L'esperienza (cfr. [t], 4.77) porta a ritenere trascurabile in K, net confronti della 
influenza della temperatura, quella del gradiente termico. Osserveremo pot the in questa 
memoria, a differenza di quanto b supposto in [t8], non saranno fatte ipolesi di monotonia 
nella dipendenza di K i da U(i), in quanto diffici]mente quesfo comportamento pub essere 
assieurato per ogni U (i) e per tutti i mezzi (cfr. [1], 4 20 - 79). 

(4) Nel se~u to, eve la eosa non possa dar luogo ad equivoci, tralaseerelao di regola 
di indicare la varlabile o le variabili da cut dipende una funzione; gli apici indieheranno 
sempre derivazione rispetto all'argomento. 
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fasi  di eui  a q u e l l ' i s t a n t e  ~ eos t i tu i to  lo s t ra fe  e l ' a s c i s s a  e(t) del p iano di 
separaz ione  del le  fasi  v iene  t radot to  nel p rob lema  anal i t ico  del la  de termina-  
zione di tre [unzioni  UO)(x, l), U(2)(x, t) ed a(t), regolar i  le p r ime due  e deri- 
vab i l e  a lmeno  una  vol ta  la terza, soddis faeent i  ai due  s i s t emi :  

(A(~)) 

~x K~(UO)) ?x ] = o~(U(~) )o~(U°) )~  ' 

~ U(1)] - -  - -  H ( %  
K~( U(~)) --3x],~=o 

U ~)[~(t), t] = O, ~(0) = O, 

Da~.)t~--IO--~'~--'t; 0 < 0 c  <a',t) l;  

~(1) 

(A(~)) 

[K~(U(~)) = ~..(U( ~)%(U(~))-g 4- 
~x ~ x  J 

U(~)(x, O) = f(x), 

U(~)[~(t), t] = 0, ~(0) = 0, 

~x J~--~-- O, 

P ~ D ('~) 

('on la condiz ione  : 

(B) 
aU(: ) K2( U (~)) -~?cx- --  K~( U(~)) ~ U°~cx--]~=~m: ~:L ° a, 

) l  

d~ -0LO dove come di consue to  ~ = d t  e [~2(U(2))L(U(2))].~=~(t)--~.~ • 

3. T r a s f o r m a z i o n i .  

Con la t r a s fo rmaz ione  

V(i) 

V (~) - -  V(i)(~, t) = fK,(~)d~, 
0 
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i sistemi (A <~) diventano (cfr. [4], pag. 11 oppnre [6], Cap. IX), 

(I<~)) 

~V¢') 1 ~Iz(~) PEDant ; 
~ - -  kff V(~)) 2": ' 

- - ~ -  =o = - -  H(~), 

V<~)(~, t) = 0, ~(0) -- 0 ; 

(I(~)) 

~ V (~) 1 ~ V(~) P 6 D~t ; 

Y(~)(x, O) = ¢gx), 

V(~)(~, t) = O, a(O) = O, 

I ~V (~)1 _ 

~x J~=~-- 0 ; 

dove 

(2) 
f(m) 

?(x) - - / K , ( ~ ) d ~  
o 

K,( V+) 
(3) k, = k~( V(~)) - -  P ~( V+)c, (V(~)) ' 

ottenuta per  eliminazione di U (~) nei coefficienti, mediante inversione della (1), 
cer tamente  lecita, perch, ,  essendo K~ > 0, la V (i) ~ funzione continua, mono- 
tona crescente di U <~). 

La (3), tenuto conto di (1) e delle ipotesi fatte su /~i, Pi, c~, mostra the  
k~ sono funzioni positive non nulle, continu~, e derivabili rispetto a V(i) e 
quindi rispetto ad x ed a t (almeno due volte risI)etto ad x ed una rispetto a t). 

Dalta (2) si possono r icavare alcune importanti  propriet'~ della cp(x). 
Evidentemente  la ~(x), che i~ funzione continua e derivabile rispetto a w, 
ha il segno di f(x) e percib ~ negativa. Essendo poi [ (0 ) - -0 ,  ~ pure 
~ (0 ) - -0  e per essere K~ > 0 e f'(a)-----0 si ha. anche ~ ' (x)<:0 e ~ ' (a ) - -0 .  
Quanto alla derivata seconda di ~(~) si ha :  

~K2 
~"(~) = f"K~ + f'~ ~f(x) ' 

~K~ 
essendo f"  >>_0, se fosse ~ 0 ,  si avrebbe subito ¢p":> 0;  non faoendo 

perb particolari  ipotesi sul eomportamento di Ks nulla potrh affermarsi  circa 
il segno di ~". Concludendo si pub affermare  che ?(x) gode di tutte le pro- 
priet/~ attr ibuite per ipotesi alla f(x), salvo al pifi quella inerente alla non 
negativit/~ della derivata seconda. 
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La (B), mediante la (1). d iventa :  

13w >_3w!!] 
(II) - 3x  3x J~=~= mo~, 

eve si b posto mo = ~°2L°. 
La (1) ha quindi la notevole proprieth di t rasformare il sistema non 

l ineare (A(O), (B) ne l l ' a l t ro  sistema quasi lineare (lineare nelle derivate) 

0 ( %  (II). 
Con l 'u l ter iore  posizione: 

(4) 

~T(1) 

0 

con ehe ~2i*) r isulta funzione continua., derivabile rispetto a V(~), e quindi 
rispetto ad w e a t, crescente "di V (0 e tale che ~Q(~)V¢ ~)> 0, le due equazioni 
(I(i),l) possono scriversi in D (~) 

32 V(1) 3Q(1) 3 2 V(~) 32(2) 
(t(1),l) 3x ~ = - 3 Z - ;  (I(%1) 3x ~ = 3": ' 

r imanendo la ([I) e le condizioni iniziali e al contorno manifes tamente  inal- 
terate. 

4. Relazione fondamenta le  helle ineognite  del problema. 

Seguendo il proeedimento usato in (L), fissato un generico istante t nel- 
l ' interval lo (0, T), integriamo le due equazioni (I(1),1) e (I(2),1) r ispet t ivamente 

(2) 
nel campi D~,)t e D~.t. 

Tenendo conto della (II) e .del le  condizioni iniziali e al contorno fissate, 

posto 
a t 

1/~(~)(f(x))dx, F(t ) -"  1 /'H('c)d~, (5) A o = ~ ,% 
0 0 

si ottiene la r ieercata  relazione nella forma:  

(III)  

.~(t) a 
1 ( 1 / 

Ao + F ( t )  - -  - -  I VC,))d  - -  - -  [ ~(~)( V(z))dx, 
9}'~o ] ~}to , 

o a(t) 

analoga alla (6) di (L). 
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5. Alcune osservazioni sulle soluzioni di due sistemi differenziali para- 
bolici quasi iineari. 

Osserveremo subito che i sistemi (I(~)), eve si pensi nora ~(t), per le ipo- 
tesi formulate  su k~, a, f e H, si trovano helle eondizioni per le quali viene 
assicurata  l 'esistenza e l 'unic i th  di una soluzione regolare (cfr. [14], 389-406). 
Vogliamo era  mettere in rilievo aleune proprieth delle soluzioni regolari di 
sistemi analoghi ai sistemi (I(i)). 

Supposto nora la ~(t), funzioue erescente e derivabile con ~(0)- -0 ,  b 
subito visto che le soiuzioni regolari di tali sistemi non possono avere inter- 
namente  a D~t  n~ massimi positivi, nb minimi ncgativi. Infatt i  con la nora 
sostituzione V (~) - - W ( %  Mt, con .M costante positiva, le due equazioni (I(~),1) 
diventaao : 

~ W(~) 1 ~ W (~) _M W(~) 
~x 2 - -  k,,( ~V(%M~ ) ~ ~- k~( W(~)e~) , i - -  1, 2 

e questa  mostra, nelte ipotesi diehiarate, ta validith dell 'asserzione fatta sopra. 
Come conseguenza si ha che se V (~) 6 positiva (negativa) sul contorno di D (~) 
b pure  positiva (negativa) internamente a D~t e quindi se 6 nulla sul con- 
torno 6 nulla  internamente.  Riepilogando si ha per le soluzioni regolari di 
sistemi analoghi a (I(~)), quando a s i a  nota e nelle ipotesi dichiarate, il 
seguente teorema, che nel seguito r ichiameremo con la sigla P. ~ .  (principio 
di massimo) : 

Le soluzioni  regolari in  ~,~,n(~)t di  s is temi  analoghi  a (I(~)), essendo nora o:, 

non  possono avere in lernamente  a D (~ ~,t n~ mass imi  posi t ivi ,  n~ m i n i m i  nega- 

tivi', se sono positive o nul le  su l  conlorno di  D (~,t ~ tal l  r isul tano in lernamente  ; 

se sono nu l l e  sul  contorno di D ~) ~,t, sono nulle  anche in ternamente .  

Stabil iremo nel paragrafo successive, come conseguenza di questo teo- 
rema, limitazioni per le soluzioni regolari di sistemi analoghi a (I(i)), selnpre 
nella ipotesi che ~ sia conosciuta. 

6. Limitazioni per le soluzioni regolari di sistemi quasi lineari del 
tipo (I(~)). 

a) Sia ~¢(t) una assegnata funzione derivabile e crescente di t in (0, T) 
e tale che ~(0)=-0  e sia X = X(x ,  t) la solu~iene regolare del siste~na 

(I') 

~ X  1 ~X P E D~!t , 
~x ~ - k ( X )  ~ ' 

X(~, t) = 0, 

t ~ _ T ;  

Annati di Matematica ~7 
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con ipotesi per  k - - k ( X )  e H -  H(z) analoghe a quelle  formulate  nei para. 
grafi 2 e 3. 

Come eonseguenza di P. M. si ha che, nelle nostre ipotesi, ~ X(x ,  ~ ) ~  0 
in D'a~,)t. Cib ~ eonseguenza del fatto che deve aversi X(0, z ) ~ 0 ;  in case 

[~X1 < 0  e X(~,  t ) - -O ,  la X dovrebbe avere in contrario infatti, essendo c%-x ~=o 

D~)t uu minimo negative. Risut tando allora la X posit iva o nulla sul con, 
torno di ~(~) tale dovrh risultare,  sempre per  P. M., internamente.  Nel case 
in eui si identifiehi la X con ta r ieereata  tempera tura  F(~) in D~,)t, la e o s a  
soddisfa anehe alla intuizione fisica. 

Se con 211 indichiamo una costaate  positiva la funzione W---- - . M x  sod- 
disfa al s i s tema:  

3~W 1 3Ve c D (1) . P E  a.:,t -~z  - -k (W)  ~ ' 

W(% t) = -- M~(t). 

Se allora assumiamo M maggiore det massimo di H in (0, T) la funzione 
Z --- Z(x ,  t) -~ X - -  W soddisfa al sistema : 

~ Z  1 ~Z 
P E D~,)t ; 

- k ( z  + Mx)  ~ ' 

I~zt = M - - H ( ~ ) >  0, 

Z(~, t) = Mo:(t). 

Da questo sistoma, applieando P. M., si pub eoncludere che Z non pub 
avere in D~,)t massimi positivi (o minimi negativi). Gioverh osservare ehe i 
valori ehe Z assume per x - - 0 ,  qua lunque  sia -c in (0, t), non possono supe. 

[~Z] > 0 ,  rare  quelli assegnati  per  x = ~. Infat t i  essendo, per  ogni fissato ~, ~ ~=o 

la Z r isul ta  per  x - - - 0  funzione creseente di x e percib, s e i l  valore fosse 
pb:t grande di quello assunto nello s tesso istante in x - -c¢ ,  la Z dovrebbe 
avere in ternamente  a L,~,t un massimo positive o, dope un massimo negative, 
un minimo negative cosa impossibile per P. M. Ne eonsegue the  i valori 
assunti  da Z internamente  a D~.)t devono essere minori o eguali a quelli 
assegnati  per  x - -  :¢; si ha pereib, per  la supposta crescenza di c¢~ 

z(x, t) < M:,(t). 
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Da  ques t a  segue  subi to  la r i ce rea ta  l imitazione per  la X, soluzione rego- 
l a t e  di (I'): 

(6) 0 ~ X ( x ,  ~) : Z ( x ,  ~) - -  M x  < M(~(t)  - -  ~), 

con M ind ipenden te  da a. 

b) Cons ider iamo il s i s t ema :  

(ii ') 

O~Y 1 ~Y 

i ~e ~ : - k ( Y )  ~ '  

/ :~(x, O) = ~(~), 

Y(a ,  t) = O, 

PED(~]t t ~  T;  

con ipotesi  pe r  k(Y) e ¢~ ana loghe  a quel le  fo rmula te  nei  pa ragra f i  2, 3 
La  Y =  Y(x,  "c) r i su l t a  nega t iva  o nul la  in D~,t. Infat t i ,  si eonsider i  il 

~(2) 
campo  D~t  o t t enu to  da L%~ con un r iba l t amento  a t torno al la  re t ta  w - - a  e 
in esso il s i s t e m a :  

~x? - -  k(y) ~ '  

y(a, t) = y(2a - -  % t) -" O, 

y(x, o) = ~(x), 

con 

D~)t -~  l 0 ~< "~ ~ t;  a(t) < x < 2 a  - -  a(t) I, 

~(x) - -  ~(x), x ~<, a ; ~(x) - -  ~(2a - -  x), ~c _> a. 

~(~). 
Nel  so t tocampo  l)~,t si ha ev iden temen te  y(x, x ) -"  Y(x,  z) ed assumendo  

la y sul  con torno  valor i  negat iv i  o nulli ,  tale sar~ in t e rnamen te  anehe  a 
D(~,)t (per P .  1~I.) e con essa  la Y. Aneor  qui, eve si ident i f ichi  la Y con la 
r i ee rea t a  t e m p e r a t u r a  V (2) in n(2) ~ , t  ques to  fat to soddisfa  la in tuiz ione fisiea,  
da te  ]e condizioni  in cui  ci s iamo posti .  

Si operi  e ra  in (II') la sos t i tuzione 0 <_ - -  Y - -  W(x,  ~c) - -  ~(x~) ~ M':, con 
M cos tan te  posi t iva.  
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Si ottiene : 

3~W l ~ W +  M 

W(x, O) = O, 

, ~ -  = - - 0 .  

Con una rif lessione intorno alla retta x = a 
e in esso il s i s tema:  

--.('0 . 

+ ~"(x), P E u~,t, 

s i  consideri il campo D(2) a~t 

~ z  1 ~ z  + M 

~x" = k(Z, x ,  ~) ~ k - ( ~ , x .  T) + ~"(x), 

Z (x ,  O) = 0 

Z(a,  t) = Z ( 2 a  - -  ~, t) = ~(~) - -  Mr. 

P E D '~) • 

La Z - - Z ( x ,  ~), essendo i~ ] to Ji-~x~?/ = o  e valendo per il sistema il teorema 

di esistenza e unicith di una soluzione regolare (cir. [14]~, nel sottocampo D~!t 
~(~-). 

coincide con W e pertnnto ogni limitazione stabilita~ per i valori di Z in /):,~, 
~(2). valida come limitazione per i valori di W in v~,t. Si scelga ora la costante 

positiva M in modo che risulti  

M 
+ ~"(x) > O, 

~(Z, x, ~) 

il che 6 lecito date le ipotesi formulate  su k e % ~Nel caso che si potesse 
assicurare,  ad es. nelle condizioni accennate nel par~grafo 3, ~"::> 0, potrebbe 
assamers i  M = 0. 

Con la conveniente scelta dl M, Z non pub avere in D ~2) ~,t massimi e per- 
cib, istante per  istante, resta inferiore al corrispondente valore assegnato sut 
contorno e percib, essendo :~(~) decrescente,  

Z(x ,  ~) <: ~(a) - -  Mt  

e quindi nel sottocampo D (~) 

W($, ~) <- ~(~) - -  Mt, 

con che 

(7) 0 <_: - -  y ( x ,  t )  <_ ~(~)  - -  ~(x) ,  

the  6 la limitazione cercata. 
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c) Vogl iamo ora  cons ide ra re  due  soluzioni  regolar i  di s is temi rispett i-  
v a m e n t e  analoghi  a (I') o a (II'), m~ re la t ive  a eampi  divers i  n(~) D (~) z ~ , t  e ~,t c o i l  

a(t) e ~(t) funzioni  note, e rescent i  e der ivabi l i  di t, con a(0) - -  ~(0) - -  0. 
Siano perc ib  X~ e Xa due  soluzioni  di (I') in D~,)t e in ~,t,r~(~) con :¢(t)> ~(t). 

In  D(~)t si ha  evidentement~. :  

(8) 

ax" - -  k(X~,) a': k(X~) a'~ ' 

= o,  
[ am ].=o 

x~(~, t ) -  x~(~, t ) =  x~(~, t). 

P E D~)t ; 

Vogl iamo far  vede re  che ancor  qui  la funzione X ~ - - X ~  se b pos i t iva  o 
r,(1) nul la  sul  contorno  di D(~)t (negat iva  o nutla), tale r i su t ta  in t e rnamen te  a Ja~,t. 

Pos to  

(,q) 
s~, ~ - -  X ~  - -  X~ , 

I ' 
¢ - -  ~(~,  ~, x, =) = k(s~ -4- X~) k(X~)~ ~'¢ ' 

si ha  per  z~,~ il seguen te  s i s t ema :  

0o)  

~,a~ ~ - -  k(X~) ~'~ + ¢ '  

i [ ~a¢ 1~=o = O, 

! ~,~(~, t) - -  X,,(~, t), 

P E n(1) ~ , t ;  

dove il secondo m e m b r o  del la  p r ima  equaz ione  soddisfa,  per  le ipotesi  fatte 
su k, a, 2, X~, X~, a l |e  condizioni  che ass ieurano  al s i s tema l ' e s i s t enza  di 

r~(1) (cfr. [14]). Si consider i  in D~) una  ed una  sola soluzione regolare  in *-9,t ~,t, 
o t t enu to  per  r i f less ione  di D(~)t at torno alia re t ta  x = 0~ il s i s tema : 

(11) 
I 8~E~,~ 1 ~E~, 

~- L ,~ , t ,  

Con r i fe r imento  a quan to  osserva to  in a), suppor remo  X~(~, t)-->O c 
vogl iamo d imos t ra re  che ~ E~,,~ >_ 0 in D!~)t. Si oper i  ill (11) la sost i tuzi0ne 
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E=,~--W~,~e ~t, con M'eos tan te  positiva. Si ottiene : 

02) 

ore  si ~ posto:  

~x ~ --k(X~) O-: + W ,  P ~  ~,t; 

W~,~(--~, t ) =  W~,~(~, t ) =  X~(~, t)e - ~ ,  

W = ~'(W¢,, ~, x, % M)  = - -  
M ~ , ~  
~(X~) + (I)( W~, ~e ~ ,  x, ":le -~'~. 

Supponiamo per assurdo che, pure essendo X~(~, t)e - ~ t ~ O ,  vi sia inter- 
~(1.) 

namente  a ~,~,t un pua~o /9o in cui sia W~,~(Xo, % ) < 0  e quindi anche 
E~,~rPo) < 0. In  tale ipotesi sulla earat ter is t ica t - - % ,  la W~,~ dovr'~ avere 
un minimo negativo in un punto di aseissa .~, dopo essersi annul la ta  per 
continuit/~ in almeno due punti  di ascisse ~ e ~2 con - -  ~(Zo) < ~t < 2 < ~2 < ~(~o). 
Essendo il punto f f ~ ( 2 ,  %) inferno ad un segmento di carat ter is t iea total- 

-=:(~) 
mente contenuto in D~,t, la @(W~,~e ~,,, "2, %) ~ l imitata perch~ tale ~, insieme 

0X~ (cfr. [14], 383-384). Se allora si sceglie, come ~ leeito, M in modo a k ,  D-z- 

che W abbia il segno di W~,~, ne viene che in ff la (12),1 non pub essere 
soddisfatta e da cib l 'assurdo. Le soluzioni regolari del sistema (11) manten- 
gono in te rnamente  al eampo il segno dei valori l o r o  assegnati sul contorno. 
Valendo per sistemi del tipo (11) e (10). nelle ipotesi pifi volte rieordate, il 
teorema di unieit~ (err. [14]), nel sottocampo D ~)~,t si ba s~.~------ E~,~ _:> 0, come 
votevamo provare. Come natura le  conseguenza si pub concludere ehe anche 
le soluzioni regolari  di sisiemi analoghi a (10) (o ad (8)) non possono avere 
in te rnamente  al eampo massimi positivi (o minimi uegativi) e pertanto si 
mantengono comprese t r a i l  minimo negative e il massimo positivo dei valori 
Ioro assegnati  sul contorno. 

Siano adesso Y~ ed Y~ due soluzioni rcgolari  di (lI') relative ai campi 
D(2) D~-~) a(t) "(~) ~.t e ~.t con >~(t). In L%,t si ha :  

(13) 

. . . .  ~x ~ -  --k(Y~) O~ k(Y~) O: '  

( Y~ - -  Y~)t=o = O, 

Y~(% t ) -  Y~(:¢, t ) = -  Y~(~, t). 
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Questo sistema, con le posizioni ~,,~ : Y~ , -  Yt~ e 

a,~ = ~ff~, ,~,  ¢, ~) = k(~,, ~ ÷  Y~) k(~z~) ~¢ , 

diven ta :  

(14) 
8,,, ~(x, O) : O, 

~,,,d% t ) - - -  Yga, t), 

sul quale  si pub ragionare  in modo del tutto simile a quello impiegato per 
il s is tema (I0) e conclndere  agevolmente che ~nche le soluzioni regolari di (14) 
mantengono  in te rnamente  a D<~)t il segno dei loro valori assegnati  sul con. 
torno, non vi hanno  massimi  positivi (o minimi  negativi) e restano in ogni 
caso comprese  tra il min imo negativo e i l  massimo positivo dei valori loro 
assegnati  sul contorno. 

/~el caso par t ieolare  delia soluzione regolare di (14) (ovvero di (13)), 
essendo, per  qu~nto osservato in b), --Y(a,  ~)~0,  si ha in D(~)t ~ , ~ = Y ~ - - Y a ~ O .  

7. P rop r i e tk  delle successive approssimazioni  di ,(t). 

Per  la r isoluzione del nostro problema (I(~)), (II), assoeiamo alla (III), ehe 
ne ~ eonseguenza,  un algori tmo di approssimazioni  successive ponendo:  

(15) so(t) = F(t), 

(16) ~. 
mo ] mo J 

0 ~n- - I  

dove  l](i) -,~_~ sono r i spe t t ivamente  soluzioni dei due sistemi 

(I~)--~) 

/ ~ v~_~ i ~ y ~  D~ , 

V ~ f f ~ . _ ~ ,  t) = O, ~._ffo) = 0 
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(i(~) , 

2 *,(2) ,,(2) 3 VA-: 1 c~ v._~ 
P E D (~-) %-t,t; 

v~2~(x, o)=v(x), 

V ( ~ , ( ~ . _ ~ ,  t) = 0, ~, ,_~(0) = 0 ; 

[ ~. V (:) ] G ¢ 4 - - 1  

.... , = f -  0, 

o t tenut i  da (I(O), ponendo a,,_l e V(,~)_~ r i spe t t i vamen te  al posto di a ,~ V< i). 
F a r e m o  subito vede re  che  le % sono funzioni  di t monotone  eresceut i  e 

tali che, q u a l u n q u e  sia t in (0, T) e il valore  di n, 

(17) 0 ~,  o~,,(t) <_ ao(t), 0 ~ ,  t <_ T. 

Der iv iamo la, (16) r ispet to  a t, t enendo  eonto di [I(i) "~ tl._11, con le equazioni  
(0 

(I,_~),I ne l la  fo rma (II~),l). Si h a :  

ll/,oOC,i = H ( [ )  - - -  - -  i d a 3  : 
,J 

¢& 

= H(t)  - -  ~x 2 j ~ 
o % z ' -  J. 

= L~x ~x j~.-,,._,, 

dove ev iden t emen te  ~2(d)_.1 sta per  ~2(i)(V~l). 
Si ha, come in (L), 

(18) ~,,(t) > O, 

in quanto  _ r (x)]]~._V~!_~ t _ [3 V~,~] r app re sen t ano  il f lusso di calore  

r i spe t~ ivamente  e n t r a n t e  ed useen te  dallo s t ra to inf in i tes imo fondente .  Dato 
che vi 6 stat  o assorb imento  di ealore  per  l ' a v v e n u t a  fusione,  dovr~ ave r s i :  

da  cui, essendo m o >  0, la (18). 
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Sempre dalla (16), r icordando (paragrafo 3) che ~2(z)[~(x)] ha il segno di 
~(x), the  ~ negativa o nulla e percib Ao--< 0, si h a :  

(19) a .  

(~ 

i 

- - f g ~ _ f l x ~ O ,  avendosi V ~ O  iu quanto aecanto a f~I~)[V(x)]czx~O ~ pure (i) 
o o 

in ~%_~n(~) ,t (cfr. 6, a)). Basra ora provare ehe in (~,~_1, a) 

• -,(2) "< 0, ~ / ~ ) [ ~ ( ~ ) ] _  ~ '~ - t  - 

ovvero, essendo la ~(z)(~) ereseente con ~ (cfr. 3), 

(20) v ~ l  _> ~(~c), 

perch~ resti provata la (17). 
Per  dimostrare la (20) baster~t osservare che in D (2) ~ Vn(~ < 0 

(cfr. 6, b) e non potendovi avere per P. M. minimi negativi, r isulterh mag. 
giore del minimo valore assunto sul eontorno e quindi, data la decrescenza 
di q~(x), la (20). 

Si poteva del resto intui t ivamente osservare ehe, essendovi flusso di 
calore positivo o nullo in ogni t > 0 attraverso il piano w--a , ,_~ e nessun 
flusso at traverso al piano x = a, la temperatura  in D (~) ad un istante 
t > 0 deve essere necessar iamente maggiore o almeno uguale a quella che 
era  al l ' i s tante  iniziale e cio~ a ~(x). 

Si ha perei6 valida la (20), t raseurando in (19) un termine negativo o 
nutlo, la (17). 

8. T e o r e m a  di e s i s t e n z a .  

Dalla suceessione l a ,  l delle approssimazioni di a, valendo la (17), si 
pub estrarre  una successione i a,, I convergente ad un limite determinato e 
finito a*(t)~---so(t ). Si vuol dimostrare che :¢* ~ la r icercata soluzione, non 

r~( i )  appena le si associno le funzioni V(~) soluzioni regolari di (I(~)) in J-,~*,t. 
Comineiamo col dimostrare ehe, indicate con ~V~)_I le soluzioni di (I~)__1) 

quando si faccia a , _ l  al posto di a , _ l ,  esistono i limiti di ~'~1 per n ---- ~ .  
Siano a r e d  a s due elementi  di l a,, f e V~(~) e 17~(~) le soluzioni regolari 

dei corrispondenti  sistemi, analoghi a (I(~)), (1~.°), ed (I(s/)). Per  fissare le idee 
sia a,, < a s. Da quan~o esposto in 6, c) si ha :  

(21) 0 _<. V~)_~ _ v~>,, <- m a x  V,(a,., t), 

Annali  di Matematica 28 
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e per  la (6), 

(22) 

Da questa,  per  il classico teorema di CA~'crI¥, esistendo il limite di a , ,  
segue l 'es is tenza del l imite V*(x) di Vn (~ per  n ~ cx~. 

Sempre  nell ' ipotesi che sia a,. < as, ricordando le considerazioni di 6~ c), 
per  la (7) si ha :  

(23) 0 <'  ~2)  _ ~ ( 2 ) <  max  [ - -  V~)(a~, t)] 

e quindi, per la continuit'h di q~ e l 'esistenza del limite di a . ,  l 'esistenza de1 
l imite ~.(z) di V(n z) per n --~ ~ .  Analoghe considerazioni per  a,- > %. 

Poniamo adesso 

at* o~ 

1 ] l]o)(V(1,)d w 1 ffl(,)(p(2,)d~c ' o~' = Ao + Fi t )  - ~ - ~--o 
0 Ot ~ 

dove V(~) ha.nno il signi[icato sopra specificato. Vogliamo provaro the  b 
a'--= a* e con questo il teorema di esistenza per il problema (I(~)), (II) ovvero 
(A(i)), (B), non appena  sarh dimostrata  la derivabiti t~ di a*(t). 

Supposto a,._~ <--:¢*, si ha :  

err--  t vt* 

f ~(1) __~(z) l dx__ f ~(1)dw ÷ mo(o~'-- 8,.) = { ~.r_x 
0 t £ r _  f 

¢6 ¢ t r - -  l 

6(2) ~(~) i dx  f Q,._Idx, 
~* ez* 

d o v e  fi(o = fl(~)(V(~)). 
Da questa,  avendosi per (22) e (23), 

I ~ ! ,  - ~(1) 1 <- n I ~(1) _ t?(~l I -<  n M I  ~* - -  a , ._ l  I 

I ~(~2-)1 - ~ ) l  <- n I ?~2~ _ Y~(~I I -< n I ~(8 ,_1)  - ~(~*) ! 
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si ha  

~ r - - t  a, 

mo 1o:' - a,. I < __ nM f l o~* -- a,._,l doe, + n f I ¢p(a,._,) 
o ~* 

- -  ¢p(a*) [ dy + 

+ 2m I a* --  a,._, I <-' (Mna + npa + 2m) t a* - -  a,._, I, 

con m -  m a x  ~2(~), n - -  m a x  ~'(~), p - -  m a x  I~'(~)I- Da ques ta  essendo 
o_<~_<a o ~ a  o~_<a 

a * =  lira a,., per  il t eo rema  di CAuo~¥, segue anche  a ' - -  l im a,. e con cib, 
r , - - +  Oo P ~ O 0  

come volevamo,  d ~ :¢* e quindi  ~'*(~) - -  ~'(~). 
Analoga  d imost raz ione  nel  caso che sin a,._~ > ~*. 
P e r  comple ta re  il t eo rema  di esis tenza occorre  d imos t ra re  la der ivabi l i th  

di ~*, che  d' ora  in avant i  ind icheremo con a(t). P rocede remo  con metodo 
diret to.  Gioverg subito osservare  ehe, essendo le funzioni  ¢¢, crescent i  di t, 
q u a l u n q u e  sin l' indice  n. tale 6 anche  il l imite  del la  sot tosuccessione I n ,  I" 
In fa t t i  se tz > t, si ha  ~,,(t~) > a,(/~) e percib I a,(t~) -- a,,(t,) l 6 una  suocessione 
a te rmini  positivi e quindi  il suo l imite a(t=)--a(fi)  6 di conseguenza  positivo 
o nullo. Dal la  (III) si ha  a l lora :  

~(t) 

~(t + h)h--o:(t) F(t + h)h-- F(t) I .[ - -  [~(~)(~, t + h) --  ~(*)(x, t)]]dx --  
mob 

0 

~(t+ h) a ,,(t+ h) 

l j 1 /  i f  ~2(2)(x, t)dx, inch Q(~)(x, t + h)dx~ --  mo]~ [~2(2)(x, t + h) - -  Q(2)(x, t)]d~ + 
¢E(t) ~(t+h) ~(~) 

dove Q<*)(x, t ) =  fi[V(*>(~, t)]. 
Appl icando il t eo rema  degli  acc rese iment i  finiti, tenuto conto delle pro- 

pr ie t~ delle funzioni  V(~) ed Q, si ha  dal la  p r e c e d e n t e :  

~(t + h) - a(t) t i + 
h ( 

~2o)[~(t + Gh), t + h i _  
mo 

~{2)[a(t + Gh), t]l _ 
~no 

(24) 

~(t) a 
F(t + h ) -  v(t) 1 (pa(,> 

= h -So.JL vt i - m-~ l l - ~  + ~' = 
o ~(tq-h) 

_ F( t  + h) - -  F( t )  H( t )  

h ~no 

1 [~V(2)\ (~V<*)\ ] 

0 

1 ;~dx ,  
~no 

0 ~i_~ 1. 
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~(t) a 

f f Per  la eontinuit'h di -~t- si ha lira ~ d x =  lira ~zdx 
0 CO(t-l-h) 

dip H(t) si ha infine ~ ) ( a ,  t)--~(z~(e, t ) - - O  e dt - -  mo ' 

- - 0  ed essendo 

lira ~(t + h) - -  a(t) 1 [~ V! z) 3 V (1)] 
X lx=-~ 

che ci dh insieme la derivabil i th di co(t) e la verif ica di (II). 

9. Teorema di unicit~. 

Sia.no x, U(~) e y, V(i) du(, solnzioni di (I(~)), (II) c non sia in ogni istante 
di (0, T) x( t ) - -y( t ) ,  esista cio~ un istan~e t* per cui 6 x(t*)> y(/*). Vogliamo 
provare che tale ipotesi ~ assurda.  

Si ha infa t t i :  

x(t*) y(t*) 

0 ~--x(t*) - -  y(t*) 1 O.(~)(U(~))dx~ + ~ fl(~)(V(~))dx 
~lbo 

o 0 

1 / .q(~)(U(..))dx ~- 1 f Q(2)(V(._,))d~c 
'Dlo ~ o  

x(t*) y(t*) 

e quindi 

y(t*! 1/. 
0 <_, x(t*) - -  y(t*) = ~ [Q(~)(V (~)) -- Q~)(U(~))]dx --  

0 

~(t*) 

/ __1 .Q(~)( U(~))d x 

t a w(t*) 

'DI, o , m o  
x(t*) y(t*) 

Essendo il secondo e quarto termine di questa negativi (cfr. 6, a) e b)) 
sarh. provato l ' a s su rdo  se potremo dimostrare the  per t - - t *  valgono le 
disuguaglianze : 

(25) 
Z~)(x, t*) - V(~)(x, t*) - -  U(~)(x, t*) <_' O, 

Z(~)(~, t * ) -  U~)(x, t * ) -  V(~)(x, t*) :> O. 
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Siano W(~) - -  W(~(x, ~) rispettivamente soluzioni dei due s istemi:  

~z W(~) 1 ~ W (1) (~) 
-~-~"7- - -  k~(V (~)) ~ + O( W(~), ~c, ~), P ~ Dy(t*), t ; 

I ~W(~) 
3x ~=o-- 0, 

W(~)[y(t*), t] = -  U(~)[y(t*), t] ~_,0, 

3 2 W (2) 1 ~ W (2) 
Vx~_ -.= k~(W(~ ) + V(~) ) ~ + O~(W(~), x, ~), 

W(2)(x, O) = O, 

W(~)[x(t*), t] = U(~)(x(t*), t] ~ O, 

[ ~W<~>] = O" 

P C ~(2) -~x(t*), t ; 

analoghi a (10) e (14). Per  quauto osservato in 6, c), si ha W(~)_<0 in l):~(t,;.~ 
(2) e W (2)~ 0 in Dx(t*),t. Cib varr~ in particob~re sul]a caratteristica t = t* G T. 

Ma, esscndo U (~) e V(~) soluzioni regolari di sistemi ottenuti da (I(s)) facendovi 
r ispet t ivamente x:t*) o y(t*) al posto di ~(t), si vede facihnente che 6 
ZIi)(x, t*)--- W(;)(~, t*) e percib, come volevamo, le (25). Si ha percib:  

0 <_=, x(t*) ~ * - - Y 3  ) < 0 ,  

assurda se non b x( t*)= y(t*). 
o~- Gioverh sottolineare che, ancor qui come in (L) (cir. in particolare [.,~], 

[28]), l ' indagine  ~ puntuale per t = t* e non implica ipotesi per ogni t <--t*. 

10. Osservazioni sulle  approssimazioni ~,,.  

Vogliamo adesso mostrare, analogamente a quanto fu esposto in (L), che 
per le a,~ vale il seguente : 

TEOttEMA. - Due approssimazioni  successive per ~(t), seco~do la (16), sod. 
dis fano al ia  d isuguagl ianza opposta a quella che irdercede tra la copI)ia di 
approssimazioni  di indiei  immediatamente  precedenti. 

Sia ad es. ~,,-2 ~--~,,-~, vogliamo prora te  che ~ altora ~ , , _ ~  ~,~. 
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Dal la  (16) si h a :  

1/., 
0 0 

- -  ~2,,_flx = 

I / ~(1) 1 /0(0 d^ . 

a ~ n - - I  
/, 

I i0:_._o+ 

..(1) = --(2) 
Essendo per  6, a) e b) v;~_~ _> 0 e v,_2 <-- 0, e qu ind i  o'~)..,_~ > 0, fl(s),_2 <: 0, 

.0<2) ~,(~) sar~ provato l ' a s se r to  se r i su l te rh  ~2 C1)~_~ --  ~2~!_1 <0_ e ..,,_~ - -  ~n-2 >- 0. Pe r  
la c rescenza  di Q(1)baster~ provare  che b V~!2 - -  V,(~!~ <_ 0 e V~!_~ - -  V~2 > _ 0. 

Cib b couseguenza  di quan to  esposto in 6, c). Bas ta  infa t t i  osservare  che 
le due dif [erenze soddisfano a due s is temi ana loghi  a (8) e (13) con le 
condizioni  : 

-- • ,,-u~--%_~-- -- v,,-~t~,,- 2, t) _< O, 

V(2) lZ(2) .1 __ ~r(~) , 
- -  / n - - t  

Si ha percib, come volevamo provare,  ~,,--<:¢,,-1. Ana logamen te  si dimo- 
s t ra  ~,, ~ , , - 1  8e ~,,_~ <Z--~,,_2. 

Come eonseguenza  si ha  sub i to :  

¢¢1 < :  ~2 ~ a o .  

Prova ta  d i re t t amente ,  come in (L), la d i suguag l i anza  a 3 ~  al ,  con che 

at <-- ~8 <-- :~2 <: ao, 

rag ionando  per  induzione,  nel caso di indici  consecut iv i  pari  o dispari ,  si 
pub agevo lmen te  provare ,  in modo del tu t to  analogo a quan to  b stato fa t to  
sopra, che le appross imazioni  di indice pari  fo rmano una  success ione  mono- 
tona  non crescente,  l imi ta ta  in fe r io rmen te  da al ( super iormente  da ao per  
(17)), men t r e  quel le  di indice  d ispar i  fo rmano  una  success ione mono tona  non 
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d e e r e s c e n t e  l i m i t a t a  s u p e r i o r m e n t e  da  u n a  q u a l u n q u e  a p p r o s s i m a z i o n e  di 
i n d i e e  p a r i  ( i n f e r i o r m e n t e ,  e s s e n d o  le  ~,, t u t t e  p o s i t i v e  o nu l l e ,  ~ t i m i t a t a  

d a  0). 
L e  d u e  s u c c e s s i o n i  1:¢2, t ,  ~:¢2~+~1 r i s u l t a n o  p e r t a n t o  c o n v e r g e n t i  ed  

e s s e n d o  v a l i d o  il  t e o r e m a  di  uu i e i t~ ,  s i  h a  cos i  u n  e r i t e r i o  p e r  s c e g t i e r e  

n e l l a  s u e c e s s i o n e  I s , ,  I l a  s o t t o s u c c e s s i o n e  /a , ,  I ,  di  cu i  al  p a r a g r a f o  8, e 

n e l l o  s t e s s o  t e m p o  u n  m o d e  p e r  a p p r o s s i m a r e ,  p e r  e c e e s s o  o p e r  d i f e t to ,  ta  

r i e e r c a t a  s o l u z i o n e  a(t). 
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