Sul problema unidimensionale non lineare di Stefan
in uno strato piano indefinito.

Memoria di Giore10o Sestini (a Firenze)

4 Giovanni Sansone nel suo 70m° compleanno,

Santo. = Considerato un processo unidimensionale di cambiamento di fase in un mezzo occu-
pante wno strato piano indefinito di spessore finito, supposte le caratterisiiche fisiche
delle due fasi e il calore lotente funzioni della temperatura, si dimosira U esistenza di

una sola soluzione per il problema al conforno connesso col problema di STErAN non
lineare in esame.

1. Introduzione.

Problemi analoghi a quello trattato da STEFAN nel 1889 [29] (), ma gia
risolto nella stessa formulazione da Lawmb e CLAPEYRON nel 1831 {20] e da
NEUMANN verso il 1840 (efr. ad es. [31], vol. IT, 117-121), continuano a destare
inferesse tra i fisico-matematici, in quanto nel loro schema si inquadrano
studi assai importanti anche per la tecnica. Fino al 1955 (*) data la notevole
difficolta del problema analitico connesso con quello della determinazione
dello stato termico in un mezzo in cui sono presenti due diverse fasi ed &
incognita e variabile col tempo la superficie di separazione delle stesse, ci
si contentd di indagare, in condizioni pilt o mene semplificate, su esistenza
ed unicitd della soluzione del problema nel caso unidimensionale lineare,
cercando di attenuare il pili possibile le ipotesi sui dati ed istituire algoritmi
dimostrativi atti a facilitare il calecolo numerico approssimato della ricercata
soluzione. Su questa via si & continuato a lavorare ([12], [23], [24]), con ten-
denza a sostituire ai classici metodi delle approssimazioni successive quelli
pitt moderni degli spazi funzionali ([17], [19], [21]) o del calcolo delle diffe-
renze ([7], [10], {11], [30]), quest’ ultimo assai vantaggioso quando si voglia
aftidare il calcolo della soluzione alle moderne calcolatrici, e questo forse
anche nella speranza di trovare la via, mediante strumenti analitici pit ido-
nei, per superare le gravi difficolth che il problema matematico presenta
non appena si limitino le semplificazioni invero eccessive e tali quasi, come

(*) I nureri in parentesi quadra [ ] si riferiscono alla bibliografia posta al termine
del lavoro,

(%} Cfr. ad es, la bibliogratia in [25] e in [12].
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affermava BRILLOUIN (3], da svuotare la questione del suo prevalente signi-
ficato fisico.

Le principali semplificazioni da rimuovere erano essenzialmente due: la
unidimensionalith e la linearith. Quest’nltima condizione in special modo
limita fortemente il significato fisico del problema schematizzato, in quanto
la presenza stessa di due fasi in evoluzione, ¢ in qualehe caso di alte tem-
perature, rende pressoché impossibile U'ipotesi di una déffusivitd indipendente
dalla temperatura. N& pud tacersi il fatto che la linearitdh pud venire a man-
care, anche supponendo costante la diffusivitd, ove si consideri la presenza
nella equazione dell’equilibrio termico di termini dovuti a moti conveftivi,
destati sicaramente in almeno una delle fasi, quando si tratti di un problema
di fusione. In questo ordine di idee DAcEv, nel 1955, in due successivi lavori
dava un primo studio di problema di STEFAN bidimensionale [8] e tridimen-
sionale {9}, che potrd dare I"avvio ad altri Javori.

Nella speranza di essere il primo a battere Ia seconda via, ho affrontato
sistematicamente il problema unidimensionale non lineare, ma durante la
definitiva redazione di questa memoria sono venufo a conoscenza di due
recentissimi lavori ([18]. [22]) su problemi di STEFAN non lineari, il secondo
dei guali veramente interessante, in quanto vi si affronta, risolvendola con i
metodi della analisi funzionale, la questione dell’ esistenza ed unicitd della
soluzione di un assai gencrale problema di STEFAN non lineare, unidimen-
sionale, relativo ad un semispazio, supposta la conduttivitah o le altre carat-
teristiche fisiche del mezzo funzioni della temperatura oltre che del posto e
del tempo.

A questo mio lavoro, che offro con affettuosa riconoscenza al mio Mae-
stro, spero resti il merito di essere il primo a trattare la questione dell’esi-
stenza di ana sola soluzione in un assai generale problema unidimensionale
non lineare di STEFAN, relativo allo strato piano di spessore finito e con
un classico procedimento di approssimazioni successive, simile a quello usato
nei miei precedenti studi nell’ipotesi di linearitdh ([25]. [26], [27], [28]). In un
successivo lavoro esporrd i risultati conseguiti nello studio di un analogo
problema in campi dotati di simmetria eilindrica o sferica, completando con
cio I’indagine sui problemi non lineari unidimensionali,

2. Posizione del problema.

Il problema di STEFAN qui considerato & del tutto analogo a quello
oggetto di studio nella mia Memoria [25], che nel seguito sard richiamata
con la sigla (L), in quanto relativa al caso lineare, con la ipotesi perd che le
densita p;, i calori specifici ¢,, le conduttivith K; delle due fasi (¢ =1, 2),
insieme al calore latente di fusione L, risultino funzioni delle temperature
U® = U, {), soddisfacenti a quelle condizioni che, suggerite anche dal
loro significato fisico, saranno pitt oltre specificate. Volendo mettere in asso-
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lata prevalenza 1’influsso della dipendenza delle caratteristiche fisiche dalla
temperatura, non abbiamo considerato, in questo primo lavoro, la dipendenza
esplicita di tali caratteristiche dal posto e dal tempo, rimanendo affidata ad
es. la non omogeneitd nelle due fasi alle sole variazioni locali e temporali
della temperatura (%)

Come in (L) ci riferiremo, con le stesse notazioni, ad uno strato piano
indefinito, di spessore @, costituito, all’istante iniziale, da una sola fase (ad
es. solida per fissare le idee) di assegnata temperatura funzione del posto,
tramite la distanza « del punto considerato da una delle due facce dello
strato, assunta come piano =0 di un riferimento cartesiano ortogonale e
all’istante generico ¢ dell’intervallo (0, T) da due fasi distinte separate da un
piano di ascissa «(f) variabile col tempo. Il processo del cambiamento di
fase & dovuto, a partire dall’istante { =0, ad un flusso di calore H(f), gene-
rato sul piano x = 0 da upa distribuzione uniforme di sorgenti di rendimento
variabile col tempo. Ancor qui, senza ledere la generalitd, supporremo uguale
a zero la temperatura critica (di fusione).

Manterremo le ipotesi fatte in (L) sulla funzione f(x), che rappresenta
lo stato termico iniziale, e sulla funzione H{(f), in quanto suggerite o avvalo-
rate da considerazioni di carattere fisico. Supporremo cioé f(x) funzione cou-
tinua insieme alle sue derivate prima e seconda per ogni « in (0, a), con
fle) <0, f'x)= 0, fl0)=0 ed f(a) =0, cid che porta a concluderc in parti-
colare f(x) =<0 in tutto (0, a) (cfr. (L), n. 3). Per la H(!) manterremo le ipo-
tesi di essere in (0, T) funzione positiva, crescente, continua insieme alla
sua derivata prima. Quanto alle funzioni:

Ki = Ki(U(i))¢ fi = Pi(U(é)% C; = CL(U(i))’ L(U(z)) (4);

le supporremo positive, limitate per qualsiasi valore di U® nell’intervallo
aperto (— oo, 4 o) ed ivi continue con le loro derivate prime, che suppor-
remo limitate ; indicheremo poi con K p° ¢ L° i loro valori per U® =0,

In queste ipotesi, e con queste notazioni, il problema di determinare ad
un istante ¢ di (0, T) la temperatura U® in un punto qualsiasi delle due

(®) I sig. KyNER, nel suo lavere [18], ha supposto la conduftivith K del mezzo, oltre
che della temperatura, del posto e del tempo, funzione anche del gradiente della tempera-
tura. L’esperienza (efr. [1], 4.77) porta a ritenere trascurabile in K, nei confronti della
influenza della temperatura, quella del gradiente termico. Osserveremo poi che in questa
memoria, a differenza di quanto & supposto in [18], non saranno fatte ipotesi di monotonia’
nella dipendenza di K; da U9, in quanto difficilmente questo comportamento pud essere
assicurato per ogni U e per tutti i mezzi (cfr. 1], 420 - 79).

{4} Nel segu'to, ove la cosa non possa dar luogo ad equivoci, tralasceremo di regola
di indicare la variabile o le variabili da cui dipende una funzione; gli apici indicheranno
sempre derivazione rispette all’argomento.
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fasi di cui a quell’istante & costituito lo strato e 1’ascissa «(f) del piano di
separagzione delle fasi viene tradotto nel problema analitico della determina-
zione di tre fanzioni UW(x, f), UGN x, ) ed «ff), regolari le prime due e deri-
vabile almeno una volta la terza, soddisfacenti ai due sistemi:

3 W ou®
é&—;{Kx(U“)) _ag_c__} = p (UM (T M) ey PGD%;
Uy
[£3) D = —
(AW {KI(U ) 3 ch H(v),

Ualt), {] =0, «(0)=0,

‘ DYy={0<t<it; O<aw<ad)l;

|2 A (2 (2 U (2), .
8613 K&(U ) aw - P2(U ))CZ(UZ) a,c ] PEDl,t’
U, 0) = f(@),
(A o UP[a(d), ] =10, «0)=0,
I
l a':c Lza— O,

DP=i{0=<t<t;al) <z <al;
con la condizione:

(2 AU X
B) K{U®) g% KU S| =L &,

L PP

. d \
dove come di consueto a =d—; e [p{ U@ L{U®) ety = 03 L°.
3. Trasformazioni.

Con la trasformazione

17150
szvw%nzfm®ﬁ,

0
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i sistemi (4¢) diventano (cfr. {4], pag. 11 oppure [6], Cap. IX),

2V (2)
2V _ 1 3T W P - aaV: =k 1(2_ oV ’ PED(;’,)t;
(V) a0 Lot T (V) o
Vo, 0) =
(I(l)) 3 V(l) (1(2)> (m’ ) Cp(m))
ox x=o= T H(T)’ V(z)(“y t) = O, QZ(O) = O,
oy
Ve, §) = 0, IZ(O) =0; \ i ™ w=a= 0;
dove
f(w)
@ o) = [ Ko
e
. K(V®)
— (1) — _..___',______q
3) ho=h(V9) =

ottenuta per eliminazione di U® nei coefficienti, mediante inversione della (1),
certamente lecita, perche, essendo K; > 0, la V® & funzione continua, mono-
tona crescente di U,

La (3), tenuto conto di (1) e delle ipotesi fatte su K;, p;, ¢;, mostra che
k; sono funzioni posifive non nulle, continue e derivabili rispetto a V@ e
quindi rispetto ad  ed a ¢ (almeno due volte rispetto ad x ed una rispetto a ).

Dalla (2) si possono ricavare alcune importanti proprietd della o(x).
Evidentemente la o(x), che & funzione continua e derivabile rispetto a =,
ha il segno di f(x) e percid & negativa. Essendo poi f(0)=0, & pure
¢0)=0 e per essere K;>0 e f(a)=0 si ha anche ¢(&)=0 e ¢(a)=0.
Quanto alla derivata seconda di o(x) si ha:

oK,

@) =f"K,+f"* )

essendo [ =0, se fosse 5%20, si avrebbe subito ¢” = 0; non facendo

perd particolari ipotesi sul comportamento di K, nulla potra affermarsi circa
il segno di ¢”. Concludendo si pud affermare che ¢(x) gode di tufte le pro-

prietd attribuite per ipotesi alla f(x), salvo al pili quella inerente alla non
negativita della derivata seconda.



208  G. SestiNi: Sul problema unidimensionale non lincare di Stefan, ece.

La (B), mediante la (1), diventa:

(11)

= My,
r=o

Ve W

ove si & posto m, = p}L°.

La (1) ha quindi la notevole proprietd di trasformare il sistema non
lineare (4%, (B) nell’altro sistcma quasi lineare (lineare mnelle derivate)
(160, (II).

Con I’ ulteriore posizione :

V(i)

. L "1
4 O) — Q)T ) :f_d ,
@ ( ) ; k) g

con che Q® risulta funzione continua, derivabile rispetto a V®, e quindi
rispetto ad « e a f, crescente di V@ e tale che QUV®H =0, le due equazioni
(I9)1) possono scriversi in Da,t,

#V0 2w oy VO
oxc? ot ’ ’ dac? ot ’

(1%),1)
rimanendo la (II) e le condizioni iniziali e al contorno manifestamente inal-
terate.

4. Relazione fondamentale nelle incognite del problema.

Segucndo il procedimento usato in (L), fissato un generico istante ¢ nel-
Iintervallo (0 T, intem'iamO'le due equazioni (IW,1) e (I@)1) rispettivamente
nel campi D§) e DY

Tenendo eonto della (II) e -delle condizioni iniziali e al contorno fissate,
posto

a t

1
) =7 / Qufiwyde,  Fl)= - / H)dx

si ottiene la ricercata relazione nella forma:

oc(t) a
(I11) all) = Ao + F(t) — l / QU V) da — i / QY V®)da
o oc(t)

analoga alla (6) di (L).
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5. Aleune osservazioni sulle soluzioni di due sistemi differenziali para-
bolici quasi lineari.

Osserveremo subito che i sistemi (I®), ove si pensi nota a(f), per le ipo-
tesi formulate su k;, o, f e H, si trovano nelle condizioni per le quali viene
assicurata lesistenza e 1’ unicitd di una soluzione regolare (cfr. [14], 389-406).
Vogliamo ora mettere in rilievo alcune proprieta delle soluzioni regolari di
sistemi analoghi ai sistemi (I®),

Supposto nota la «(f), funzione crescente e derivabile con «(0)=0, ¢
subito visto che le soluzioni regolari di tali sistemi non possono avere inter-
namente a D(,ff;, né massimi positivi, né minimi negativi. Infatti con la nota
sostitnzione V@ = W®eM con M costante positiva, le due equazioni (I)1)
diventano :

Fwe 1 dW® MW®
du* T k(WWeMsy 3t E{ WMy’

1=1, 2

e questa mostra, nelle ipotesi dichiarate, la validith dell’asserzione fatta sopra.
Come conseguenza si ha che se V® & positiva (negativa) sul contorno di D,
& pure positiva (negativa) internamente a DY, e quindi se & nulla sul con-
torno ¢ nulla internamente. Riepilogando si ha per le soluzioni regolari di
sistemi analoghi a (I®), quando « sia nota e nelle ipotesi dichiarate, il
segnente teorema, che nel seguito richiameremo con la sigla P. M. (principio
di massimo):

Le soluzioni regolari in Dﬁft di sistemi analoghi o (1), essendo nola «,
HOW POSSONO avere infernamenie o l);’?t né wmassimi positivi, né minimi negno-
tivi; se sono positive o nulle sul contorno di foft, tali risultano internamente ;
se sono nulle sul conlorno di ijft, sono nulle anche inlernamente.

Stabiliremo nel paragrafo successivo, come conseguenza di questo teo-
rema, limitazioni per le soluzioni regolari di sistemi analoghi a (I®), sempre
nella ipotesi che a sia conosciuta.

6. Limitazioni per le solnzioni regolari di sistemi quasi lineari del
tipo (I®),

a) Sia a(f) una assegnata funzione derivabile e crescente di ¢ in (0, T)

e tale che «(0) =0 e sia X = X(x, {) la soluzione regolare del sistema

X _ 1 aX

et T k(X)) o’

) X
lax £=0

X(a, =0,

PeDY, t<T;

= - H(T)’

Annali di Matematica 20
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con ipotesi per k= KX) e H = H(7v) analoghe a quelle formulate nei para-
grafi 2 e 3.

Come conseguenza di P. M. si ha che, nelle nostre ipotesi, & X(x, ©) =0
in D}, Cid & conseguenza del fatto che deve aversi X(0, 1)=0; in caso

contrario infatti, essendo %J <0 e X t)=0, la X dovrebbe avere in
2= 0

ox
DY, uwn minimo negative. Risultando allora la X positiva o nulla sul con.
torno di DY, tale dovra risultare, sempre per P. M., internamente. Nel caso
in cui si identifichi la X con la ricercata temperatura V@ in D', la cosa’
soddisfa anche alla intuizione fisica.

Se con M indichiamo una costante positiva la funzione W= — Mz sod-
disfa al sistema:

W 1 W @
S W) a0 L EDat
W -

O% |0

Wi, §) = — Ma(l).

Se allora assumiamo M maggiore del massimo di H in (0, T) la funzione
Z = Z{x, t)y= X — W soddisfa al sistema:

¥z 1 3z o .
w* ~ KZ+ Mx) 3’ P € Dt
A

[55 _=M—HO>O,

Zla, t) = Mal).

Da questo sistema, applicando P. M., si pud concludere che Z non pud
avere in DY’ massimi positivi (0 minimi negativi). Giovera osservare che i
valori che Z assume per x = 0, qualunque sia t© in (0, ), non possono supe-

rare quelli assegnati per x = a. Infatti essendo, per ogni fissato T, {gg

>0,
4]

=
la Z risulta per x =0 funzione crescente di @ e percid, se il valore fosse
pit grande di quello assunto nello stesso istante in x =, la Z dovrebbe
avere internamente a D;l,)t un massimo positivo o, dopo un massimo negativo,
an minimo negativo cosa impossibile per P. M. Ne consegue che i valori
assunti da Z internamente a DY devono essere minori o eguali a quelli
assegnati per = a; si ha percid, per la supposta crescenza di o,

Ziw, t) < Mot).
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Da questa segue subito la ricercata limitazione per la X, soluzione rego-
lare di (I'):

(6) 0= X, 1) =Z(x, 7) — Me < M(a(f)y — ),

con M indipendente da z.

b) Consideriamo il sistema :

S ®Y_ 1 ey ® ,
T HY) 5 PeD,; t<T;

) Y(xy 0) = C?(m}y

‘ Y(oc, t):O,

Y
=0

con ipotesi per kK(Y) e ¢ analoghe a quelle formulate nei paragrafi 2, 3

La Y= Y(x, t) risulta negativa o nulla in D{’;. Infatti, si consideri il
campo DY, oftenuto da DY¥; con un ribaltamento attorno alla retta x =a e
in esso il sistema:

ar)

Yy _ 1 %
ot T kfy) o’
y(“; t) - y(2a’ — o, t) = Or
Yo, 0) = p(x),

PEDY,;

c¢on

DP=10<t<t; alt)y <z <22 — alf)},

Pl) = o), e < a; ) =92e—x), x=a.

Nel sottocampo DY, si ha evidentemente ylo, ©) = Y(x, 1) ed assumendo
la y sul contorno valori negativi o nulli, tale sard internamente anche a
D(f,)t (per P. M.) e con essa la Y. Ancor qui, ove si identifichi la Y con la
ricercata temperatura V@ in DY, questo fatto soddisfa la intnizione fisica,
date le condizioni in cui ci siamo posti.

Si operi ora in (II') la sostituzione 0 < — Y = Wiz, 1) — ¢(&) -+ Mx, con
M costante positiva.
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Si oftiene:

W 1 W M ) o
\ 2 T W, w, T 3% + HW, % % + ¢"®), PED:;

! Wi, 0)= 09
| Wie, t) = gla)— Mt,
/ o

ox =0.

A G

'»
Con una riflessione intorno alla retta x ==a si consideri il ecampo 1_);2,),
¢ in esso il sistema:

¥z 1 M

- - e : oo e
X' T R(Z, x, 7)ot +k(Z, x, r)+ ¢"(w), PE€D.;

Z(
Zloy, By = Z(20 — a, ) = ¢(a) — Mt.

el = 0 e valendo per il sistema il teorema
=0

di esistenza e unicith di una soluzione regolare (ckr. [14), nel sottocampo DY
coincide con W e pertanio ogni limitazione stabilita per i valori di Z in D{,
& valida come limitazione per i valori di W in DY%. Si scelga ora la costante
positiva M in modo che risulti

La Z = Z{w», 1), essendo

M ”
W)+ ¢"(x) > 0,

il che & lecito date le ipotesi formulate su & e 9. Nel caso che si potesse
assicurare, ad es. nelle condizioni accennate nel paragrafo 3, ¢” = 0, potrebbe
assumersi M = 0.

Con la conveniente scelta di M, Z non pud avere in D), massimi e per-
cid, istante per istante, resta inferiore al corrispondente valore assegnato sul
contorno e percid, essendo %(Z) decrescente,

Z(x, ©)=< o) — Mt

e quindi nel sottocampo DS

W, ) < p(a) — Mt,

N 0 — Y, 7)< gla) — (),

che & la limitazione cercata.
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¢) Vogliamo ora considerare due soluzioni regolari di sistemi rispetti-
vamente analoghi a (I) o a (IT'), ma relative a campi diversi D(,:)t e Dg}t eon
a(f) e B(f) funzioni note, crescenti e derivabili di {, con «(0) = B(0) = 0.
Siano percid X, e X; due soluzioni di (I') in DY e in D(Bf)t, con a(f) > B(#).
In Dy si ha evidentemente :

PXo—Xp) 1 eX, 1 X o .

WX WXy e DEDe
®) ' F(&:g(_ﬁ) =0
ox w=0

{\ Xoc(pﬁ t)"" Xﬁ(@; t) - Xac(ﬁ’ t)-

Vogliamo far vedere che ancor qui la funzione X, — X, se & positiva o

pulla sul contorno di Df); (negativa o nulla), tale risulta internamente a Dg’.
Posto

€u8 = XOC - XB?
)
N 1 ]2X,
®=Bensn 9=l v )

si ha per g, g il seguente sistema:

TS

T k(Xp X

ai_ﬁl =0
=0 ’

E @, PEDY,;

(10) g
ox

‘ 3%{&(?’7 t):Xn(@, t),

dove il secondo membro della prima equazione soddisfa, per le ipotesi fatte
su k, o, B, X,, Xp, alle condizioni che assicurano al sistema I’ esistenza di
una ed una sola soluzione regolare in D3 (cfr. [14]). Si consideri in Dy,
ottenuto per riflessione di ngl,),g attorno alla retta & = 0, il sistema:

azEa,g . 1 aEz,B AN
B 7;(75;;) 3 + ©(Eop, @, 1), PEDg;

E,, (—B 0= E,, B(@: )= Xz(pa ).

(11)

Con riferimento a quanto osservato in @), supporremo X,(3, =0 ¢
vogliamo dimostrare che ¢ E, ;=0 in ngl,)g. Si operi in (11) la sostituzione
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E, s= W, g™, con M 'costante positiva. Si ottiene:

FWep 1 3W, e 7 .
(12) Tt TR s T PEDs;

Wao(— B, 0= W, B, ) = X,(B, D,
ove si & posto:

W=WW,, x t, M)= %&—Sﬁ—% B(W,, geM, x, tje~ ¥,

Supponiamo per assurdo che, pure essendo X,(B, fle~™ =0, vi sia inter-
namente a D_(g];)t un punto P, in cui sia W, a(x,, %) <0 e quindi anche
E, e'Py) <0. In tale ipotesi sulla caratteristica {=1,, la W, dovrd avere
un minimo negativo in un punto di ascissa % dopo essersi annullata per
continuita in almeno due puunti di ascisse £, e & con — B(t)) <& <% < E, < B(to).
Essendo il punto P =(Z, t,) interno ad un segmento di caratteristica total-
mente contenuto in ﬁél,)t, la ®(W, ge¥™, %, 1) & limitata perché tale &, insieme
a k, agfﬁ (cfr. [14]. 383.384). Se allora si sceglie, come & lecito, M in modo
che W abbia il segno di W, , ne viene che in P la (12),1 non pud essere
soddisfatta e da cid I"assurdo. Le soluzioni regolari del sistema (11) manten-
gono internamente al campo il segno dei valori loro assegnati sul contorno.
Valendo per sistemi del tipo (11) e (10). nelle ipotesi pii1 volte ricordate, il
teorema di unicith (cfr. [14]), nel sottocampo Dg’ si ha e, g= E, s = 0, come
volevamo provare. Come naturale conseguenrza si pud concludere che anche
le soluzioni regolari di sistemi analoghi a (10) (o ad (8)) non possono avere
internamente al campo massimi positivi (0 minimi negativi) e pertanto si
mantengono comprese tra il minimo negativo e il massimo positivo dei valori
loro assegnati sul conforno.

Siano adesso Y, ed Y, due soluzioni regolari di (II') relative ai campi

D2 e DY, con «ffy> B(f). In DY, si ha:

FY,—Yg __ 1 3Y, 1 3V @,
3 (Ya _— Ya)t::-o = O,
4 RECES Y
ox o m=a_ ’

Yo, 8) — Yoo, §) = — Ygla, o).
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Questo sistema, con le posizioni S,5= Y,— Y e

_ _ i 1 19Yg
o= 0lluss & 0 = | ¥ Yo K(TR) &
divenfa:
325«!,6 — 1 gépw (2)
i ves AR S
D, ale, 0)=0,
(14)

) 5¢’ B(O‘, t) - Yﬂ(“: t)’

86% 8 _
l‘aﬂm" 0

sul guale si pud ragionare in modo del tutto simile a quello impiegato per
il sistema (10} e concludere agevolmente che anche le soluzioni regolari di (14)
mantengono internamente a D il segno dei loro valori assegnati sul con-
torno, non vi hanno massimi positivi (0 minimi negativi) e restano in ogni
caso comprese tra il minimo negativo e il massimo positivo dei valori loro
assegnati sul contorno.

Nel caso particolare della soluzione regolare di (14) (ovvero di (13)),
essendo, per quanto osservato in b), —Y(«, {)=0, si ha in D&f),; o, p= Yq— Yp=0.

7. Proprieti delle suecessive approssimazioni di «(f).

Per la risoluzione del nostro problema (I), (II), associamo alla (III), che
ne & conseguenza, un algoritmo di approssimagioni successive ponendo:

(15) a(t) = F(i),
TR 1
(16) ay = Ao+ % — e [ QY )da — o ] Q@ V2 )dew,
0

Lpp—1g

dove Vﬁ,’il sono rispettivamente soluzioni dei due sistemi

v, 1 v,
5 k(L) %

vl
] =

Ve, =0, a,(0)=0

(1) .
? PEDGM_‘,M

(L)
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2V, 1 v, ®
Tt Ty e 0 PEDe b
(I("’) ) Va(ﬁ-l(xy 0) = f?(w)?
e 1(12—)-1(“;1—17 t) = O, “11—1(0) =0 ’
AV,
{ V- }: 0,

ottenuti da (I’), ponendo «,_, e e, rispettivamente al posto di « . V@,
Faremo subito vedere che le «, sono funzioni di { monotone crescenti e
tali che, qualunque sia ¢ in (0, T) e il valore di n,

amn 0<anl) <aff)y O0=<i<T.

_ Deriviamo la (16) rispetto a f, tenendo conto di (Iff.j_l), con le equagioni
(I$-),1 nella forma (I9,1). Si ha:

L * o)
M a 911—1 ag:—t .
Mo, = H{) — f ~ar de -~ | = s do =
0 Rgpmy
W S 12
3 Vet 3V
J gyt

e

[a v v,

L=By—1 2

dove evidentemente Q.. sta per Q(")(V,(fil).
Si ha, come in (L),

(18) a(t) > 0,
3 (1) (2)
in quanto — [E——Vy-f—lJ e — P—V—”:f rappresentano il flusso di calore
am L= Gy a"(: B=0y— 4

rispettivamente entrante ed uscente dallo strato infinitesimo fondente. Dato
che vi & stato assorbimento di calore per 1’avvenuta fusione, dovrd aversi:

‘ )
_ l_a_V él_—_l}

?
Sx

o [
P A
i B=p—1

da cui, essendo m, > 0, la (18).
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Sempre dalla (16), ricordando (paragrafo 3) che Q@[p(x)] ha il segno di
9(x), che & negativa o nulla e percid 4, =0, si ha:

o

(19) o S oo o [ 120 ela)] — QAT | do,
0
Gip—-i

Gyt Xp—1

in quanto accanto a fﬂ”[c,o(w)]dmgo & pure —~f§2§f>.1dx <0, avendosi V{2, =0
0 ]

in Dg:_-i,t (cfr. 6, a)). Basta ora provare che in (x,_., @) ©
Qo) — QP <0,
ovvero, essendo la Q®(E) crescente con & (cfr. 3),

(20) Vi = glw),

perche resti provata la (17).

Per dimostrare la (20) basterd osservare che in fo)_, o VP, <0
(cfr. 6, b) e non potendovi avere per P. M. minimi negati’;i, risulterdh mag-
giore del minimo valore assunto sul contorno e quindi, data la decrescenza
di o), la (20) ‘

Si poteva del resto intuitivamente osservare che, essendovi flusso di
calore positivo o nullo in ogni #> 0 attraverso il piano ® = a,_, e nessun
flusso attraverso al piano x ==a, la temperatura in Dgf:_ut, ad un istante
t >0 deve essere necessariamente maggiore o almeno uguale a quella che
era all’istante iniziale e ciod a o(x).

Si ha percid valida la (20), trascurando in (19) un termine negativo o
nullo, la (17).

8. Teorema di esistenza.

Dalla successione {«,} delle approssimazioni di «, valendo la (17), si
pud estrarre una successione {&,} convergente ad un limife determinato e
finito «*(f) = oy(f). Si vuol dimostrare che a* & la ricercata soluzione, non
appena le si associno le funzioni V@ soluzioni regolari di (I®) in DX ..

Cominciamo col dimostrare che, indicate con V.', le soluzioni di (I%))
quando si faccia &,_, al posto di «,_;, esistono i limiti di Wﬁl per n — oo.-

Siano &, ed &, due elementi di {&,} e ?ﬁi) e Véi) le soluzioni regolari
dei corrispondenti sistemi, analoghi a (I9), am), ed (Ig)). Per fissare le idee
sia a, < &,. Da quanto esposto in 6, ¢) si ha:

1) 0 <V — 7V < max Vya,, o),

Annali di Matematica 28
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e per la (6),

(22) 0< VP — 7" < M@, — &,).

Da questa, per il classico teorema di CAUCHY, esistendo il limite di &,
segue 1 esistenza del limite V*® di V{’ per n — oo,

Sempre nell'ipotesi che sia &, < &,, ricordando le considerazioni di 6, c),
per la (7) si ha:

(28) 0<V? — V¥ <max|[— Va,, 1)

e quindi, per la continuith di ¢ e Vesistenza del limite di &, , 'esistenza del
limite V*® di V¥ per # — co. Analoghe considerazioni per «, > a,.
Poniamo adesso

a* o

i - 1 _

- 21 (1) JRS— (2)f (2

mo/s (V)i mg[sz (V) da,
° oF

o = Ay, + F(f) —

dove V@ hanno il significato sopra specificato. Vogliamo provare che @
«' = a* e con questo il teorema di esistenza per il problema (I®), (II) ovvero
(A®), (B), non appena sard dimostrata la derivabilitd di a*(f)

Supposto &,._, =¥, si ha:

[— a*
mole — &,) = [ { QY. QW | do — { Quidy 4+
0 -
a Er—l
+ [ 1Q2, — Q@ | dop — [ Q, _ du,
ok i

dove QO = QU V),
Da questa, avendosi per (22) e (23),

100, — QW | < p| VO — V2, | <nM|a* — &,

192, — Q@ < | Ve — T2, | < n|g@,_0)— 9@*)].
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si ha

;r—i a
melo' — & | nM{ioc*~—o‘c,._lidac-{-—n[\cp(&,._l)—-—cp(ac*)]dy+
o o
+2m|oe* — &, | = (Mna 4 npa + 2m) | a* — &, |,
con m = max L&), n= max QE, p= max [9€|. Da questa essendo
ixé<a o=t<a <é<a
o* = lim &,, per il teorema di Cavcny, segue anche o« = lim &, e con cid,
r— 00

¥ —0
come volevamo, & = a* e quindi V*® = V&,

Analoga dimostrazione nel caso che sia &,_; > o*

Per completare il teorema di esistenza occorre dimostrare la derivabilita
di «* che d’ora in avanti indicheremo con «(f). Procederemo con metodo
diretto. Gioverd subito osservare che, essendo le funzioni «, crescenti di i/
qualunque sia 1’indice n, tale & anche il limite della sottosuccessione |a, }.
Infatti se #, > 4, si ha &,(f) > @,(f) e percid {&,{,) — &,(f)} & una snccessione
a termini positivi e quindi il suo limite a(f,) — a(f,) & di conseguenza positivo
o nullo. Dalla (I1II) si ha allora:

a(t)

t+h)y—ofty Fit-4 h)— F(t 1
o&( + }z “( >____- ( + ’)/& ( )_ m {[Q(‘)(.l}, t -+ h) - 9(1)(90, t)}]dac -
a(t+h) 1 ‘ o 1 a(t+h)
™ m, j Hite, ¢+ e ”a%;hf (¥, £+ h) — Qe 1) % [ Qe f)dr,

alt) o{t--h) ot}

dove Qx, ) = Q[ Vi, )
Applicando il teorema degli accrescimenti finiti, tenuto conto delle pro-
prietd delle funzioni V@ ed Q, si ha dalla precedente:

ot + h) — a(f)
[

P4 QOfa(t 4 k), ¢ 4 k]  Q¥[a(f + §5h), {] } -

Wy W

Sl

u(t-{-h)

(8 V<2)> (3 V‘”) 1
0% Ju=ait-+h) L - )l -

—--—[sldwm«{szdm 0<d <1
a(t-+h)

P+ h—Ft) 1 /F&M i
|

= ) | |30 T
0

agm ‘ _

(24)
_Fi+h—F) Hp

h Mo Wy
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aft) a

Q
Per la continuity di %Z si ha lim [ e&dx= lim [ezdxzo ed essendo
he—o B p
a(t-1-B)

ar H{é}

) — Q@ — il
Q)a, ) = QFa, H=0 e i = me

, si ha infine

a(t =+ h) — ot( ) 1 aVeE  3yw
7 o X e

h—-»a mo

che e¢i da insieme la derivabilith di «f) e la verifica di (II).

9. Teorema di unieita.

Siano x, U® e y, V® due soluzioni di (IV), (II) ¢ non sia in ogni istante
di (0, T) «x(t) = y(f), esista cioé un istante £* per cui ¢ x(t*) > y(t*). Vogliamo
provare che tale ipotesi & assurda.

Si ha infatti:

2(t*) y(i*)
0 < w(t*) — y(t*) = .-1-1_ /9<1>(U<1> da + . Lfg / V)i —
o 0
wl/ QU U das +1 [wa e
Wy
x(t¥) J(t*)
e quindi
L L
0. aft) — y(t") = - [[Q(V0) — QOO — - [ QT —
% S
a(t*)
"1; | [Q<2)(U<2>) — QEV e - — / Q@ V) d.
0
:x:(t*) ?}(t*)

Essendo il secondo e quarto termine di questa negativi (cfr. 6, a) e b))
sara provato 1’assurdo se potremo dimostrare che per ¢={¢* valgono le
disuguaglianze :

ZW(, *) = Ve, t%) — UM, t*) <0,

(25)
200, %)= Ux, 19— VO, 1= 0.
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Siano W = W(r, 1) rispettivamente soluzioni dei due sistemi:

W 1 aww
e TRy ae T oW @ 9 PEDim;

/ \aW(” —0,
M =0
W y(t*), t] = — UO[y{*), ] <0,
FWe 1 AW

o = e @) s T W @9, PEDi,
W, 0) =0,
W), f] = UO@#), =0,

W2
e

=0;

=G

analoghi a (10) e (14). Per quanto osservato in 6, ¢), si ha W <0 in I)E,l&u),t
e W®=0 in D8, ;. Cid varra in particolare sulla caratteristica t = {* < T,
Ma, essendo U® e V® soluzioni regolari di sistemi ottenuti da (I”) facendovi
rispettivamente x¢*) o y(#*) al posto di «(f), si vede facilmente che &

Z'%e, %) = Wiz, t*) e percid, come volevamo, le (25). Si ha percid:
0wty —ytt <0,

assurda se non & x(f*) = y{*).

Gioverd sottolineare che, ancor qui come in (L) (cfr. in particolare [27),
[28]), I'indagine & puntuale per { = * e non implica ipotesi per ogni {<=1{*,

10. Osservazioni sulle approssimazioni o, .

Vogliamo adesso mostrare, analogamente a quanto fu esposto in (L), che
per le a, vale il seguente :

TEOREMA. - Due approssimazioni successive per a(l), secondo la (16), sod-
disfano alla disuguaglianza opposta a quella che inlercede itra la coppia di
approssimazioni di indici immmediatamente precedenti.

Sia ad es. @, ., =a,,, vogliamo provare che & allora «,_,= «, .
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Dalla (16) si ha:

Ap—1

Gy~ Oy = — — | Q) dx + 1 /Q,u,.,

mO

(2) g
T e, [ Qu-dic °+ o [ Qi =

Ep—i

1 %n—2 Ly
1
~ e / [Qn—z 9511—)-1] “’”70/ Q‘f‘ll-)-ldm =
o %p—2
1 _“n"l
— / QY — Q Jda + / Q) di.
Kp—1 Fp—2

Essendo per 6, ) eb) V{2, =0 e V,<0, e quindi Q,2,=0, 22, =<0,
sard provato 1'asserto se risulterd QY. QY <0 e &2(2 szﬁf_lzz 0. Per
la crescenza di Q0 bastera provare che & ViV, — VX, <0 e V&, — V2, = 0.

Cid & conseguenza di quanto esposto in 6, ¢). Basta infatti osservare che
le due differenze soddisfano a due sisiemi analoghi a (8) e (13) con le
condizioni:

(Vils — ViliJema = — Vili(an-z, )0,

(e 2

(v, — folo]m:u — VP, = 0.

i
Si ha percid, come volevamo provare, «, =a,_,. Analogamente si dimo-
stra o, =,y 86 O,_3 S0, _s.
Come conseguenza si ha subito:

o S 0y T 0.

Provata direttamente, come in (L), la disnguaglianza «, = «,, con che
0 S, Sdy = o,

ragionando per induzione, nel easo di indici consecutivi pari o dispari, si
pud agevolmente provare, in modo del tutto analogo a quanto & stato fatto
sopra, che le approssimazioni di indice pari formano una successione mono-
tona non crescente, limitata inferiormente da «, (superiormente da «, per
(17)), mentre quelle di indice dispari formano una successione monotona non
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decrescente limiftata superiormente da una qualunque approssimazione di

indice pari (inferiormente, essendo le «, tutte positive o nulle, & limitata
da 0).

Le due successioni {as.|, |®.4a] risultano pertanto convergenti ed
essendo valido il teorema di unicitd, si ha cosl un criterio per scegliere
nella successione }{«,{ la sottosuccessione {&,!, di cui al paragrafo 8 e

nello stesso tempo un modo per approssimare, per eccesso o per difetto, la
ricercata soluzione a(f).
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