
S u i  c o e f i i c i e n t i  di  F o u r i e r  di u n a  f u n z i o n e  

r i s p e t t o  a l  s i s t e m a  de i  p o l i n o m i  u l t r a s f e r i c i .  (*) 

di ALESSAN])RO OSSlCINI (a l:toma) 

A G i o v a n n i  Sansone  per  i l  sue  70 "w compIeanno.  

Sunt~.  - S i  t rova  a l  n. 1 del Lavoro  stesso. 

1. In questo lavoro ci proponiamo di determinare  le condizioni necessarie 
e sufficienti  uffinchb un 'assegnata  successione di numer i  Co, c~, cs, ... c, ... sia 
qael la  dei coefficienti  di Fou]~I]~R, rispetto al sistema dei polinomi ultrasferici  : 

1 
2"a-:~[PiX)]~in -t- ; . )n  ~ f 

t1.1) c, = 7:I'(n + 2) 0 " f(x)(1 --  x')~-~ P~)(x)dx 

n - - O ,  i, 2, ... ( ~ _ ~ ) , ~ 1 )  

di una funzione f(x) (reale e quasi cont inua)ver i f icante  quasi ovunque nel. 
l'intervallo ( - -1 ,  I) la limitazione 

(1.2) 0 < f(x)(1 - -  x~) x ~- 1 .  

Per  la dimostrazione del teorema /~ necessario premettere due particolari  
sviluppi in serie di polinomi ultrasferici.  

'2. Determiniamo lo svituppo per polinomi ultrasferici  di x '~ eve m 
intero e positive. 

(*) Lavoro  eseguito n e l l ' I s t i t u t o  ~az iona le  per  le Applieazioni dol Caleolo. 
(i) Pe r  ua  teorema rela t ive  ai coefficienti  LEGENDRE cfr. FRANCESOO SAVERIO RoS$I, 

S u i  coefficienti  di  Legendre  di  u n a  fu, n z ione  l i m i t a t a  cOmpresa f r a  l im i t i  assegnat i  , A n n a l i  
della Seuola Normale  superiore di Pisa ~ Serie  I l I~  Vol. VI~ 1952~ p. 317. 
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ix) Avremo x ' ~ -  X c,P~ (x) e poichi~ x m si esprime per P~)(x) x "*-2, x ~-4, ...; 

x m-~ si esprime per P(x~)_2(x), x ~-~, ... ; ne viene t he  

(2.1) o~ = -- 
1 

2~-,[ro,)]:  (s + X)s l . f  x~(1 - -  x~) ~'- ~ P~'(x)dx 
,d'ls + 2X) 

- - 1  

per m - - s  ~ 0  m -  s pari, mentro 

per m -  s dispari. 
Poich~ (2) 

1 

2 p ,  (x)dx - -  0 

(--  2)"F(n -]- X) F(n -{- 2X) ~ ,, _ ,  
(2.2} p(o~,)(x) = 1, P~)(x) = n I r(X~l'(n + 2X) (1 - -  x ~) ~ -~ (1 - -  x~ +~ 

abbiamo 
1 

cs (--  1)'2~+~),-'F(X)I'(s-{- X + 1 ) f  d* ~ _ '  
= - ~ r (28+2X)  x " ~ ( 1 - - x  ~) +~ ~ d x  . 

- - 1  

Trasformando quest'  integrale con s successive integrazioni per parti  e tenendo 
conto che m - - s  ~ pari, troviamo 

2~+2x-~PIX}F(s + X + 1) 

2~+2)--~FO,)l'(s + X + 1) 
~et2s + 2~) 

1 

m! fx"-~(l ( m  - -  s )  ! - -  x~) ~+~ ' -  -~ d $  - -  
- - i  

1 

(m - -  s) l (I - -  g)s~X-~dt. 
0 

Ora per la (8) 

1 

l uP-~(1 - -  u)q-~du rip)r(q) 
- r ( p  + q )  

o 

(2) Cfr. @. SZEC,~I, Orthoyonal Polynomials, (,Am. Math. Soc. Coil. 23~, :New York  1989, 
p. 81. 

(s} Ctr. A, G I I I Z Z E T T I ,  Complementi ed Ksercizi di Analisi Matematiea~ Vol. I I ,  1953, 
Roma, p, 361. 
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ne segue 

OB - - -  

2°+~)--~r0~)F(s +)~ + 1)r(s +), + ~) I ' (~_2 + 2) 

7:P(2s + 2),)F( m + s  ) 2 ~ + ) ' + 1  ( m - - s ) !  

m! 

e quindi se teniamo conto della (*) 

F(k + ~) ( 2 k -  1)!! 

e della formula di duplieazione del LEGENDRE (5) 

2~o-~r(z)r(z + ~) = r(~)r(2z) 

(2.3) c~ --  (s + x)r(1)m! 

2 ~ r / - - 2 - - + X + l  (m--s)  I! 

s e m  ~ s, m - - s  ~ - - O ( m o d  2) e percib per m intero positivo (6) 

(2.41 
[~] {m 2s + ),)P()') ' ' 

- -  m_~slXp 
x m --  F(),)m ! ,=0E 2"- '(2s) v I I '(m.. - - s  + ;~ + 1) 

od anche 

(2.5) x, ~ r(X)m! (m-2s+)P~-~B(x) 
- -  2~ .~=o s!r(m-s+Z+l)"  

3. Consideriamo i polinomi di TCttEBYCHEF di prima specie (7) 

(3.1) n ( - -  1)m(n  - -  m - -  1 ) ! { 2 x )  ~ - 2 ~  
To(x) - -  1, T , ( x )  - -  -~ ~=o m ! (n  - -  2 m )  ! , n ~ ,  1 .  

(4) Cfr. A.  (~tIIZZETTI,  vol.  c i t  p. 361. 
(6) Cfr. G-. SANSONE, Lezioni sulla teoria delle funzioni di una variabil~ complessa 

¥ o l .  I ,  P a d o v a  1950, p. 186. 

(8) Ne l l a  ['2~4:] il  s imbolo ind iea  la  par te  in te rna  di  -~ e conveniamo che sia 01! = 1. 

(~) Cfr. G. SzEoii op. t i t .  ('2) p. 80. 
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A eausa  del le  {2.5) poss iamo esp r imere  ques t i  pol inomi  per  mezzo dei  poll- 
nomi  u l t ras fe r ie i  (7) 

(3.2) To(x) - -  P~')(x) - -  1 
n-~m 

n ( -  l ) " ( n - - m - -  1)' ~, (3.3) T,,(x) = 2 F(),) " ,~ 
m=o ~J~ ! s=o 

se n ~ par i  la s econda  s o m m a  

L a  ~3.3) pub met te rs i  sot to la  fo rma  

0-) {n - -  2m - -  2s + ).) P._~,, ,_ 2~{x) 
s ! r (n  - -  2m - -  s + ), q- 1) 

( n ~  1) 

n 
per  m - -  2- va sos t i tu i ta  col va lore  1. 

~3.4) T.(x) = r(~) 
f~4:0  

(n 2m + ).)K~),~ o~) - -  P._~.,(x) 

r,- o,) deno ta  e v e  ~ n , m  

K(~) n ~ ( - -  1)' (n - -  s - -  1) ! 
' * ' ~ - 2 ~  oSI(m--s~VF(n--m--s-f-X+lt'. 

4. S u p p o n i a m o  e h e l a  funz ione  [(x) (t - -  x~) ~--~ sia  sommabi l e  (nel sense  
di LEBESGUE) ne l l ' i n t e rva l l o  ( - - 1 ,  1) se pon iamo x - - c o s  t la nos t ra  ipotes i  
equ iva te  a suppo r r e  f (cos  t ) s en  2~ t sommab i l e  in (0, u). 

F a c e i a m o  e ra  vedere  che ~ poss ib i le  e sp r imere  l i nea rmen te  per  mezzo 
dei eoef f ic ient i  c,, def ini t i  dal le  (1. 1) i seguent i  numer i  ao, a~, a2... def ini t i  
dal la  f o rmu la  

ff 

2 ( f ( c o s  t) sen ~" t cos n t d t  (n - -  O, 1, 2, ...). (4.1) a , , -  ~ .  
o 

Si ha infa t t i  pe r  le 13.2) (3.4) poich~ T,,tcos t ) -  cos n t  

(4 2) 

r(2z) 

"~ ~"(~) c,,-2~, ( n -  1, 2, 3, ...). 
a .  - -  22~_21,(),) ~=o ~ ~' " ( n - -  2m) ! 

V i c e v e r s a  i coef f ic ient i  c ,  possono esp r imers i  l i nea rmen te  per  mezzo degli  a , .  
Basra  r i co rda re  che 

(4.3) P°~)(cos t) - -  v e,~-2,~:¢,,,~,~-,~ cos ( n - - 2 m ) t  (n - -  O, 1, 2, 3, .-) 
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o v e  
r ( k + X )  ~ 1 ( s e k = 0 )  

a h - -  k!r(),)  ~k--  ~ 2 ( s e k 4 = 0 )  

per  ot tenere  introdot ta  la funzione Beta 

(4.4) c,, - -  22)--2(n + ),) Z ~,~-2,n 

(n = o.  l ,  2, 3 ...). 

n - -  m + X)a~_~.. 

5. Se poniamo 

(5.1) l f(cost) l s e n t  !~ 

la ~(t) b una  funzione pari ver if icante  la condizione 

o ~ ~(t) ~ i 

e i suoi coefficienti  di FOURIER della serie in forma esponenziale 

7r 

1 f ,~(t)d,tdt 
Y " - -  9-gff~ 

sono legati  ai a , , ( n -  0, 1, 2, 3 ...) dalla relazione y , - - - - :~-e  quindi  se tenia- 

mo eonto di un teorema di GEIZZETTI sui eoefficienti  di FOVRIE~ (8) conclu- 
diamo che : 

Condizione neeessar ia  ~ sufficiente affinch~ una  data  successione di 
humer i  ~ c , } ( n - - 0 ,  1, 2, 3...) sia quel la  dei eoefficienti  di FOURIER rispetto 
al s is tema dei pol inomi ultrasferici ,  d i u n a  funzione ver i f icante  la (1.2)~ ehe, 
costrui ta  la corr ispondente  suceessione { a ,  } (n --  0, 1, 2, 3 ...) defini ta  dalle 
(4.2) dedotti  sl, s2, s~... per  mezzo delia funzione generatr ice 

- - h i  ~ a z n ~ a o  

e n=l '~ = 1 - - i e  ~ E s,,z" 

(s) Cfr. A.. (~HIZZETTI, Stti coefficienti di Fourier di una funzione limitata, compresa ira 
limiti assegnati, ,Annal i  della Scuola iNormale Superiore di Pisa~,, Serie I I I ,  Vol. IV,  1950 
pp. 131.156. 
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COIl 

e cos t rui t i  i d e t e r m i n a n t i  

7~ao 
so - -  2 sen -~-  

n n  -.-- 

80 81 82 8 .  

8--i 8o 81 8n--1 

• . o . ° ° • , . • , ° ° ° • • 

8 - .  8 _ ~  ~.1 8--n ~ 2 8o 

(n --  0, 1, 2, 3...) 

si ver i f ich i  uno dei seguent i  cas i :  

1 °) sia ao --- 0 oppure  a o -  2 (quindi  Do- -0 )  e i de t e rminan t i  D~, D~, D~... 
tu t t i  nul l i .  

2 ° ) sia 0 ~ a o ~ 2  (quindi  D o ~ 0 )  ed esistc un  intero n ~ l  in modo 
che i d e t e r m i n a n t i  D1, D~, D~. . .D,_I  siano posit ivi  ed i successivi  D,~, D ,+I ,  
D ,  ~ ~ ... tu t t i  null i .  

3 ° ) sia 0 ~ a o ~ 2  (quindi  D o ~ 0 )  ed i de t e rminan t i  DI, D2, D3... 
tut t i  positivi.  

Nel 1 ° caso f ( x ) ~ l -  x2j ~ ~ quas i  ovunque  ugua le  a 0, oppure  a 1. 
.N'el 2 ° easo f( r) {1--  x~ ~ coincide con una funzione cos tante  a t ra t t i  con 

valori  0, 1, i nd iv idua ta  da  a.o, a~, a2,...a~_.~. 
Nel 3 ° caso f ( x ) { t -  x'~) ~ non pub coincidere  quas i  ovunque  con a l cuna  

funzione  cos tante  a t rat t i .  


