Sui coefficienti di Fourier di una funzione
rispetto al sistema dei polinomi ultrasferici. (*)

di AressaNpro OssioiNi (a Roma)

A Giovanni Sansone per il suo 70" compleanno.

Sunto. - Si trove al n. 1 del Lavoro stesso.

1. In questo lavoro ci proponiamo di determinare le condizioni necessarie
e sufficienti affinché un’assegnata successione di numeri ¢,, ¢,, ¢, ... ¢, ... sia
quella dei coefficienti di FOURIER, rispetto al sistema dei polinomi ultrasferiei:

25— TP (1 - Mm ! [ ot
(1.1) 0, = [n(r(l]» f;;) In [ fla)(1 — 29~ POf)de

n=0 1,2 .. (;sl<i)

di una fuunzione f(z) (reale e quasi continua) verificante quasi ovungue nel-
Vintervallo (— 1, 1) la limitazione

(1.2) 0= fla)(l —atp < 1.

Per la dimostrazione del teorema & necessario premettere due particolari
sviluppi in serie di polinomi ultrasferici.

2. Determiniamo lo sviluppo per polinomi ultrasferici di ™ ove m @&
intero e positivo.

{(*) Liavoro eseguito nell' Istituto Nazionale per le Applieazioni del Caleolo.

{(!) Per un teorema relativo ai coefficienti LieGENDRE cfr. FrRancEsco RAvERrio Rossi,
Sui coefficienti di Legendre di una funzione Hmitata compresa fra limiti assegnati « Annali
della Scuola Normale superiore di Pisa», Serie I1I, Vol. VI, 1952, p. 817,
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% . . .
Avremo 2™ = X ¢,P’(z) e poich® z™ si esprime per PR(z) am—2, am—s, ..
e s . % .
Z™—2 gi esprime per Pﬁ,,)__g{x), z™—*, ...; ne viene che

(21) ¢, = 227\—-17[15[;‘((1)]_}{32—5 MS ! /x"’(l );'ML_PS})( )

1
per m — s =0 m — s pari, mentre

fxmu — )2 PPr)ds =0

per m — s dispari.

Poichd (?)
9 0)z) =1, PO _ (=2 T+ NTn 423 . 15 d" e
2.2) PMa) Wix) = TN 4 24 (l—a%)2 7 o (1 — o) :
abbiamo
o Ap eI A A 1) [ @ et
e NOE ‘—|1"21T”—’_/ 2" g %) dz .

-1

Trasformando quest’ integrale con s successive integrazioni per parti e tenendo
conto che m — s & pari, troviamo

1

_ 20PN (s A1) m! e e~ 5 g
¢, = A5 - 20 (m—s)"/x (1 — 2% 2dr =
s+ 241 m t"f_i:'_l ’”"dt
nl'(28 + 22) (m —s) !

Ora per la (%)
1 F
[ up—1 — uji—du = Tz—l-)—w— Z)F(Z;

0

(1) Cfr. G. Szrcs, Orthogonal Polynomials, «Am. Math. Soc. Coll. 285, New York 1989,
p. 8L

(% Cfr. A. Guizzerri, Complementi ed Esercizi di Analisi Matematica, Vol. 11, 1953,
Roma, p. 861,
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ne segue

20+2-1D(T(s + A + T (s + 0+ %)I‘(m—-—z——f + %)m !

Cy ==

=T(2s + 2x)r(m'2*‘8. + A4 1>(m_s)z

e quindi se teniamo confo della ()

)=

e della formula di duplicazione del LEGENDRE (%)
1 1
9eeT(T (z + 2) = I‘(—Q) T(22)

.39 . (s 4+ NT(X)m !
2 "+ 8

: r('ig:f+;\+1)(m~s)u

se m =8, m—¢§=0(mod 2) e percid per m intero positivo (%

)
. 2 (m — 28 + A) Plos(z)
(2.4) @™ = L(Am !Eo 2m=s(28) 11 T(m —8 + X 1)

od anche

55 - r(x)ms[g (m — 28 4 APL_o(z)
(2:5) P= g 2 ST T — s 1)

3. Consideriamo i polinomi di ToHEBYCHEF di prima specie (7)

® {;—“] (—1)"n — m — 1) (2gy—2m
: = =z X .
(3.1 Tolx) =1, Tp(z) = 3,2 T — 2m)] =1

() Cfr. A. GuizzeTTI, Vol. eit, p. 361.

(%) Cfr. G. SaNSoNE, Lezioni sulla teoria delle funzioni di una variabile complessa
Vol. I, Padova 1950, p. 186.

() Nella [2,4] il simbolo [%} indica la parte interna di —g— ¢ conveniamo che sia 0!!==1.

() Cfr. G. Szr6 op. cit. (2) p. 80,
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A causa delle {2.5) possiamo esprimere questi polinomi per mezzo dei poli-
nomi ulfrasferici (7)

3.2) Tofr) = PP(z) = 1
(3.3) n H (— )™ n—m —1)! S (n— 2m —2s + ) P @)
. n ] E ) N2 - 28
Tuf@) = I\ o m im0 S!IT(m—2m—s+141)

nz=1)

se n & pari la seconda somma per m =z va sostituita col valore 1.

5
La (3.3) pud mettersi sotto la forma

2
(3.4) T.zx)=T0) = (n—2m+4 N KL, PX ul2)
m=0
ove Ki,)‘,)m denota
nw (—1)(n —s—1)!
25 o8l (m—s)l(n—m—s-+A+1)°

3
K3 =

4. Supponiamo che la funzione f{z)(1 —xz)x‘% sin sommabile {nel senso
di LEBESGUE) nell’intervallo (— 1, 1) se poniamo z = cos{ la nostra ipotesi
equivale a supporre f(cos {)sen®*{ sommabile in (0, =).

Facciamo ora vedere che & possibile esprimere linearmente per mezzo
dei coefficienti ¢, definiti dalle (1. 1) i seguenti numeri a,, @, .. definiti
dalla formula

(4.1) Oy = 72? [f(cos f) sen® { cos nidi n=0,1, 2,..).
o

Si ha infatti per le (3.2) (3.4) poiché T.(cost) = cos nf

_ e
(42) )
o T(n — 2m + 2))

— 2 (%)
O = 22=2(R) u—o Koo (n — 2m)!

Cnoem  (W=1,2,3, ...

Viceversa i coefficienti ¢, possono esprimersi linearmente per mezzo degli a,.
Basta ricordare che

-

2
(4.3) PPcost) = S en_zmPm@nm 08 (n—2m)t (=0, 1, 2, 3,...)
m=0
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ove
_TE+N _ %1 (se k=0)
"TURITR) T2 (sek=0)
per ottenere introdotta la funzione Beta
L’g.
(4.4) o =227 n+2%) 2 epom (:;;) Bm 4+ X, n—m+ Noy—om
m==0

=01, 2 3..).
5. Se poniamo

5) f(cos #) | sen ¢ |

e,
T
—

in (—m, =w
la ¢(f) & una funzione pari verificante la condizione
O<olf) <1

e 1 suoi coefficienti di FOURIER della serie in forma esponenziale

|~

Tn ==

oo

T

mw
[ g(t)ctntde
—n

s e . a T .
sono legati ai a,(n =20, 1, 2, 3...) dalla relazione y, = «23 e quindi se tenia-

mo conto di un teorema di GHIZZETTI sui coefficienti di FouriEr (*) conclu-
diamo che:

Condizione necessaria & sufficiente affinché una data successione di
numeri {¢,t{n =0, 1, 2, 3..) sia quella dei coefficienti di FoURIER rispetto
al sistema dei polinomi ultrasferici, di una funzione verificante la (1.2} & che,
costruita la corrispondenfe successione{a,} (n =0, 1, 2, 3...) definita dalle
(4.2) dedotti s;, §;, §5... per mezzo della funzione generatrice

w

—mi X anz" miay 0

¢ = =1—4e2 X s§,8"
n=1

(*) Cfr. A. GH1zzETTI, Sui coefficienti di Fourier di una funzione limitata, compresa tra
limiti assegnali, <Annali delia Scuola Normale Superiore di Pisa», Serie III, Vol. IV, 1950
pp. 131.156,
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con
na
8o = 2 sen ——
2
e costruiti i determinanti
S 8 I $n
S, 8 ] Sp—
D, = o ! " m=0, 1, 2 3.)
S_n S-wi1 Seniz So

si verifichi uno dei seguenti casi:

19) sia a, = 0 oppure a, =2 (quindi D, =0) e i determinanti D,, D;, D;...
tutti nulli.

20) sia 0 < @, < 2 (quindi Dy > 0) ed esiste un intero # >1 in modo
che i determinanti D,, D,, D;... D, siano positivi ed i successivi Dy, Dyy.,
Dy, o tutti nulli

3°) sia 0 <@, <2 (quindi D, >0) ed i determinanti D,, D,, D,...
tutti positivi.

Nel 1© caso f{z){l — z*)* & quasi ovanque uguale a 0, oppure a 1.

Nel 2° caso f(r)(l — z°p* coincide con una funzione costante a tratti con
valori 0, 1, individuata da ao, G, Qa, ... Gps.

Nel 3° caso f{z){1 — z*)* non pud coincidere quasi ovunque con alcuna
funzione costante a tratti.




