
' i U n  p r o b l e m a  ai l i m i t i  per  u n a  c l a s s e  di  s l s t e m  
di  e q u a z i o n i  i n t e g r a l i .  

]~emoria di LuIGI ~¢~ERLI (a Firenze) 

A Giovanni Sansone nel suo 70too compleanno. 

~unto. - S i  studiano aleune classi di sistemi di equazioni integrali per le quali vengono 
stabilite condizioni sufficienti per l'esistenza di soluzio~i continue~ con assegnate condi. 
zioni ai limiti, che generalizzano alcuni noti risultati relativi a certe classi di sistemi 
di equazio~,i alle derivate parziali.  

Summary. - Sufficient conditions tot the existence of co~,tinuous solutions of a class of 
systems of integral equations, qvith prescribed boundary conditions are established, 
which generalise some known results relative to certain classes of systems of partial 
differential equations. 

1. ]~ noto che il problema dell'esistenza di soluzioni di un sistema di 
equazioni alie derivate parziali viene spesso agevolato dalla trasformazione 
del sistema stesso in un sistema integrodifferenziale o in un sistema inte- 
grale. Per esempio, il sistema 

tI) 

~u(~, y) 

~Y 

- F i x ,  y, u(x, y), v(x, y)], 

- o[~, v, u(~, v), v(~, v)], 

con le condizioni al contorno u(O, y )=  O, v(x, O)= O, risulta equivalente al 
sistema integrale 

(i') 
u(~, u )=fF[ t ,  u, uq, y), v(t, u)]dt, 

0 

Y 

v(x, u ) = / a [ x ,  s, u(~, ~), v(x, s)]ds. 
0 
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Tale sistema 6 stato studiato recentemente  da G. VILLARI (~), il quale ha 
dimostrato, generalizzando noti r isultat i  (~-), che se F e G sono due funzioni 
continue di (x, y, u, v), con 0 ~ x  ~_ a, 0 G y  ~ b  e soddisfacenti rispettiva- 
mente  alle condizioni di LIPSCHr~z 

t ;¢(~, y, ~', ~)-F(x,  y, ~, v)i<~11u'-~I,  
G(x, y, u, v') - -  G(x,  y,  u, v) [ < L I v" - -  v l , 

esiste, in un conveniente rettangolo O ' < x  ~ h, 0 ~ y ~. k, (0<h ~ a ,  0<k  ~_ b), 
ahneno una coppia di fuuzioni cont inue "u(x, y) e v(x, y) che soddisfano il 
sistema (I) e verificano le prescri t te  eondizioni al contorno. 

Cosi il noto teorema di Pt~. HAn~)~A~ e h. WI tT iER (a) r iguardante  
Fequazione di tipo iperbolico 

(H) ~x~y = fix, ~j, ~(~, y), ~(~, y), ~(~, y)], 

con le condizioni al contorno 

. ( . ,  0) = 0 ,  ~(o, y) = 0, 

affermante  c h e s e  in  R:  O ~ x ~-- a, O ~ y ~ b, la fu~zione f[x, y, z(x, y), 
z~(x, y), zu(x, y)] risul ta uniformemente lil~schitziana rispetto a z~ e %,  esisle 
in  R una  funzione z(x, y) continua insieme aUe sue derivate zx(x, y), %(x, y), 
z~(x ,  y), soluzione dell'equazione (II), si dimostra agevolmente trasformando 
la (II) nella forma integrale 

(H') 
x y 

j j fit, ~(l, .), ~,(t, s), ~.(t, ~)]d,as, ('). z(x, y) = s, 
o 0 

Pertanto in questo lavoro ci siamo proposti di s tudiare un sistema inte- 
grale per il quale dimostreremo un teorema di esistenza e faremo vedere 

(i) G. VILLARI, SU un problema al contorno per ~na classe di sistemi di equazioni 
alle derivate parziali, ,, Boll. U. M. I. ,. S. I I I ,  X I I I ,  4 (1958), pp. 514.521. 

(2) to. TRIcOlOr, Equazioni a derivate parziali,  Roma (1957), Io. 117. 
(8) PH.  HARTMAN - A .  WINTNER~ 0H hyperbolic partial  differential equations, ,, A m .  d . I .  

of. Math. ~., 74 (1952), pp. 834:-864. 
(4) Per  un~ampia bibliografia dei lavori ehe si rieonnettono a]l'argomento della presente 

nora, efr. R. CONT,, Sult'equazione integrodifferenziale di DARBOUX-PICARD~ ¢ Le Matematiche ~ 
vol. XIII~ fasc. 1 (1958), pp. 30-39. 
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che vi r ientrano i teoremi di G. VILLAlCI e di P m  I~ARTMAN- A. WINTNER. 
Esso b il seguente:  

(1) 

x Y 

q(x, y ) = ]  F[~, ~, j'q(~, Odt, p(~, ~), q(~, y)]d~, 
o o 

Y 

.) ,, 

o 0 

dove F(x, y, z, p, q) e G(x, y, z, p, q) sono funzioni assegnate per (x, y) 
variabile nel rettangolo R: 0 ~ x ~ a ,  O ~ y ~ b ,  con I z l < - ~ ,  t p I < + c %  
I q] < + ~ .  Relat ivamente a tale sistema integrale dimostreremo, nel nu- 
mero 2, il 

TEOnE~A. - Supponiamo che in (1) la F e la G siano funz ioni  continue 
rispetto a (x, y, z , p ,  q) e limitate: I F I < M ,  I G I < M .  Esistano inottre due 
funz ioni  7.(~), u(z), non negative e non deerescenti per ~ ~ O, ~ ~ 0, ~on 

f d~ f dz (2) . x(~) = + ~ '  -,.,~ - + 
+o +o 

e tale the risult i  

(3) t i t (x ,  y, ~, p, q ' ) -  ~(x,  y, z, p, q ) t < _ x ( I q - q ' i ) ,  

IG(x, y, z, p', q) - G(x, y. z, p, q)i<_ ~ : ( !p - -g i ) .  

Esiste allora, in un  convenienle R : 0 <: x ~-- h, 0 ~-- y _~ y ~_ k, (0<h ~ a, 
0 <k  ~--b), almeno una  eoppia di funzioni  continue p(x, y), q(x, z) soddisfacenli 
in  ogni punto di R' il sistema (1) e le condizioni al conlorno 

(~) p(o, ~j) = o, q(x, o) = o. 

I1 metodo che adopreremo per la dimostrazione permette inoltre di otte- 
here io stesso teorema di esistenza qualora, ferme restando tutte le condizioni 
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enunciate,  si consideri, anzichb il sistema (1), il sistema 

(:3 

x Y 

q(~, y)=fFI~, y, (q(~, Oat, p(~, y), q(u, .)]a~, 
0 0 

y 

p(x, ~) = ~f e[x, % f q(~, Odt, v(~, v), q(~, ~)]d~. 
o 0 

B~stano allo scopo lievi adattamenH nel ragionamento.  Per  brevit~ noi 
ci l imiteremo a dimostrare il teorema soltanto relat ivamente al sistema (1). 

Vedremo poi, al numero 3, come in questo teorema rientr ino i noti risul- 
tati che abbiamo sopra ricordato. 

2. Ci serviremo, per la dimostrazione del teorema enunciato, del metodo 
esistenziale di L. TONEr~I~ di cui si fa uso nel caso delle equazioni diffe. 
renziali ordinarie (~) e di cui si b servito il VILLARI~ per la dimostrazione 
del suo teorema. Nel rettangoio R: 0 <_ x <~, h, 0 <~ y <'k,  (0 < h < a, 0<k  _~ b), 
definiamo le successioni 

(5) I P~( x, Y)I, l q,~(x, y)I, n = 1, 2, ..., 

con la seguente legge: 

I q l (x ,~)=o  
pl(~, ,) = o, in tutto R', 

I h 0 < y  <:~k, q,~(x, y) --  O, in $1 : 0 --< x ~ n '  - -  

p,~(x, y ) - -O ,  in $2: O ~ ' x ~ h ,  O < - - y ~ n ,  

h 

q,,(x, y ) - - f F [ u ,  y,.]'q(u, t)dt, p,,(u,y), q,(u, y) ]du, in R ' - - S ~ .  
0 0 

k 

Y -  ~ x 

p,(x, y ) - - j  G[x, v, . fp,( t ,  v)dt, p,(x, v), q,(x, v)ldv, in R ' - - S ~ .  
0 0 

(5) G, SAN$ONE, Equazioni differe~ziali nel campo reale, P. Ia~ Bologna (i948), p. 45. 
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Si ha, qualunque sia n, in R' 
h 

1 q.(~, y) I <-.]I ~1 du <_ ~h  <_ Ma, 
{) 

I p.(x, y) I ~ ~xk <_ ~b,  

e se L - - m a x ( M a ,  Mb) sar'~: 

l q.(~, y) 1 < ' n ,  

tP.(~, y ) t < L .  

Se indichiamo ora con (x~, y~) e (x2, y~) due punti qnalsiasi di R', sara: 

(6) J q~(~, y~) - q.(x,, y,) I <- I q.(x~, y~) - q~(~, y~) ! + I q~(~, y~) - q . (~ ,  y~) I. 

Ma 
h 

i / , , - / ' l  F[u, ~ ,  q.(u, ~)dt. p~(u, y~), q.(u, y~}]l d~ < (7) I q.(x: y:) - -  q.(x: y : ) l < '  
h o 

~ M l x~-- x, L. 
D' altra parte 

h 
+¢ y~ 

t q.(=:, y,)-q.(x=, y,)i ~ f!F[=, y=,fq~(~, 0a~, p=+, y=), q~(=, y,) l -  
0 o 

Yl 

--  F[u, y , , f  q~(u, t)dt, p.(u, y~), q.(U, y~)] I dv ~-- 
0 

h 
x 2 - ~ -  

< f i g [ u ,  y. 
0 

, f q~(u, Odt, p~+, y=), q.(u, y,=)]- 
0 

Y2 

- Fiu, y~,fq.(u, t)dt. p~(u, ~), q~Cu, y~)]t dv + 
0 

h 
x 2 -  7, 

Y2 

+ f l FI~, y=,J q.+, flat, p.+, y.), q.(~, y~)l- 
0 o 

Yl 

--F[u,  y~,f  q,(u, t)dt, p,(u, y~), qn(u, y~)] [ dv. 
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Posto 

h 
5 r ~ - - -  

c~ =iF ~[., ~,,,] q.(., flat, po(~, y~), q.(~, y.)]- 
0 0 

Yl 

- -  F[u, y~,j q,,(u, t)dt, p,(u, y~), q.(u, y~)] l dv, 
o 

per la continuit'~ della F(x, y, z, p, q) rispetto alla y, per 0_~ y ~ h  e per 
fatto che 

I p.(u, y~) - p.(u, ~) 

k 
y a - - - -  

~--fl G ldu ~--~M I 
k 

Y2--Yll 

ed anche, ehe 

y~ Yt Y2 

o 0 e l  

segue che C,~ - -  0(I y 2 - -  yl I), uniformemente rispetto ad n. Si ha alloru, te- 
nuto conto dell~ secoDda delle (3), 

h 

I q.(x~, y2) - q,,(x2, yl) l ~-.f=(Iq.(u, y~) - q.(,~, y~)r)du ÷ cn ~ 
0 

<- f ~:( I q.(u, y~) - q.(u, yl) L )du + C.. 
0 

Se poniamo ora 

~2(u) - -  [ d~ 

~C~)  
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ed indichiamo con ~ la sua inversa, per  un  lemma di I. BII-IAI~I ('~), si avri~ 

t~ 

t q . ( ~ , ,  y~) - q.(x, ,  v~)l ~ ~(~(c , )  + x,). 

Ma per  la seconda delle (2), essendo 

~ ( c . )  = - .  

si ha t he  . q ( O ~ ) - -  ~ per  O , , ~ 0  e quindi  f~(f~(C,) + x z ) -  0 per  C , , -  0. 
Sar~ quindi  

(8) l q~(~z, Y,) - -  q-(x,, Y~)i = 0(iY~ - -  Y, i)" 

Tenuto  conto allora delle (6), (7), (8), si ha che l 'espressione 

l q.(x, ,  v,) - q.(~,,  ,.)[ 

r isul ta  un i fo rmemente  infini tesima,  r ispetto ad n, con la quant i th  lx2--x~] 
+ I Y 2 -  Y~i e per tanto  la successione di funzioni  t q~(x, Y) t ~ una  successione 
di funzioni equicontinue in R'. 

Analogamente  si prova l 'equicontinui t '~  della sueeessione {p~(x, y)!. ~] 
possibile allora, in base al teorema di AscoLI estrarre dalle due successioni 
i q,~(x, y)! ,  ip,,(x, y)! due sottosuecessioni  convergent i  un i fo rmemente  in R' 
r i spe t t ivamente  verso due funzioni q(x, y) e p(x, y) e, passando al limite, per 

(6) I.  BmARI,  A generalisation of a lemma of Bellman and its application to uniqueness 
problems of differential equations~ ,~ &eta Math. Acad.  H u n g  % 7 (1956), pp. 81-94. l:)or como- 
dith del let tore r ipor t lamo qui  l ' enunc ia to  del l emma  di BuI.XRI: Siano y(x), ~'(x)continuo 
o posi t ive  in a ~ x ~ b  e k ~ 0  e sia w(u) una funzione cont inua non docreseonte~ non no. 
ga t iva  po t  u ~ 0 .  Al lo ra  posto 

~o 

(uo > O, u ~ 0}, 

v(~) ~ k + f ~(~),v(vIt)),t, 
Cb 

(a'~ x < b L  

se~ue, ind ipenden temente  dalla scelta di uo, 

x 

" /F(t)aO y(x) < ~(~(k) + 

dove  ~ indica la funzione inversa  di 9-. 

( a ~ x < b '  <b), 
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n -*  cx~ in 

si ha 

h x - - -  
n y 

q~(~, y)=~fF[,,, y,] q.(~, 0dr, p.(~, y), q.(~, y)]d~, 
0 0 

k 

Y - - ~  x 

po(~, y)=/Ofx ~,,f v,(t, ~)et, p~(.~, ~1, q,~(x, ~)]ev, 
0 0 

o 0 

Y x 

,2 
0 0 

e quindi le due funzioni continue (t(x, y) e p (x, y) verif icano il sistema dato 
e soddisfano alle condizioni date. 

3. Osserviamo ora, in primo luogo, che se ~ ; ( (~)= L ~ ,  ¢:(z)= L,z,  con 
Lq ~> 0 ed Lp > 0 costanti,  le (3) sono te condizioni di LIsPCRI~z 

(3) 
I F(x, y, ~, v, q ' ) - F ( x ,  y, ~,p,  q)i_<Lqlq--¢l, 

I G(x, y, z ,p ' ,  q ) - -G(x ,  y, z , p ,  q ) E < . L ~ t p - - p ' f .  

Part icolareggiando era la F e la G si ottengono facilmente i teoremi 
ricordati .  

Se, per  esempio, in[atti, 5 F(x, y, z, p, q) : F~(x, y, p, q) e G(x, y, z, p, q) - 
-- G~(x, y, p, q)si ha il teorema di G. VILLARI relativo al sistema 

/ w 
f ,  

i ~(x, y):=JF[t, y, ~(t, y), ~(t, y)]dt, 
0 

/ 

(I') = a[x,  s, s), v(x, y) u(x, v(x, s)]ds, 
\ o 

con le F e b soddisfacenti  r ispet t ivamente  le (3') e con le condizioni al con- 
torno u(O, y ) -~  O, v(x, O ) -  O. 

Se nel sistema (l') si suppone invece F(x, y, z, 19, q ) - -  G(x, y, z, p, q ) -  
~--f(x, y, z, p, q) si r i trova il teorema di P m  I-IAR~MA1,T e A. W I = ~ E ~ .  


