Un problema ai limiti per una classe di sistemi
di equazioni integrali.

Memoria di Luict Mern1 (a Firenze)

A Giovanni Sansone nel suo 70mo compleanno.

Sunto. - Si studiano alcune classi di sistemi di equaszioni integrali per le guali vengono
stabilite condizioni sufficienti per Uesistenza di soluzioni continue, con assegnate condi-
zioni ai limiti, che generalizzano alcuni noti risultati relativi a certe classi di sistemi
di equazioni alle derivale parziali.

Summary. - Sufficient conditions for the existence of continuous solutions of a class of
systems of integral eguations, with prescribed boundary condilions are established,
which generalise some known resulls relative fo certain classes of systems of partial
differentinl equations.

1. E noto che il problema dell’esistenza di soluzioni di un sistema di
equazioni alle derivate parziali viene spesso agevolato dalla trasformazione
del sistema stesso in un sistema integrodifferenziale o in un sistema inte-
grale. Per esempio, il sistema

f”.?.‘.%f;.ﬂ: Fle, y, uls, v), v, v))
m ]
209 _ sy, ule, ), o, )

con le condizioni al contorno (0, y) =0, v(z, 0) =0, risulta equivalente al
sistema integrale

ulz, y) = f Ft, y, ult, v), v(f, v))dt,

Y
v(z, y) = f Qlz, s, ulz, s), v(z, s)lds.



140 L. Mrrrt: Un problema ai luniti per una classe @4 sistemi, ecc.

Tale sistema & stato studiato recentemente da G. VILLARI (), il quale ha
dimostrato, generalizzando noti risultati (*), che se I’ e G sono due funzioni
continue di (z, v, u, v), con 0<z < a, 0 <y =<"> e soddisfacenti rispettiva-
mente alle condizioni di LipscHITZ

|Fle, y, w, v) — Flz, y, u, v)| <M o' —ul,
|Gz, y, u, V) — Gz, y, u, v}| < L|v — v],

esiste, in un conveniente rettangolo 0 <z < h, 0 < y <k, (O<h <a, 0<k <),
almeno una coppia di funzioni continue u(z, y) e v(z, y) che soddisfano il
sistema (I) e verificano le prescritte condizioni al contorno.

Cosi il noto teorema di PH. HArRTMAN e A. WINTNER (°) riguardante
I'equazione di tipo iperbolico

2
2%

(II) Ei?é = f[.’IJ, Y, z(m; y)7 zw(xa y): zu(x; y)]y

con le condizioni al contorno
#(z, 0) =0, 2(0, y) =0,

aftermante che se in R: 0<z<<a, 0=y <b, la funzione f[z, y, 2(z, y),
2x(z, ¥), 2,(z, y)] risulta wuniformemente lipschitziana rispelfo a z, e z,, esiste
in B una funzione z(z, y) continua insieme alle sue derivate z,(x, y), 2,(z, v),
22,(%, V), soluzione dellequazione (II), si dimostra agevolmente trasformando
la (II) nella forma integrale

!

(IT) “(a, v) _—_f j'f{f, s 2, 8), =i, 8), %, s)dids, ().

Pertanto in questo lavoro ci siamo proposti di studiare un sistema inte-
grale per il quale dimostreremo un teorema di esistenza e faremo vedere

(8 G. Vipary, Su un problema al contorno per una classe di sistemi di equazioni
alle derivate parziali, <Boll. U. M. I.», 8. IIT, XIII, 4 (1958), pp. 514-521.

(2) F. Tricomri, Equazioni a derivate parziali, Roma (1957), p. 117.

(%) Pu. HarTMAN - A. WINTNER, On hyperbolic partial differential equations, « Am. J.I1.
of. Math.», 74 (1952), pp. 834-864.

{4) Per un’ampia bibliografia dei lavori che si riconnetiono all'argomento della presente
nota, efr. R. Conri, Sull’equazione integrodifferenziale di Darsoux-Picarp, « Le Matematiche»,
vol. XI1II, fasc. 1 (1958), pp. 30-39.



L. Merwi: Un problema ai limiti per unu classe di sistemi, ccc. 141

che vi rientrano i teoremi di G. VILLARI e di PE. HARTMAN - A. WINTNER.
Esso ¢ il seguente:

(=, ) =_/ Flu, y, fq(u, fat, p(u, v), q(u, v)ldu,
(1
2 1) = [ 61z, v, [2lt, W, plo. ), gfe V),

dove F(z, y, 2, p, Q) e G(z, 4, 2, p, q) sono funzioni assegunate per (z, y)
variabile nel rettangolo E: 0 <z<a, 0=y =<, con |2|< + oc, |p| <+ oo,
|¢| < 4+ occ. Relativamente a tale sistema integrale dimostreremo, nel nu-
mero 2, il

TEOREMA. ~ Supponiamo che in (1) la F e la G siano funzioni continue
rispeito a (z, y, 2, p, q) e limitate: |F| <M, |G| <M. Esistano inoltre due
funzioni y(p), (o), non negative e non decrescenti per o =0, 6 =0, con

) — 7

40

d d
® [iG="+= [s5=+=

e tale che risulli

. iF(ﬁ) Y & Py Q’)—F(Z’, Y & Py Q)%SX(]Q“Q'I),
()

Gz, y, 2,0, @) — Gz, y. 2, p, Q| <=(ip—7])

Esiste allora, in un conveniente R: 0 <z <h 0<y< y <k, O<h<a,
0<k =b), almeno una coppia di funzioni continue plz, v), qlz, 2) soddisfacenti
in ogni punto di B' il sistema (1) e le condizioni al contorno

@ PO, ) =0, gls, 0) =0,

Il metodo che adopreremo per la dimostrazione permette inoltre di otte-
nere lo stesso teorema di esistenza qualora, ferme restando tutte le condizioni
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enunciate, si consideri, anziché il sistema (1), il sistema

(1)

2 Y
ae, )= | Flu, v, [ae, 0, o, v). alw, 1)

¥

plz, v) =f Glz, », A/‘q(x, )dt, plz, v), gz, v)ldv.

0 ¢

Bastano allo scopo lievi adattamenti nel ragionamento. Per brevitd noi
ci limiteremo a dimostrare il teorema soltanto relativamente al sistema (1).
Vedremo poi, al numero 3, come in questo teorema rientrino i noti risnl-

tati che abbiamo sopra ricordato.

2. Ci serviremo, per la dimostrazione del teorema enunciato, del metodo
esistenziale di L. ToNELLI di cui si fa uso nel caso delle equazioni diffe-
renziali ordinarie (°) e di cui si & servito il VILLARI, per la dimostrazione
del suo teorema. Nel rettangolo B: 0 <z <h, 0 <y <k, (O<h =a, 0<k<b),

definiamo le sunccessioni

(%)

zp”(x? ?/)%, 3%(”, 'U)%y n = 1, 2, ..

con la seguente legge:

¢ (z, y)=0

pufz, ¥) =0, in tutto R/,

g gn(z, ¥) =0, in S;: 0 ng;g, 0=y =k,
? pulz, ¥ =0, in &, 0=<z<h, OSygz,
n
T "

anlz, 4) = [ Plu, v, [a(, at, pa(wy). g, v)ldw, in B —5,.
0 .

0

¥ a
ﬂ

palz, Y) :‘/ G|z, v,fp"(t, v)dt, pu(z, V), gu(z, v)]dv, in B — S..

0

) G. SawsonEk, Equasgioni differenziali nel campo reale, P. I*, Bologna (1948), p. 45.
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Si ha, qualunque sia »n, in R’
h

| 4ule, ¥) | < || F| du < Mh < Ma,

5
| palz, ¥) | < ME < Mb,
¢ se L = max (Ma, Mb) sara:
| ul, v) | = L,
| pale, ) | < L.

Se indichiamo ora con (z;, ¥:) e (z;, ¥;) due punti qualsiasi di R/, sard:

(6) I Qﬂ(xz’ ?12) "_Q%(xi s yl) f = ! qﬂ(w2 ’ yz) — Qn(-’ﬂz > ?/1) f + ! qn(xZ)x yl) - Qn(xu ?/1) [ .
Ma &

h
A "
(7) Iq"(xh y1) - q%(xly ?/1) 1 SJ l F[u’ Y 7/ qn(“; t)dt, pn(“: yl)) Qn(“; y1)J 1 du <
MU
= M i Ty — Ty I .
D’ altra parte
-'tz—;

Ys
(@uleay ) — aulon, 1) | = [ 10, 0 [, Dy pali, 92, 0ty 9] —

%
— Flu, y, ,an(u, t)dt: p“(“: yl)’ qn(u, yl)] ldv <
0

g v e
w

Y2
<[ 1710, v, [antis, D, Pl 42, gulit, v) —
0 0

Ya
— Flut, [ @ult, 06 pulw, 92), gala, )| dv +
h

Ty —
n

Ya
1710, v, [ s, 0ty pali, ), gty 9:)) —

%
— Flu, yi, f qu(u, Db, pa(u, vi), qu(u, v:)]| dv.
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Posto

1

Tg——

n Y

Ch zj ‘ Flu, yz)./ qn(”‘: t)dt, Pulu, yz), Qn(u, yx)] —

0

¥

— Flu, yl,.} ¢.(u, Ddt, pa(u, v.), q.{u, ¥)]|dv,

o

per la continuita della F(z, y, 2, p, q) rispetto alla y, per 0 < y<h e per il
fatto che

k
Ye b

Pults ) — pulte, ) | < [1 61 du < M|y — i)
yl—s

ed anche, che

s f;i(“’ fdt "‘[Zﬂ(u’ t)dtf S]Tq%(“a Nidt <Liys—ysl,

71

segue che O, = 0(|y:—y.|), uniformemente rispetto ad 2. Si ha allora, te-
nuto conto della seconda delle (3),

2y
T a

| @u(@z, ys2) — @nl®2, 1) | S‘_[W( | gu(®, ¥s) — qul®, ¥2) | )du + Cp <

0

= [ 71 gulw, ) — o, ) )l + Cn.

Se poniamo ora
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U

ed indichiamo con @ la sua inversa, per un lemma di I. BraARI (%), si avrd

| nlia, ¥2) — Qnles 1) | < Q(R(C) + 12).

Ma per la seconda delle (2), essendo

Yo

sr=- %,

¢
"

si ha che Q(C,) — — oo per ¢,—0 e quindi é(Q(Cn) + 2z) — 0 per C, - 0.
Sara quindi

(8) [ (@2, Y2) — @ulez, ¥2)| = O({v2 — w1 ])-

Tenuto conto allora delle (6), (7), (8), si ha che 1’espressione

{qn(@2; Y2) — qul@r, 1)

risulta uniformemente infinitesima, rispetto ad n, con la quantitd |z, — z,| 4
4|y — y.| e pertanto la successione di funzioni {¢.(r, ¥)} ¢ una successione
di funzioni equicontinue in R’

Analogamente si prova 1’equicontinuitd della successione {p,(z, ! E
possibile allora, in base al teorema di Ascorr estrarre dalle due sueccessioni
{gn(z, y) !, ipulz, y)! due sottosuccessioni convergenti uniformemente in R’
rispettivamente verso due funzioni g(z, y) e p(z, y) e, passando al limite, per

(®) 1. Bruary, 4 generalisation of a lemma of Bellman and its application to unigueness
problems of differeniial equations, « Acta Math, Acad. Hung», 7 (1956), pp. 81-94. Per como-
dith del lettore riportiamo qui I'enunciato del lemma di Bruari: Siano y(w), #(x) continue
o positive in a <x=<<b e k=0 e sia w(«) una funzione continua non decrescente, non ne-
gativa per u=0. Allora posto

u

dt
2{u) =f;;@, (e >0, u=10),

o
se

y(ac)§k+fF(t}w(y(t))wt, (a<<x<h),
a
segne, indipendentemente dalla scelta di u,,
x
y(@) < S(Q(k) -+ f Fpydt), (e<a<b <D,
a4

v
dove @ indica la funzione inversa di Q.
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n~r oo in
L
z—- y
4nles 9) = | Flow, v, [ quli, a0, pal, v), gulw, )1,
o o
k
=5
pn(x’ y) = / Glz. ’Urfpﬂ(i: v)di, pn(m’ ’U), qﬂ(x; v)}dvﬁ
4] 8
si ha

¥

alw, o) = Flw, y, [ aw, 0t p(w, ), alw, y)ldn,

0

x

¥
o, 4) = [ Glz, v, [plt, )b, pla, 0), qle, V)
0 0

e quindi le due funzioni continue g(z, y) e p (v, y) verificano il sistema dato
e soddisfano alle condizioni date.

3. Osserviamo ora, in primo luogo, che se & y(¢) = L,p, n{c) = L,0, con
L,= 0 ed L,=0 costanti, le (3) sono le condizioni di LispcHITz

{ 1F(z 20 0)—Flz y, 2 0 @ < Lglg— 1
(3)
? G(x; Y, & P, Q) - G(x, Y, % P Q)ES Lpf.'p—p?i'
Particolareggiando ora la F e la G si ottengono facilmente i teoremi
ricordati.

Se, per esempio, infatti, & F(z, y, 2, p, q)

= Fx(xv Y, D, Q) e G(il). Y, % Dy Q) =
= Gi(x, ¥, p, q)si ha il teorema di

. VILLARI relativo al sistema
/

\ ule, y),= f F[t, y, ult, v), vlt, y)lat,
()

) vz, y) = j Glz, s, u(z, s), v(z, s)ids,
g
con le F e b soddisfacenti rispettivamente le (3') e con le condizioni al con
torno u(0, ) =0, v(z, 0) =0

Se nel sistema (1') si suppone invece F(x, ¥, z, p, ¢) = G(z, ¥, 2, p, @) =
flz, ¥, 2, p, q) si ritrova il teorema di PH. HARTMAN e A. WINTNER



