
Sulle equazioni lagrtmgiaue della meccanica 
di. una particella di altn energia. 

Memoria di ANTONIO ~°IGNEDOLI (a :Bologna) 

A Giovanni  Sansone nel suo 70 mo compleanno. 

S u n t o . -  Come al n. 1. 

1. Nel presente lavoro si considera in generale la impostazione lagran- 
giana della dinamica relativistica d i u n a  particella materiale assimilabile ad 
un pnnto, ne!l'ambito dello schema deterministico, clod non quantistico. 

A fondamento della meccanica della particella di alta energia conside- 
rata si pub assumere un principio variazionale della forma: 

tl  

i (~p + ~)dt = O, 
to 

dove ~ ~ la <(funzione lagrangiana della particella)) ed £~ la (<funzione 
lagrangiana di inter-azione)>. 

Se ne deducono alcune proposizioni che estendono quelle della meccanica 
analitica classica, in particolare l ' integrale generalizzato delle forze rive, e 
nel caso della ignorabilith d i u n a  coordinata, per fissare le  idee q~, il corri- 
spondente integrale relativistico del momento cinetico. 

Si studia il caso in cut Ie forze generalizzate siano funzioni tineari delle 
accelerazioni e quadratiche delle velocit~ lagrangiane, cio~ il caso in cut la 
funzione lagrangiana sin della forma, molto generale: 

(u, t  = uts), 

u = u(q,  t), us = ~s(q, t), ust = us~(q, t), 

dove con q si intende indicare il complesso di tutte le coordinate lagrangiane 
q l ,  q2, qs e con ff quello delle velociti~ lagrangiane ql, 52, ~/.~. ~el  caso in 
cut si abbia t'ignorabilith di una coordinata, sussiste in corrispondenza l'inte- 
grale primo relativistico del momento cinetico e si hanno inoltre due equazioni 
lagrangiane seritte in funzione d i u n a  lagrangiana ridotta. 
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Se inoltre il tempo non figura esplici tamente in quest 'u l t ima,  sussiste 
ancora per  le equaaioni sopradette  F intcgrale dew  energia, che assume la forma: 

a ) 3 3 • . 

i=2 \ ~qi  "= = 

1 ~t U~q~qt-4- a~q~---- costante. 

Si rivolge part icolare attenzione a due problemi. I1 primo ~ quello del 
moto, con r iferimento ad un sistema di coordinate cilindriche r, % z, di una 
part icel la elettrizzata veloce in un campo elettrico ed in un campo magnetico 
sovrapposti,  nel caso in cui il potenziale scalare V e le componenti  del poten- 
ziale vettore, A1, A2, A 3, siano funzioni tutte indipendenti ,  oltre che dal 
tempo, anche dalla coordinata ~ o dalla coordinata z. 

Sussistono allora l ' in tegra le  generatizzato relativistico dell 'energia ed un 
integrale relativist ico del momento cinetico em'rispondente alla eoordinata 

ciclica. 
Tale integrale contiene in part icolare quelli  classici gi'h stabiliti  da 

AGOSTI~qELLI  e success ivamente  estesi da B O G G I O .  

I1 secondo problema ~ quello del recto di un elettrone vel.oce in presenza 
di un altro elettrone, qualora si assuma come schema di inter-azione elettro- 
dinamica fra le due part icel le  quello fornito dalla formula di WI~]3ER. 

In materia va osservato che, per quanto la formula di WEBER non for- 
nisca la reale inter-azionc fra le due particelle, nel presente lavoro si fa 
vedere come tale formula consenta la deduzione di relazioni numeriche che 
si t raducono nel seguente notevole r isul tato:  solo se la dislal~za r fra  i due 
etetlroni d dell'ordine di 10 - ~  cm. d possibile l'esistenza di moti oscillatori. 

'2. Consideriamo in generale una part icel la  dotata di massa e di alta ener- 
gia (relativistica). Sia la part icel la  in quest ione assimilabile ad un punto. 

Alla base della sua dinamica - -  nell 'ambito della validit~ degli sehemi 
deterministici ,  cio6 non quantist ici  - -  si potrg assumere come principio fonda- 

mentale il principio variazionale seguente:  

t~ 

/ (1) ~ (£p q- £~)dt = O, 

to 

il quale esprime la stazionariet'~ del l ' in tegrale  hamiltoniano d'azione, i'~ella 
(1) £p sta ad indieare la (< funzione lagrangiana relat ivist ica della particella>), 
caratterizzante appunto la medesima come non sollecitata da campi di forza, 
ed £i la << fuazioae lagrangiana di inter-azione>> dipendente  dalla esistenza e 
dalla s t ru t tura  del campo di foraa sol leci taate  ta part icel la  stessa. 
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Della (1) diremo sol tanto  the, per basse velocitY, t ic6 per v ~ c, e per  
forze dipendenti  da un potenziale, essa deve ridursi a l la :  

tl 

/ t2) ~ (T + U)dt = o, 
to 

dove T 6 l ' energ ia  cinetica classica ed U il potenziale. Per  il mote di una 
part ieel la veloce si deducono~ dunque,  dalla (1) le equazioni lagrangiane 
relat ivist iche : 

• dt ~q, ?q~ "- ~qr dt ~ 'q , -  Qr' (r---- 1, 2, 3) 

dove la forza generalizzata secondo la variabile q~, eio~ la Q~, si r iduce a 

~£i nel case in cui la funzione lagrangiana di inter-azione £i non dipenda 

dalle velocith lagrangiane q~. 
Alle (3) equivalgono le equazioni hamil toniane:  

dp~ ~H dq~ ~H 
(4) d t  = - -  ~ '  d l  - -  ~p~' 

dove la ~ funzione earatteristica>) H ~ data da: 

(5) H = ~, p ,~,  - ~p - :¢, 

COIl  

~q~ 

siechb l 'equazione di JAcoBr si s t r iverS:  

(6) ~ / + ~  q, ~ ,  t = o .  

51el case in cui una coordinata lagrangiana qk sia ¢ ignorabile )) o (( cielica % 
eiob non ia tervenga nell 'espressione della funzione lagrangiana, si avrh: 

d 
(7) dt  @ - at \~ + ~q~/ ' p ~  + p~) = p~ = c~ = cost, 

Annali di Malematica 9 
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essendosi posto 
p(P) -- "-':- ~ --:-i 

~q~ Oq~ 

cio/~ sussister/~ ~ l ' integrale primo del momento einetieo~) corrispondente alla 
sopra, detta coordinata ignorabile. Pifi in par¢icolare potrh avvenire quanto 
segue. Se la lagrangiana di inter-azione £i non dipende dalle velocit/~ lagran. 
giane, le equazioni di LA~RAI~IOE (3) si riducono alle 

(8) d ~£~ 3£~ 3£~ - -  , ( r  = 1,  2 ,  3 ) .  
dt 3(t~" 3q~" 3q~" 

Se, inoltre, tanto la lagrangiana di inter-azione £~ quanto la lagrangiana 
della particella £~ sono indipendenti dalla coordinata q~, ne discende: 

d ~£~_  O, p~) = cost. (9) dt ~ 

Se supponiamo ora di trovarci di fronte ad una lagrangiana dalla forms, 
molto geaerale:  

• 1 
(I0) £ = ~p + £, = ~(q, q, 0 + U + ~.~ U~q. + 2 .v,~ U,~q~q~, 

con Ua - -  U t .  ed U " -  (q, t), (f~ - -  Us(q, t), U~t - -  U~t(q, t), le equazioni lagran- 
giane diventano: 

d~£p  ~£p ~U -. /~U~ ~U,\-8 

1 ~  [~u~t ~ u ~ a  • • ~u~ ~ ~ u .  • 

e presentano forze generalizzate lagrangiane the sono funzioni lineari delle 
accelerazioni e quadratiche delle velocitY. Iqel caso in cui si abbia la igno- 
rabilit/~ di una coordinata lagrangiana, sussisteri~ in corrispondenza l ' integrale 
primo del momento cinetico. Invero, se, per esempio, manca la coordinata 
ql, la prima delle equazioni (11) diventa: 

d ~£~,_ . ~U~. ~U18. • ~U1 
1 ~ cqt 1 ~t 

- -  - - ~ -  q s  - -  d t , " q" - - ~  - -  

/av~ d ) 
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e ne consegue dunque l ' in tegra le  primo 

dove a~ ~ una  costante. Ad esso andranno associate, per la completa descri- 
zione del movimento, le equazioni lagrangiane seguenti :  

d ~£* 0£* 
(13) dt dq'-j ~qj -- 0, t j  --  2, 3), 

dove la << funzione lagrangiana ridotta>> £* vale: 

3. Riprendiamo ora in esame le equazioni lagrangiane (3). Si vede subito 
the  da esse discende:  

(14) a ~  ~(~p + £,) + ~t + o ;  

se la funzione lagrangiana £ -  £p + £~ non dipende esplici tamente dal tempo, 
si ha l ' in tegra lo  primo relativistico generalizzato delle forze r ive :  

(15) 

Nel caso part icolare in cui la lagrangiana di intor-azione £~ sia funzione 
delle sole q~, l ' in tograle  primo (15) diventa:  

(1~) ~ ~ q~ - -  £p - -  & - -  cos t ,  
~=1 ~q~ 

quindi, per  esempio, nel caso in cui il moto della particolla sia riferito alle 
cool/dinate cartesiane spaziali x, y, z, essendo 

t 

£p = _ moO~[1 - (£~ + y~ + i~)]~, (~ + £- + ~'= v~), 

r i s u l t a  : 

, , 

mov2(1 _ ~2)-~ + moc~(l _ ~2)~ _ £~ _ mock(1 _ ~ 2 ) - ~ _  £~ _ cost, ~ --  • 
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Va tenuto presente che nel caso precedentemente  considerato in cui si 
abbia  una coordinata ignorabile e quir~di un integrale primo corrispondente 
del momento cinetico, se la funzione lagrangiana ridotta 

non r isul ta  esplici tamente dipendente dal tempo, sussiste aneora l ' in tegra le  
delle forze v ive :  

(17) 
3 ~ c *  

H *  - -  ~ --~. qj - -  £* - -  c o s t .  
] =5 ~qj 

Tale integrale assume nel nostro caso la fo rma:  

i=z  ~qt i =z  ~=1 

s 1 a . 

4. Per  quanto r iguarda la forma della funzione lagrangiana della parti. 
celia £~ si a s sume:  

, ( v )  (t9) £~ ---- - -  mock(1 - -  ~)~, ~ - "  ~ ,  

dove mo d la ((massa a riposo )) della part ieel la stessa e c la ¢ velocit'~ 
crit ica )). 

Se si esaminano i r ispettivi  sviluppi in serie del l ' energia  cinetiea relati- 
vistica W c -  ( m -  mo)O ~, dcll 'energia totale W - - m o  2 e della funzione lagran- 
giana della part ieel la  £~: 

(9_0) 

1 o 3 ~ 4  5 
WE = 2 moV- ÷ 8 moc ~ + __ mod~ ° + . . . ,  

1 ~ 3 2~4 5 
W =moC ~+~.mov +8moC~ +~moC~  6+. . . ,  

1 i 
mode" + 1 mod~ ~ + ... 

si vede chiaramente  che le tre quantith, non coincidenti, tendono allo stesso 

limite ~mov quando si conservino soltanto i termini quadrat ici  uella velocit~ 
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e non si consideri  l ' ( (energ ia  a riposo)). In generale, poi, la funzione 
tagraugiana di inter-azione di una particella ha la forma 

(21) £~ = - -  ( ~  - -  v X A ) ,  

dove el~ ~ una funzione scalare ed A un vettore il cui significato fisico resta 
a priori imprecisato.  Allo scopo di segnalarne integrali  primi, consideriamo 
ora l ' importante  probtema del movimento di una pa.rticella di carica e e 
massa a riposo mo sollecimta da un campo elettromagnetico. Essendo V ed A 
r ispet t ivamente il potenziale scalare e il potenziale vettore ta,li che il campo 
elettrico E ed il campo magnetico H sono dati da 

1 ~A 
H : rot A,  E --  c 3t grad IT, 

potenziali  ai quali  LORENTZ impone, come noto, la condizione, restri t t iva del- 
l ' indeterminazione dei medesimi 

1 3 V  
d i v A  + ~  ~t- ---- O, 

la funzione lugrangiana relat ivist ica di inter-azione, per  la part icel ta  pun- 
tuale considerata,  mobile nel campo elettromagnetico, vale, come si sa :  

£~ : - e V  + ~ v  × A ,  

sicchef la funzione lagrangiana ¢t la seguente :  

(22) £ -_ £r .+. £ ~ _  __ moC2V1 _ ~2 - - e V + ~ v  X A .  

Sia ora P la posizione is tantanea della part icel la  rispetto ad una terna 
di assi cartesiani  ortogonali Oxyz, di versori /, J. K ed individuiamo P 
mediante  le coordinate cil indriche r, % z. Avremo:  

(P - -  O) - -  rdv l  -~- zK, (i --- V - -  1), P - -  v --  rd~,l + r+idvl + zK, 

Dette poi A1, A2, A8 le componenti  del potenziale vettore A in coordi- 
nate cilindrichc, sarh:  

A -- A~ei~l "-k A~iei~l + AsK, 
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per eui lu funzione lagrangiana £ = £~ + £~ sara :  

r 2 ~ 2 - ~  + 
123) ~ = ~ + ~,  = - -  moC ~ V i  

Cfl ! 
eV + ~(rA~ + r;~A, + zA~), 

c, si avranao le equazioni lagrangiane del movimento seguenti:  

(~) 

r~ + r ~  ~ + ~ _ 

m°r~2 eOV + e-~ "3Alw-+ 

• OA,  • 3 A ,  + ~A~ + r~-~-+ ~ ~--~ , 

d - mor~(o 
+ c rA~- 

3 V  er3A1 e .3A, ez3A~ = - e ~ +  c ~4+~v~+~ ~,  

-~ r2+r2~+z + = - - e  ~ + ~ r ~ - ~ + - ~ r ~ - ~ + ~ z  ~ .  
I/ 1 c2 _ 

Se le funzioni 17, A1, A2, As sono tutte non esplicitamente dipendenti 
dal tempo, sussiste l ' integrale generalizzato delle forze rive. Se, inoltre, ]e 
sopraddette fanzioni sono tutte indipendenti da ¢~ (ehe ~, dunque, coordinata 
eielica) le equazioni di LAGR~-~GE, che si riducono alle seguenti:  

(~) 

d m o r  m 

dt V1 "rZ + r~;~ + 

dt ~1 r~'-+-rZ~2+zzc2 

mor~ 2 ~ V 

~2 

~ 7  

e "A rr 3A2 e d  
c dtt (rA~), 
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ammet tono u l te r iormente  
seconda delle @ :  

l ' in tegra le  pr imo discendente  anche subito dalla 

3~ 'mor~i e (24) =- = + ~ r a 2  = cost. 

~ 1/1 __ ~ ( r ,  + r ~  + z~) 

Se, essendo H - - r o t  .4, si assume i t / - - -g rad  (I), con (I) funzione armonica,  
e si fa l ' ipotesi  di indipendenza  di (I) da % si h a :  

(25) ~ grad r + ~(I) rot A - -  ~-~ ~ grad z. 

e tanto il campo elettrico quanto  il campo magnel ico sono s immeir ic i  r ispetto 
a l l ' asse  Oz. Supponendo  allora : 

A~ = A., - -  0, As - -  W(r, z), 

A -- rW grad % rot A = grad (rW) A grad % 

grad {r~) A grad ¢p --  grad q), 

si ha : 

(25') 1 c~(rqY) ~(I) 
r ~z --  8r ' 

da cui, e l iminando IF, si ha :  

mentre,  e l iminando (I), d i seende :  

= 0, &~dp --  0, 

Dalle (25') si deduc e :  

~{rA) ~(P ~(rA)  ~ 9  
........ = r - -  ~ = - -  r - -  (A = ~ ) .  

~r  8z  ' ~z  ~r  ' 

0, (V2 r v (1 

= 0, 

od anche :  

r er -- ~z ' 

ez' ÷~ ~ TJ 
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D ' a l t r a  par te  ~: 

rot  A = - ~  grad r -t- grad z - -  rot [IF(r, z )K  A grad  r] - -  

-"  A + ~r ] K - -  ~ grad  r. 

J nd icando  ora con G(r, z) la (< funz ione  associa ta  >> di (I), tale che ~: 

~G ?(I) 3G 3(I) 
- -  r . . . .  G = rIF, V2G = V2(rIF) = 0, 3r ~z ' ~z - -  r ~r ' 

si pub a s sumere  r A -  G e scrivere,  quindi ,  l ' i n t eg ra l e  pr imo (24) sotto la 
fo rma  : 

(26~ mor~0 1 - -  + r'~°'-' + z2 - ~ +  G - -  costante.  

Analogamente ,  nel  caso in cui V, A~, A~, A~ s iano ind ipenden t i  dg z 
supponendo  

A~ - -  A2 ---- O, A~ - -  A(x,  y), A - -  A(x, y) grad z, H---- rot A - -  grad A A grad z - -  

~A ~A 
= ~ I - -  ~ J = grad ( I ) ,  (grad z --: K),  

~A ~ap ~A ~(P 
~y ~x ' ~a~ ~y ' 

si t roverh suss is tere  l ' i n t e g r a l e  primo, che segue anche  da l la  terza delle (,¢): 

(27) _ = moz i ~z c ~ + c A = costante,  

dove A - - A ( x ,  y) ~ ]a fuaz ione  a rmonica  con iuga ta  di ~.  

Gli in tegra l i  {26) e (27) es tendono re l a t iv i s t i camente  quel l i  o t tenut i  in 
meeean ica  c lass ica  da  Boo(~Io (~), il quale  aveva esteso qae l l i  precedente-  
men te  t rovat i  da AGOSTI~ELLI (2) nel le  sue r icerche  sttt p rob lema  delle 

aurore  boreali .  

(l} Cfr. T. BoGc.Io, ,Compte s  t~endus . ,  tuglio 1938. Id., ,Compte s  Rendus~ ,  dicem. 

bre 1938. I d ,  , B o l l  U .  3i. I . , ,  novembre  1938. 
(~) C. AGOSTISULLI. , .Xtti del la  R. Accademia  del le  Seieaze  di Torino ~,, vol ,  73, 1937-38 

(giugno).  Idem~ , R e n d .  del la  ~ .  Accademia  dei Lineei , , ,  go sere. 1938. Ved i  anehe :  
~ , :  ,~,.~Jn ~,,.~l&~mia dello Seienze de l l ' I s t i tu to  di Bologna,~ 1959. 
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5. Un  problema di notevole interesse b, senza dabble, quello del movi- 
mento di una  cariea elettr ica sotto F azione del eampo di forza dipendente  
dalla presenza di un 'a t t ra .  Ed i~ un problema assai difficile quello della 
rigorosa caratterizzazione del tipo della inter-azione dinamiea ehe si verifica, 
anche se b es t remamente  natura te  pensare subito che 1 ~inter-azione fra due 
car iche in movimento debba essere diversa da quella fra due cariche ferme. 
Si eonsiderino, dunque,  due cariche e ed e' alla distanza is tantanea r una 
dal l ' a l t ra  e sia v la grandezza della lore velocith relativa, facente  con la 
direzione della congiungente le due cariehe l 'angolo 0. Una prima formula 
ehe d~ la forza di inter-a~ione fu ot tenuta da G~uss  (~). 

Tale forza, in valore assoluto, vale :  

(28) F - -  ~-~ 1 - ] - ~  1 - - ~ c o s  ~0 . 

Un classico sforzo per l~t risoluzione del problema fu anche, come ~ note, 
quello di WEBER {4), iI quale si coltocb dal seguente punto di vista:  la 
cercata espressione della forza deve eontenere i parametr i  del moviment% 
velocit'~ ed accelerazione, nella maniera  pih semplice possibile e tenendo 
conto del fatto che la velocit~ deve intervenire al quadrate,  in mode che la 
forza sia la stessa quando si cambi il sense di spostamento delle due car iche ;  
la legge cercata  deve inoltre fornire una forza diretta come la eongiungente 
le due cariche e ridursi  ~lla legge di COULOMB allorchd le cariche sono 
f e r m e .  WEBER trovb notorlamente per il valore assoIuto delia forza l 'espres- 
sione : 

1 c t '  

R~EMANN (5) introdasse l ' idea  ehe le formule dovessero tenet  eonto 
della velocith di propagazione delle azioni. RITz (~) arrivb, nella revisione dei 
fondamenti  del l 'e let t rodinamiea,  ad una legge che ~ sostanzialmente una 
combinazione di quelle di WEBER e di R I E ~ A ~ .  Va anehe tenure presente 

(3) C. ~. GAUSS, Zur mathematischen Theorie der elektrodynamischen V~rkung, Werke-  
GSttingen, 1867. 

(4) V~r WEBER, Elektrodynamische Maasbestimmul~gen iiber ein allgemeines Grundgesetz 
der elektrischen ~Virku~'~g, J. Springer, Berlin~ 1893. 

(5) B. I:~IEMANN~ Ein Beitrag zur  Elektrodynamik,  (,Annalen tier Phis ik , ,  1867. Idem, 
Gesammelte mathematische ~Verke, Teubner, Leipzig~ 1892. 

(~) W .  Rvrz,  Recherches critiques sur les thdories electrodynamiques de Max~vell et 
Lorcntz, ~ Arch. Genbve ,~, 1%8. Idem~ Recherches critiques d'dlectrodynamique gdnerale • Ann. 
Chim. Phys . , ,  1908. 

Annali di Matematica I0 
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che  u n a  ser ia  c r i t i ca  di HEL1KOLTZ al ia  legge di WEBER aveva  eondot to ,  
gb% p r i m a  dei  l avor i  di RITz, a r i c e r ch e  di BoGGIo (~) ne l le  qua l i ,  pe r  l ' a s se .  
gnaz ione  di que l l a  che ~ pen sa t a  come la forza  di i n t e r - a z i o n e  e l e t t r e d i n a m i c a  
f ra  due  car iche ,  b nece s sa r i a  la  comple t a  conoscenza  del moto  del le  due  
ca r i che  in un in te ro  in te rva l lo  di tempo ; ma,  in appross imaz ione ,  1' e spress ione  
de l la  forza  d ipende  a n c o r a  dal le  sole velocit'A ed acce le raz ione  a l l ' i s t a n t e  
cons ide ra to  t. l~el 1946, WAI~BUI~'01¢ (~) ha  assefinato u n a  f o r m u l a  che  gene- 
r:~lizza que l le  di GAuss ,  RIEMANN, WEBER e RITZ. ~[a la t eor ia  r e l a t iv i s t i ca  
di l 'c t ta  del la  i n t e r - a z i o n e  fra ca r i che  in moto ~ s ta ta  fa t ta  da AI~ZELI]~S (') e 
fo rn i sce  fo rmu le  in accordo  con le a t tua l i  conoscenze  f is iche.  Tu t t av ia ,  per  
la r e l a t i va  semplicith~ di t r a t t az ione  ehe  consente ,  la legge di WEBER, p e r  
non  fo rnendo  la rea le  i n t e r - az ione ,  r iesce  comoda  e consen te  a l cun i  r i su l ta t i  
molto espress iv i  dal  pun to  di v is ta  meccan ico .  P e r  ques to  mot ivo  6 forse  non  
pr ivo  di in te resse  so f f e rmars i  a n c o r a  sul p r o b l e m a  del  moto  nel lo  s ch em a  di 

app ros s imaz ione  in cui  lo si pens i  come d e t e r m i n a t o  da u n a  i n t e r - a z i o n e  del  
t ipo di WEBER. Cons ider iamo,  d u n q u e ,  il p r o b l e m a  del  moto cen t r a l e  di una  
pa r t i c e l l a  p u n t u a l e  P~ di ca r i ca  e e di massa  a r iposo too, cos t r e t t a  a muo- 
vers i  in vir tf i  de l la  i n t e r - a z i o n e  e l e t t r o d i n a m i c a  con u n ' a l t r a  pa r t i ee l l a  pun- 
tua le  P2 p u r e  di massa  a r iposo mo e di c a r i c a  e. Le  equaz ion i  d i f fe renz ia l i  

ve t to r i a l i  r e l a t iv i s t i che  del moto << assoluto  )) del le  due  pa r t i ce l l e  a d i s tanza  r 
a l l ' i s t a n t e  t nel  s i s t ema  di r i f e r im en to  de l l ' o s se rva to r e ,  sono, r i spe t to  a tale 

s i s t ema  d'i r i f e r i m e n t o  sol idale  con l ' o s s e r v a t o r e :  

~,~ - -  " 2 r r  I 
I(P~ - -  t %  
1 

/ r - -  2 r] _ = = 
d--t m2 - - r ~  1 C 2 ] d t  ' d t  

d r  r & r  
r - -  mod /P~  - -  P2), r - -  ~ / ,  = ~t~ ,  

t t 

m~ - -  too(1 - -  v~/c ~') - 2 , m2 - -  too(1 - -  v~2/c ~) - ~ ;  

(7) T. BOGOIO, Sul la  legge elementare di Weber relat iva alle azioni  elettrodinamiche di 
due cariche elettriche in mocimento, ~ Rend. delle R. Accademia dei Lincei~, 1913. 

(st 1~. ~V. WAI~m:~TON, Recip,'ocal electric force, ,Phys.  Rev.% 1946. ldem, Relative 
electrodynamics, • Bull A_mer. Phys. Soc.% 1948. 

(9~ H.  ARZELIES, L a  dynamique  relativiste et ses applicatio~s~ fasc. I, Gauthier-Vi]lars, 
Paris, 1957. 



A. 1)IGNEDOLI: Sulle equazioni lagrangiane della meecanica, ecc. 75 

men t r e  l ' e q u a z i o n e  d i f fe renz ia le  ve t to r ia le  re la t iv i s t ica  del moto  relativo del le  
due  pa r t i ce l l e  

d [ d( P~ - -  PD 2e2[ 
d~t m dt --  -~r 1 

d(P1-  P2} 
dove  m = mo(1--v2/c~} - ~  ~ la massa  assunta ,  al ia velocit'~ v = dt 

dal la  par t ice t la  /}1 pensa ta  nel  suo moto re la t ivo  al la  par t i ce l la  Pz eons ide ra t a  
come f e r m a  (io). Si t ra t t a  d u n q u e  de1 p rob l ema  del moto  cen t ra le  di una  
pa r t i ce l l a  p u n t u a l e  P di massa  a r iposo mo so l lee i ta ta  da  una  forza del t ipo 
di WEBER af fe t ta  da un coef f ic ien te  ugua le  a d u e :  

~e I ~ -_ ~r] P -  o 
(30} F = - -  r--~- 1 c 2 ] r 

L a  funzione  l ag rang iana  di i n t e r - az ione  sar'~, nel nostro ca so :  

{31) ~=r- l--p, 

e que l la  to ta le  sara,  qu ind i :  

(32) £ = £ z + £ ~ = - - m o c ~ V l - - v V o  ~ + r 1 - -  [~ = 

l~e d i s e e n d e r a n n o  pe r  il mov imen to  in ques t ione  le equazioni  l ag rang iane  : 

(38} 

= =  + = o ,  

mo ~ ~ +  ~6~] = o. 
1 ~ / 

0 °) Cfr. A. PIGNEDOLI, ¢ Bollettino della U. M. I.>~, serie III ,  anao XI, n. 1, marzo 1956. 
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La seeonda delle 133) fornisce subito l ' in tegrale  primo relativistico del 
momento della, qaanti th di moto:  

mot'-'{) (1 ~:2 q_ r,O~_ ~ A, (A --- oostante). (34) 
P / = \ 

Siccome poi la funzione lag~'angiana non dipende esplici tamente dal 
tempo, sussister~ l ' in tegra le  pr imo:  

(35) 3£r  ~£ (J --  ~" : h, (h : costante), + 

che si esplicita come segue:  

136) 
~$o r2 

1/1 r' + r20 ' 
! 

eos ), 

r +r@ 
V e 

ciob infine : 

(37) moO2(1 r~-}-r-~6~-~--2~2(l~ ] - -  - - ~ ) - J - h .  r~ 

El iminando 6 fra i due integrali primi (341 e (37) e tenendo eonto del 
fatto che deve essere 0 ~ r 2 ~  c ~, si ottiene anzitutto, come ho fatto vedere 
nel mio precedente citato lavoro, la seguente limitazione per le distanze r 
della part icella P dal centro di forza 0 durante  il movimento centrale 
considerato : 

i38) ~(r) h" ~ m~c 4 r2 hr  A2c 2 4e 4 -J- e~- -J- l - -  ~ -  ~ 0, con r ~ 0. 

E, per quanto r iguarda la questione, di particolare interesse, coneernente 
In natura  dei moti possibili, si ha :  

I) per h < 0 non sono possibili moti periodici ;  

II) per 

h > 0, m~o~(l - -  4e'/A~c :) < h ~ < m~oC ~, con A~c~/4e 4 ~ 1, 

si ha moto oscillatorio fra rl e r2, radici positive della equazione ~ ( r ) - - -0 ;  
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I I I )  p e r  

" ~ A~c~/4e 4 ~ 1, h ~ O ,  O ~ h  ~ .  moC, 

si h a  c h e  r v a r i e r h  f r a  0 e la  r a d i c e  p o s i t i v a  r~ a m m e s s a ~  sot to  

z ioni ,  da l t '  e q u a z i o n e  ~ ( r )  -- 0. 
ta l i  cond i .  

I n d i c a t o  po i  con  R(r) i l  v a l o r e  di r ~ r e l a t i v o  ad  u n  m o t o  p o s s i b i l e  si t r o v a  : 

(39~ t - to - -  f d r  
- +  

~-4- d r .  
(40) 0 - 0o = . ,  r'~R(r) q- m~oc2r4R(r)/A" 

N o n  sono  s u p e r f l u e  a l c u n e  c o n s i d e r a z i o n i  n u m e r i c h e .  P e r  la  o sc i l l a t o r i e t f i  

de l  m o v i m e n t o ,  d e v e  e s s e r e  a n z i t u t t o  v e r i f i c a t a ,  c o m e  a b b i a m o  v i s to ,  l a  
c o n d i z i o n e  : 

c iob  : 

0 < h < moC ~ 

0 < h < 9 . 1 0  - 2 s .  9 . 1020  - -  8,1 • 10 -~ e rgon .  

I n o l t r e  d e v e  e s s e r e :  

A~c2/4e 4 > 1, 

c iob  : 

A > - - - -  1 , 4 7 . 1 0  -59 , 
C 

( e - - 4 , 7 7 . 1 0  -1° u. e. s. C. G. S.). 

S u p p o n i a m o  o r a  che  si a b b i a .  

v ~ 101° c m  • see  -1,  r ~ 101° c m  • s e c - l :  

1 
m - -  too(1 - -  & / o ~ )  - ~  - -  ~..~ 1 , 0 7 .  t o o .  

2e 2 2e 2 r ~ 
(41)  h - -  m e  2 - -  - -  4 -  

r - -  c 2 r 

P o i c h ~  in  v i r t / t  d e l l ' i n t e g r a l e  p r i m o  (37) si  h a :  
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ne  d i scende  

(42) h - -  8,667 10 -7 4,55 • i0  -1~ 5 ,05 .  t0  -2° • @ , 

per  cui  r i su l t a  

h < moo ~ - -  8,1 . IO-L 

ciob moto osc i l la tor io  se lt~ d i s tanza  r del le  due  pa r t i ee l l e  6 d e l l ' o r d i n e  

di r ,  = 10 -~2 cm. 

6 Vog l i amo  ora  c o n c l u d e r e  con u n a  osse rvaz ione  di c a r a t t e r e  genera le .  
]~ ben noto come sia problema, di no tevole  d i f f ieo l th  il passaggio  da l le  equa-  
zioni r e l a t iv i s t i che  del moto di u n a  s ingola  pa r t i ce l l a  a que l le  del moto di 
un  s i s tema r ig ido di pun t i  ma te r i a l i .  Cib es~enz ia lmente  per  il fa t to  c h e l a  
noz ione  di corpo r ig ido non pub essere  (< sic et s impl i c i t e r  ~> in t rodo t t a  in 
t eor ia  del la  r e l a t iv i th  e pe r  il fa t to  t h e  non  6 possibi le  eo n se rv a r e  in relat i-  

vith la legge n e w t o n i a n a  di az ione  e r eaz ione  (~1). 
Qaincli l ' e s t e n s i o n e  di quan to  s tabi l i to  nei  nn. 2 e 3 del  p re seu te  lavoro,  

per  q a a n t o  r i g u a r d a  la d i n a m i c a  r e l a t i v i s t i ca  de l ia  par t i ce l la ,  al p r o b l e m a  
dei  s is temi  d inamie i  l ag raug ian i ,  in  genera le ,  non  a p p a r e  f i s i c a m e a t e  possibi le .  

(it) Cfr. ~V. PAUL b ,(Encykl. der  mathem. Wissenschaf ten , ,  V (2). J. L. SY~GE, ~ Tran. 
sactions of Royal  Society of Caaada*~ (3) 28, i931. Vedi  anche: O. COSTA DE .[~EAUREGARD~ 

L a  Thdorie de la Re la t iv i td  reis treinte ,  <( 5[asson~, Paris,  t919. 


