Sulle equazioni lagrangiane della meccanica
di- una particella di alta energia.

Memoria di Axrtonio PiexepoLi (a Bologna)

A Giovanni Sansone nel suo 70m° compleanno.

Sunto. - Come al n. 1.

1. Nel presente lavoro si considera in generale la impostazione lagran-
giana della dinamica relativistica di una particella materiale assimilabile ad
un punto, nell’ambito dello schema deterministico, cioé non quantistico.

A fondamento della meccanica della particella di alta energia conside-
rata si pud assumere un principio variazionale della forma :

H

3 / ($p + Lidt =0,
ty

dove £, 6 la «funzione lagrangiana della particella> ed £; la «funzione
lagrangiana di inter-azione ».

Se ne deducono alcune proposizioni che estendono quelle della meccanica
analitica classica, in particolare I’integrale generalizzato delle forze vive, e
nel caso della ignorabilita di una coordinata, per fissare le idee ¢., il corri-
spondente integrale relativistico del momento cinetico.

Si studia il caso in cui le forze generalizzate siano funzioni lineari delle
accelerazioni e gquadratiche delle velocitd lagrangiane, cioé il caso in cui la
funzione lagrangiana sia della forma, molto generale:

. .1 ..
L= Sp + = xp(% q, t) + U+ Z Us(Is + ézat Ust{lth; (Ust = Uts),
U=1Ulg, 1), Us = Usilg, 1), Us = Uslg, 1),

dove con g si intende indieare il complesso di tutte le coordinate lagrangiane
Qi) Gz, gs © CON ¢ quello delle velocita lagrangiane ¢, g., g,- Nel caso in
cui si abbia Vignorabilitd di una coordinata, sussiste in corrispondenza inte-
grale primo relativistico del momento cinetico e si hanno inolire due equazioni
lagrangiane scritte in funzione di una lagrangiana ridotta,
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Se inoltre il tempo non figura esplicitamente in quest’ ultima, sussiste
ancora per le equazioni sopradette " infeprale dell’ energia, che assume la forma:

SRS, L
X (éq 9+ Uz’%) + 2 ZUygsq;— S — U—
7

=2 j==28=1

3 . 3 .. -
~—321 Usgs — ; A‘fst Usagsq: -+ #.g1 = costante.

Si rivolge particolare attenzione a due problemi. Il primo é quello del
moto, con riferimento ad un sistema di coordinate cilindriche r, 9, #, di una
particella elettrizzata veloce in un campo elettrico ed in un campo magnetico
sovrapposti, nel caso in cui il potenziale scalare V e le componenti del poten-
ziale vettore, 4,, 4., A,, siano funzioni tutte indipendenti, oltre che dal
tempo, anche dalla coordinata ¢ o dalla coordinata .

Sussistono allora V'integrale generalizzato relativistico dell’energia ed un
integrale relativistico del momento cinetico corrispondente alla coordinata
ciclica.

Tale integrale contiene in particolare quelli classici gia stabiliti da
AGOSTINELLI ¢ successivamente estesi da BoagIo.

Il secondo problema é quello del moto di un elettrone veloce in presenza
di un altro elettrone, qualora si assuma come schema di inter-azione elettro-
dinamica fra le due particelle quello fornito dalla formula di WEBER.

In materia va osservato che, per quanto la formula di WEBER non for-
nisca la reale inter-azione fra le due particelle, nel presente lavoro si fa
vedere come tale formula consenta la deduzione di relazioni numeriche che
si traducono nel seguente notevole risultato: solo se la distanza r fra ¢ due
eleltroni 6 dellordine di 10— cm. ¢ possibile Uesistenza di wmoti oscillatori.

9, Consideriamo in generale una particella dotata di massa e di alta ener-
gia (relativistica). Sia la particella in questione assimilabile ad un punto.

Alla base della sua dinamica — nell’ambito della validita degli schemi
deterministici, cioé non quantistici — si potrd assumere come principio fonda-
mentale il principio variazionale seguente:

b

(1) af(,«:p + Sydt =0,

ty

il quale esprime la stazionarieth dell’integrale hamiltoniano d’azione. Nella
(1) €, sta ad indicare la «funzione lagrangiana relativistica della particella »,
caratterizzante appunto la medesima come non sollecitata da campi di forza,
ed £ la «funzione lagrangiana di inter-azione> dipendente dalla esistenza e
dalla struttura del campo di forza sollecitante la particella stessa.
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Della (1) diremo soltanto che, per basse velocitd, cioé per v <€ ¢, e per
forze dipendenti da un potenziale, essa deve ridursi alla:

b
2) 5 / (T + U)dt =0,
to

dove T ¢ 1'energia cinetica classica ed U il potenziale. Per il moto di una
particella veloce si deducono, dunque, dalla (1) le equazioni lagrangiane
relativistiche :

3 ga;gli_a‘gp—-%’i_ﬂa_gi
) dt 3q, °qr  °q, dlgg,

= &, (r=1, 2, 3)

dove la forza generalizzata secondo la variabile ¢,, cioé la @,, si riduce a

&8 . . . . - . .
?3 nel caso in cui la funzione lagrangiana di inter-azione £; non dipenda
<r

dalle velocitd lagrangiane g,.
Alle (3) equivalgono le equazioni hamiltoniane:

@ at — o, at ~ ap,

dove la «funzione caratteristica> H & data da:

) H xé Per — S5 — &
con

pr=p + p?’ =§g~f + ;;2_
sicché l'equazione di JACOBI si scrivera:
(6) ag—{— H(g, %—f, t):().

Nel caso in cui una coordinata lagrangiana g sia «ignorabile» o «ciclica »,
cioé non intervenga nell’espressione della funzione lagrangiana, si avra:

d o8 d 3% 2%, i —
7 I hA0F N Tt 0; o + V=pr=cr = cost,
{7 3 30, ii(a LT3 k) bx Pr = pr k

Annali di Malematica 9
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essendosi posto
L%
pgg’):-—-—--, P ==

Sq;c k EQk

ciod sussisterd «l’integrale primo del momento cinetico» corrispondente alla
sopradetta coordinata ignorabile. Piti in particolare potrd avvenire quanto
segue, Se la lagrangiana di inter-azione f; non dipende dalle velocita lagran-
giane, le equazioni di LAGRANGE (3) si riducono alle

dds, 05, 0%

b{ﬁg&:“s@’;_é‘é‘;, {Q':I, 2, 3).

8

Se, inoltre, tanto la lagrangiana di inter-azione £; guanto la lagrangiana
della particella £, sono indipendenti dalla coordinata gx, ne discende:

d 3%y ® _
it 3qk = 0, pi cost.

)
Se supponiamo ora di trovarci di fronte ad una lagrangiana dalla forma,
molto generale:

) 1 ..
(10) L= £p + Si= g‘p(% q, t) + U+ 2, Ust + 3 S UsthQt,

con Uy= Uy ed U= |q, #), Us = Udg, ), Us= Uulq, t), le equazioni lagran-
giane diventano:
a3s, 3%, U oU, aUr)
ihaat T N gs
(1) Ay, e g T (ag, 50T
1 aUst aUys M aUr aUrs
o P S ) Yot i
(eqf 2 egt)q” 3t~ or B % Ut

e presentano forze generalizzate lagrangiane che sono funzioni lineari delle
accelerazioni e quadratiche delle velocitd. Nel caso in cui si abbia la igno-
rabilita di una coordinata lagrangiana, sussistera in corrispondenza I’ integrale
primo del momento cinetico. Invero, se, per esempio, manca la coordinata
¢:, la prima delle equazioni (11) diventa:

d 3%, au, - i A
- —_—_.mzs— 3 2 E ] —'2 Us 8
dt 3g, “sa3q. LTV e 9 uls = 57
3U1 » dU1 N dUu; -
== Y Tt | s—‘“—.—‘zs s{s =
{-“s at qs dt ?Q’ dt N Ulq

av,
(dt +dtz U“’q’)’
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e ne consegue dunque 1’infegrale primo

8 28 3 -
(12) -—:—2—'— U1+Es Us1Qs=“1a

aql eql 1
dove «, & una costante. Ad esso andranno associate, per la completa descri-
zione del movimento, le equazioni lagrangiane seguenti:

d ag* g
18 e T =, =2 8),
(13) it 3, g, (j )

dove la «funzione lagrangiana ridotta» £* vale:
£* =t £ - “1q.1 .

3. Riprendiamo ora in esame le equazioni lagrangiane (3). Si vede subito
che da esse discende:

H | 3(S, + &
(14) %ftf_}_ﬂ%_)_,_o;

se la funzione lagrangiana £ = £, 4 ¢; non dipende esplicitamente dal tempo,
si ha |’integrale primo relativistico generalizzato delle forze vive:

. s . -
(15) H:Zprqr—ip—Si:E(a—%fq +a—%qr)—£p——£i=cost.

r=1 r=1 aqr 4 aqr

Nel caso particolare in cui la lagrangiana di inter-azione £; sia funzione
delle sole g, I’integrale primo (15) diventa:

3 3¢ .
(16) 39 Lgr— £, — £ = cost,
r—1 aqr

quindi, per esempio, nel caso in cui il moto della particella sia riferito alle
coordinate cartesiane spaziali x, y, #, essendo

Sp = — m0[l — @ + ¢ + 2)F, (@ + ¥+ & =),

risulta:

P

Mol — B (= B — Sy =l — By Sy = ooty (3= 2
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Va tenuto presente che nel caso precedentemente considerato in cui si
abbia una coordinata ignorabile e quindi un integrale primo corrispondente
del momento cinetico, se la funzione lagrangiana ridotta

&= 5:p + & — “191

non risnlta esplicitamente dipendente dal tempo, sussiste ancora !’ integrale
delle forze vive:

(5}
AR
%

(17 H* = d/ — £* — cost.

I bee
|

QU
S

=2

q
Tale integrale assume nel nostro caso la forma:

8

. . 3 -
qy + U}QJ) + jEz 3§1 Us;QsQi -

(18) P (
°qy

=2
!

3 . 3 .. .
- s’p —U— 2 Uq, — 2 ?s! UsthQt ~+ g, = cost.

8=1

4. Per quanto riguarda la forma della funzione lagrangiana della parti-
cella £, si assume:

Y
2

(19) g, =—mot—p,  (3=1)

dove m, ¢ la «massa a riposo» della particella stessa e ¢ la « velocita
crifica ».

Se si esaminano i rispettivi sviluppi in serie dell’energia cinetica relati-
vistica W, = (m — mg)c?, dell’energia totale W = mc® e della funzione lagran-
giana della particella £, :

_....1 2 3 24 5 206
Wc__—zmov —|—8—mocp +Em(,o§ + ..,

-
(20) W = myc® + émovz + gmoczﬁ‘* + i% mocB + .y
2 1 2 1 2Q4 1 226
\ £, = — M +—2mov + gmocﬁ +i—6moc§ + oy

si vede chiaramente che le tre quantita, non coincidenti, tendono allo stesso

limite %'mov*’ quando si conservino soltanto i termini quadratici uella velocita
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e non si consideri 1’ «energia a riposo». In generale, poi, la funzione
lagrangiana di inter-azione di una particella ha la forma

(21) Si=— @ —v X A)

dove & 6 una funzione scalare ed A un vetfore il cui significato fisico resta
a priori imprecisato. Allo scopo di segnalarne integrali primi, consideriamo
ora limportante problema del movimento di una particella di carica e e
massa a riposo m, sollecitata da un campo eleftromagnetico. Essendo Ved A
rispeftivamente il potenziale scalare e il potenziale vettore tali che il campo
elettrico E ed il campo magnetico H sono dati da

1%A
H=rot A, E__EW—gde’

potenziali ai quali LORENTZ impone, come noto, la condizione, restrittiva del-
Vindeterminazione dei medesimi

10V _

la funzione lagrangiana relativistica di inter-azione, per la particella pun-
tuale considerata, mobile nel campo elettromagnetico, vale, come si sa:

£i= - eV+§U>< A,
sicché la funzione lagrangiana 6 la seguente :
(22) £z£r+&=—mmW1—W—%V+guXA.

Sia ora P la posizione istantanea della particella rispetto ad una terna
di assi cartesiani ortogonali Oxyez, di versori [, J. K ed individuiamo P
mediante le coordinate cilindriche 7, 9, 2. Avremo:

(P—0)=rel+ 2K, (i =V — 1), P=p = reel + ryic] + 3K,
0 = gt |

Dette poi 4,, 4., 4, le componenti del potenziale vettore A in coordi-
nate cilindriche, sard :

A = Aol + Agiew] 1 4:K,
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per cui la fanzione lagrangiana £ = £, 4 £; sara:

‘2 2.2 §
©3)  S=2, + S=—my V1 — ’—i%ﬁi — oV + 2(ds + rods + 244,

¢ si avranno le equazioni lagrangiane del movimento seguenti:

dl” Mg e Mro? AV e.034
ai ‘,,:L,, ST = = ;;;:_‘%,23;_,3—% ot T
V l/l* cf
. aAz 3A3
+@A2+T‘P a + ar
@ @) mre f,«A;—_.ea_V_}.e 3A1+_ .24, ?é?ﬁq
di Vl gt © 9p "¢ dyp dp ¢ 9
- c _
d | W2 e, " 634, e -34, .34
at| e e T s R
_] 1- czl -

Se le funzioni V, 4,, 4., A; sono tutte non esplicitamente dipendenti
dal tempo, sussiste I’integrale generalizzato delle forze vive. Se, inoltre, le
sopraddette funzioni sono tutte indipendenti da ¢ (che 6, dunque, coordinata
ciclica) le equazioni di LAGRANGE, che si riducono alle seguenti:

d Mor Mgre® _ 3V
— _—— W _.}_

at T EREEE ) rr

S (S pe

24 34, 24
+- (cpA2+ rost+2 5 z—a;)

(8) g, 'm"rch_ (rA + rr OAZ-{.. H@;i) _.-g%(TAz),
t / Tz+7'2€p2+”
P
\dt l/1__7'2+"25°2+_'°‘f 2 c 2 o r
02
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ammettono ulteriormente 1’integrale primo discendente anche subito dalla
seconda delle (§):

¢3 Mo
(24) o 1 .0 - A
N4 ‘/'1_(?(1,.24_1.2:?2_{_22)

-+ g rd, = cost.

Se, essendo H =rot A, si assume H = grad ®, con ® funzione armonica,
e si fa I'ipotesi di indipendenza di ® da ¢, si ha:

. 1 _ P 0P
(25) rot A =% gradr-i—»é; grad 2,

e tanto il campo elettrico quanto il campo magnelico sono simmetriei rispetto
all’asse Oz. Supponendo allora:

A1 == As - O, Ag o IF(T, z),
A = r¥ grad o, rot A = grad (r¥) A grad o,
grad (r¥) A grad ¢ = grad @,

) 13rW) 30 1 (W) _ 30
- r % ~ or’ Tr r %’

da cui, eliminando W, si ha:
2/ 20 3 ( 2@
ﬁ@@)+@@$%“* £:2 =0,

mentre, eliminando @, discende :

FW 9Ty
5?+ﬁb w}—q
od anche:
oo LorW)]  FrW) 912 22
v2{rq))—rﬁ{; o }'*" azz"—- O, <V2—?‘§;<; 57—')+ é;g)

Dalle (25') si deduce:

o(rd) oD d(rd) oD

— I — 7

wr ="% E 7 4=T)
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D’altra parte é:

20 20
rot A = T grad r - Egrad ¢ =rot [U(r, o) K A\ gradr] =

(1 24

24
;A +97)K- 2 grad r.

Indicando ora con G{r, z) la «funzione associata» di P, tale che é:

G id 2@ o0 ~
91/‘ e *az, az 275;, G:?'IF, \/2G= VZ(TW) :»:O,

si pud assumere r4 = G e scrivere, quindi, l'infegrale primo (24) sotto la
forma:

» . Pttt e gt L
(26) mw%p( — —+—0CP‘+~—) 2 4 G = costante,
Analogamente, nel caso in cui V, 4,, 4,, 4, siano indipendenti da 2
supponendo

A;=4,=0, Ad;s=Ax,y), A=Ax, y)gradz, H=rotA=gradd A gradz=
24 )

= e J=grad @, (grad z = K),

24 _3® a4 _ 30
dy T’ e dy’
si troverh sussistere !’ integrale primo, che segue anche dalla terza delle (a):

. 2% . F ot gL e
(27) e = 2|l — —i—‘-?—j'—"f— z -+ - 4 = costante
¢t c ’

dove 4 = A(x, » é la funzione armonica coniugata di ®.

Gli integrali (26) e (27) estendono relativisticamente quelli ottennti in
mececanica classica da Boegro (Y, il quale aveva esteso quelli precedente-
mente trovati da AGOSTINELLI (%) nelle sue ricerche sul problema delle
aurore boreali.

() Ctr. T. Boceio, «Comptes BRendus», luglio 1938, 1d., «Comptes Rendus», dicem-
bre 1938. Id., «Boll. U.M. L. », novembre 1938,
{2) C. AGOSTINELLL «Atli della R. Accademia delle Scienze di Torino», vol. 78, 1937-38
(giugno). Tdem, « Rend. della R. Accademia dei Lincei», 2° som. 1938. Vedi anche:
- - 4 Aulla Acendemia delle Scienze dell’Istituto di Bologna», 1959.
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5. Un problema di notevole interesse &, senza dubbio, quello del movi-
mento di una carica elettrica sotto 1’azione del campo di forza dipendente
dalla presenza di un’alfra. Ed & un problema assai difficile quello della
rigorosa caratterizzazione del tipo della inter-azione dinamica che si verifica,
anche se & estremamente naturale pensare subito che ! inter-azione fra due
cariche in movimento debba essere diversa da quella fra due cariche ferme.
Si considerino, dunque, due cariche e ed ¢ alla distanza istantanea » una
dall’altra e sia v la grandezza della loro velocitd relativa, facenfe con la
direzione della congiungente le due cariche I’angolo 6. Una prima formula
che da la forza di inter-azione fu ottenuta da Gauss (¥).

Tale forza, in valore assoluto, vale:

ee
(28) F = -

. .
1+%(1-—-gcosze)\.

Un classico sforzo per la risoluzione del problema fu anche, come & noto,
quello di WEBER (¥}, il quale si collocdo dal seguente punfo di vista: la
cercata espressione della forza deve contenere i parametri del movimento,
velocitd ed acceleraziome, nella maniera pitt semplice possibile e tenendo
conto del fatto che la velocitd deve intervenire al quadrato, in modo che la
forza sia la stessa quando si cambi il senso di spostamento delle due cariche;
la legge cercata deve inoltre fornire una forza diretta come la congiungente
le due cariche e ridursi alla legge di Couroms allorché le cariche sono
ferme. WEBER trovd notoriamente per il valore assoluto della forza I’espres.
sione :

9 _ % ._’"_"‘..Eﬁ"
(29) 7 r.[1 -, ]

RIEMANN (%) introdusse 1’idea che le formule dovessero tener conto
della velocita di propagazione delle azioni. Rirz (%) arrivd, nella revisione dei
fondamenti dell’elettrodinamica, ad una legge che & sostanzialmente una
combinazione di quelle di WEBER e di RIEMANN. Va anche tenuto presente

(®) C. ¥. Gauss, Zur mathematischen Theorie der elektrodynamischen Wirkung, Werke-
Grsttingen, 1867,

(1) W. Wesgr, Elektrodynamische Maasbestimmungen dber sin allgemeines Grundgesetz
der elekirischen Wirkung, J. Springer, Berlin, 1893,

(%} B. Riemaxny, Ein Beitrag sur Elekirodynamik, « Annalen der Phisik», 1867. Idem,
Gesammelte mathematische Werke, Teubner, Leipaig, 1892.

(°) W. Rirz, Recherches critiques sur les théories electrodynamiques de Maxwell ef
Lorentz, « Arch. Genéves, 19(8. Idem, Recherches eritiques d’électrodynamique génerale « Ann.
Chim. Phys.», 1908,

Annali di Matematica 16
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che una seria critica di HeLmoLrz alla legge di WEBER aveva condotto,
gid prima dei lavori di Ritz, a ricerche di BogaIo (') nelle quali, per 1’ asse-
gnazione di quella che & pensata come la forza di inter-azione elettrodinamica
fra due cariche, & necessaria la completa conoscenza del moto delle due
cariche in un intero intervallo di tempo; ma, in approssimazione, 1’ espressione
della forza dipende ancora dalle sole velocitdh ed accelerazione all’istante
considerato f. Nel 1946, WARBURTON (°) ha assegnato una formula che gene-
ralizza quelle di GauUss, RIEMANN, WEBER e Ritz. Ma la teoria relativistica
diretla della inter-azione fra cariche in moto & stata fatta da ARZELIES (°) e
fornisce formule in accordo con le attuali conoscenze fisiche. Tuttavia, per
la relativa semplicitd di trattazione che consente, la legge di WEBER, pur
non fornendo la reale inler-azione, riesce comoda e consente alcuni risultati
molto espressivi dal punto di vista meccanico. Per questo motivo é forse non
privo di interesse soffermarsi ancora sul problema del moto nello schema di
approssimazione in cui lo si pensi come determinato da una inter-azione del
tipo di WEBER. Consideriamo, dunque, il problema del moto centrale di una
particella puntuale P, di cariga e e di massa a riposo #,, costretta a muo-
versi in virti della inter-azione elettrodinamica con un’altra particella pun-
tuale P, pure di massa a riposo m, e di carica e. Le equazioni differenziali
vettoriali relativistiche del moto « assoluto » delle due particelle a distanza r
all’istante ¢ nel sistema di riferimento dell’ osservatore, sono, rispetto a tale
sistema di riferimento solidale con 1’ osservatore:

d; dP\ et ¥ — 2rr
Gl )= — = B B
‘' dP, e’ 7t — 2rr dPpP aPp,
dt k“lz dtz) - ?é - é__jl (Pl - -PZ) U, = dtl 3 U, — dtz ’
dr d*r
r:mod(P]_ Pz),r—_—d—t, ~W’

,‘. — 7"4
my == mo(l — V3/¢) T2, my=m(l — v;/c”) 7 %;

() T. Boac1o, Sulle legge elementare di Weber relativa alle azioni elettrodinamiche di
due cariche elettriche in movimento, « Rend. delle R. Accademia dei Lincei», 19(3.

(8 F. W. Wannurrox, Reciprocal electric force, «Phys. Rev.», 1946. ldem, Kelatlive
electrodynamics, « Bull. Amer. Phys. Soc.», 1948.

(®) H. Arzrvits, La dynamigue relativiste ef ses applications, {asc. I, Ganthier-Villars,
Paris, 1957.
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mentre 1’equazione differenziale vettoriale relativistica del moto relativo delle
due particelle 6

d| dP,—P) 2 r: — 2rr
AR
dove m = m,{l — 1)2/02)—§E ¢ la massa assunta, alla velocitdh y = %—;Pz)

dalla particella P, pensata nel suo moto relativo alla particella P, considerata
come ferma (). Si tratta dunque del problema del moto centrale di una
particella puntuale P di massa a riposo m, sollecitata da una forza del tipo
di WEBER affetta da un coefficiente uguale a due:

r? — 2y
G2

_ 2

,ra

P—-0
Ptk

(30) F= 1—

La funzione lagrangiana di inter-azione sard, nel nostro caso:

2¢* r?
31) L=20(1-5),

e quella tofale sard, quindi:

2 2
(32) 5::£p+£,.:—~mocz\"1—v2/02+—2;e—<1—g“z)=

/ W 22 2 2
ST )

r ¢*

Ne discenderanno per il movimento in questione le equazioni lagrangiane:

d r de¥r Mgr6? 2e? r
Mo Td T MrCt | L oz L e 7{( _0_5)20’
Vl_r + %8 o (T + %0
¢ V c?
(33) .
d Vol
m‘)a‘? —;‘ﬁ :O
1/1"_ o

(*) Cir. A. PienvEDOLI, «Bollettino della U.M. L.», serie III, anno XI, n. 1, marzo 1956.
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La seconda delle (33) fornisce subito 1’integrale primo relativistico del
momento della quantith di moto:

. . 2 2ad 1
(34) mor‘zﬂ(l e 1:——_%1—3) t= 4, (A = costante).

Siccome poi la funzione lagrangiana non dipende esplicitamente dal
tempo, sussistera 1’integrale primo:

35) a8 asé h 5
¥ e — £ = y = costant y
( i + 3 { ostante)

che si esplicita come segne:

o2 202 T e
(36J ,__{;jli_.._m_:_. + — i¢’?q£:9_;’f; + ’lnocz "’/1 _— r +2T e —
/1 e _Jr 262 / r? + pediy C
Jr-rE g
902 2

- 76 (1 e 32) = k(= cost),

ciod infine:
R NI 7

(37) mocz<1 — —{;2 ) ? = -—7<1 — é—2> + h.

Fliminando 6 fra i due integrali primi (34) e (37) e tenendo conto del
fatto che deve essere 0 <Cr?<C¢?, si oftiene anzitutio, come ho fatto vedere
nel mio precedente citato lavoro, la seguente limitazione per le distanze r
della particella P dal centro di forza O durante il movimento centrale
considerato :

AZOZ

2 . oanint
___h wC 2 +l:§+1_4_e420, con r=0.

=T 46t

(38) Fr)

B, per quanto rignarda la questione, di particolare interesse, concernente
la natura dei moti possibili, si ha:

I) per & < 0 non sono possibili moti periodici;

11} per
B> 0, micl — 4e'/A%*) < h* < mic', con A’c*/4e* > 1,

si ha moto oscillatorio fra », e 7,, radici positive della equazione () =0;
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IIT1) per
h >0, 0 < W* < mict, Ac*/de* < 1,
si ha che # varierd fra O e la radice positiva 7, ammessa, sotto tali condi-

zioni, dall’equazione &(r) = 0. )
Indicato poi con R(r) il valore di #* relativo ad un moto possibile si trova:

dr
39 t— to = [——__—,
59) J =VRr)
(40) 6 — B, = /4-‘_- V ¢ — Rir)
) r*R(r) 4+ mic*r*R(r)/4?

Non sono superflue alcune considerazioni numeriche. Per la oscillatorieta

del movimento, deve essere anzitutto verificata, come abbiamo visto, la
condizione :

0 < h,< myc?

ciod :

O0<h<9-107%2.9.10* = 8,110~ ergon.

Inoltre deve essere:

A*c*/4et > 1,

cioe :
4> ggf= 147107, (e=477-10-® u. e. 5. C. G. S.)
Supponiamo ora che si abbia.
v 10 cm - sec™,  r<210" cm - sec™,
m = me(l — 'vz/oz)_"; = co 1,07 < m,.
Poiché in virti dell’integrale primo (37) si ha:

e? 20 2
41 h = mec? — 2. =
(41) mo ; + i
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ne discende

—19 _
(42) b= 8,667+ 10— — 4,65 r 10 n 5,05 ¢ 10-% ,

per cui risulta
h < m,c® = 81107,

ciod moto oscillatorio se la distanza r delle due particelle ¢ dell’ ordine
di ¢, = 107 cm.

6. Vogliamo ora concludere con una osservazione di carattere generale.
E ben noto come sia problema di notevole difficolty il passaggio dalle equa-
zioni relativistiche del moto di una singola particella a quelle del moto di
un sistema rigido di punti materiali. Cid essenzialmente per il fatto che la
nozione di corpo rigido non pud essere «sic et simpliciter » introdotta in
teoria della relativitdh e per il fatto che non & possibile conservare in relati-
vitd la legge newtoniana di azione e reazione ().

Quindi 1’ estensione di quanto stabilito nei nn. 2 e 3 del presente lavoro,
per quanto riguarda la dinamica relativistica della particella, al problema
dei sistemi dinamici lagrangiani, in generale, non appare fisicamente possibile.

() Cfr. W. Pavri, «Encykl. der mathem. Wissenschaften», V (2). J. L. Syneg, « Tran-
sactions of Royal Society of Canadas, (3) 28, 1934, Vedi anche: O. Cosra pE BEAUREGARD,
La Théorie de la Relativité reistreinte. « Masson», Paris, 1949,




