
Probl~mi al cont,)rno ellittici, con dati discontiuui,  dotat i  
di soluzioni h0hleri~ne. 

~[emoria  di C~rUIDO STAMPACCHIA (a Genova)  

A Giovanni  Sansone nel suo 70 "~° complean~o. 

8unto .  - Si trovano alcune condizioni le quali  assic~rano c h e l a  soluzione di un  problema al 
contorno per u~a  equazione differenziale del secondo ordine, dg tipo eUittico e con dati  
discont~,nui~ ~ h6tderiana. 

Sia u(x) una funzione, definita in un insieme aperto ~ di R "  ed appar- 
tenente  ad H~I9-), la quale, per ogni v di una opportuna variet/~ l ineare 
V (H~o{O~)aVaH~(~2)) soddisfi una relazione del tipo (x): 

fl'" " ) "  I fl .~ aq(x)D~uDjv + ~ "~ b~(x iu . v dx  = fov + 
• i , ]  i z 

fiDiv dx  

ore  i coefficienti  aij(x.) sono misurabili  e limitati in ~2 e tali che, per ogni 
x E 6, si abbia la (2.1). 

Se: fo -= f ~ : 0 ,  b ~ : O  (i = 0 ,  1,..., m), E. DE GIoR~I [I] e J. ~NAsI{ [13] hanno 
dedotto, con metodi dif['erenti fra loro, l 'h0hterianith di u(x) nell ' interno di ~2. 
Nel caso pifi generale considerato, ho dimostrato, in un precedente  lavoro 
[17], ehe se b~(x) E L~(~) e f4x} E L~(~2)(i --.=-- 0, 1, ..., m} mentre  9~ soddisfa ad 

una (~condizione di COhOrt, segne ehe: ulx)ELq(Q)( > p - - m ;  q --~ oz se p > m . 

In questo lavoro, supponendo che f~ELP(~2) con p > m  ed imponendo 
alcune restrizioni all ' insieme ~, deduco l 'hSlderianith di u(x) in ~. Per  Fenun. 
ciato di questo risultato r imando al § 1 ('~). 

I1 metodo di dimostrazione si avvale della teenica introdotta da E. DE 
GIORGI nel lavoro sopra eitato [l]; in questa gioca essen~ialmente la dis,,gua- 
glianza 17.1), conseguenza della (2.1) e la validit~ di maggiorazioni nel tipo 
{3.1) analoghe a quelle, ben note, di SOBOLEV;  la validith di queste maggio- 
razioni ~ assicurata  in tutto ~ dalle ipotesi relative a l l ' ins ieme ~2 (efr. def. 
(3.1)). Dalle suddette maggiorazioni .~i deducono opportune informazioni 

(*) P e r  le notazioni  r imand iamo  al lavoro [12]. 
(~) cfr. anche [18]. 
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2 G. STA~rACCmA: Problemi al co~torno ellittici~ con dati discontinui~ ecc. 

sull ' insieme ove ta fanzioae u(x) ~ maggiore [minore] di un numero k le 
qaal i  permettono di dimostrare l'h(i[derianit'~ della u(x} stessa in tutto ~. 

I r isultati  qui raggiunti  sfuggono a qm.i procedimenti  di regolarizzazione 
i quali  utilizzano la sommabiti th delle derivate  della funzione ulx} di ordine 
troppo elevato (cfr. (12 b cap. IIi)  e perch6 i coefficienti  non sono necessaria- 
mente continui, e perchb ~ ha frontiera che non possiede necessar iamente  
iperpiano tangente variabile con eontinuit'~ e ancora perch~ la variet'~ V non 
~ neeessar iamente  di tipo (9~) (cfr. [12] pp. 305-306). 

Recentemente  C. B. Mona~Y [7], utilizzando la tecnica da lui stesso 
introdotta in [5], consistente nella v~,lutazione della variazione dell' integrale di 
I)IRICHLE~ SU sfere di raggio variabile,  - la quale  ha gift, fornito risultati  vera- 
mente pregevoli  nel caso di due variabil i  (NIRENBER(~ [14]) e, nel caso di pi~t 
variabil i  se i coefficienti  s0no supposti  continui e l ' insieme Q ~ pih regolare 
(C. MIRANDA [8] C. B. MORnEY [6]} - -  ed utilizzando anche la tecniea di DE 
GIo~oI, ha studiato il problema in questione nel easo ehe:  V=H~0(~) otte- 
nendo risultati  pifi general i  per quanto r iguarda i coefficienti  del l 'equazione 
dei termini  di ordine minore di 2 e meno generali  per  quanto r iguarda 
l ' insieme. 

Sono venuto a conoscenza del lavoro citato di NOtCR:EY quando la s tesura di 
questo lavoro era girl terminata.  L 'uso di aleuni  artffici utilizzati da MORn]~¥ 
permet terebbe  di migliorare i r isultati  di qucsto lavoro anche per  problemi 
al contorno diversi da quelli  di DIRICHLE~ circa le ipotesi dei coefficienti  

dell '  equazione. 
Mi sono state molto utili per  la forma della s tesura del lavoro le conver- 

sazioni che ho avuto con MAGENES, ~IRANDA e ~TIRENBERG e di queste sono 

loro molto grato. 

§ 1. P r e m e s s e  e d  e n u n c l a t l .  

I. Sia R "  lo spazio euelideo ad m dimensioni i punti  del quale indichiamo 
con x------(xl, x2, ... x,,); y = (Yl, Y2, .... y~)~ ... Indichiamo con I(y, ~) la iper- 
sfera a p e r t a  di R 'n di centro y e raggio p e con r(y, 0) l ' ipersuperficie sferica 
eontorno di I{y, ~). Se ~ ~ un insieme misurabi le  di F(y, 1), indiehiamo con 
v I la sua misura (m -- 1)-dimensionale ; in part icolare:  

IF(y, 1)I -= ~-~----- 2 \ u" /F  2 

mentre,  se E c R  ~, indichiamo con mis E la misura secondo LEBESGUE del- 

l ' insieme E. 
Sia O, un insieme aperto e limitato di R ~ e indichiamo con ~Q la sua 
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f ront iera  e con ~ la  sua eh iusu ra ;  pon iamo:  

~2{y, ~) - -  ~2 n I(y, ~) per y E ~. 

Sia C ~ (~2t lo spazio delle funzioni  reali ulx) cont inue con le derivate 
parziali  pr ime in 9, tall che :  u ELq(~), D~u E Lq(~)(i ~ 1, 2 ..., m) (q ~ 1) ed 
in t roduciamo la norma:  

~ 1  

Ind ieh iamo con H~,ql~) il eomple tamento  di C~(~} rispetto alia norma 
I]1 u II]~, q (porremo per  semplici t~:  H~(Q) --  H ~, ~(~2)). Ind ich iamo poi con H~o ' q(~2) 
il sottospazio /-/~,q(~) costi tuito dalla chiusura ,  in H~,q(~), delle fun~ioni di 
C*(~) ehe hanno  supporto  contenuto  in ~ (porremo~ per  semplicit~t: H~(~)--- 
= H~,,~(~)~. 

2. Sin V una  var ietk l ineare  di Hl(!~) tale ehe :  

H'0(~) c V =  H~(g). 

Siano poi a~](x), (i, j - ---1,  2 . . . .  , m) funzioni  reali, misurabi l i  e l imitate  in 
~2 soddisfacenti  la seguente  condizione:  

(2.11 W ~ X~z~ ~ a~ i (m)k~X~M ~ X~ 2 I ~ E R 1 ;  mEQ;  l~>Ol,  
~=1 i,  ] g = t  

bl{x~), b~(~), . . . ,  b,,,(x) fun~ioni misurabi l i  e l imitate in fl con 
fl{x,) ..., f~(m} m -{- 1 fan~ioni E LP(fl) con p > 2. 

Poniamo ora, per  u, v E Hl(fl): 

b~(m) I ~ L e fo(~c), 

a(u, v )~-  Y~ a~i(m)D~uDiv ~- Z b~(x)D~u, v d x  

fov + Y, f~D~v din. ( f ,  v)---- .  , ,=~ 
o 

Una funzione u(x)E V, la quale, per  ogni v E V, soddisfa la relazione 

(2.~) a(u, v) = < f, v ) 

sar~ indieata,  brevemente ,  con u(m)-~ ~(~;  V). 
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Indiehi~mo con i u ~[ u ~1 ln. fun~ione ehe si ottiene troneando superior- 
mente [infer!ormente] la fuuzione 
segu~,nte  '. 

iu ~ -- u se u ~--k 

tu  ~ - ] ~  se u ~ k  

u, cio~ la funzione definita nel modo 

[ u ~ = u  se u>_k] 

[ i u ~ = k  se u<_k].  

~] noto che se uEH~(  Q} segue:  iu  e, tu!~EH~(O-} per k E R  ~. 

DEF[NIZIONE (2.1). - Indiehlamo ora con ,5~+(y)rolt-{y)] uu insieme di valori 
k E R  ~ per i qu~di esiste e l y t > 0  iu mo:to che: iu  ka(x) E V[u'ka{x)  E V] qua- 
lunque sia. la funzione u(a~}E V e la funzione a(w) E C~(R~} e con supporto 
contenuto in Ily, ~{yl). 

o't~ly~ pub indicate  a volte ;~r~+(y) o ¢%-(Yl. 
Se ~: V ~ H I ( Q )  ~ ovviamente:  

e ~tyl si pub prendere indipendente da y;  se V b il sottospazio delle funzioni 
di H~(~t che hanno traccia nulla su una parte  ~Q di c%2, posto ~2Q --~t~ - -  ~1~, 
si ha, per y E ~g, : 

2£+tY) ---- ~0, + oc), ~£-{y) := (--  0% 0) 

con ~(y) indipendente  da y, mentre, per  y E ~,Q, si ha :  

~+(y)  = g - { y )  - -  (--  0% -t- oo) 

con ~ ( y } -  dist. ty, ~P~)(~). 

3. Fissato un numero > 0  ed un insieme aperto A, indichiamo con 

A) 

la famiglia, dei sottoinsiemi B di A- per cui si h a :  

(3.1) 
1 1 1 

II s ,=1 " II ilLq( ) o o n  = - 

qualunque  sia 1~ funzione u(x)E C1(74~ e nulla, su B e 1 < q  ~ 2. 
evidente che se B I ~  B~ e B2 E ~(~; A) allora anche BI E ~i~; A). 

(3) Con dist(y, E) indichlamo ta di.~tanza del punto y dall'insiemo E. 
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Po n iamo  era  l a  seguen te  def in iz ione :  

DEFI:NIZ[Ob~E (3. l). - Di remo ehe ~ ~ ),-ammissibile (0 < )~ < l) rispetto alla 
variet~ ~" se esiato~o dtl~ humer i  ~ > 0  e ~ > ( )  e. per  e(jni y ~ 3 O  ~ pousibile 
dete~'minare ~ ' y ~ > 0  in m~do che per  ogni ~<~(y )  b verif ica~a una  dcl lc  se- 
guent i  eondizioni  : 

i) per  ogni u ~ V si : lbbia:  (*) 

E[u = 0 ]  ~ .Q:y, ~)~ ~t~; ~2(y, ~I), 

ii) e o m u n q u e  si f~ssa~ un i a s i eme  misu rab i l e  E=-O-(y, ,~) sodd i s facen te  
la  re laz ione  : 

si abb ia  : 

e inol t re  si abb ia :  

mis E > ). mis  ~2{y, ~) 

E e P-(y, 

mis ~(y, ~) > ~ mis  I{y, ~). 

Ind i ch i amo  con 3~Q l ' ins ieme dei punt i  y di 3Q che soddis fano la condi .  
zione i) e con 32Q l ' ins ieme di quel l i  t h e  soddis fano la condiz ione  ii}. 

S t u d i e r e m o  nel § 2 a l cune  propr ie th  del la  famigl ia  ~'l~; A), men t re  nel  
§ 4 mos t r e remo  ehe vas te  ca tegor ie  di ins iemi  ~2 soddis fano  la eondiz ione  (3.1). 

4. I t eoremi  pr inc ipa l i ,  che d imos t r e r emo  al § 3, sono i seguen t i :  

1 
TEOREI~IA (4.1}. - Sia u ( x ) ~ $ ( ~ ;  V) con ~2 ~-ammiss ibi le  rispetto a V e sia 

f~ix~) E L~iQ)(i = 0, 1, ..., m) con p > m. 
Per ogni y E ~ 2  sia ~+{y) = (0, q- cx~) e ~C-(y) = (-- ec, O) e, per ogni 

y E ~ 2  sia ~+{y)  ---- ~ - ( y )  = (-- eo, q- c~). Allora la funzione u(x~) ~ continua in -~. 

T]~OREMA (42). - Se, helle condizioni del teorema precedente, si suppone 
che esisla ~ > 0 tale che per ogni y E 3~f~ si abbia : 

rain [~(y), ~(y)J > 

e, per ogni y E 3~f], si abbia : 

min [~{y), ~ly)] > rain [8, dist  (y, 3~2)] 

(4) Una fuuzione u(x)~ Hi(g) si anuulla nell'insieme E = ~  se esiste una successione di 
CAUCH~' l unl con Un(x)~Cl(~ ) tale che u,~-*u in Hi(l)-) e un(x)=0 su E. 
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! 
cio~, come diremo, si suppone the ~ sia uaiformemenle 2-ammissibilerispelto a 

V, allora la funzione u(x) ~ h61deriana in Q. 
Nel § 5 mostreremo l 'applicazione di questi teoremi ad aleuni problemi 

al contorno per equazioni del secondo ordine con dati discontinui. 

§ 2. A l c u n e  d l s u g u a g l i a n z e  p e r  l e  f u n z l o n l  d l  H ~.q. 

5. Prendiamo in esame la famiglia ~t~, At dei sottoinsiemi B di A defi- 
nita al n. 3 e comineiamo col dimostrare il seguente lemma:  

LEMI~IA [5 .  t ) .  - Se u('.)c,)E H*,q(A) con q> 1 e E[u-= 0] E ~l~, A) segue 

(5.1) ]IUlIL'*(A) < ~ ~ ilD~UIIL¢(A) , = - - -  

Infatti ,  nella ipotesi del lemma esiste una successione di CAUC~fY 
di funzioni di C~(.4) tali ehe E[u,,--" 0] E ~(}, A) e per cui 

lim Ill u ,  - -  u Ilia, q = O. 
n .,-'-~ C13 

u~ ! 

Si pub allora scrivere, per  ogni n :  

<-- IID,u. 
i = 1  

e r ichiedere c h e l a  successione u,~ converga quasi ovunque in A verso u(x). 
Per  il Iemma di FATOrJ segue allora che uELq*(A)e  che sussiste la (5.1). 

Dimostriamo ora i seguenti  corollari del lemma precedente :  

LEM)[A (5.2). - Se u(x)EH~,~(A) con q >  1 e E[u = 0 ] E  ~'(~, A), si ha: 

t5.2) {mis I E[I u l > ~] ! ) ~ '  ~ ~q Z I D#t Iqdx 
. ]  $~1  

A 

i 5 . 3 ~  U Iqdx "< ~q ~; [Diu lqdx (mis E[I u i > 0])qty. 
A A 

Per  dimostrare la (5.2) basra osservare che:  

~q* mis E[] u i > ~] _< [ 
A 

t u tq*dx 

ed utilizzare la (5.1 I. 
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La (5.3) si ott iene anoh 'essa  dalla (5.1) utilizzando la diseguaglian~a di 
Senw~Rz.  

Enunciamo ancora due lemmi che ci saranno utili  nel seguito. 

LEMMA (5.3). - Sia x'--=-T(x~ una trasformazione bilipschilziana (~) che 
applica l' insieme aperlo A nell' insieme aperto T(A). Fissato ~ > 0 esiste ~' > 0 
tale chese  B E ~:~, A) allora T(B) E ~(~', T(AI). 

Sia infatti  v(x') una qua lunque  funzione di C~(TIA)) nulla su T(B):; posio 
u(x)--~v(T(x)), poich~ u(~v) ~ lipschitziana in A e nulla su B si pub, per  il 
lemma f5. i), scrivere la (5.1). Di qui, mediante il cambiamento di variabili  
• ' - - T ( ~ )  segue, per  un opportuno ~ '> 0: 

m 

L E ~ . ~  (5.4). - Sia A - - I ( y ,  ~); fissato ), > 0(< 1) sia ~) .{y ,  ~) la fami- 
glia dei sottoinsiemi misurabili E di l(y, ,~) per cui: 

mis E >  ~. mis.I(y, ~). 

Esiste un numero ~ > O, indipendenle da ~: tale che si abbia: 

~ ) j y ,  ~)c~'(~, I(y, ~)). 

Non diamo qui la dimostrazione di questo lemma in quanto la proposi- 
zione i~ ua  caso part icolare di un teorema pifi generale che dimostreremo al 
§ 4 (teor. 10.3}. 

6 Fissa ta  una funzione u(x) E H1,q(~2)(q ~_ 1) poniamo : 

A+(k) = E [u(x) > k]; A-(k)  = E [u(x) < k] 

e, per y E ~:~, scriviamo : 

A+{k, ~)---- A+{k) N ~(y, p); A-(k,  ~)---- A-(k) N ~2(y, ~) 

sottintendendo, nei simboli a primo membro, il punto y. 
I1 simbolo A(k, p) star~ poi ad indicare a volte A+(k, ~)e a volte A-(k, ~). 

(~) Cio~ una trasformazione x'----T(x) biunivoca tale che, per una eostante c ~ 0 ,  si 
abbia : 

c ~ix '--~"l~lT(~')--T(~")!~cl~'--x"lo 
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D i m o s t r i a m o  o ra  il s e g n e n t e  t e o r e m a  (~). 

TEOREM& (6.1). - Sia  uix) E H~,qlt2)(q > l) con ~2 ),-ammissibile rispetto al la 
variet~ V. Si  pub trovare una  costante Co tale che per ogni y E ~, p < ~(y) si 
abbia : 

/ " ' t ~ [D,u lqdxi[mis A(k, pI]q/" (().1) Ju(x) - -  k]qdX <--Co f ~=1 t 

m--q ~o / 
(6.2) [mis A(h, p)] ,,,- ~ i h _  ki q ~ [Diuiqd'x 

A(Ic, p) -A(h, {,) 

ove A(k, p)~ A+(k, p)[Aik, p)= A-(k,  F)] e h > k[h < k ]  

i) con ogni k positivo (negcctivo) se y E O~Q, 

ii) coa ogni k positivo (negativo) tale che: 

((;.3) mis  A(k, p) _<, (I --  ),) mi s  ~(y,  ~) 

se y E .q 0 ?._,9.. 
I n c o m i n c i a m o  ad  esamina . re  il t e o r e m a  pe r  va lo r i  pos i t i v i  di k e cons ide-  

r i a m o  le f unz ion i :  

((;.41 t~(u) - -  u - -  i u  }k, t~h(u),, ----- i u  : ~ - ,  {ui~(h  > k) 

che  a p p a r t e n g o n o  a n c h  e s se  a, H~,q(Q} ed  o s s e r v i a m o  che  e s se  sono  nu l l e  su 
- -  A+(k). 

Se y E 3 ~ ,  poich~'~ E[t+~(u) -~ O] -~ E[t2(u) = O ] = E [ u  = OJ, 

b 

(tkS} E[t~4u)-~-0] N ~(y, ~)E Y~, g~(y, p)). 

Se  y E ?~2", o p p u r e  y E ~Q, e s s e n d o  : 

E[t~lu) = 0] N Q(y, p) ~ -Q(y, ~) - -  A+(k, ~) 

e, pe r  la  16.3t: 

mis  i E[t~ (u) = 0] n Q(y, p)! > ), mis  ~,)~y, ~), 

si d e d u c e  ancor~b pe r  la  d e f i n i z i o n e  di ~2 o p e r  il l e m m a  (5.4), la (6.5). 

(~) I leoremi (6.1)e (6.2) gener~dizzano alcuni tooromi di Dv~ GI,)Rc~I [1] (pp. 2gq3). 
La dimostrazione da noi data melte in evidellza it teg~lme delle m~ggiorazioni di D~ Glonol 
con quelle ben note di SO]3OLEV [15]. 
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In  ogni easo ufilizzando il lemma (5.2), mediante  la (5.3} per la funzione 
t+~(u) e mediante  la (5.2} per la funzione t~ a(u} e assumendo per ~ valori minori 
di h - - k  che tendono a h - k ,  si deducono la (6.1) e la (6.2). 

In  modo analogo si esamina il teorema per valori negativi di k. 
Dimostriamo or~ il s eguen t e  corollario: 

TEOREMA (6.21. - Nelle ipolesi del teorema precedente e q - - 2  esiste una 
costante c~ > 0 tale the : 

2--~ (h c~ , I / ,=~P2 I lhu I~dx l[mis A(k, ~) - mis A(h, ~)] (6.6) [mis A(h, ~)] ,, _~ _k--~--- ~ 
A(h:, p) 

sotto le stesse cortdizioni per k dette al teorema precedente. 
Infatti ,  per la diseguaglianza di ScHwArtZ, dalla (6.2) per q >  1, si ha :  

S-,--2q 
[mis A(h, ~)] ,-~ 

q 

A(/c, ~) 

Passando al limite per q tendente ad 1, si ottiene la (6.6). 

§ 3. M a g g l o r a z i o n i  e p r o p r i e t a  d l  u[x)=_ ~t~Q; V). 

7. Rieordando le definizioni poste al n. 6, dimostriamo ora il seguente:  

TEO~EMA t7.1). - Se u ~ ~tQ; V) d possibile determinate due costanti $, A 
dipendenli da ~, M, L, tali che per y 6 ~Q, 0 < ~ < R < ~(y) e per ogni k 6 ~{y), 
si abbia : 

(7.1) 
~=~ ~ (R - -  ~)~ .J ~=o 

A(k, p) A(k, R) A(k~ R) 

ore J~iy)-~ ~±ty) e A(k, ~) ~ rispettivamente A+{k, ~} e A-(k,  ~). 
Dimostriamo il teorema supponendo A(k, ~ ) ~  A+(k, p), g { y ) =  ~+(y) ;  in 

modo analogo si procede se Atk, p)-" A-(k, ~) e Jfiy):-: g-(y) .  
0sserviamo anzitutto che, posto t~(u)= u -  {u: k, si ha :  

+ 
D~tk(u(x)) ~ 0 q. or. in A-(k, ~) e ~--D~u q. or. in A+(k, p). 

Sia poi a(r} una  funzione non negativa, cont inua con la derivata prima 
per 0 < _ . r < + ~  tale che :¢( r )=1  per r<--~ e : q r ) ~ 0  per r ~ R  ed osser. 

Annali di Matem~tica 2 
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viamo che, per la definizione (2.1), per ogni y E~,  0 < p < R <~{y) la funzione: 

v(x) = t+ (u ix ) )~ (  I x - -  y I) 

o v e r  = i x ~ Y l indica la distanza dei punti  a~ ed y, appart iene a V, perch6 
k ~ a ly). 

Possiamo allora scrivere, essendo u(x)~  ~(~; V): 

[1...~ [ 1...,~ k] xt ~7.2) ~ ~{r)a4i(~c)D4uDiudx -}- Z £(r)a4j(~)D4u[u(x) ~ -- yj dx + 
j 4, i j 4, ] r 

A(k, R) A(k, R) 

b4(x)D#~[u(xi - -  k]a'(r)dx = ~ 5 a(r)D4u + [u - -  k]~'(r) dx + + 
A(k, R) A(k, R) 

-}- [ fo[u-  k]~(r)dx. 
J 

A(k,/~) 

Per  la (2.1) si pub scrivere:  

j :t.,, ,Y¢1 [ 
(7.31 ~ a(r) ~ lD4u[2dx <-- E. ~(r)a4j(x)D~uD~udx 

A(k, _t:2) 4 =1 ~' J ,,}~k, R) 

mentre,  per la diseguuglianza di SchwArtz, si ha:  

(7.4) I j:'~'~i,i [£(r)a41(x)D'u[u(~c)- k]~i-r YJdx ]~. 
A(~, R) 

A(k, R) A(k, R) 

(7.5} [L,.~ l v bi(x)D~u[u -- k]~(r)d.~ "< - J  

• i 

A(k, R) 

A(k, R) A(k, R) 

Con semplici considerazioni si deduce ancora:  

(7.6) max ~(r) [ 5-'d~ + ~t i f  f'z(r)D'udx ~ ~ J 2 / a(r)( D'u l~dx 
A( tc, R) A( k, R) A(k, R) 
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e, in modo analogo, per  ogni s > 0: 

(7.7} 
max  a{r) 

A(Ic, R) A(k, R) A(/c, R) 

Ancora, per  la diseguagl ianza di SoRw±I~Z, si ha :  

(7.8) 
A(k, R) A(~, R) A'ik, U) 

Dalla (7.2), tenendo eonto delle relazioni (7.3)... (7.8) si deduce:  

(7.9) ~...i 1*.,~ f 

A ( k ,  R) A(k, R) 

I f "  :[" l'If I <_ Jr(p. R)7~ a(r) Z l D~u rd~ + Z f i 'dx ~ [ u -  k]~dx ~-{- 
• i = 1  i : 1  , 

A(k, R) A(k, R) A(t¢, R) 

A(k, R) A(k~ R) A(k, R) 

l ~'(r) ] 
Ore si b posto:  ~t~, R } - - m a x  max  max  ~'~(r), max c¢(r). 

Per  soddisfare le condizioni imposte alia funzione a ( r )bas ra  assumere,  
per  ~ <~ r <_ R : 

~(r) = I R  - -  r)~(R - -  2 r  - -  3~)  

( R -  e)~ 

e si trova, se ~ty) ~ piccolo, ~t~, R)--~ '-  36 (R__~)- ~ e max ~ ( r ) ~ 3 .  

1 
tali valori  nel la  (7.9) e ponendo ~ _  ( R - -  ~)z, si ott iene la (7.1). 

Sostituendo 

8. Dimost reremo intanto  alcune proposizioni impor tant i  per  il seguito:  

TEORE~A (8.1). - Sia  u { x ) ~  $il~; V} e ~2 sia ),-ammissibile rispetto a V 
(0<) ,  < 1) e, per p >  m, si abbia : 

(8.1) f~ E L~(Q) (i = 0, 1, 2, ..., rot. 
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Fiesato 0 < z < 1, supponiamo che esista un  numero k~ > 0 tale the si abbia : 

(82) (k~, + :~¢)ic ~+(y).  

allora possibile de terminate  u n  numero posit ivo ~ = ~(~) in  modo che, fissato 
y E ~, p < rain [~(y), ~(y)] per ogni k > k~ tale the : 

(8.3) mis A+(k, p) ~--' ~" mis ~2(y, ~), 

si  abbia : 

(8.4) mis A+(k + ~d, p - -  ~p) = 0 

OVe: 

18.5) i f ,  o .  
A+(k, O) A+(I¢, p) 

Determiniamo ~ in modo ehe risultino verificate le limitazioni seguenti  
ore ~o, Y, A, ~, sono le costanti considerate nei numeri  preeedenti  e 
X,~ ~ mis I(0, 1): 

(8.6) (1 - -  ~}" ~ ~(1 - -  X) 

2 ~ 2 2 

2 O 4 2 2 (3 2 

v%h . ~ 2 ~ _  2~--~ ~-2 . . . .  ; 9'-~-~ ~ '~-Z+Scohx,- " -2  
co'(X,,, " 2 ~-'~- " 

OV8 : 

is.7) 

i t :  max(p  m-2p~m~-4, 2m) 

(~ - -  4)m 
V - -  

m - - 2  

Osserviamo ora ehe per le (8.7); si ha:  

(8.8} v~m; v l-k- m - ~I~; l~ -- 4 -- v ---- v m-- >I. 
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Supponiamo dappr ima  ehe y E ~2 ,  ciob che in y sia soddisfatta la eondi- 
zione i) delia definizione (8.1); sussistono allora per  il t eorema (6.1) te (6.1) 
e {6.2) per  ogni k positivo e queste,  insieme alla (7.1)~ val ida per  ogni 
k E g+(y),  forniscono le diseguaglianze seguent i :  

 s.9) ju-- hl=dx ~[u--krd~ t <_. <_ 
I 

A-e(h, 9t) A+(k, p~) 

"<:'t(P"~P')2.flu--kl2dx'k'A/,=o ~ f~2dx'l[misA+(k' ?")],~i. 
A+(I% pt,) A-~(k, p") 

(8.i0) [mis A~(h, p)] ,~ -< ( h  - - - k + A I 
A+(/¢, p") A+(k, p,t) 

per  ogni k >  k1 e per  ogni p ' <  p" del l ' in terval lo  ( p -  ~ ,  p). 
Supponiamo ora che y E Q  U 32~2; per  il l emma (5.4t possiamo dire che 

in y (~ soddisfat ta  ta condizione ii) della de[inizione {3.1). Osserviamo a t lora  
che per  ogni k EJ~+ly) t he  soddisfa la (8.31, per  h > k  e per  r tale che 
p - - c ~ ' ~ r ~  p s i  ha:  

mis A+(h, r) ~-- mis A+(k, 9) ~ ~ mis ~2{y, p) "<: ~ mis I{y, 1)~ 'n <: 

( 1 -  ~ ) " ~  mis Q(y, r) <--(1 - -  ).) mis ~2(y, r). 

mis I(y, 1)r m 
(1 - -  a)-~ 

Sussis tono ancora,  per  il teorema (6.1), le ( 6 . l ) e  (6.2) per  ogni k che 
soddisfa la I8.3). Si deduce,  come precedentemente ,  che sono valide le dise- 
guaglianze (8.91 e [8.10) per ogni k > k l ,  che soddisfa le (8.3), per  h > k  e per  
ogni p ' <  p" del l ' interval lo (~ - ca, ~). 

In  relazione ai humer i  z e d di cui a l l 'enunciato  ed ai humer i  p e k che 
in tervengono nella  (8.3b pon iamo:  

~p 
p. = p - - ~ O  + ~ ;  ~d 

k , , = k + ~ d - - - -  2n"  

(8.tl) 
[ 

u,, -" ~ lu -- ki2dx 
] 

A+(k , pn) 

a,, = mis  A -(k,, ,  p,,). 
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Ot ten iamo a l lora  d,~lle (8.9l e (8.10) e da l la  d i seguag l i anza  di S c ~ w ~ a z :  

18.12} Co.1,2~(n+1) 2 ~ 

ove si ~ pos to :  

(8.13t ( ~, tf~l"dm <' r~. 
• {==0 

l] 

Dimos t r i amo  ora, pe r  induzione,  che per  ogni n, si ha :  

t8.14) 
_ @0 m 

a n  ~ 2 ~ -  mis I(O, 1) 

~'[9 m 
(8.15) u .  ~ ' ' d ~. 

L e  (8.14) e {8.15} sono ver i f ica te  per  n = O  a causa  del le  (8.3) e {8.6); 
s u p p o n i a m o  c| le esse  s iano ver i f ica te  per  vatori  non maggior i  di n ;  si ht~ 
allora,  per  le (8.12}: 

u , , + l  <~-- 

2 2 

~ m \  -r ~i p Xra m p 

2-.7- 2~ \ - -~ - ~ m 

-+* a~o: ~ .  2~(_p) .~  x =  ~ .  

Ora a eat lsa del le  (8.6), (8.7),(8.8), segue :  

~ d  ~ . ~t~ "~ 
u ~  ~ ~ 2 ~ ) ,  a,~+~ ~ 2~(,,+1------ i mis I(0, 1). 

Le {8.14) e (8.15) sono qu ind i  ver i f ica te  per  ogni n ;  passando  al l imite  per  
n ~ q-c~a si t rova  la (8.4}. 
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(8.~) 

si abbia : 

(848) 

o v e :  

In modo analogo si dimostra il seguente:  

TEOREI~A (8.2). - S ia  u(x)8(~2; V) e ~ k -ammiss ib i l e  rispetto a Vt0 < k < 1) 
e, per  p > m, si abbia : 

{8.1) f~ E LP(~) (i ----- O, 1, ..., m). 

Fissato  0 < a < 1, supl~oniamo che esisla k2 <--0 tale che si abbia : 

(8.16) ( - -c~ ,  k:) c g - i y ) ;  

allora possibile de terminare  u n  numero  posit ivo ~ ~ b(a) in  modo che, fissato 
y ~ ,  p <  rain [p(y), ~(y)], per  ogni k < k . , ,  tale che: 

mis A - ( k ,  p) <--~ mis ~2(y,p), 

mis A - ( k  - -  ad, p - -  ap) ---- 0 

- -  ~ P  , ]  . i = o  
A--(k, p) 

Una prima conseguenza dei teoremi preeedenti  ~ il seguente:  

TEOm~IVlA (8.3).- Sia  u{x )~ -~ (g l ;  V) con ~2 k ' -ammissibi le  (0<).<1) rispetto 
a V e, per  p > m ,  si  abbia la (8.1). Esis tano  due n u m e r i k ~ > "  O~ k~<_O tali 
che si abbia : 

(-- ~ ,  k2) c ~ - (y ) ;  (k~, + ~ )  c ~+(yL  

A l lora  la fu~z ione  u(x) ~ l imi ta ta  in  ~. 

1Joich~ ~ ~ limitato (e chiuso) ~ possibile trovare un numero finito di 
p u n t i d i  ~:  y~, y~,. . . ,  ylv tali che si abbia: 

N 

ore piy~) < min [p(y~), ~(y,)]. Detto poi k [k--] un numero positivo > kl [negativo 
<k2] tale che per i----1, 2, ..., N si abbia: 

mis A+(k, p(y~)) <_ ~ mis ~l(y~, p(y~)) 

[mis A-(H, p(y~)) --< ~ mis ~2/y~, p(y~))] 
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si d e d u c e  t h e  q. or.  i n  ~{Yi, p(yi)- zp(yi)) si ha :  

o r e  : 

m i n  t~{Y~) ~=o 
1. . ,N i] fl 

e di qui  la tesi  (7). 

Dai t eo remi  w ' eceden t i  si d e d u c e  il s e g u e n t e :  

TEOREMA (8.40). - Sia  utx,) ~ ~(f~); V) ore f~ ~ ;~-ammissibile t0 < ~. < 1) 
rispetto a V e, per p > m, si abbia la (8.1). Fissato y E ~'~ e 4~ < rain [~(y), ~(y)] ~ia: 

(8.19) l: = sup  u(x) ,  12 = inf u(x) 
x~9(y, 4p) xefl(y, 4p) 

(s.2o) ¢o - -  o s c  (u, 4 ~ )  - -  I~ - -  l~ 

e per  ~t < 1  sia 

~8.21) 

oppure 

(8.22) 

(l~ - ~ o ,  + ~ )  c J~+(yl 

mis  A+(l~ - -  ~o ; 2,o} ~ ~ 

mis  f](y, 2e) 

( - -  ~ ,  1.. + ~,u) c ~ i - ( y )  

mis  A-(12 -4- ~¢o ; 2p) ~_ 9. 
mis  ~21y, 2~) 

1 
ore ~ ~ il numero determinato ai teoremi (S.1) e (8.2) in  relazione a ~ = 2" 

Al lora esistono due humer i  ~ ed JNt~ < 1), indiyae~denti da p e da y, per cui 

si ha: 

t,q.23) osc (u, ~) < ~ ose (u, 47) + NI~ P .  

S u p p o n i a m o ,  pe r  f i s sa re  le idee, che  s iano ver i f ica te  le (8.21). P o t r e m o  
a l lora  d e t e r m i n a r e  u n  n u m e r o  "ql > 0 in  modo  che,  pe r  k : - - l ~ - - ~ i ¢ o  silt 

(7) Pe r  un  teorema analogo eft. 117] p. ~231. 
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verifieata la" (8.2) e inoltre si abbia:  

mis A+(l~ - -  ~,_o; 2p) <: ~ mis !2 (y, 2p). 

Per taato per i[ teorema (8.1), poieh6 utilizzando la (8.13), si ha :  

/ "l/ l [  :+l 
. , : o  

segue, the  q. ov. in ~(y, p), si ha :  

e quindi : 

1 1 t~__~ ose (u, p ) ~  sup u --12 ___ (1 - -  ~I1¢o + ~r2p 
x ~  fl(y, p) 

e cosi la (8.')3). Alla stessa conclasione si giunge se in luogo della (8.21) si 
suppongono verificate le (8.22). 

Dimostriamo ora il teorema seguente :  

1 
TEOREMA ( 8 . 5 ) .  - Sia u(x) ~ ~(:2, V) con f] ~ - -  ammissibile rispetto a V 

e, per p > m ,  si abbia la (8.1). Fissato y 6 ~  sia ~(÷'(y)--(--oo,  + c ~ )  se 
yE?2(2 e ~+(y} - - (0 ,  + ~ ) ,  j { - ( y ) - - ( - - ~ , ' 0 )  se yE  ~ .  Allora ~er ogni 
p < min  [~(y), ~IY)] e verificata la tesi del teor. (8.4), cio~ la (8.23). 

Comineiamo a supporre dapprima che y 6 ~ Q - ~  per modo ehe 

~{+{y) ~ ~ - ( y )  --  (-- c~, -~- ~ ) .  Posto allora [ --  l~ + 12 2 (err. teor. precedente), 

una almeno delle due relazioni ~ soddisfatta:  

(8 .24)  
1 

mis A+(1, 2 p ) < ~  mis ~(y, 2p) 

(8.25  1 mis A-~,  29)<_~ mis ~2(y, 2p). 

Per  fiss,~re le idee, supponiamo che sia verificata la (8.24); 
ragione sar'~ : 

1 mis A+(l~ - -  r~¢o; 2.~) ~ ~ mis O.(y, 2p) 

1 
se ~ < 2 ;  quindi per il teorema (6.2) sussiste la (6.6). 

a pifi forte 
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r o  

So invece  y E ~ ,  uno a, lmeno 

le idee, sia l~ > o) ; a l lora  sar~t : 

dei  humer i  l~, 
to 

- -  12 s u p e r a ~  ; per  fissa- 

l~ - -  %~o > 0 

1 
per  .~ < 2 e quindi  ancora  per  il t eo rema  (6.2) suss is te  la (6.6). 

P r e m e s s o  cib d imos t r e r emo  ora  che per  ogni y E L), suss is to  la (8,231. 
Cons ider iamo invero  la succes s ione :  

i i i 

ed, in 
la (6.6) 

co r r i spondenza  ai n u m e r i  h ~ l~ - -  "~i+~o, k ~ l~ ~ ~jto scr iv iamo,  per  

[mis A+(L. - -  ~+~o;  I - ~  ] Z In~ui:'dx mis IA+( l l - -~ io ) ;  2~}-- 
(o J i=~. 

A+(li--'~jw; ~p) 

- -  A *  (t~ - -  ~ i + ~ ¢ o  ; 2 p )  l. 

)Ia, pe r  il t eo rema  (7.1), poss iamo scr ivere  ancora :  

2 ~ t - - 2  

[mis A + ( l l - -  ~i+~o; 2p) ] ,, ., AF " ~- -*) 

• mis  { A+(l l  - -  ~Fo; 20) - A+(l l  - -  ~j+,¢o; 20)}. 

Se ora  j < ' n ,  si ha~ m a g g i o r a n d o :  

m 

. - - .   ov, _l [mis A+(1., - -  ~,¢o; 2p)]-W- ~ X,, I ~ q- F " - " '  

• mis  { A+(1 ., - -  ~fo;  2p) - -  A+(l l  - -  ~i+to); 20) } 

e, s o m m a n d o  r i spe t to  ad j da  1 ad n, si ha :  

t8.26) n[mis A+(l~.--~,,rO); 2p)]-~-- <-- X~ c1-(4 "-~ +c~Al '4"k l -~  2 "+2 

orb 
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Posto era:  

~m~l m--i m/1 - 2 . 

1 
fissiamo n in mode ehe, detto ~ il numero determinate  per  ~ = ~ nei teoremi 

(8.1) e (8.2), si abbia: 

R2~ 
(8.27; ~ ~ ~. 

Cib posto, se: 

~o{~) _< 2"+2p ~ p 

la (8.23) risulta verif icata;  se inveee si ha :  

segue dalla (8.26) e dalla (8.27) 

mis A+(l~ - -  ~,,(~; 2~) ~ _ _ ' - -  mis O(y, 2~) _~ ~ mis ~{y, 2~). 

Dal teorema (8.4) allora, essendo in ogni case: 

(l~ - -  ~,,~o, + ~ )  c g + ( y )  

si ha la (8.23). Alla stessa eonclusione si giunge se in luogo della (8.24) 

verif ieata la (8.25) oppure invece di l ~ > ~  si ha - -  2 > ~ .  

Possiamo era faei lmente dedurre  il teorema seguente :  

1 
T E O R E M A  (8.6) .  - Sia u(x)=, ~{Q; V) con ~ 2-ammissibile rispetto a V e, 

per p > m ,  si  abbia la (8.1). Supponiamo inoltre che ~ ( - ( y ) - - ( - - ~ ,  0), 
~+(y)  - -  (0, + oo) se y E ~10- e the ~+{y) = ~ - ( y )  - -  ( - -  c~, + oc) se y E ~2g. 
Esistono_ allora tre humer i  ~ > 0 ed ~ con 0 < a < 1 e ~(y) > 0 tali  the per  ogni 
y E .q e per  ogni ~ < ~(y) si abbia: 

(8.28) o)t~) = osc (u, ~) - -  sup u(x) - -  inf u(x) <- Xe ~. 
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Infa t t i  posto r(y)--~ ra in [ i ,  ~-(y), ~(y)], per  ii t eo rema  (8.5) si ha la ~8.23t pe~' 
ogni 9 < r (y )  con 7q ed A r ind ipenden t i  da y. 

Det to  a un  n u m e r o  con ~ < a < l ,  scegliamo~¢ in modo che 4 ~ ' ~ : a < l  
e poniamo : 

Sia poi, p e r ~ < ~ - < r ( y t  

~o(~) <_ M ~ ;  

r(y) r(y) ~ _  _ 
allora, dal la  (8.23) si deduce,  se ~ -  <-- ~ ~< - ~ - ,  poich~ g < ,~ : 

~o(~) <_ ~4~M~ ~ -~- N~ ~ 

r(y} rly) 
e, iu genera le ,  p e r ~ _ <  ~ <- - 4  si d e d u c e  a n a l o g a m e n t e :  

co{p) ~ M(4~,) ~ + N Z (4~:~) ~ t~ ~ --< Ma ~ + ~ ~ .  

Detto i un  n u m e r o  tale  che 

MaY ~: 1 

r{y) si ha la (8.28), o r e :  si deduce  che, se ~ < ~(y) = 4v ' 

Dal  t eo r ema  (8.6) si d e d u c e  i m m e d i a t a m e n t e  e h e ] a  funzione  u(x) =-- ~(O~; V) 
con t i nua  in ~J e quindi  b d imos t ra to  il teor. (4.1). 

)Ia, di pifi, se ~(y), eio6 ~(y) e ~{y) hanno  un  es t remo in fe r io re  6 in 
positivo, si deduce  anche  che la fun~ione u(x) 6 h(i ider iana in (7.), he1 senso 
che  esiste  una  cos tante  T tale  che, c o m u n q u e  si f issano due  pun t i  x~ e x2 
in 3,  si h a :  

l UtXl) - -  uix~)] < r (0 < ~ < 1). 
I ~ 1 - - x ~ l  ~ 
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Basra invero assumere T--= max I12 
/ 

I x l - - x ~ ] ~ 8 ,  si ha:  

m a x  I u!x)  ] l 
~ |  ed osservare che, se 8a J 

I u(z~) - -  ulx~) 
lx~-~.l~ 

2 max !u(x) I 
8~ 

mentre,  se I x ~ - - x ~ l <  $, si ha, per la (8.28): 

1 u(x~) - u(zo) I <-o~(  t z~ - ~ I ) <-  ~ 1 x~ - -  ~ l~. 

)Ia, nel[e applioazioni la condizione riehiesta ehe sia 8(y)>~ 8 > 0 non 
sempre soddisfatta e pertanto dobbiamo sostituirla con una condizione pilk 
generale.  

1 
Supporremo allora ehe l' insieme ~2 sia ~ - -  ammissibile rispetto a V e sod- 

disfi inoltre la eondizione seguente:  

Esista un  numero 8 > 0 tale che : 

e" 

min[p(y), p ( y ) ] > 8 > 0  per ogni y E ~ 

rain [p(y), p(y)] ~> rain [8, dist (y, ~g)] per ogni y E ~2 .  

1 
Diremo a.llora t he  ~2 6 uniformemente ~ -  ammissibile rispetto a V. 

In  queste eondizioui il numero 8(y) del teorema (8.6) ~ infer iormente  
limitato da un numero positivo ~ per yE~l(~ e si pub a, ssumere (cfr. lemma 
(5.4)) : 

Sty) ~> miu [~, dist (y: ~ ) ]  per  y E ~ U ~2!~. 

Come nel caso precedente  possiamo l imitarci  a eonsiderare punti  xl, x2 
di ~ tali che [ x l - - x 2  I<  ~- 

Indichiamo con ~i~ l ' ins ieme di punti di ~ che distano da ~ per non 
meno di 

.Q-~ = EuEd[dis~ (y, c ~ )  ~ ~]. 

Se uno dei due punti  xl,  x2, sia x~, appart iene a ~ si ha :  

I x2 - -  xt ! ~-- ~ < dist (x, ~.Q) ~_ 8(xl) 
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e qu ind i  per  il t eo rema  (8.6) 

(s.~9~ ! u(x~) - u ( ~ )  1 < - ~ I x ,  - ~ [% 

Se x~ e x2 non a p p a r t e n g o n o  a g2~, ma uno dei  due,  sia x~, a p p a r t i e n e  
a ~) . ,  segue,  come prima., la (8.29). 

Se invece  x~ e x2 non appa r t engono  t~. ~-~ e nessuno  dei due  appa r t i ene  
a ~zO. si possono  p r e s e n t a r e  due  easi :  

a) ! x~ - -  x21 ~ max  [dist (x~, 3~) ,  dist  (x2, 3~)]  

b) ] x~ - -  x2 ] > max  [dist (x~, 3~) ,  dist  (x~, ~g2)]. 

Nei  caso a) per  a lmeno uno dei due  punti ,  sin x~, ~: 

I x~ - -  x~ I <- dist  (x~, ~ 2 )  --< ~(x~) 

e qu ind i  la (8.29). 
Nel  caso b) es is te  a lmeno  un pun io  x~ ~ ~g2 pe r  cui  

e quindi  : 

si ha allora, essendo la (8.29) gi'~ p rova t a  se uno dei due  pun t i  ~ in ~ 

f u(x~) - u(x~)F <_ 1 u ( x ~  - -  u(x~) I + I u ( ~ )  - u(x~) I <_ 3 ~  I x~ - -  x~ I ~. 

Abbiamo  cosl  e o m p l e t a m e n t e  d imos t ra to  il t eo rema  (4.2}. 

9. P r i m a  di t e rmina re  ques to  pa rag ra fo  f acc i amo  r a p i d a m e n t e  a leune  
osservaz ioni  ai t eoremi  precedent i .  

noto che, come abb i amo  gi'~ r i ch iamato  nel la  in t roduzione,  s u p p o n e n d o  
i coeff ic ient i  alj(x) cont inu i  in D. e 17insieme aper to  ~ pifi r ego la re  di quan to  
5 s ta to qui  suppos to ,  si d imos t ra  tcfr. [8]. [6]) che se f~(x)E LP(I~.) con p > m, 
es is tono due  costant i  posi t ive  L ed v I0 < v < l} tali t h e  per  u(x) ~-- ~(~:~; H~0(.Q)), 
si ha : 

(8.30~ 

con v ~ 1 - -  - -  p '  

•(ff, y) 
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Di qui, utilizzando an ben noto teorema di ~IORRE¥ (err. a d e s .  [6], p. 111), 

si deduce che u(x) ~ hiilderiana con esponente v :~ 1 - - m  in ~). 
P 

Nel le  ipotesi da noi poste nel teorema {8.6) si pub aneora dedurre  per 

uIx) ~ ~(~;  Hl0(~)) una limitazione del tipo (8.30) con v ~ 1  m . . . .  , localmente. 
P 

Cib si dimostra osservando che in ~7(y, ~) per  la funzione u(x) - -u (y )  si pub 
scrivere una diseguaglianza del tipo 17.1) con k - - 0  (err. C. ~¢~IRA/qDA [8] 
pp. 102-103) e da questa, tenendo conto della (8.28), si deduce la (8.30} con 
v coincidente con il valore ~ consid'erato nel teorema (8.6). 

In altre parole qui la (8.30} (~ una  conseguenza del teorema (8.6) annie. 
eh~ essere una premessa  come nel caso dei coeffieienti  a~j(x) continui. 

Si osservi ancora ehe, a differenza di quanto accade nel caso dei coef- 
fieienti eontinui, l ' e sponente  di HOLDER di u(x) pub effet t ivamente essere pih 

piccolo di 1 - - - .  
P 

§ 4. - A l c u n l  i n s l e m i  ~ X - a m m i s s i b i l i  r i s p e t t o  a P. 

I0. Aoeanto alia famiglia ~(~; A), definita al n. 3 (8}, consideriamo la 
nuova famiglia dei sottoinsiemi B di un insieme aperto A definita nel modo 
seguente : 

Fissato un numero ~ > 0 ed un insieme aperto .A~ indiehiamo con:  

la famiglia dei sottoinsiemi B c H  per oui si ha in A: 

1 {" ld t  (1o.1> l t - 

A 

per ogni funzione u(x)E CI(A) e nulla su B. 
Dimostr iamo allora il seguente teorema, conseguenza immediata  di 

r isultati  di SOBOLE¥: 
noti 

TEOREMA (10.1) - Fissato ~ > 0 e un  insieme A esiste un  numero 8'> 0 
tale che: 

A) C A). 

(s) Osserviamo the se A soddisfa l 'ipotesi di cono (o ~ di tipo ($), cfr. [17], p. 225) 
allora nella definizione di ~ (~, A) si pub assumere nella (3.l) q* _~_ q. 
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In fa t t i  se B E  g'l~; A) ed u(x) 6 una, q u a l u n q u e  funzione  di Ct(+l) nu l l a  
su B, si ha la (10.11 e qnindi ,  pet' un  teorema di SOBOI~EV [15], segue la (3.t) 
con un  oppor tuno  valore  ~' di It; ci6 impl iea  che B E  ~(~'; A). 

F issa to  ora un ins ieme A di B" '  ed un  punto  x di A ed un ins ieme 
ehiuso E con tenu to  in A, cons ide r iamo l ' i n s i e m e  dei raggi che escono da  x, 
pass'~no per  un  punto  gener ico  P di E e sono tat i  che il segmento  di es t remi  
x e P a p p a r t e n g a  per  in tero  ad A. Ta, le ins ieme di raggi  in te rseca  I'(x, 1) in 
un ins ieme chiuso  la cui mi su ra  ( m - - 1 )  d imens iona ie  sar~ ind ica ta  con:  

a n g l x ,  E, AI  

e si eh i amerh  a ngolo sotto il ffuale si vede dct x l ' insieme E in A. 
So poi E non 6 chiuso po r r emo:  

a n g l x ,  E, AI  = sup a n g l x ,  F,  A} 
F ~ E  

ove F 6 un quals ias i  ins ieme chiuso contenuto  in E. 
E v i d e n t e m e n t e  so E~ c E2, A~ ~ A+. e x E A~ si ha :  

a, u g l x ,  El,  All - - < a n g l x ,  E2, A21. 

Premesso eib d imos t r i amo  il seguen te :  

TEOI~E:~IA (10.2). - Se esiste una  coslante ~ > 0 tale ehe per ogni x E A 
si ha.: 

ang x, B, A I > ~o 

si pub trovare una  costante ~( ~ ~) per eui: 

B E ~(~, A) [B Eg(~, A)]. 

F issa to  :c~A, dic iamo e uu ins ieme chiuso e l imi ta to  con tenu to  in B 

tale  che :  

I10.2t a, n g l x ,  e, A I  > ~ 

o sic: u(x} u n a  funzione di CI(At e nul la  su B. Se xE e la (10.1) 6 ovvia;  se 
inv, 'ce x ~  e sia E(x) | ' i n s i e m e  di [)x, 1} tale che i raggi,  uscent i  da x e 
passant i  per  i punt i  di esso incon t rano  a lmeno  un  punto_ P di e in  modo 
tale t h e  iI segmento  di es t remi  x e P appar t i ene  ad A; 6 a l iora  per  la (10.2): 

(10.3~ ' Z(x) r > q~ 
2" 
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Per  ogni t di A poniamo r = I x - - t i e ,  detto { il punto di F(x, 1) ehe si 
proietta da x in t, poniamo ancora:  

u(t) --" u(r, ~). 

Si ha allora, per ogni punto ~ di E(x): 

r(~) 

= u(O, u(r,  )ar 

0 

essendo u(r(~.), ~) - -  O. 

Integrando primo e secondo membro rispetto a ~ su Z(x) e, utilizzando 
la (i0.3), si ha :  

Poichb questa 
nulla su B segue: 

A 

reIazione vale per ogni x E A  e per ogni u(x) E C~(A) e 

B A) 

e quindi, per il teorema (10.1), variando eventualmente  ~: 

B ~ ~I~, A). 

Dimostriamo aneora il seguente teorema:  

TEORE~A (10.3). - S ia  A u n  ins ieme aperto e ~ u n  numero  p o s i t i v e  tale 
che: 

mis A 
(diam A) m" 

S u p p o ~ i a m o  the per  ogni  x E A e per  u n  valore X ~ con (0 < ~ <  1), si abbia : 

A = Al(x) U A~{x) 

con A~(x) contenente x e stellare rispetto a d  x (9) e 

mis A=(x)<-k mis A. 

(9) Cio~ tale cho i raggi uscenti da x incontrano ~ in un unite launto. 
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Fissago allora u~a costante ), > ~. esiste una costante ¢~ > 0 tale che, per 
ogni insieme B c A, per cui 

si abbia: 

qualunque sia x E A. 
Fissato x E A, poniamo : 

mis B > ) ,  mis A 

a n g l x  , B, A I ~  ~ 

B = u B,(x) 

ore B~(x)=  A~(x) (1 B e B2(x)-- A2(x) (-1 B. 
Poich~:  

mis B2(xj "~:' mis A2(x)<-~ mis A 

segue:  

mis B~(x) - -  mis B - -  mis B~(x) > 1), - -  ~-) mis A. 

Detto Z(x) la proiezione di B~(x) da x su F(x, 1) si ha:  

diam A 

f f r ' ' - I d r - ( d i a m A ) m  ~tX - - ~ ) ( d i a m A ) " ~ ( ) , - - ) d m i s A  < m i s  Bl(x) < -- d(o IZ(x)I 

~(x) o 

e quindi 

, ng  1 x, B, A } > ang l x, B1, A l > ~m(k - -  7¢. 

Poich~ x ~ un punto qua lunqne  di A, segue la tesi del teorema. 
Da questo teorema e dal teorema (10.2) discende immediatamente  il lem- 

ma (5.4). Se infatti  A - - I ( y ,  ~) si pub assumere ~ ~-X,,, = misI{y, 1) e A1--= A 

e quindi ~ --  0. 

I1. Consideriamo ora alcuni esempi di insiemi D, ),-ammisibili  rispet$o 

a V .  
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E s ~ I e ~ o  i11.). - Si,~ ~ ua  ias ieme aperto ed esistano due eostanti  ~ e k, 
comprese  d a 0  ed I, tali che per  ogni y E ~  esista 9 ( y ) > 0  in modo ehe per  
ogni ~ < ~{y) si abbia:  

mis ~{y, ~) 

 -i TTy: 

e inoltre,  detto E~ l ' i ns ieme  dei punt i  di ~(y, ~) the  si vedono da x in 
~(y, ?), si abbia:  

mis E~ > (1-) , - )  mis E2[y, ~) per  ogni x E g~(y, ?). 

Allora ~Q ~ )~-ammissibile rispelto ad H~(~)per  ogni ). > k. Infat t i  si 

mis I ~(Y, ~) ~ Ex I < ~- mis g2(y, ~) 

ha :  

e quindi  per  il teor. (10.3) e per  il teorema (10.2) ogni insieme E per  cui :  

mis E > )~ mis g~(y, ~) con ). > -~ 

appar t iene  a ff(~, i2(y, ~)) per  un ~ opportuno.  
Per  ogni punto  y E ~ ~ quindi  soddisfat ta la condizione ii) della defini.  

zione (3.1). 
Mostr iamo che l ' insieme ~ considerato nelt'esempio (11.1) ~ anche di tipo 

(% 
Poichi~ ~ ~ un compatto,  0 possibile de te rminare  un numero  finito di 

punt i  y~, y~, ...YN e, in corr ispondenza di essi, dei numer i  p~, ... ,o~[9 ~ < ~-{y~] in 
modo che si abbia:  

N 

Ind ieh iamo ora con ~ un numero  ehe soddisfa la condizione seguente :  

mis I(0, ~-) < (1 - -  )~) min  mis ~(y,, ~,). 

(~o) Cfr. [~7], n. 1, p. 225; se ~ soddisfatta ~l ' ipotesi  di cono>) r isul ta  evidentement.e 
the  t~ ~ di tipo (¢5). 



28 G. STA~c~CC~II,~: Probtcmi al contor~o ellittici~ co~¢ dati diseontinui, etc. 

Fissato x E O ,  esiste di cevto un valore di i(l ~ ' i  <_ hrl in raodo c h e :  
x ED.tyi, ~) e inoltre, posto: E - - ~ I Y ~ ,  ~ ) - - I ( x ,  ~) si ha:  

mis E > ). mis t2(y~, ~) 

e quindi, per il teorema (10.3), esiste T > 0 t~le che 

ang I x, E, ~(y, ,  ~) I > % 

Esistono quindi due numer i  % ~ e, in eorrispondenza ad ogni xE t ) ,  un 

insieme ~.(x) di F(x~ 1) con IE{x) l > ~ per cui l ' ins ieme dei punti  di I (x ,~ )che  
si proiet tano da x in X(x) appartengono ad ~2. 

Si osservi a questo proposito, che un insieme P. di tipo {~} pub anche 
non essere del ripe con,~iderato al l 'esempio (11.1t. Infatt i  l ' ins ieme aperto 
del piano ottenuto togliendo dai punti  interni  ad un cerchio una poligonale 

di tipo (~}, ma non r ientra  nel l 'esempio (11.1) per valori di ). che dipendono 
dagli angoli della poligonale. 

ESE~PIO (11 .2) -  Diremo ehe t2 ha front iera  l ipsehitziana so per ogni 
y E ~ 2  esiste un numero ~ tale che l ' ins ieme Og2 ('1 I(y, ~) ammette  una rap- 
presentazione del ripe: 

(11.1) 

rispetto ad un opportune sistema di assi ortogonal[ ~1, ~.2, ..., ~,~ con l 'or i-  
gine in y eve la funzione ~(~1, ~2, ..., ~ .... 1) ~ lipschitziana ed i punti  per 
cui ~ , ~ = ' z ~  . ~.~.1, ~2, ..., ~ , , - 1 )+  s appartengono o no ad ~ seeondo che ~, pic- 
colo, ~ positive o negative. 

Si pub dimostrare faci lmente che se ~). ha frontiera lipschitziana e le fun.  
zio~i (11.1) hanno coefficie~zte di Lipschitz sufficientemente piccolo, D. ~ del 
ripe degli insiemi considerati  al l 'esempio (11.1)e quindi k-ammissibi ler ispet to  

In  particolare se ~ hot frontiera dotata di iperpiano taugente che varia 
con co~,tinuit~t esso ~ ~-ammissibile rispetto a H~(~2) con ogni valore di 

),(0 < Z ,  ~ I). 
L'a f fe rmaz ione  preeedente  discende dal fatto che per ogni punto y di 

0~ esiste un << cone >> ~'(yl di ampiezza abbast~mza grar~de, avente asse paral- 

lelo all ~asse ~,~ tale che:  

mis  "~ly~ n ~(y,  ~) > (1 - ~)  mis  ~fy, ~). 
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Osserviamo perb ehe non si pub preseindere del tutto datla condizione 
che i coef[ieienti di LIPSCEITZ siano abbastanza piccoli. Basta per questo 
coasiderare,  uel caso bidimensionaIe, l ' ins ieme ~ come in f igura:  

X 

Fig .  I 

il quale possiede frontiera lipschitziana, ma non b del tipo di quelli consi- 
derati  a l l 'esempio (11.1) (pure essendo di tipo (S)) in quanio vi sono valori 
di ~, pieeoli quanto si vuole, tali che in ~(y, ~) vi sono punii x dai quali si 
(~vede)) una  porzione di ~(y, ?) di misura piccola ad arbitrio. 

Ma si osservi ehe questo esempio non eselude che un insieme ~ ~.-amis- 
sibile possa avere dei punti ore  non esiste t ' iperpiano tangente,  come spi- 
goIi etc. 

12. Consideriamo ora alcuni esempi di insiemi ~ ~.-ammissibili rispetto 

Se esistono due eostanti ~ > 0  e ~ > 0  tali che per ogni y6~g2 e per 
ogni ~ < ~ si ha:  

~ ~ I~y, ~) 6 ~(~, ~7(y, ~)) 

allora ~ ~ ammissibile rispetto a H~o(Q). (In questo easo la definizione di 
Q((~-ammissibile ~> ~ indipendente da ),). 

Infat t i  per ogni u 6 H~0(~2b si ha u ~--: 0 su ~Q (4) e pertanto la eondizione 
imposta equivale alla eondizione i) della definizione (3.1). 
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ESEMPIO {12.1) - In base al teorema (10.2) possiamo affermare the  O. 6 
ammissibile rispetto a H'o(12) se esistono due humeri  q~ ~ 0 e ~ S> 0 tali che 
per  ogni y ~  ~ si abbia:  

ang I x, 3~2 (5 I(y, ~), ~(y, ~) t ~ ~ qualunque sia x ~ ~(y, ~). 

~3 facile provare c h e s e  ~ ha front iera l ipschitziana, f2 ~ ammissibi le  
rispetgo ad H~0(~). 

Se ,m ~---2 e dieiamo L un numero che maggiora i coefficienti di LIPSCEITZ 
delle funzioni (11.1) si ha, per ogni x E~(y,  ~): 

ang l x, ~ ('1 I(y, p), f2.{y, ~ ) 1 >  7 : -  2 a rc tgL .  

IE interessante osservare perb che possono esserci anche degti insiemi 
ammissibili  rispetto a H~(~) la cui frontiera noa 6 lipsehitziana. Pe r  m == 2 
consideriamo l ' insieme ~ dei punti  del rettangolo R i - - I  < x < l ,  0 < y < l !  
ehe sono esterni ai eerchi di raggio unitario e di centri  nei punti  ( - - 1 ,  q-1) 
e (1, 1}. La frontiera di quest ' insieme non 6 lipsehitziana ma 6 ammissibile 

rispetto a H~0{f~). 
Si osservi anehe ehe questo insieme, presentando dei punti  euspidali, non 

6 di tipo (~). 
Si pub faci lmente vedere che un insieme ~ ammissibile rispetto ad H~(~) 

non pub presentare  delle cuspidi << r ientrant i  >> come nel caso segnente:  O~ 6 
eostituito dai punti del rettangolo R e dai punti  dei due cerchi  prima consi- 
derati. Infat t i  per y : ( 0 ,  1)E~f~, in ~21y , y) vi sono punti  che vedono 
~ N [ty, p) sotto un angolo suscettibile di divenire piccolo quando ~ tende 

a zero. 
12esclnsione di domini siffatti 5 ben naturale  se si pensa al classico 

esempio di LEB[¢SGUE ehe mostra l 'impossibilit 'a di risolvere con funzioni 
continue il problema di DIR[Ct[LET ordinario. 

Nel ]avoro eitato di C. B. MOaRE¥ [7] gli insiemi ~ presi in considera- 
zione sono della classe $*ta, ~) (0 < a < 1) cio6 sono tall che:  

mis[I(y,  ~ } - - ~ ( y ,  ~ ) ] > a m i s I ( y ,  p) per ogni ,o<:~ e y ~ 2 .  

Si pub faci lmente mostrare ripetendo i ragionament i  del teorema (10.3) 
che se ~.~ 6 della classe $*(~, ,a) allora esiste una costante ~ > 0 tale che:  

~ N I ( y ,  p)Eg(~, f2(y, ~j) per ~ < ~  e yeggS. 

e quindi se ~ 6 della classe S*(% ~) allora ~. 6 ammissibile rispetto ad H~(D-). 
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Non /~ dif[ieile d 'al tra parte eostruire un esempio di insieme f2 ehe 
ammissibile rispetto a H~(~), ma che non ~5 della classe $*(~, ~). 

Fig. 2 

Esso si ottiene togliendo da un eerehio C una infinit'~ numerabi le  di 
semicorone circolari (cir. fibula) coneentr iche con C e che eostituiscono un 
insieme di densith nul la  nel centro. 

13. Oonsideriamo era la varieth V delle fanzioni eli H~(~) ehe hanno 
traceia nulla s u u n a  parte ~IQ chiusa di ~2 e diamo degli esempi di insiemi 
),-ammissibili  rispetto alla suddetta classe. 

1~ ehiaro c h e s e  in ogni puuto y E ~10- ~ verif ieata la eondizione del- 
l 'esempio {12.1) e, per ogni punto di ~P , - - - -$ .q , -  ~IQ, quella del l 'esempio 
(11.1), allora D, ~ ?,-ammissibile rispetto alia variet'~ considerata. 

Diciamo I' l ' insieme di Of~--$1~fl~g~ e vediamo sotto quali condizioni si 
pub assicurare che nei punti  di esso ~ verificata la condizione dell 'esem- 
pio (12.1). 

Supponiamo ehe F sia una variet~ a ( m -  21 dimensioni regolare e che, 
per  ogni y E [~ e ~ < ~, ,Qty, ~) si possa trasformare,  mediaute un'applicazione 
bilipschitziana, in an  sottoinsieme B e del l ' insieme: 

x,, > 0, x,,.-1 > 0 

in modo che F si muti  nelta variet~ x,,, ~ 0, xm-~----0, ~Q nel | ' iperp iano  
x,~---0 e O2f~ neli ' iperpiauo x , ~ _ ~ : 0 ;  supponiamo ancora che in Bp ]a por- 
zione di iperpiano xm-----0 si veda sotto un angolo positivo. 
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In tali eondizioni,  per  il l emma (5.3}, si ha, per  an  ~ oppor tuno :  

e quindi  uei punt i  y 6 P 6 soddisfat ta la eondizione i) della definizione (3.1). 
Mostriamo ora che tale condizione b soddisfat ta anche se ~t.~ ~. ~ fl c~2~ 

ammet te  nei punt i  della, variet'h regolare P iperpiano tangente.  Supporremo,  
senza ledere la generali th,  che 3,,) sia in un  intorno di y 6 P l ' iperpiano x , ~ = 0  
e che F eoineida con la variet'a, x , , - - 0 ,  x, ,_l  ~ 0  per  modo che, in ~.,), si 
abbia x,,_~ ~ 0 e, in c~2g2, x,,,_~ <0 .  

Supponiamo dappr ima  m - ~  2. Allora ~(y, p) si t rasforma median te  l 'ap- 
plicazione bi l ipsehi tziana x --~ T(~) 

{{= se ~ __<,0 

x ~ =  ~ - - ~  se ~ > 0  

nel l ' ins ieme Bp, unione dei due ins iemi :  

- -  p <__ { l _ _ < , O '  

O ~  {= <_ g T -  {~ ; 

{ O__<,{,__<'p 

ove ii segmento,  immagine  di ~,Q, 6 visto da tutti  i punt i  di Bp, inB e, sotto 

un angolo infer iormente  l imitato da 8.  

Nel easo d i m  qua lunque  si ra.giona ana logamente ;  Q(y, pl viene tra- 
sformato, mediante  l 'applieazione bi l ipschi tz iana:  

i - - l ,  2 , . . . ,  m - - 1  

i {" se {,.-1 <- 0 

in un  ins ieme Bp t he  6 l 'unione dei due insiemi:  

' - -  i = 1  1 

B(~) i m--I 
p -- ~,,,-I~ O, .~v 

m--i \~ I 
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mentre  ~ g ~ I t y ,  ,~) ~ trasformato nell ' insieme A~: 

~ ~ • 

Mostriamo che da ogni punto di B e si vede in B e l ' insieme Ae sotto up 
angolo infer iormente  limitato da un numero positivo, indipendente da ~. 
Ricordiamo, a questo proposito, che l 'angolo sotto il quale si vede in R ~ dal 
punto xo l ' insieme A~ ~ dato da:  

(13.1) II'(xo, 1)l i ~ _ y l , , _  , cosmd,  

ore  ~ ~ l 'angolo che il vettore x ~ y  forma con la normale al l ' iperpiano ehe 
contiene A.~. 0sserviamo ora che cos ~ si annulla  solo se xo appart iene al- 
l ' iperpiano di Ap e che Fintegra le  (13.1) calco]ato su due punti  x~) e Xo la 
cui eongiungente passu per un punto y di At, assume ~alore minore in quel 
punto che dista di pifi da y. I~ di qui segue faci lmente quanto asserito. 

§ 5. C o n t i n u i t a  d e l l e  s o l u z l o n i  d i  a l c u n i  p r o b l e m i  a l  c o n t o r n o .  

14. In questo numero accenniamo rapidamente  a qualche applicazione 
allo studio dei problemi al contorno per equazioni l ineari  del secondo ordine 
di tipo ellittico. 

TEOREMA (14.1).-  Sia ~ un  insieme aperto uniformemente ammissibile 
rispetto ad H~(~) (cfr. pag. 21); siano a~,(x} [a~ --  %~], b~(x) funzioni misurabili 
e limilate in ~ e sia soddisfalla la (2.1) e si abbia [~(x)EL'(~) con 
p > m (i = O, 1, ..., m). Se la funzione u{x) E H~o(Q) soddisfa la relazione : 

" 1 ; I  " I (/4.i  1 = ai~(x)D#D~v + . v dx fo(x)v + Zf~(m)Div dx  
. ]  \ i1 ~=x . i = 1  
L) fl 

per ogni v E Ho( ), allora la funzione u(x) ~ h6lderiana in ~. 

I1 teorema discende immedia tamente  dat teorema {4.2). 
Esso fornisce un teorema di regolarizzazione per le soluzioni (in senso 

debole) del problema di DII~IC~LEm per l 'equazione:  

(t4.2) Au = - -  Z Dj( Z aij(x) D~u) + Z b,(x)D# - -  Z D~f~ 

con dati al contorno omogenei. 

Annal i  di Ma tema t i ca  $ 
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Dimos$r iamo anco ra  il t eoremn " 

TEOREMA (14.2}. - Sia ~ un  insieme aperto con frontiera localmenle lip- 
schitziana, siano ao(x) [ao(x ) --aj~(x}],  b~(x), c(x) [unzioni misurabili e limitate 
in ~ e sia so~ldisfatta la (2.1) e inoltre si abbia : 

(14.3) 
114 

4~te(x) - -  Z b~(x) ~ v > O, f,(x) E LPi~]) con p > m. 

Esiste allora una funzione u(x)E Ho( } the soddisfa la relazione: 

(14.4) I f ~'Z'~a,j(x)n~u D~v + ~ b,(x)D,u, v + c(x)uv dx =.  Zf~(x)D,vdx 
,d \ i , j  i ~ 1  

per ogni v E H~o(O.) e tale funzione u(x) ~ h61deriana in ~;  di pile esistono due 
costanti ~40 < :¢ < 1} e C dipendenti da f2 e dalle costanti ~ e M ehe com- 
paiono nella (2.1) tall the si abbia: 

(14.5) ] u I~ '~  CE IIft liLY(a) 

ove t u I~ indica il coefficiente di HOLDER della funzione u(x) in ~. 

In fa t t i  se f2 ha  u n a  f ron t i e ra  l o c a l m e n t e  l ipsch i tz iana ,  f2 i~ di t ipo (S) e 
ino l t r e  ~ u n i f o r m e m e n t e  a m m i s s i b i l e  r i spe t to  ad H~(f~). 

P e r  la p ropos iz ione  (5.1} di [i7] si d e d u c e  che  u(x) esis te  ed ~ l imi ta ta  
in £7. P o n e n d o  a l lora  f o ( x ) ~ - - e ( x ) u ( x ) ,  pe r  il t eo r ema  (14.1), si deduce  che  
u(ae) 0 h t i lde r iana  in  ~.  

I1 t e o r e m a  del  graf ico  ch iuso  p e r m e t t e  poi  di a s s i cu ra re  la val id i t~  
de l ia  (14.5). 

D i m o s t r i a m o  ora  : 

TEOREMA (14 .3 ) . -  Nelle slesse ipotesi del teoreraa (14.2), se ~{x) ~ la 
traccia di una funzione 7~ avente in ~ derivate prime (nel senso delle dislri. 
buzionil in L~(~2), si deduce, per ogni funzione: u(x) E H~(f~) avente traccia 
su ~f~ e soddisfacente la (14.4) per ogni [unzione v E H~o(f~), ohe esistono due 
costanti a(0 < a < 1) e C tali che : 

(14.6) l':t I t u tx -< c ~ f~ lfL~(o) + ~, tt D j ,  tlL~(.) + El ~ llL~(o) • 
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Tenendo conto di un risultato di E. G/~eLIARDO [4], 
preeedente  pub essere sostituita dalla seguente:  

II f, IiL~'(a) -t- III ¢ 11I 
o r e :  

la maggiorazione 

]ll ~ lll = l] ¢ IIL'n (~)-.I- [ ( ( I ¢(P} - ¢(Q) . ~-Q~+p_~ d~r~ de(: ]~ . 

II teorema si deduce facilmente osservando che la funzione w - - u ~ E H ~ o ( f ] )  
soddisfa le ipotesi del teorema (14.2}. 

Relat ivamente al problema di ~NEU~IAiU~ ci l imitiamo ad enuneiare  il 
seguente teorema, la dimostrazione del quale b analoga a quella del teorema 
(142). 

TEORE~[A (14.4). - Sia  ~ u n  insieme aperto che soddisfa le ipotesi dell'e. 
1 

sempio (11.1) con ~ --  ~ e le funz ioni  au(x ) [aij{x) --  aji(x)], c(x) siano misurabil i  

e limitate in  ~ con c ( x ) ~  v : >  0 mentre si abbia: g(x}EL~{~)con p ~ m. Esiste 
allora una  funzione u(x)E HII~) e hdlderiana in ~ che soddisfa la relazione: 

D D 

qualunque sia v E H ' (~) ;  di piie si ha; per ~(0 < ~ < 1) e C costanti opportune 
(dipendenti da ~t, M e da g2): 

/14.8) I u o II g IfL <O). 

L' impor tanza  dei teoremi precedenti  consiste nel ratio the  l 'h~ilderianitk 
della soluzione ~ assicurata  in ipotesi molto generale sui coefficienti  e sul 
dominio ~2. Nel teorema t h e  ora enuncereremo relativo ai probtema misto la 
na tura  stessa del problema presenta discontinuit~ net dati del problema anche 
nel caso che i coefficienti  e, la f ront iera  di ~ e i termini  noti siano molto 
regolari.  Pe r  interessanti  esposizioni relative a questo problema r imando a [11] 
e a [10].  

TEOREi~A (14.5) - Sia  ~ ~ Ol.q U O~.q oon ~ localmente lipschitziana e 
posto P ~ 01~ N ~2f~ supponiamo ehe siano verificate le eondizioni del n. 13. 
Se sono soddisfatte inoltre le condizioni del teorema (14.4) esiste una  funzione 
u(x) E H~(~),I con traceia nul la su ~1~ che soddisfa la (14.7} qualunque sia 
v E H~{~2) e con traccia nu l la  su  ~ ;  u(x) ~ hdlderiana in  ~ e soddisfa inoltre 
u n a  limitazione del tipo (14.8). 
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Questo  r i su l ta to ,  pe r  dat i  al cont.orno null i ,  si co l lega  con u n  p regevo le  
r i su l t a to  di C. )III~ACCDA [9], ma  non  r i ch i ede  che  le porz ioni  ~ e ~ si 
c o n g i u n g a n o  f r a  loro in modo part . icolare.  Questo  s tesso r i su l ta to  si co l lega  
a n e h e  ad un  t eo rema  e n u n c i a t o  da G. F~CHEI~A [2] (~) p r ec i s ando  il e a r a t t e r e  
h~ lde r i ano  de l la  soluzione.  (~) 

Agg iung i amo  a n c o r a  che  per  il p ro b l e ma  di t r a smiss ione  eons ide ra to  in [16] 
{p. 4) u t i l i z z a n d o  i l  t e o r e m a  (4.2) si pub e o n c l u d e r e  ehe,  o l t re  q u a n t o  d imos t r a to  

in [16], le soluzioni  sono h( i lder iane  in D ~ ( 1 - - 1 ,  2). 
Non  ci oceup i amo  qui  del le  n u m e r o s e  app l ieaz ion i  che  il t e o r e ma  (4.2) 

t rova  anehe  in p rob lemi  al con to rno  reb~tivi ad equaz ion i  non l i n e a r i ;  f r a  
ques t i  r i e o r d e r e m o  un  p r o b l e m a  re l a i ivo  al moto  di un  f lu ido  compress ib i l e  
i r ro t az iona le  cons ide r a to  da R. F~N~ e D. G~LBAR~ [3] e l ' e s t e n s i o n e  del 
t e o r e m a  di DE G ~ o n ~  re l a t ivo  all~analicit '~ del le  e s t r ema l i  di u n  i n t e g ra l e  
mul$iplo al caso pifi gene ra l e  in cut s u l F i n t e g r a n d o  c o m p a i a n o  sia la varia-  

b i le  i n d i p e n d e n t e  c h e l a  funz ione  e s t r e ma l e  o l t re  al le  de r iva t e  di queste .  
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