Su alcuni sistemi di equazioni integrodifferenziali
in ipotesi di Carathéodory (*).

Nota di G1useprPe SaNTacaT! (a Catania)

Sunto. « Vengono studiate alcune classi di sistemi di equazioni integrodifferenziali, stabilendo,

in ipotesi del tipo di Carathéodory e con dati al contorno sommabili, dei teoremi di
esistenza che estendono alcuni noli risultafi relativi a problems al contorno per sistemi
di equazioni alle derivate parziali. In particolare viene ritrovalo un nofo feorema
sull’ esistenza di soluzioni per il problema di Darbowx per un’eguazione del 2° ordine
di tipo iperbolico. I wmefodi seguiti richiedono la dimostrazione preliminare di aleuni
criteri di compattezza rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare.

Summary. » Hwistence theorems for a class of integro-differential equations are given under

very weak assumplions of Carathéodory type on the data. These theorems exiend some
hnown resulis about b.v. problems for hyperbolic p. d. equations with daia given along
the characteristic lines, such as, for instance, the well-known Darboux problem. The
methods used are functional theoretic and they require the use of cerfain compactness
criteria established in the first part of the paper.

Si considerino i seguenti problemi:
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, ,y el
S (z, v el,

u
= Gz, v, o(z) —{—ofv(w, t)dt, v, w)

(*) Lavoro esegnito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca matematica del C. N.R.
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) ) U0 y) =), yeld,
[ w(z, 0) = ¢(z). rel,
comn :
A=A4,X48,, 4;=1[0,a], A,=]0, ] (@ b>0),

${y) e ¢(z) essendo due funzioni (*) definite e sommabili rispettivamente in
A, ed in Az, F(z, y, 2, v, w) e Gz, y, #, v, w) que funzioni definite nello
strato :

Se=1{lz, ¥, 2 v, W) (z, y) €A, [2], |v], [w]| <+ o0, (x, 4,20, W)ER"} (¥

ed inoltre con:
ol =2+ [ gl () =+ [40 (010 =2(0) = 5

Parecchi sono, ormai, i lavori sui problemi (I) (II) e (III} {1I) tendenti
ad assicurare I’ esistenza di almeno una soluzione, sia nel caso in cui le funzioni
F e G non dipendono da z (cfr. F. GueLIELMINO [2], G. SANTAGATI [2], F. TRI-
coMI {1] p. 118 e seguenti, G. VILLARI 1], A. Z1raROsA [1] e [2]) (%), sia nel caso in
cui vi dipendono (cfr. G. CaRADONNA [1], L. MERLI [1]. G. SANTAGATI [3]};
per una storia piuttosto completa, in proposito, basta consultare G. SANTAGATI [3].

Nel presente lavoro, analogamente a quanto recentemente fatto da
G. ARNESE in [2] riguardo il classico problema di DARBOUX per una equazione
del secondo ordine di tipo iperbolico, mi occupo, sostanzialmente, dello studio
dei problemi (I) (IIj e (III) (II), sempre con riferimento alla questione esisten-
ziale, supponendo i dati ¢(y) e ¢(z) sommabili in A, ed in A, rispettivamente
e ponendo sulle funzioni F(z, y, 2, v, w), G(z, y, #, v, W) ipotesi del fipo di
quelle, classiche, di C. CARATHRODORY per le equazioni ordinarie, nonché
condizioni del tipo di quelle poste, precedentemente, in G. SANTAGATI [3].

Detto S {risp. &) V'insieme delle funzioni di due variabili definite in A,
ivi assolutamente continue rispetto ad z (risp. rispefto ad y) per tutti gli y
(risp. per tutti gli z) di A, (risp. di 3, sommabili rispetto ad y (risp. rispetto
ad z) per tutti gli x (risp. per tutti gli y) di A, (rispet. di 4,), intenderd,

(1) Le funzioni che si considerano nel presente lavoro sono tutte funzioni numeriche;
pertanto mi esimerd, di volta in volta, di dichiararlo esplicitamente.

() Viene indicato, qui e nel seguito, con E” lo spazio euclideo reale ad n dimensioni,

(%) I numeri in {] rinviano alla bigliografia posta in fondo al presente lavoroe,
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come in G. SANTAGATI [3], per soluzione del problema (I) (II) una coppia di
funzioni, v(z,y), w(z,y), la prima dell’insieme §, la seconda dell’insieme S,
verificanti le (II) e, quasi ovunque in A, il sistema (I) e per soluzione del
problema (III) (I} una coppia di funzioni, v(z,y), w(z,y), sempre, la prima
dell’ insieme §, la seconda dell’insieme §’, verificanti le (II) e, quasi ovunque
in A, il sistema (ILI).

Ottengo, cosl, i teoremi di esistenza dei nn. 4 (teoremi 4.1 e 4.2) ¢ b
(teoremi 5.1-5.4) che rappresentano i risultati centrali del presente lavoro e
che migliorano i precedenti risultati stabiliti in G. SanTAGATI [3].

Le dimostrazioni di detti teoremi sono conseguite utilizzando, con i dovuti
adattamenti, il metodo esistenziale di TONELLI, e, successivamente , nei nn. 9
e 10, anche facendo uso dei metodi dell’analisi funzionale e precisamente
applicando il teorema del punto unito ad opportune trasformazioni funzionali.

Nel n. 1 sono poste le questioni di nomenclatura e sono dimostrati alcuni
criteri di compattezza (feoremi 1.1-1.10) rispetto alla convergenza quasi uni-
forme del tipo semiregolare, utili per le dimostrazioni dei teoremi dei nn. 4
e D, facendone, inoltre, un raffronto, a mio avviso esauriente, con noti teo-
remi di compattezza di G. ARNESE (cfr. [2}), C. CiLiBERTO (cfr. [1]), A. ZITAROSA
(efr. [1] e [2]), G. SanracaTI (cfr. [1] e [3]).

Nel n. 2 sono riportati due teoremi (teoremi 2.1 e 2.2) che permettono
di dedurre dai teoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 ¢ 1.9 del numero precedente dei
criteri di compattezza di natura pilt concreta; si ottengono, cosi, i teoremi
3.1 e 3.2 del n. 3, I'uso dei quali permette di acquisire i teoremi di esistenza,
per i problemi (I) (I[) e (IIT) (1I), del n. 6 (teoremi 6.1-6.6), come casi parti-
colari di quelli dimostrati nei nn. 4 e 5.

Il n. 7 6 dedicato, poi, sempre con riferimento al problema esistenziale,
allo studio di due problemi al contorno intimamente legati ai problemi
(I) (IT) e (III) (iI) (teoremi 7.1-7.4); il n. 8, infine, ad alcune considerazioni
rignardansi il classico problema di DARBOUX; si oftengono, infatti, con rife-
rimento a questo, in base ai risultati stabiliti nei numeri precedenti, dei
teoremi di esistenza molto generali fra i quali viene ritrovato il risultato di
G. ARNESE [2] sopra menzionato. Vengono, cosi, conseguentemente, assorbiti
un noto teorema di W. WALTER (cfr. [l]), un teorema di A. ALEXIEWCZ e
W. Orurcz (efr. [1]), i teoremi di G. SANTAGATI (cfr. [1] e [3]} e quindi anche
quelli R. Conrt (cfr. [1] e [2]) nonché, ancora, sotto certi aspetti, un risultato
di J. Krsynskr (efr. [1]) (%),

(*} 8i noti che il risultate di J. K1syNskI concerne soluzioni, a valori in uno spazio di
Bavacy, di un problema pint generale di quello di Darroux. La estensione sopra detla &
intesa, quindi, solo con riferimento al fatto che nel teorema di KISyNSKI sono poste, sulla
funzione assegnata, ipotesi del tipo di Oscoop.
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1. - Nomenelatura. Criteri di Compattezza.

Diciamo T (risp. 7') V'insieme delle funzioni g(x,y) definite in A ivi
misurabili rispetto ad y (risp. ad «) per tutti gli @ (risp. per tutti gli y) di
Ag (risp. di A)), continue rispetto ad x (risp. rispetto ad y) per quasi tutti
gli y (risp. per quasi tufti gli o) di A, (risp. di Ag).

Assegnata una funzione g(x,y) € T (risp. g(x,y) € 1”), per un nofo teorema
di G. Scorza DRAGONI (%), essa é superficialmente quasi continua in modo
semiregolare rispetto ad x (risp. rispeito ad y) (°); in particolare essa é quindi
quasi uniformemente conlinua rispelto ad x (risp. réispetio ad y). Ogni funzione
glao,y) € T (risp. g(r,y) € T') gode, allora, della seguente proprietd (7):

B) (risp. B)) Per ogwni coppio di numeri reali positivi ¢ ed v, esisle una
parte e, (risp. e.) di A, (visp. di A.), di misura minore di e, ed un numero
reale positivo & in guisa tale che risulli:

19, y)—gl”, )| <o (visp. g(x, ) —g(x, ¥')| < o)

per ogni y (risp. per ogni wx) di A, —e, (visp. dé A, —e,) ed ogni coppia,
* ed « (visp. y' ed y'), di valori di x (risp. di valori di y) soddisfacenti
alla limitazione (&' — x| < % (risp. alla limitazione |y — 4| < 3).

Cid osservato, richiamiamo le seguenti definizioni: (%)

DEeFiNizIONE 1.1. - Diremo che le funzioni, dell’ insieme T (risp. dell’ in-
sieme T}, di una dale fomiglia @ godono uniformemente della propriela B)
{risp. B')), quando, per ogni coppia di nwmeri reali positivi ¢ ed o, é possibite
associare ad ogni funzione glx, y) € © una parie e;éﬂ (risp. eg') di A, (risp. di A,),
di misura minore di e nonchd determinare un numero reale positivo 8, in guisa
tale che risulti:

gle, ) — glx, ') < o)

9@, y) — g, y)| <o (risp.

{8) Cfr. G. Scorza Draconi {1}, p. 103.

{6} Una funzione giwx, y), definita in A, si dice superficialmenie quasi continua in modo
semiregolare rispetto ad x (risp.rispetto ad y) se, per ogni numero reale 6>>0, esiste una parte
chinsa Cy di A in guisa tale che la proiezione di A — Oy sull’asse y (risp. sull’asse x)
abbia misura minore di o e la restrizione di g(x,y) a Cs sia ivi continua. Cfr. G. Scorza
Dragont [1], p. 103,

(7) Cfr. F. Cariero [3], p. 231

(8) Queste definizioni sono state, per la prima volta, introdotte in Gr. SanTagarr [1] n. 1.

Notiamo, poi, che da queste definizioni, con le ovvie modifiche, conseguono le analoghe
con riferimento al caso in cui la famiglia ®, che in esse interviene, sia una successione.
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per ogni y (risp. per ogni x} di Ay“e%‘?) (risp. di A, — e9) ed ogni coppia,
x ed x' (visp. ¥ ed y"), di valori di x (risp. di valori di y) soddisfacenti alla
limitazione (o' — x”| < 8 (visp. alla limitazione |y — y”| < 3).

DrrINizIONE 1.2. - Diremo che una famiglia © di funzioni dell insieme 7
(risp. dell’insieme T') gode della proprieidc A (risp. AY) quando, per ogni
numero reale o> 0, esiste una parte chiusa Cg (visp. Cg) di A, (risp. di A.),
la cui misura differisca da b (risp. da a) per meno di o, in maniera che le
funzioni di © risullino equicontinue in A, = A, X C¢ (risp. in B, = O; X Ay).

B evidente, allora, che le funzioni, dell’insieme T (risp. dell’ insieme T,
di una data famiglia ® godente della proprieta A (risp. 4), sono egual-
mente quasi continue in A in modo semiregolare rispetlo ad x (rvisp. rispetlo
ad y) (°) e godono, inolire, uniformemente della proprietd B) (risp. B')).

Poniamo, ora, la seguente definizione:
DeriNizioNE 1.3. - Diremo che una funzione glx, y, 2} definila nello strato :
Sy = {('/I'; Y, 2 (’93; yrea, 2R (o Y 2) € R,

per un fissato y di A, (visp. @ di A.), gode della proprieldr (C) (risp. (C')) se
essa risulta misurabile rispetto ad x (risp. rispetto ad y) per ogni 2 € R™ e
continua rispetlo a z per quasi ogni « € A, (risp. per quasi ogni y € A,).

Se la funzione g(x, y, #) definita in S, & continua rispetto a z per quasi
ogni (x,y) € A e misurabile in A per ogni z € B™, essa, per quasi ogni y € A,
gode delle proprietd (C), e, per quasi ogni « € A, gode delle proprieta (C") (*°).

Cid posto, vale il seguente criterio di compattezza che =i deduce, con
ovvii adattamenti, da un noto teorema di G. ARNESE (¥):

TrorEMA 1.1. - Sia f(x, y, 2, 10y, W,, ..., W) une funzione definita nello
straito :

Sz: i(mJ Ys % 7017'-';wk):(m; ?/) € A: ‘Zl, lwil < +oo(z:1: "'77'3)’
(@, 9,2, Wy, ..., W) € RA+3}

() Ciog, per ogni coppia di numeri reali positivi z ed w, 6 possibile decomporre A in
un numero finite di parti E; misurabili e disgiunte, nonché associare ad ogni funzione
g(x,y) della famiglia considerata una parte 9 di A la cui proiezione sull’asse delle y
(risp. delle x) abbia misura minore di & in modo tale che 1’oscillazione di ogni funzione
della famiglia sia, in ogni insieme E;— K, ) ¥, minore di w. Cfr. G. SraMmpaccHIa [1],
p- 204 o nota (17} di p. 218.

{(*%) Cid segue con un semplice ragionamento, a norma di un risultato di &. AgRNESE.
Cfr,, per quest ultimo, G. ArnmsE [1], p. 154 e osservazione 2% p. 158,

(1Y) Cfr. G. ArNESE [2], p. 23.
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misurabile in. A per ogni (2, Wy, .., Wy}, continua rispetto a (2, w,, ..., w,) per
quasi ogni (x, y) € A e lale da verificare lo limitazione:

(1'1) §f({X}, Yy & Wiy 5oy wk) i = M(ﬁ?, y)a (X, Yy 2, W1,y e, W) €8,

con M(x, y) funzione definila in A ed ivi sommabile; sia, inolire, My) una
funzione definita e quasi continua in 4,.

Per quasi ogni y€A,, comunque si assegnino la funzione ¢(x) misura-
bile in A, e k—1 successioni (i a(@)nen(t =2, 3, ..., k) di funzioni misura-
bili in A, ed ivi egualmente quasi limitate, il problema:

(1.2) ala) == My) + l»im jf(&s Y, #6), 9lE), 92, wlE)y oy P, wlE)dE im0 Ay

non abbia pin di una soluzione assolutamente continua.

Detta Y la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o Mz, y)
nown é sommabile rispetto ad x ("*) o non vale U'ipotesi di unicila per il pro-
blema (1.2) ovvero la funzione f non gode della propriela {C), al variare della
funzione @@, y) in una famiglia O e della (k—1)—upla di funzions
Pal, Y oo, walw, y) in una famiglia @, di funzioni dell’insieme T, la prima
compatta rispetto alla convergemza quasi uniforme del tipo semiregolare ri-
spetto ad y (**) e la seconda costituita da funzioni egualmente quasi limilate
in A in modo semiregolare rispetto ad y (') e godenti ivi uniformemente della

(12) M(x, y) essendo sommabile in A, risulta, infatti, sommabile rispetto ad x per guasi
tutti gli y di 4,; cfr, ad es, F. CariEro [1], p. 211, oppure H. J. Me. Suaxe [1], p. 187,

(#3) Una famiglia di funzioni g{x, y) definite in 4 si diee compatia rispetio alla conver-
gensa quasi uwiforme del tipo semiregolare rispetto ad a (risp. rispetto ad y) se da
ogni sueccessione (g,(x, y))nen di funzioni di essa se ne pud estrarre una convergente in A
quasi uniformemente in modo semiregolare rispetto ad « (risp. rispetto ad y). Una successione
{g.{2: ¥))ney di funzioni definite in A, si dice convergente ivi guasi uniformemente in modo
semiregolare rispetto ad x (risp. rispetto ad y) quando, per ogni numere reale & > 0, esiste
una parte e, (risp. e;) di Ay (visp. di A,), di misura minore di ¢, in modo tale che la succes-
sione converga uniformemente in A, >< (& — ey} (risp. in (&, — ) XX By). Cfr F. Carigro [3],
p- 228

(1) Le funzioni glw, y) di una data famiglia, definite in 4, diconsi eguaimente quasi
limitate in A in modo semiregolare rispetto ad x (visp. rispetfo ad y), quando, per ogni numero
reale positivo e, csiste un numero M >0 ed € possibile associare ad ogni funzione glx, y)
della famiglia una parte e, (risp. e,%) di 8y (risp. di 4,), di misura minore di e, in modo,
tale che si abbia |giw, y)| << M per ogni g e per ogul (&, y) €4, X {4y — e4'9) {risp. per ogni
(®, y) € (Aw — e,9) X 4,). Cfr. F. Carigro [3], p. 232
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propriet B'), si consideri il problema:

(1.3) 2(x,y) = My) + f FE 4 26 y), 71& 9), 908 9, ., ealG 9))dE

in A, X (A, — Y).

Allora, posto, per ogni z(x,y) soluzione del problema (1.3) in corrispon-
denza di wna fissata E-uple (9., ¢z, ., 9x)6 D X D (*):

s(x, y) per (x, y) €A, X(A,— 7Y)
(1.4) 2 (,y) =
? My) per (@, y)€ A, X Y,

la  famiglia delle funzioni 2 (2, ), definite dalla (1.4, ol wvariare di
(Prs P2y ooy ) 0 D' X @, € compalla rispetlo alla convergenza quasi uni-

forme del tipo semiregolare rispetio ad x e gode, inoltre, della proprietd
A(a&’) {16).

E da notare che, se nel teorema 1.1 si particolarizza opportunamente
Pipotesi di unicith per il problema (1.2), si pud, conseguentemente, attenuare
Vipotesi posta su @'; si ha, infatti, il seguente altro criterio di compattezza
che ne generalizza uno gid stabilito in G. SANTAGATI [3] (*) e che, assieme
al precedente, costituiscono altrettante generalizzazioni di un noto teorema
di A. Zirarosa (*%):

{1%) Il problema (1.3) ammette, in 3,><(4; — Y ), una ed una sola soluzione {cioé esiste
una ed una scla funzione z(w, y) definita in A, > (4y — Y) tale da soddisfare ivi identicamente
la (1.3)) in corrispondenza di una fissata k-upla (v, 95,.., ©) € & & in quanto, a norma
delle ipotesi poste sul problema (1.2), per ogni y € 4, — Y, posto o,(x) = v,(x, ), cp;,wyz = o2, Y)
(4=2, 8, .., k), il problema:

&
z(x) = A(y) ”Jf“/f(€7 #,28), 2108 9). o2& ) o, ol #))dE in 4,
0

non ha piu di una soluzione {assolutamente continua) ed inclire per la funzione flx,y,2,9,(x, ¥),
02{2s Y}y - 5 @u{®, ) somo verificate le ipotesi di CARATHEODORY in 4,. Vale, infatti, 1a (1.1)
ed inoltre la funzione f(x, y, 2, @ (%, ¥), ¢o(x, ¥), ..., ou(x, y)) risulta continua rispetto a =z
per quasi ogni % €4, e misurabile rispetto ad o per ogni 2.

{1%) Cid si pud rilevare modificando opportunamente la dimostrazione del teorema di
G. ARNESE citato in (41).

(*7) Cfr. Lemma III° p. 86.

{(8) Cfr. A. Zitarosa [1] e [2].

Annali di Matematica
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TroreMa 1.2, - Sia f(wo, y, 2, W1, Wa, .., W) una funzione definila
nello sirato S, misurabile in A per ogni (2, w,, ..., W), continua rispetto a
(2, Wi, ..., W) per quasi ogni (v, y)€ A e lale da verificare la limitazione
(1.1); sia, inolire, My) una funzione definita e quasi continua in A,.

Per quasi ogni y€A,, comunque si assegnino k successioni (g, (2))nex
(=1, 2, ..., k) di funzioni misurabili in A, ed ivi egualmente quasi limi-
tale, il problema:

(1-5) #(x) = )‘(y) + lijn f f(&, Y Z(Ej, @1, u(£), cngﬂ(g)ﬂ ey @k,%(g))da n A,

non abbia pin di wna soluzione assolulamente continua.

Detta Y la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o Mlx, y)
non é sommabile rispetio ad x o non vale I ipotesi di unicita per il problema
{1.5) ovvero la funzione [ non gode delln proprieta (C), al variare dello
E-upla di funzioni o.(x, ¥) %, ¥), ..., eul®, y) in una fomiglio @ di fun
zioni dell insieme T egualmente quasi limitate in A in modo semiregolare
rispetto ad y e godenti ivi uniformemente della propriets B'), si consideri il
problema :

(1‘6’ 5(9‘% y) = l(y) +f f{gf ?/; Z(E, y)) CPx(&; ?l): @2&} y}ﬁ 3 %;(E, y)) d&

in A, X (B, — Y).

Allora, posto, per ogni z(x, y) soluzione del problema (1.6) in corrispon-
denza di una fissata k-upla (9, 92, -, 0n) €D (*):

z(m, y) ber (’1), ?/) € Am X (Ay—-— Y)
(L7) &%w=§
My) per (@, y)dx X Y,

~

la famiglia delle funzioni z(x,y), definite dalla (1.7), al wvariare di
(91, Pz, ooy 1) tn @, é compatta rispetto alla convergenza quase uniforme del
tipo semiregolare rispetlo ad wx ed inolire gode della propriet A™®.

{19) Anche qui il problema (1.6} ammette, in 4,3 (4y — Y}, una ed una sola soluzione
in corrispondenza di una fissata k-upla (¢,, ®z,.., ¢) € ®; basta, infatti, ripetere quanto
osservato in ({%) ponendo, questa volta, cPi(az =gix,y) =1, 2,.., k) perogni y &4y~ Y.



G. Sanracarr: Su aleuni sistemi di equazioni integrodifferensiali, cce. 243

Essendo le funzioni AMy) e f ME, y)dE quasi continue in A,, la prima
0

per ipotesi e la seconda perché ivi sommabile (*°), esse sono tali anche in
A, — Y, pertanto, per ogni numero reale o> 0, esiste una parte chiusa

Cz, di &, — Y tale che m(d, — 05, )< - (*) e le resirizioni delle funzioni
o

My) e f ME »)dE a G;, , sono ivi continue. Ne segue, quindi :

o

1.8) )| <F, f M@Eydi<h per y€O:,

con b e h costanti non negative.

Le funzioni z(x, y) definite dalla (1.7) al variare di-(p;, 9z,..., @y) in @
sono, allora, egualmente guasi limitate in A in modo semiregolare rispeito
ad « in quanto si ha, a norma della (1.1), della (1.6) e delle (1.8):

(1.9) Jela, 9)| = |2(x, v)| < | Nw)| + fM(ﬁy y)d§£%+§=h1 per (x, )€ 8, X C7 .

Essendo, inoltre, le funzioni #(x, 4) definite dalla (1.7) continue rigpetto ad «
per ogni y € A, e (*) misurabili rispetto ad y per ogni & € 3,, a norma di
un noto teorema di FRECHET-STAMPACCHIA (¥), la compattezza della famiglia
delle funzioni z(x, y) sard provata se faremo vedere che esse sono egualmente
quasi confinue in A in modo semiregolare rispetto ad «x. Bastera, allora,

provare che la famiglia delle funzioni #(x, y), definite dalla (1.7y al variare
di (@i, 92,.., 9x) in @, gode della proprieth A®), perché il teorema resti
completamente dimostrato.

A tale scopo cominciamo con 1’osservare che, essendo M(x,¥) sommabile
in A, in corrispondenza del numero reale ¢ > 0 esiste (*) una parte chiusa

(29) Cfr. F. Cariero [1], p. 212, oppure E. J. Mc. Suaxe |1], p. 187,

(?t) D’ora in poi con m(Z) saremo soliti indicare 1a misura secondo Lgsesgue dell’in-
sieme Z misurabile.

(*)) Cfr. G. Arnesg [1], p. 161. La funzione f{x, y, 2, 0%, ¥), .., ¢3(x, ¥)) risulta, infatti,
misurabile in A per ogni 2 e continua rispetto a 2 per quasi ogni (x, y) €A ed inolire vale
la (L1).

(23) Ctr. G. StampaccaIA [1], p. 204 e nota (47) di p. 213,

(*4) Cfr. G, ARNESE [2], p. 16.
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Ce , di A, tale che m(a, — C7 j< % el integrale[ ME, y)dE risulta una
z

funzione assolutamente continua nell’ingieme delle parti misnrabili Z di A,,
uniformemente al variare di y € €9 . A norma, poi, delle ipotesi poste sulla
funzione fix, gy, 2, W,, W,, ..., w,) nonché della (1.1), in corrispondenza del

HUmero o. esi 25 O . ) ) o
mero o, esistono (*°) due parti chiuse, C’y’8 e O;,i, di A, tali che m(4, O_Z’ o <
<

G :
<7 md, — 07 )< Te che per ogni numero reale ¢>0 la funzione

flx, 4, 2, Wy, W,, ..., w,) risulta quasi continua e quasi limitata nell’insieme
Dc = Am X Lc(Lc = {{37 Wiy Way ey mk): szy I%’ii = (3 = 1) 2) = k)y (ﬁ, Wiy
Wy, ey W) € B¥1}) in modo semiregolare rispetto a (s, i, W, .., Wwy) ed
uniformemente al variare di y € C’;yg (**) mentre da ogni snccessione (Y,)nen,
Yn € 0;,4 per ogni n € N, convergente, pud estrarsi una softosuccessione
(4n)reny di guisa che se y, = lim y, si abbia:

"

(1.10) lim (]f(&, Un, s & Wi, Way ey W) — [(E, Yo, 2, Wi, Wa,y o, W,)[dE =0
roJ
A

4

uniformemente al variare di (z, w,, #,, .., w;) nel cubo L,.
(id premesso, posto:

C?al: G.Zyl A 0;’2 N 01'373 0 0274
e quindi:
4, = Avc X OZ’

si ha:
CcCp,—Y e mb,—C5<o;

{2%) Cfr. G. ArNmsE |1}, lemma V p. 154 ¢ osservazione 2% p. 158 e G. ARNESE (2],
lemma XTI p, 17 e lemma IV p. 19, rispettivamente.

(28) Si dice che una funzione g{w, ¥, &, 10, -, ;) 6 quasi continua in De in modo seni-
regolare rispetto a (2, wy ..., wy) ed uniformemente al variarve di y in una parte chiusa C
di Ay, quando, per ogni coppia di numeri reali positivi ¢ ed w, ¢ possibile decomporre D, in
un numero finito di parti E; misurabili e disgiunte, nonché associare ad ogni y € C una
parte e'® di D, la cui proiezione sull’asse « abbia misura minore di & e 1’ oscillazione di
gloe, ¥s 2, Wy, ., 4), per ogni fissato y € C, in ogni insieme B; — E; N 9, risulti minore di w.

Si dice che una funzione g(x, ¥. 2, w0y, . -, 1) 6 quasi limitata in D, in modo semiregolare
rispetto a (2, 96, , Wy, .., W) ed uniformemente al variore di y in una parte chiusa C di Ay,
quando, per ogni numero reale positivo e, esiste un numero M >0 ed ¢ possibile associare
ad ogni y € C una parte eg’/’) di 2, di misura minore di g in modo tale che si abbia
Vg, Y, B, Wy, ey ) <=M per ogni y € C e per (o, 2,10y, ., 1) €A, — eg‘”) = L,. Cfr.,, per
queste definizioni, G. ArNEsE [1], p. 142 e p. 146 rispettivamente, nonché 1’ osservazione 2%
di p. 158
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conseguentemente, se faremo vedere che le funzioni 2 (x, ), definite dalla
(1.7), sono equicontinve in A4, separatamente rispetto a ciascuna delle varia-
bili e uniformemente rispetto all’altra, avremo provato 1’asserto.

Ora, che le ;'(m, ¥) siano equicontinue in 4, rispetto ad x, uniformemente
rispetto ad y, 6 ovvio, in quanto, a norma della (1.1), qualunque sia la coppia

di punti (&, y), @, y) € 4, si ha:

2

LD (56 9 — E@, ] = |5, 9)— 2 g f MG )2,

L,
1a fanzione f M, y)dE risultando, inolire, assolutamente continua nell’ insieme
Z

delle parti misurabili Z di A, uniformemente rispetto ad y € 0;C Cj ,.

Per quanto riguarda la equicontinuita delle z(w, %) in 4, rispetto ad g,
uniformemente rispetto ad x, eseguiremo la dimostrazione per assurdo.

Supponiamo, cioé, che le z(x, y) non siano equicontinue in A, rispetto
ad y, uniformemente rispetto ad x; esiste, allora, un numero reale positivo ¢
in corrispondenza del quale esistono, una successione (x,)nen di punti di A,
convergente ad un limite x,, due successioni (Y,)nen, (¥nhren di punti di Cj
convergenti allo stesso limite #,, nonché una successione (Z,(®, §)rey di fun-
zioni definite dalla (1.7), tali che :

(1.12) |;n(95n; Yn) — ;h<xh) Y'n)| = |2n@n, yn) — #n(@n, ¥'n)| =< per ogni k € N.

Le successioni (2,(«, ¥4)nen © (Zn(@, ¥n)ren, a norma della (1.9) e della (1.11),
sono costituite da funzioni equicontinue ed equilimitate in Ag; pertanto 6
possibile estrarne da esse altre due, che continueremo ad indicare allo stesso
modo, uniformemente convergenti in A, rispeftivamente, verso due funzioni
z(z) e 2'(x).

Indicata com (9 i, Psn, ., 9x,4 la k-upla di funzioni della famiglia @
eui corrisponde la 2,(z, y) quale soluzione del problema (1.6) e quindi 1a z,(z, )
definita, corrispondentemente, dalla (1.7), si ha:

(1.13) ga(x: Yu) = 20(T, Yn) = AN¥n) + f TE Yns 20 G Un)y 01,2 E 9n), 2,18 Ynd, woe

oy Ox, 0 yn)) dE
ed inoltre:

T

(1.14) gh(x; Yn) =@, ¥n) = My y) + f FEYn 20 & yn) 01,0 Un)s o ull 9n)s -
0

ey 9,0 (G o)) dE
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Ma la (1.13) si pud scrivere:

(1'15) ';h(‘va yh) = )‘(yh) + f [f(g’ yha zh(g’ yh): %,h(&a yh), revy cPk,h(&v yh))—

- f(gy Yu, Z(é), CPz,h(Ev Z/o); ey Pk, h(gy yO»] dg + ff(&; Yns 2}‘(&), <{71,h(&7 yO)a esey Cpk,h(g, yO))dE .

Avendosi:

lim ¢, = 9,
h
(1.16) lim 2,(z, Yn) = lim 2, (z, yr) = 2(z)
h n

uniformemente in A, in virtl delle ipotesi poste salla funzione f{z, g, 2, w, ..., wy)
e sulle funzioni di @, segue, come proveremo in seguito, che é possibile
estrarre dalla successione (y,jnen un’altra successione (y,)en tale che:

x
(L.17) 1ijm f[f & Wyys 2 (St @10, Gs 8, s Phy (6 ) —
0

_ f(gf %j, 5(&)7 Py, (&; Yol eov s ipk,*@ﬁr yﬁ))} dE =0

ed inoltre, si abbia:

z
(1.18) Lim f f{gy yvj, 5(&); c?l,vj (gv ?/0)) ey :?k,vj(g) ?/o)) d‘E =
)
0

z
=tim [ 1 oy €6 PG ol e iy & 9 E.
J
Q
Dalla (1.15) ne viene, allora:
@x
#(z) = Mgo) + lim f F(& Yo, 2E)s P, Es Yods ooe s Py, 90)) dE In Ay
i
e operando in maniera analoga sulla (1.14):
z
51(-77) = }‘(y0> -+ lim f f &, ¥, zl(g)’ CPl,vj(‘Eﬁ Yols -« 5 cPk,vj(Ea Yo)) dE in Aw
J
0

con z(x) e #(z) assolutamente continue in virti della (1.1) ed essendo g, € Cy .
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Da cid, in virtit dell’ipotesi di unicitd per il problema (1.5), segue:
2(z) = #(x) per ogni =z € A,
¢id che é in contrasto con la (1.12), dalla quale segue:

(2{(@o) — &' (@) | =€ > 0.

i

Proviamo, ora, per completare la dimostrazione del teorema, la (1.17) e,
poi, la (1.18).
Dimostriamo la (1.17). Per questo, basta provare che:

(1.19) h]nl {f(.’.& Yo;» 5vj(3;s yvj)7 P1,; (z, yvj), veey ‘:Pk,vj(x’ ij)) -
— fla, Yois (), P,y (@, Yo)y er 5 ‘?k,vj(xa yo))] =0

in misura Az, in quanto, le funzioni integrali della successione:

(f{f(gy gvi) Zv}.(é, yvj); ‘:Pl,vj (gy ?/vﬂ; wee g C?k,vj(gy %j)) -

Z

— [E y. AD, Par 6 Yol s D, s 9] d&).
jEN

risultano, a norma della (1.1) ed essendo Y, € Cy < O , per ogni j€ N, equi-
assolutamente continue nell’insieme delle parti misurabili Z di A,. A tal
uopo, assegnamo ad arbitrio la coppia di numeri reali positivi v e t; poiché
le funzioni della famiglia ® sono, per ipotesi, egualmente quasi limitate
in A in modo semiregolare rispetto ad y, in corrispondenza del numero <,
esistono una costante h, >0 e %k successioni (eZ:%)heN (=1, 2,...,k di parti

di Az, di misura minore di g5+ 10 guisa che si abbia:

(1.20) 19i,n(®, ¥)| =< hs per ogni (z, y) € (Az — edN X, (=1,2,..k
e per ogni h € N.

Posto

(1.21) ¢ = max (h;, hy),

consideriamo il relativo insieme D,. Si ha, intanto, a norma della (1.9),
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della (1.16) e della (1.20):

|2n(@, Yn) | = |2n(x, ¥n)|, |2(2)] < ¢ per ogni z€ A, e per ogni hEN,
(1.22)
[pin(z, )| < ¢ per ogni (z, )€ {8z —eQ) XAy, (=1, 2,,.,k)

e per ogni h&€ N.

Ora, poiché y, € Cy © Cy,5 per ogni & € N, la successione (f(z, ¥y, 2, Wi, ...
oo, Wehnen 6 costituita da funzioni egualmente quasi continue ed egualmente
quasi limitate in D,, in modo semiregolare rispetto a (2, ., .., w,) *).

Per un noto teorema di G. SramMPAccHIA (*) é possibile estrarre, allora,
dalla successione (f(z, ¥, &, W, ..., Wihhey una successione (f(z, Ynys & Wiy oo

vy Wy)jex quasi uniformemente convergente in D,, in modo semiregolare
rispetto a (2, wy,..., wy) (**). Pertanto, in corrispondenza del numero =, esiste
T
6 -~

(f(x, Yn;s # W1, .., Wp))jen converge uniformemente in (Ay —dg) X L,. D’altra

una parte aperta 4, di A, di misara minore di — (*) tale che la successione

parte, ogni funzione della suddetfa successione é (*) quasi continua in D,

(27 Le funzioni di una successione (g,(®, 2, w0y, ..., w)}uey definite in D, ed ivi misu-
rabili rispetto ad « per ogni (#, wy, w,,.., 1y}, continue rispetto a (2, wy, ..., wx) per quasi
ogni w €4, si dicono egualmente gquasi continue in D, in modo semiregolare rispetlo o
(2,9, ..., 1) se, per ogni coppia di numeri reali positivi ¢ ed w, é possibile decomporre
D, in un numero finito di parti BE; misurabili e disgiunte, nonché associare ad ogni funzione
della successione una parte e(®) di D, la cui proiezione sull’asse delle x abbia misura minore
di ¢, in modo tale che 1’oscillazione di ogni fupzione della successione sia, in ogni insieme
E;— B, [\ em), minore di w. Le funzioni della successione (g,(®, 2, wy, ..., wy)lneN si dieono
egualmente quasi Umitate in D, in modo semiregolare rispelio a (2, #wy, .., W} se, per ogni
numero reale positivo g, esiste un numeroc M >0 ed una successione (eg”)neN di parti di
A, &i misura minore di =, in modo tale che siabbia g,{2, 2, 9w, .., wy) |[==M perognin € N
e per ogni (m, & Wy, W) € (A — egf)} X L,. Ofr, per le definizioni sopra richiamate
G. Srampaceoria [2] p. 40. Si noti che le defimizioni richiamate in (26) sono una naturale
estensione di quelle sopra riportate.

(28} Cfr. G. Swampaccnia [2], p. 40.

(*9) Si dice che una successiome (g, (w2, 10,,.., W)lneN di funzioni definite in D,
converge ivi quasi uniformemente in modo semiregolare rispetto a (2, wy, ..., 1wy, quando, per
ogni numero reale positivo ¢, esiste una parte s, di A», di misara minore di s, in modo tale
che la successione converga uniformemente in (A,-—e¢,) <X I,. Cir, per quesio concetto,
G SrampAacoHIA [2], p. 39.

(8% Cid in quanto la misura di un insieme misnrabile 6 P estremo inferiore dell’insieme
numerico costituito dalle misure degli aperti che lo contengono.

(81) Cfr. G. SrampaccHIA [2], p. 80.
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in modo semiregolare rispetto a (2, w., w,,..., wy) (*) e, pertanto, per ogni

j € N, esiste una parte aperta AY di A, di misura minore di e tale che

T
la funzione flx, yn , #, W1, ..., Wy sia continua in (Az — AP X L.
Posto allora:

Ag= A, U (U 49,
ieN
8i ha:

m(Aq) < m(Az) + %o m(A) < —%—,
{=1

e nella parte chiusa e limifata (A — 42 X L, di D, le funzioni della succes-
sione risultano continue; essendo, inoltre, la successione (f(z, Yn,, 2, W1, ...
.y Wy)eny ivi uniformemente convergente, ne segue che le funzioni di essa

sono ivi equicontinue; perfanto, esiste, in corrispondenza ad 7, un numero
o > 0 tale che:

(123) lf(x7 yhj: z,; 7U’1, rer e wlk) - f(xy @/n‘,; 5”: 70”1, very wﬂk)‘ < M .7 € N;
per:

4 ?

(&, &, Wiy oy, W), (m, 87, W'y, ., W)€ (Mg —Ag) X L,

!Z"""—zﬂt<w,

Wy — W' <oy, [0y — | <o

Godendo, poi, le funzioni della famiglia ®, uniformemente della proprieta B,

. . . . . . T
esistono, in corrispondenza della coppia di numeri EA ed », un numero reale
2
P . : Tk, . . . s . .
& >0 e k successioni (eé’g))jey 4, =1, 2,..,k) di parti di A, di misura
$]

. . T . . . .
minore di g5 10 maniera che risulti:

iCPi,hJ<x, ?j’) - c?i,h_,'(w: ZIU)! <o (f= 1} 29: e s k)

per |y —y'| <8, @, ¥), (x,¥") € (Ap — 505',)) X A, e per j€ N.

%%
Ora. poiché la successione (Un)jen converge ad y,, segue, dalla relazione

(*?) Una funzione g(x, #, 1wy, ..., w;) definita in D,, si dice guasi continua in D, in
modo semiregolare rispeilo a (2, w,, ..., w;) se, per ogni numero reale o > 0, esiste una parte
chiusa Cy di D, in guisa tale che la proiezione di D, — O sull’asse % abbia misura minore
di ¢ e la restrizione di giw, 2, wy, .., wy) a Co sia ivi continua, Cfr. G, SramMpaccHIA [2], p. 80.

Annali 3 Matematica 32
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precedente, per j sufficientemente grande:

[Pyt Ty Yn) — i, (@ Yo) | <0 (G =1,2, ., ), 5€8; — ] .

Civ posto, si ha, per j sufficientemente grande (*):

Az{lf(x; ?/h;; zhj {x, ?/kj): (P;,hj(-‘ﬂ, %}; ey @k;kj{xa ?]@)} —
- f(m’ Z/nj-, Z(SC), c?l,hj(x9 yO)a ey on,hj(xs .%W 1 27)) -

S (U Aol igh, @, Yn) — Piny (@, 9o) | = 0) U eJ3) U 4, S

, x4
i<k "

C(UeHU(UeMh U 4,;
g fsck

=<k
conseguentemente, per j sufficientemente grande, segue:
AL (@ Yns 20, (% Uny Pob (2, Yn )y oo s Po,0, (2, Yn))) —

— 1@, Yn,, 242), 01,1,(@ Yo); wor s Py (@ Yo)t | =M <

2 . 2
< X m (efvlj'?i)) 4 X m(egfg)) + m(dg) <7,

f==1 do1

il che prova, appunto, la (1.19).

Dimostriamo, infine, la (1.18).

A tale scopo, assegniamo ad arbitrio il numero reale n > 0 ; esiste allora,
in corrispondenza, un numero reale t > 0 tale che, per ogni parte misurabile
Z di Az, di misura minore di t, risulta:

(1.24) fM(«z,y)dam per y€ ;S CG..
VA

Partendo dai numeri % e 7, ripetiamo il procedimento segunito per dimo-
strare la (1.19), in modo da stabilire la (1.20) e successivamente le (1.22) in
cui il numero ¢ 6 sempre dato dalla (1.21) ed, infine, in modo da determinare
Iinsieme A4, ed il numero o >0 per cui sussista la (1.23). Inoltre, poiché
yn, € 07 < Co | per ogni jEN, 6 possibile estrarre dalla successione (¥)jen

{3%) Avvertiamo che se f(x) ¢ una funuzione definita nell’insieme Z, indicheremo, d'ora
in poi, con « Z\f\@)==a)» la parte di Z in cui f(x)= a, o essendo un numero reale.
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un’ altra successione (y,);eny per cui si abbia:
125 i [ 7y 090 1) = £ o5 103, e 1) [ E =0
7
AZ

uniformemente rispetto a (2, wy, .., w,) € L,.
D’altra parte, essendo le funzioni #(z) e @i, (%, 4o) (¢ =1, 2,k JEN)
misurabili in A; e, a norma delle (1.22), verificando le disugnaglianze :

| #(z)| << c per ogni z € A,

1.26
(1.26) o)
®,i

| i,y (@, Yo) < © per ogni @ € 8y —e %) (4, =1,2,..,k) e per ogni jEN,

esistono (*) delle successioni (g.(%))new, (hg{;‘(x))nelv =12 .., k;j€EN)di
funzioni semplici (*) tali che:

2(z) = lim gu(z), i,,(®, yo) =lm i) (@) @=1, 2,...,k;j €N)

uniformemente in Az e in A, — eg’fl? (¢=1, 2, ...,k j€ N) rispettivamente.

Anzi, é noto (**) che, se w € N 6 tale che p>c¢ e ng < %, si ha:
\ (&%) — gu(®)| < » per ogni z € A,

(1.27)

' | @iy, (5 o) —h%(x}{ < w per ogni z € Aw—e:g) t=1,2,..,k;j€N).

Le funzioni g,x) e hgf,,(:c) t=1, 2,....k; j&€N), essendo semplici, assumono
ciascuna, rispettivamente sugli insiemi Ay e Az — e:’f? t=1,2,..,k; jEN),
un numero di valori non superiore ad un certo #n, € N dipendente solo da y,
tali valori essendo tutti compresi fra certi numeri r,, Tayoees Ty

Sia Z;f%hlz,___,lk la parte di Ay — .Uk eg’,ﬂz — Az in cui le funzioni gu(z)
=<,

e hiffj(w) (¢=1, 2,..., k) assumono, rispettivamente, i valori r,, r,,...,7,
Lt .., ly=1, 2, .., n; le Zg,jz)l,...,z,. b, lr=1,2, ..., 1), potendo qual-

(34) Cfr. F. Carigro [2], p. 295.
(3%) Cioé assumenti, ciascuna, un numero finito di valori distinti.
(36) Cfr. loco cit. in (34).
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cuna di esse essere eventnalmente vuota, sono disgiunte e si ha:

— A, — Je% — 4,.

. x,i
i<k

(7)
U Zih,,

LTy ey b =S 2 L

Se osserviamo, ora, che, in virti delle (1.26), si ha:
lgu@)|<c per ogni z €4,
]hﬁﬁ(x)i < ¢ per ogni z € Ay — e:@ =1, 2,..,k; € N) (¥
e quindi:
g lr<c (I=1,2, .., n)

(1.28)
{ r | <c ,=1,2..,nm; s=1,2,..,k,

a norma della (1.25), esiste v' € N tale che, per j =V, risulta:

(1'29) f |f(§3 yvj: 7y, 7'11; e )rl}f) - f(&a %, D) Vl]: AR rl/ﬂHdE < %":)+1
Iy [}

(g, Z}“. ver s lk - 1, 2’ see s %g) .
In virtd della (1.23), tenendo presente le (1.26), (1.27) e (1.28), e in virti
della (1.24) e della (1.29), si ha, allora, infine, per j==v':
T
[ f {f(&s %j, z(&)} Q?l,vj {Es ?30}; ey cpk,vj@: %)) - f(gy Yo, 5(6)3 C?l,‘{.};(gy %),
{
o

soe s :Pk,*zj(§7 ('/o))] d& <

= ]f(&v .@ju;, 5(&)7 CPl,vj(EJ .%), vy CPFE,VJ«@; yo)) - f(&; Yo, Z(E), Cpl,vj(gﬂ yﬂ)a
(v
(521‘5 eﬁ’]i ) U4, cey Phyy (Ev Yo)) l dg -+
+ ‘f(g; yvj) z(&); c?l,vj(&: yﬂ\)v wery Cpk, Vj(g’ yo)) - f@; yo; z(&) cpl,vj(gﬁ y0)7 e
A, — (vj)
e igkezfi — 4y s Py (& Yo)) | dE =

{*7) Invero, ¢ noto che le successioni di funzioni semplici (gu{#)lnen e (hféfgt{x})nez\r
(¢==1,2,..,%k;j€ N} approssimanti le funzioni misurabili z(x) © iy, (o, 9, (i=1,2,..,%:
j& N} sijpossono supporre fali che: | ¢,(@)| S| gpidx) ' € | hgzn(w} = h(i%,l(ac) | per ogni
#€N e per ogni e A,. Cfr, in proposito, C. Bazocom [1}, p. 242.
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La (1.18) &, cosi, provata (*) ed il teorema in esame é completamente dimostrato.

Con procedimento analago a quello seguito per la dimostrazione del
teorema 1.2, si dimostra il seguente che generalizza un teorema di compattezza
stabilito in G. SaNTAGATI [3] (*) e quindi anche un noto teorema di compat-
tezza di C. CrraBERTO (*):

TrOREMA 1.3. - Sia fix, 4. 2, Wi, Ws, ..., W) una funzione definila
nello strato S., misurabile in A per ogni (2, w,, 1. .., Wy), continua rispetto
a (3, Wy, W, ..., W) per quasi ogni (x, y) € & e tale da verificare la limita-

zione (L.1}; sia, inolfre, v(x) una funzione definita ¢ quasi continua in A,.
Per quasi ogni x€A,, comungue si assegni una k~upla di funzioni o(y),
9(y)y s Paly) misurabili in A, , il problema:

Y

(1.30) #ly) = vix) + f fle, m, 2(m), eudn)y 92(n)y oy @a)dy  in 3,

9

non abbia piu di una soluzione assolutamente continuo.

(*%) 11 ragionamento seguito si ispira ad un procedimento di G. ArNEsE; cfr., in pro-
posito, G. ArNEsSE [2], pp. 29-31.

(*%) Cfr. Lemma XI° p. 79.

(*9 Cfr. C. Cruigerro [1], p. 20.
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Detta X la parte di misura nulla di A, per gli x dello quale o M(x, y)
non ¢ sommabile rispetio ad y o non vale I'ipotesi di unicita per il problema
(1.30) ovvero la funszione [ non gode della proprieta (C), al variare della
f~upla di funzioni o.(c, y), oA, ¥), ..., ulx, y) dell’insieme T in una fami-
glia & compatta rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare
rispetto ad x, si consideri il problema: ‘

i
(131} 2z, y) = v(z) + f flx, m, zlx, 1), wadx, 1), e, 1), .., Palee, M) dy
’ in (A, — X} X A, ()

Atlora, posto, per ogni z{x, y) soluzione del problema (1.31) in corrispon-
denza di una fissata k-upla (9., ¢z, .., 9x) ¢ funzioni di ®:

- S z(z, y) per (z, y) €3, — X)X 4,
( vig) per (x, y) €EX X4,

la famiglia delle funzioni z(x,y), definite dalla (1.32), al variare di
(91, D2y -, @n) n D, & compatia rispetto alla convergenza quasi uniforme del
tipo semiregolare rispetto ad y ed inolire gode dello proprietc, A™.

Dall’esame della dimostrazione del teorema 1.2 si constata che é possibile
generalizzare I'ipotesi di unicitd per il problema (1.30), supponendo, diretta-
mente, che il problema (1.31) in AzX A, , abbia, per quasi ogni z € A,, per ogni
E-upla di funzioni ¢, (z, ¥), 9%, ¥), -.., Pa(, %) dell’ insieme T appartenenti a @,
una sola soluzione in A, e supponendo, inoltre, che se {y(z, ), $a(=, ¥), ...
s Yu(@, y) sono le funzioni limiti secondo la convergenza quasi uniforme
del tipo semiregolare rispetto ad z di % successioni di funzioni (i, (%, ¥)jer
=1, 2,..., k) estratte da % successioni di funzioni di @, per quasi ogni
z €Az, il problema:

k4
z(?)’) - V{x> + f f(.’l), 7}7 2’("}); @1(.’1), ﬂ); '“I)Z(w: 7})3 see s (!)k(xp ??))fz”? i]’l A?f
b
abbia una sola soluzione.

(14) Tale problema ammette, in (3, — X} ><A,. una ed una sola soluzione (cioé esiste
una ed una sola funzione z(w, y) definita in (A, — X) > Ay e tale da soddisfare ivi identi-
camente la {1.31)) in corrispondenza di un fissata k-upla (9;, ve, ..., o) di funzioni di @, a
norma delle ipotesi poste sul problema (1.80) e poiché, inoltre, per 1a funzione fiz, u. 2, o, ¥).

2o{2, ), o » Eu{T, y)), per ogni x €4, — X, sono verifieate le ipotesi di CARATHRODORY in 4y,.
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Si ha, cosi, il seguente altro teorema di compattezza (**) che generalizza
il teorema 1.3:

TrorEMA 14. - Sia flz, y, 2, Wy, Wy, .., W) una funzione definita nello
strato S,, wmisurabile in A per ogwi (2, Wy, Wy, ..., W), continua rispetto a
(2, Wy, Wz, ..., W) per quasi ogni (x, y)€A e lale da wverificare la limila-
sione (1.1); sia, inoltre, v(x) una funzione definita e quasi continua in A,.

Per quasi ogni xz€A,, comunque si assegni una k-upla di funzioni
P, ), P, Y)y .-, i@, ) dell’insieme T ed appoartenenti ad una famiglia ©
compatia rispetto alla convergensa qunsi uniforme del Hpo semiregolare vi-
spetto ad z, il problema:

Y

(1.83) () =@ + J £, 7, #n), oo, 1) 9@ Wy ey Palm W) 0 A,

]

non abbia pin di una soluzione assolutamente continua ed, inolire, se
(e, ), o, ), ..., Uulr, y) sono le funzioni limiti secondo la convergensa
quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad x di k successioni di fun-
zioni (i n(@, Phen(t =1, 2, ..., k) estratle da k successioni di funzioni di @,
il problema:

Y

(134) z(@) = V(x) + f f{m, s z(‘f)), L!)l(x} 72)7 qu(w) Y})J sty (‘I)k(x: Y}))d’ﬁ in Ay

4]

non abbia pin di una soluzione assolutamente continua.

Detta X la parte di wmisura nulla di A, per gli z della quale o M(z, )
non ¢ sommabile vispetto ad y o non vale U ipolesi di uwicitac per il problema
(1.33) o per il problema (1.34) ovvero la funzione [ non gode della proprietd

(C", al variare della k-upla oz, y), oz, ¥), ..., oxlz, y) tn ®, si consideri
il problemao :

Y
(LSE’) Z(;’I}, y) - V(ﬁ) + f f((l?, e 5($, 7})) CPI(% 7}}7 ?2("@} 37)7 ey @k(x: 7}» d(}?

in (8, — X)X 4, (%)

{#) L/ osservazione di cuni sopra ¢ stata esplicitamente messa in luce, con riferimento
ad un teorema di compattezza analoge a quello citato in (1), in G. ArxusE [2], p. 32.
(%) B ovvio che tale problema, a norma delle ipotesi poste, ammetie, in (A, — X) 3< Ay,

una ed una sola soluzione in corrispondenza di una fissate k-upla (p,, 95, .., @) di fun-
zioni di @.
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Allora, posto, per ogni z(x, y) soluzione del problema (1.3D) in corrispon-
denza di una fissata k-upla (9., @2, ..., ©p) di funzioni di O:

N gz, y) per (z, y) €A, — X)X 4,
vz} per (z, y) € X X4,

la  famiglia delle funszioni 2z, y), definite dalla (1.36), al variare di
(91, D2, -, Px) tn D, é compalia rispelto alla convergeneza quasi uniforme del
tipo semiregolare rispetto ad y ed inoltre gode della proprieta A,

In maniera analoga ai teoremi 1.1, 1.2, 1.3, con le ovvie modifiche del
caso, si dimostrano i seguenti altri teoremi di compattezza :

TeorEMA 1.5, - Sio f(z, y, 2, Wy, Wa, ..., W) une funzione definite
nello strato S., misurabile in A\ per ogni (2, 1., W,, ..., W), conlinua rispetlo
@ (2, Wy, Wy, .., W) per quasi ogni (z, y) €A e lale da verificare la limita-
zione (1.1); sia, inollre, My) una [unzione definita e quasi continua in A, .

Esistano uno costante M, >0 e k—1 funzioni Yyx), Yi(x), .., Xuix)
quasi continue in S, tali che, per quasi ogni y €3, comungue Si assegnino
la funzione oz) continua in A, e k—1 successioni (9i n(@nen (=2,3, ..., k)
di funzioni misurabili in A, verificanti le disuguaglianze:

[ 9a(@) | < M, per ©€ 3y, | %inl®)| < ¥i(w) (4 =2, 3, ey K)

quasi ovunque in A, e per ogni n € N,

il problema (1.2) non abbia pit di wna soluzione assolutamente continua.

Detia Y la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o Mz, y)
non 6 sommabile rispelto ad z o non vale U ipotesi di unicita per il problema
(1.2) ovvero la funzione [ mon gode della proprieta (O, al variare delle
funzioni ©.(2, ¥), 92(Z, ¥)y o, Pu(@, y), rispeltivamente, in k famiglie @,
®,, ..., ., di funzioni verificanti le disuguaglianze:

(1.37) [ oulz, ) | <M, per (z, v)EA, 9. €Dy, | 0ilz, v) | = Xil®)
per y€ A, e quasi ovungue in D,, 9i€D; (= 2,8, .., k),

la primae costituita da funzioni equicontinue in A, le altre costituite da fun-
zioni dell insieme T', godenti uniformemente della proprieta B, si consideri
il problema (1.3). Allora, posto, per ogni z(z, y) soluzione del problema (1.3)
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in corrispondenza di una fissata E-upla (91, 9oy vy 9p) €D X @y X . X Dy (*):

z(x; y) per (.’E, "J)E Aw >< {Ay - Y)
(1.38) 2z, y) =

My) per (z, )€ A, X Y,

i

la  fawmiglia delle funzioni z(x, y), definite dalle (1.38), al variare di
(P1s P2y oy Br) 0 Dy X P, X .. X @, 6 compatta rispetio alla convergenza

quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad z ed inollre gode della
proprietad A,

TeorEMA 1.6. - Sia f(=z, y, 2, Wi, s, ..., W) una funsione definita nello
strato S,, misurabile in A per ogni (2, Wy, W, ..., W), continua rispetto a
(8, Wy, 12, o, 1W0,) per quasi ogni (z, y)€EA e lale da verificare la limitazione
(1.1); sia, inolive, Ny) una funzione definila e quasi conlinua in A,.

Esistano  una  costante M, >0 e k—1 fungioni Yo(®), ..., Xp(x) quass
continue in A, tali che, per quasi ogni y€A,, comunque si assegnino k
successioni (9i,n(@ey =1, 2, ..., k), lo prima di funzioni conlinue in Ay
e le altre di funzioni i misurabili, verificanti, per ogni ne N, le limitazioni:

|p,n@) | =My per z€8,, | ¢iula)| <Aiz) G=238,.., k)
quast ovunque in Ay,
il problema (1.5) non abbia pi di una soluzione assolutamente continua.

Detta Y la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o M(w, y)
non ¢ sommabile rispeilo ad x o non wvale Uipotesi di unicitt, per il problema
(15) ovvero la funzione [ non gode della proprieta (C), al wvariare delle
funzioni oz, y), 9z, Y), ..., 9\, y), rispettivamente, in k famiglie ®,, ®,, ..., D,
di funzioni wverificanti le limitazioni (1.37), la prima costituita da funzioni
equicontinue in A, le alire da funzioni dell’ insieme T', godenti uniformemente
della proprieta B'), si consideri il problema (1.6).

Allora, definite, al variare di (¢, ©,, .., ¢p) in D, XD X .. XDy, le
le funzioni 2(z, y) mediante le (1.38), wale la tesi del teorema (1.5) (*%).

TrorEMA 1.7. - Sia f(@, y, 2, w,, W, ey W) una  funzione definita
nello strafo S;, misurabile in A per ogwi (z, Wy, Wi, .o, Wy), CORtinua rispetto
a (2, Wy, W, .., W) per quasi ogni (z, y)€A e tale da wverificare la limi-
tazione (1.1); sia, inoltre, v(z) una funzione definita e quasi continua in A, .

Esistano una costante M,~0 ¢ k—1 fanzioni  Ayy), As), ..., Xu(y)
{44) Il problema (1.8) ammette, anche in questo easo, in 4, < {

soluzione in corrispondenza di una fissata E-upla (p,, 05,
(*) Si noti che il teorema 1.6si pud, pure,

8y — Y}, una ed una sola
5 1) € By X By < X by 5 ofr. (15),
riguardare come un corollario del teorema 1.5.

Annaeli di Matematica 33
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quass continue in A, lali che, per quasi ogni z €A, , comunque st 0SSegNinoO
la. funzione 9.(y) conlinua in A, e k—1 funzioni oly), .., @ (y) Wi misu-
rabili, verificanti le disuguaglianze:

eu(y) | <M per yed,, |ofy) | =Xly) G=2, 3, .., k) quasi ovunque in A,,

il problema (1.30) non abbia pin di una soluzione assolutamente continua.

Detta X la parte di misura nulla di A, per gli z della quale o Mz, y)
non é sommabile rispetlo ad y o non vale 'ipotesi di unicita per il problema
(1.30) owvvero la funzione [ non gode della proprietd (C"), al variare delle
funzioni ¢.(x, y), P2(&, Y), v, Pulx, y), rispettivamente, in k famiglie ©,,
®,, ..., O, di funzioni verificanti le disuguaglianze:

| oul, ¥) | <M, per (z, y)eA, 9. €Dy, | @iz, ¥) | << Kily)

per €A, e quasi ovungue in A, 9;e®; (=2, .., k),

la prima costitwite da funzioni equicontinue in A, le alire costiluite da fun-
gioni dell’ insieme T egualmenie quasi continue in A in modo semiregolare
rispetto ad « (**), si consideri il problema (1.31).

Allora, posto, per ogni z(z, y) soluzione del problema (1.31) in corrispon-
denza di una fissata k~upla (9., @2, ., 25 €D X D2 X o X &y (*):

z(x’ y) ber (1'7 y>E(Aw_X)><Ay

(1.39) o, y)= {
v(z) per (z, Y)€X X 4y,

la famiglia delle [unzioni 2(z, y), definite dalla (1.39), al wvariare di
(P, P2, ey Pp) 0 Dy X Dy X oo X @y, € compatio rispetto alla convergenza
quasi uniforme del tipo semiregolare rispetlo ad y ed inolire gode della

proprieta AW,
Cid posto, per ogni n€ N, porremo, d’ora in poi:

. i —1 i | w01 i
=1z <Lzr<< — t @ =1y: b<y<—bych
AN ={x: " a_m_na,wGRg,A,, ?J ” y=-,0y
(t=1, 2,.., n).
(46} Lie famiglie &;(i =2, .., k) sono, quindj, compatte rispetto alla convergenza quasi

uniforme del tipo semiregolare rispetto ad x. Cfr. G. STAMPACCHIA [1]- p. 204 e nofa (*7) p. 213.
(*") I1 problema (1.31) ammette, anche qui, in (Ay~— X)>< Ay unn ed una sola soluzione
in corrispondenza di una fissata k-upla (¢4, %25 21) € &y X Py oo XPy; ofr. (41).
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Valgono, allora, i seguenti teoremi di compattezza di cui il primo si
ottiene, con ovvii adattamenti, da un noto eriterio di G. ARNESE (*), mentre
il secondo ed il terzo conseguono, rispettivamente, dalle dimostrazioni dei
teoremi 1.2 e 1.3, qualora si osservi che, mantenendo le notazioni introdotte
in essi, si ha:

& —

2l

lim f M, y)dE = O uniformemente al variare di y in 0; s

&
v
lim f Mz, n)dn =0 uniformemente al variare di x in Og (*)
*
e, per ¢ =0:

#0) = #(0) =1lim 2, (0, ) = lim 2, (0, o) = lim 2,0, /) = lim 2, (0, ) =
= li;n Myn) = li;n AY'n) = Nyo),

per y=0:

2(0) = #(0) = li;n Zn @y, 0) = ﬁ;n 2y (0, 0) = 11;11 on (@', 0)=1lim 2, (&', 0) =
h
= lim v(z,,) = lim v(z',) = v(z,) (*"),
3 h

rispettivamente :

TreoREMA 1.8. - Sia f(z, y, 2, W1, W, ..., wy) una funzione definita nello
strato S,, misurabile in A per ogni (2, wy, W, ..., w,), continua rispetto «
(3, Wi, W2, .., Wy) per quasi ogni (r, y)€A e tale da verificare lo limitazione
(1.1); sia, inolire, My) una funzione definita e quasi conlinua in A,.

(*8) Cfr. G. Ar~EsE [2], p. 32
(#9) Si 6 indicato con CJ I’analogo insieme di Gy, con riferimento al teorema 1.3.

" {*%) Bi sono indicate con (®ueN e (x;)hen le analoghe successioni delle (y,)ren e
¥/ }heN con riferimento al teorema 1.3.
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Esistano una costante M, >0 e k—1 funzioni Y (z), (@), ..., %)
quasi conlinue in A, loli che, per quasi ogni ye€d,, comungue si assegnino
la funzione @, (z) continua in A, e k—1 successioni (p;, (@ ey 1 =2,8, .., k)
di funzioni misurabili in A, verificanti le disugunaglianze:

oz | =M, per z€8,, | inlt)| =<Ux) (¢=2,3, .., k)

quasi ovungue in A, e per ogni ne N,

il problema (1.2) non abbia pii di una soluzione assolulamenie conlinua.

Detta Y la parte di wmisura nulle @i A, per gli y delln quale o Mz, y)
non é sommabile rispelto ad x o non vale Uipotesi di uwnicite per il problema
(1.2) ovvero la funzione [ non gode della proprieta (C), e detle (pi (@, Yinen
G =1, 2, ..., k) k successioni di funzioni verificanti, per ogni ne N, le disu-
guaglianze :

(140) | s, uls ) | < per (o, )€S, | Ginlz, y) | =Xile) (=23, .., k)

per yeEA, e quasi ovunque in Ay,

la prima costituila da funzioni equicontinue in A, le altre da funzioni dello
insieme T' godenti uniformemente della propriett B'), si consideri la succes-
sione (zu(Z, Yinen d¢ funzioni definite, per ogni ne N, da:

[+3
& —
"

\ My) per (@, y)eA,™ X (B, —Y)

(1.41) W@ =1 Ay + f FE o, 2B 1) Puns Ul s PrwlEs ) dE

0

per (z, y)e( U A% x4, — Y).

2=Ci<n
Allora, posto, per ogni neN:

% eu(z, Y) per (z, Y)ED, X (Ay— Y)

(1.42) Zn(z, ) =
[ Ay per @ peseX Y,

la successione (En(x, Yinen, @i [unzioni appartenentt a T, é compatia rispetto

alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad x e gode,

inolire, della proprieta A
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TrorEMA 1.9. - Sia f(z, y, 2, Wy, We, ..., W) una funzione definila nello
strato S., misurabile in & per ogni (2, Wy, Wy, ..., W), continua rispetto a
(2, Wy, Wy, ..., W) per quasi ogni (x, y)€ s e tale da verificare la limitazione
(1.1); sia, inolire, Ay) una funzione definita e quasi continua in A,.

Esistano una costante M: >0 e k—1 funzioni %y(2), Xs(@), ..., Xu(2)
quasi continue in A, talt che, per quasi ogni ye€A,, comunque Si assegnino
k successioni (i n(@weny =1, 2, ..., B), lo prima di funzioni conlinue in
A, ele allre di funzioni ivi misurabili, vevificanti, per ogni ne N, le limitazioni:

| 9o, u(m) | < M; per x€ld,, |9i.@) | X&) (¢=2, 38, ..,k

quast ovungue in Ay,

il problema (1.5) non abbia pin di una soluzione assolutamente continua.

Detta Y la parte di misura nulle di &, per gli y della quale o M(x, y)
non & sommabile rispetlo ad = o non vale Iipotesi di uwicila per il problema
(1.5) ovvero lo funzione [ non gode della proprieid (C), e defle (9, u(Z, Wney
(6=1, 2, ..., k) k successioni di [funzioni verificanti, per ogni neN, le
disuguaglionze (1.40), la prima costiluita da funzioni equicontinue in A, le
altre da funzioni dell insieme T’ godenti uniformemente della propriely B'), si
consideri la successione (2.(x, Y)nen di [funzioni definite, per ogni ne N,
dalle (1.41).

Allora, definita la successione Gz, Yney mediante la (1.42), vale la
tesi del teorema 1.8 (™).

TeorEMA 1.10. - Sia f(z, y, 2, Wy, We, ..., W) una funzione definila
nello strato S,, misurabile in A per ogni (2, w,, Ws, .., W), continua rispetto
a (2, Wy, Wy, ..., Wy per quasi ogni (z, y)eA e tale da verificare lo lLimiia-
zione (1.1); sia, inolire, v(z) una funzione definita e quasi continua in A,.

Esistano una costante M, >0 e k— 1 funzioni Xu(y), Xs@), ..., Lx(y)
quast continue in A, tali che, per quasi ogni xz€A,, comunque si assegnino
la funzione ¢,(y) continua in A, e k—1 funzioni oly), ..., ¢xy) Wi misura-
bili, verificanti le disuguaglianze:

loly) | <M, per yed,, | oy | <Xly) =2, 3, ..., k)

quasi ovunque in A,

il problema (1.30) non abbia pik di uno soluzione assolutamente continua.

(®!) 8i noti che il teorema 1.9 si pud, pure, riguardare come un corollario del teorema 1.8.
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Detia X la parte di misura nulla di 3, per gli z della quale o M{z, v)
non & somumabile rispetto ad y o non vale I'ipofesi di unicild per il problemo
(1.30) owvvero la funzione [ non gode della proprietd (C'), e delte (9, u(®, ¥))nen
(G=1, 2, ..., k) k& successioni di funzioni verificanti, per ogni neN, le disu-
guaglianze :

l cpl;%(m’ Y) l = M, per (z, Y)EAD, l ©s, W&y ) | S.Xi(?/) (€ = 2, 3, ooy k)

per xEA, e quast ovunque in A,,

la prima costituita da funzioni equicontinue in A, le alire da funzioni dello
insieme T eguoalmente quasi coniinue in 8 in modo semiregolare rispetio ad
x (*), si consideri la successione (2%, Y))nen di funzioni definite, per ogni
nelN, da:

v(@) per (z, y)€Bd,— X)X A

b
Y o —

1.43 enl, Y) = "
(1.43) % Y) V@) + f F@, 1 eal@ Ty Gun(@ Ty e T n@s 1)

per (@ Y)EMB, — X)X ( U A0

2=5i<<n

Allora, posto, per ogni neN:

- S en(z, y) per (z, Y)E€Ay,— X) X By
(1.44) (@, y) =
( v(z) per (z, y)e X X A,

la successione (4%, Y)mey i funzioni appartenenti a T' é compatia rispetio
alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare ad y ed inolire gode
della proprietd A,

K da notare che le (1.42) definiscono le funzioni della successione
(Za(2, Y)mey in A, risultando esse ivi misurabili rispetto ad y per ogni z€ Az e
continue rispetto ad z per ogni y € A,, in quanto le (1.41) deliniscono le
2a(z, y) in Az X (A, — Y) risultando esse ivi continue rispetto ad z per ogni y
e misurabili rispetto ad y per ogni z. Infatti, la prima delle (1.41) definisce,
per ogni n €N, z.(z, ) in AP X (A, — Y) risultando ivi, ovviamente, misura-

(%2) Lie successioni (vi, n(®; ¥))neN {i==2,3,.... k) sono, quindi, compatte rispetto alla
convergenza (uasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad «. Ctr. G. STaMPaccHIA [1]
p. 204,
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bile rispefto ad y per ogni z e continua rispetto ad z per ogni y. La funzione
fx, 9y, 2ulz, ¥)y Ol Y), .o, Pr,u(, ¥)), per ogni y €A, — ¥, risulta, allora, misu-
rabilé in AD) e maggiorata, in valore assoluto, da una funzione sommabile;
pertanto, la seconda delle (1.41) definisce, per ogni n € N, 2,(z, y) in AR X (A,—Y),
risultando, ivi, misurabile rispetto ad y per ogni z e continua rispetto ad =z
per ogni y. Conseguentemente, per ogni n€ N, viene, cosl, a definirsi z,(z, ¥)
in (AL U A®) X (8, — X) risultando, ivi, continua rispetto ad z per ogni y e
misurabile rispeito ad y per ogni z. Cosl proseguendo, si dimostra quanto
sopra affermato.

Analogamente si prova che le (1.43) definiscono le z,(z, ) in (8;—X)XA4,
risultando esse ivi continue’ rispetto ad y per ogni z e misuraBili rispetto
ad x per ogni y e, conseguentemente, che le (1.44) definiscono le funzioni

della successione {2z, Ynen in A, risultando esse ivi misurabili rispetto ad =
per ogni y€A, e continue rispetto ad y per ogni x€A,.

2. - Teoremi di unicith per i problemi (1.2) e (1.5).

Volendo delle condizioni espressive le quali assicurino, per quasi ogni
Y€A,, Vunicith della soluzione per il problema (1.2) ovvero per il problema (1.5),
la via piu naturale da seguire sembra quella gia seguita in G. SANTAGATI [3] (*%),

consistente nel ricercare delle condizioni di unicita per il problema differen-
ziale ordinario:

4 =1(2, ¥, 2 $.a), .., 9x(®)) in B,
2(0) = My)

ove @(x) ({ =1, 2,..,k) 6 un’assegnata k-upla di funzioni misurabili in Ag,
condizioni che, se verificate in modo opportuno, bastino ad assicurare 1’ unicita
per i problemi (1.2) e (1.5).

In questo ordine di idee, abbiamo stabilito (cfr. G. SANTAGATI [3], n. 3) dei
risultati, ispirandoci, ad esempio, ad una nota condizione di unicita, relativa
al problemi differenziali ordinari, dovuta ad F. CaFiEro (**), che contiene (%)
sia un criterio di G. Scorza DraGONI (%), generalizzazione, a sua volta, di
un criterio di L. ToNELLI (*'), sia un secondo criterio di L. TONELLI (*).

(53) Cfr. il n. 8.

(349 Ctfr. F. Cariero {4], p. 20.

(3% Cfr. loco cif. in (34 §. 8.

{5¢) Cfr. G. Scorza Dracoxt [2], p. 381,
(87) Cfr. L. Towervr [1], p. 278,

(5%} Cfr. L. ToNmrLrI [1], p. 277.
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Questi risultati, qualora le condizioni che in essi sono supposte verificate
ovanque in A, si suppongono, invece, verificate per quasi ogni # € A, possono
costituire dei criteri di unicitd per i problemi (1.2) e (1.5).

Allo scopo di enunciarli esplicitamente, premettiamo la seguente (*):

Derivizione 2.1, - Dirvemo che la funzione f(z, y, 2, w,, .., W) veri
fica in S; la condizione (D) rispetto alla coppia (x, #) uniformemente rispetio
alle w; se, per quasi ogni yesd, e per ogni punto Pz, 2,) del piano
I=(x, 2), con 2,€[0, @), |2 | << - oo, esiste una funzione Kp(z, y), sod-
disfacente alle ipolesi di CARATHRODORY 4n ogwni insieme del tipo:

Q:{(m, iz, ==y < +oo, 0o <@, >0, (z, v)ell}

in modo Inle che siawno soddisfatie le seguenii condizioni:

i) Risullo:
f(xy Y, &, Wy, .., wk)‘“"f(xa Y, @y Wi,y oy wk)i:KP(x; 51-22): (zl>62))

per quasi tutti gli » di un intorno desiro di z,, per 2, e z, apparienenti ad
un inforno di z, e qualungque siano le w; (i=1, 2, ..., k);

B

i) per ogni numero reale >0, esiste un numero reale h >0 in
modo tale che, per ogni numero & reale positivo e non maggiore dé h, Uinte
grale superiore (°°) dell’ equazione:

y=h4 f EpG, v)dE

:X‘o—}—g
risulti non maggiore di ¢ a destra di z, -+ 9.

Cid posto, vale il seguente teorema di unicitd per i problemi (1.2) e (1.5)
per la cui dimostrazione rinviamo a G. SANTAGATI [3] (**):

TrEOREMA 2.1. - Sia f(z, y, 2, Wy, W,, ..., Wy), una funzione definita nello
strato S,, wmisurabile in A per ogni (2,11, s, ..., W), continua rispetio a
(B, Wy, Wa, .., W,) per quasi ogni (x, y)eA e tale da verificare la limitazione
(L.1) nonché la condizione (D) rispelto alla coppia (x, 2) uwiformemente ri-
speito alle w;.

(°%) Lia definizione 2.1 si ispira, appunto, ad una nota condizione di unicity di
F. Cariero. Cfr. loco cit. in (34).

(") Tale integrale isiste come & provato in P. Cariero [4], § 1.

(°4) Cfr. G. Santagati [3], teorema I° Bisogna, naturalmente, nella dimostrazione,
tenere conto delle modifiche di cui si é detto sopra.
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Allora, per quasi ogni y€4d,, ¢ problemi (1.2) e (1.5) non possono avere
pti di una soluzione assolutamenle confinua.

Dal teorema 2.1 discende, poi, ad esempio, il seguente che corrisponde,
con riferimento alle equazioni differenziali ordinarie, ad wun criterio di
G. ScorzA DrAGONI (%), forma affinata di un noto criterio di L. TonsrLLz (°*):

TrEOREMA 2.2. - Sia f(z, y, 2, Wy, W, .., w,) una [funzione definita
nello strato S,, misurabile in A per ogni (2, wy, Wa, ..., Wy), continua rispeilio
& (&, Wy, Wy, .., W) per quasi ogni (z, y)€A e tale da wverificare la limi-
tazione (1.1); inoltre, per quasi ogni ye€i,, esistano due funzioni wz) ed
o(u), la prima definita quasi ovunque in A, e sommabile in ogni intervallo
(3, @], 0 <B<Ta, e la seconda definita per w>0, continua e positiva, tali
da aversi:

&)

Cy) f w(z)dzr < P O<a<a,<a)

ay
P essendo una costante;

Ug

. du
Ca) lim f Wm:';‘co (o> 0);

T—=0-{-
T

cs) risulta:

f@, ¥y, 21, Wy, Wy, .., W) — f@, ¥y, 22, Wy, Way oy W)= WE) 02y — o)

per quosi tulti gli x di A,, per #,>> 2, 2, — 2, K, essendo K un cerlo
numero positivo, e qualungue siano le w; (i=1, 2, ..., k).

Allora, vale la ftesi del {eorema 2.1 (%),

Si noti, ancora, che dal teorema 2.1 discendono, pure (*%), teoremi di
unieita per i problemi (1.2) e (1.5) corrispondenti ai criteri di L. TONELLI
citati in (*) e (*). Ci esimiamo, perd, per brevita, di enunciarli esplicitamente,
la loro formulazione potendosi, del resto, ofttenere con ovvii adattamenti.

{62} Cfr. loco cit. in (56).

(8% Ofr. loco ¢it. in {37).

(*) Che la proposizione 2.2 sia un corollario della 2.1 si prova facilmente seguendo la
via indicata da F. Cariero in [4], pp. 26-28.

(5%} Cir. loco cit. in (%%).

Annali di Matemaotica 34
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3. = Aleuni criteri di compattezza particolari.

Dai feoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9 stabiliti nel n. 1, a norma dei
criteri di unicitd 2.1 e 2.2, diseendono i seguenti altri teoremi di compattezza,
Puso dei quali ci permetterd di dedurre, nel n. 6, dei teoremi di esistenza
relativi ai problemi (I) (II) e (III) (II), come casi particolari di quelli che
stabiliremo nei nn. 4 e b (*):

TrorREMA 3.1. - Se sono verificate le ipotesi del teorema 2.1, allora val-
gono le tesi dei teoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9.

TeEOREMA 3.2. - Se sono verificate le ipotesi del teorema 2.2, allora valgono
le tesi dei teorems 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 ¢ 1.9.

4, - Teoremi di esistenza per il problema (I) (1I).

Dimostriamo, ora, il seguente teorema di esistenza relativo al problema

(I ID):

TrorEMA 4.1. ~ Le funzioni o(z), $(y), Flz, y, 2, v, w), Gy, 2, v, w)
soddisfino le seguenti ipotesi:

@) o), dly) siano due funzioni definite e sommabili rispettivamente
negli intervalli A,, Ay;

B) Flz, y, 2, v, w), Gz, y, 2, v, w) siano due funzioni definite nello
strato :

SO:{(“: Y, & 0, W) (x, y)EA, lz!: fol, [ w | <4 oo,

(x, v, 2 v, W}ER" };

misurabili in A per ogni (2, v, w), continue rispetto a (2, v, w) per quasi 0gni
(z, yeA e tali da verificare le limitazion::

l F(i&, ¥ & 9 ) I gﬂ/[(a;, ) E G(“/’; Y & U, W) } éM(Q}, )

con M(x, y) funzione definila e sommabile in A (%);

(66} BEvidentemente, dai teoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9 discendono, pure, altri teoremi
di compattezza pill particolari, a norma del criteri di unicita per i problemi (1.2) e {1.5)
corrispondendenti ai eriteri di L. TONELLL in precedenza menzionati, e, in base a questi,
altrettanti teoremi di esistenza per i problemi (I) (II)e (IXI) (II), casi particolari, anche questi,
di quelli che stabiliremo nei nn 4 e5. Ci risparmiamo, perd, al solito, per brevita, di enuneciarli
esplicitamente.

(%% L funzione M{x, ¥} ¢ non negativa ma, evidentoments, non comporta restrizione

aleuna il supporla positiva.
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v) posto:
M, =max { | o(z) + ) — % | :(x, y)er}] + ff M(z, y)dzdy
A
b
K@) =1 9@ | + [ U, nan
0

per quasi ogni yEA,, comunque si assegnino uno funzione o (x) continua
in A, ed una successione (9, w(@neny A funzions misurabili in A, verificanti

le disuguaglionze :

| @) | =M, per zeld,, | 9,u®) | <<X(x) quasi ovungue in A,

e per ogni ne N,
il problema:

1) g) = U(y) + lim j FE v, o) 00, oan@dE in A,

non abbia pit di uno soluzione assolutamente coniinua ;

8) posto:

N = b |+ [ MG, y)dE,

per quasi ogni z€A,, comunque si assegnino due fumzioni $,(y), O.(y), la
prima continua in A, e la seconda ivi misurabile, verificanti le limitazioni :

| buly) | < My per yed,, | dfy) | <v(y) quasi ovunque in A,,

il problema :
Yy
(4.2) w(y) = o(0) + f G, M, Buln), dal), wm)dn in A,

non abbia pik di una scluzione.

Allora esiste almeno una soluzione del problema (I) (II) in A.

Indicata con X la parte di misura nulla di Az per gli z della quale o
Mz, y) non é sommabile rispetto ad y o non vale Vipotesi di unicita per il
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problema (4.2) ovvero la fanzione G mnon gode della proprietd (C') e con Y
la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o Mz, y) non é somma-
bile rispetto ad o non vale 'ipotesi di unicitd per il problema (4.1) ovvero
la funzione F non gode della proprieta (C), poniamo, per ogni n€N:

S G(y) per (z, ) €AL X (4, — )

a
X ——

(4.3) on(, Y) = n B
E Wy) + f FE, y, 2l ), v, 9), 0alE, ) dE

per (z, )€(U AF) X (3, — 1),

2=l<in
Yy
(4.4) e, y) = ola) + f vz, hdl per (z, ) €A
o
e quindi :
. S va(®, ) per (@, y)€ Az X (8, — Y)
4.5) Vplz, y =

by) per (z 4 € A X Y,

ed ancora:
o(@) per (z,y)€ (8 — X) X AD
b
(4.6) Wa(@, Y) = F o .
P(z) + f Gz, 7, Iz, 7)\)7 ValT, M), Wal®, 1)) dn
Q
per (z, y)€8, — X)X (U Ay,
2<it<n
z
4.7) ho(z, 4) = ©(y) —!—f wu(l, y) dt per (@, y)€A
XO
e quindi:

_ & wm(x: y) Per (’”: y) € (Am_ X) >< A?J
(48) Wa(2, Y =

ox) per (@, PeX X 4,.

Le (4.4), (4.5), 4.7) e (4.8) definiscono, univocamente, le funzioni z(«, y),
ﬂn(w, y) bz, y) e 747"(90, y) in A, risultando ivi le #u(z, y) e le hy(z, y) continue,
mentre le v,(z, ) sommabili rispetto ad y per ogui z, continue rispetto ad =z

per ogni y e le wa(z, ) sommabili rispetto ad z per ogni y, continue rispetto
ad y per ogni z.
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Oid posto, cominciamo con !’ osservare che le funzioni della successione
(2n(z, ¥)ney sono equilimitate ed equicontinue in A.
Si ha, infatti, per ogni €N, per (z, y)€A:
4.9)  |zalz, 9)| = max{|o(x) 4 Wy) — 4| (=, y) €A} + jM(x, y)dzdy = M,.
A

ed inolfre, per ogni coppia di punti (z, ), (&, y)€A:
|2u(a, §) — 2@, ¥)| < [2ule, ) — 2ulz’ )| + |2uls” 9) — 2ule, ¥)],
nonché, per (z,y), @, y)€ AP X A,:

[z“(x, Y — z,,(:c’, ?/)I - {c(x) - G(x') l

l2u(a ) — 2u@, ¥)| = |Wy) — () |,

per (z, y), (#, ¥)€( U AY) X 4, :

b ’””‘%
(a3, ) — 2 )| < | o@) — o(a)]| + ’ f f M n)dédn}

’

Yy a
e, ) — (s, ) < |stg) — o) + | f f M, ) dedy
y’ b
per (z, ) €AS X A, @, 9)€ (U AD) X A, :

<i=n
o

b .
5o, 1) — 28, 9)] = alo) — o)+ f MG ndidy | )

(5%) Si noti che essendo (x, y) €44, (), y)€( U A,9)X4,, risulta msig
2cian ®

o = % ,quindi: o — % <4 4 ; conseguentemente: b(m’ — _a_) << b{x' — x); allora, essendo
7 n
la funzione integrale di M({x, y) assolutamente continua nell’insieme delle parti di A misurabili,

per ogni numero reale =>>0, esiste un numero reale 7 >0 tfale che se bix' — 2) <1,

x’_i

b %
risulta: {j‘/‘ M(E, n)dedn|< e in quanto b(a{;’ — -%-) <9
L]
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e

|2n(@, ¥) — 20l )| < |2(y) — )| +

v a
U M n)dédy |.
¥ o

La successione (2,(z, ¥)weny 6, pertanto, compatta rispetto alla conver-
genza uniforme.

La successione (n?n(a:, Ynen ¢, poi, costitnita da funzioni appartenenti
all’insieme 7' e godenti, inoltre, uniformemente della proprietd B'); si ha,
invero, per ogni n€ N, se (z, %), (z, y")€(A — X)X A{:

[z, Y) — Wale, y')| = 0;

se (@, ¥), @ ¥)€@0a— X) X (U AP):

2<<i<n
, b
Y
i, ) — oo, 9] = f Mie, mdn|
yr/__

n

ed inoltre, per ogni coppia di numeri reali positivi ¢ ed w esistono (*) una

parte chiusa O di A, tale che m(Az — Cz) << ¢ ed un numero reale positivo 8
y’m%

in guisa tale che risulti ! f M (=, vg)dv;} < w per ogni coppia, ¥ ed y”, di
b

valori di y soddisfacenti alla limitazione |y — y’| <8, uniformemente al

variare di € C (); se, infine, (z, ¥)€ Az — X) X A} e (v, y") € 8z — X) X

X (U AY):

2i=n

ot
n

|0z, ¥) — Wula, y”)iéf f M(z, n)dvz‘

e quindi 1’asserto, a norma di quanto sopra detto, osservando, in piu, che

risulta ¢’ — —% <y —y.

(69) Cfr. loco cit. in (?¢).
{7%) Basta, infatti, assumere eg“: (8, — C5L)UX, per essere verificate le condizioni
della definizione 1.1,



G. Sanrtacari: Su elcuni sistemi di equazioni integrodifferensiali, ece. 271

Inoltre si ha, per ogni nc N:

4.10) 1;@,@{.7;, w <o+ fM(as, 1) dv = ¥(x) per y€ A, e quasi ovunque in A,,

¥(x) risultando sommabile e quindi quasi continua in Az (™).

A norma del teorema 1.8, tenendo presente le (4.9) e (4.10) nonché 1'ipo-
tesi y), ne viene, allora, che la successione (On(®, Winen, costituita da funzioni
dell’'insieme T, é compatia rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo
gsemiregolare rispetto ad x.

Ripetendo quanto precedentemente fatto in riferimento alla smccessione
(2n(@, Y)men, si dimostra che le funzioni della successione (h, (. ¥)meny somo
equicontinue ed equilimitate in A, avendosi, in particolare, per ogni n€N:

(4.11) |Bu(z, )| << M, per (z,y)€A;

pertanto, la successione (hu(z, Y)uey ¢ compatta rispetto alla convergenza
uniforme,

Inoltre, si ha, per ogni n€N:
(4.12) vz, N =y + f M@, y) dE = 7(y) per = € Az e quasi ovunque in A,

7N(y) risultando sommabile e quindi quasi continua in A,,.

In virtd delle (4.11), 4.12) e dell’1p0tes1 g), ne viene, allora, a norma
del teorema 1.10, che la successione (Wu(z, Y)neny © compatta rispetto alla
convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad .

Dalle successioni (en(%, Y)nen, (nle, Pnen, ('Un(x: Ynen, (wn(x) Yinen, pos-
sono, pertanto, estrarsi delle successioni (2, (z, ¥)ren, (Poup(T, Yue N (v”h(x, Yikew

© (wmk(x, Yxen , le prime due uniformemente convergenti in A, le altre due
quasi uniformemente convergenti in A in modo semiregolare rispetto ad z e
ad y rispettivamente. Detta, allora, Y, la parte di misura nulla di A, per

gli y della quale la successione (vnh(x, Y)reen DON converge ovunque in A ed X,
la parte di misura nulla di A, per gli z della quale la successione (;vnk(x, Yiken

(") Tali sono, infatti, ivi, | ¢(x) |y @ norma dell’ipotesi «), e fM(a:,'f) }dv, essendo M (x, y)

sommabile in A.
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non converge ovunque in A,, poniamo:

) lim o, (z, ¥) per (z, ¥)€ As X (&, — Yo)
(413) oz, y) = 3 :
b(y) per (z, %) € As X Yo

. lim 157%(90, y) per (z,y) €(Ar — Xo) X A,
414  wa,y) = { k
o(®) per (z, ) €Xe X 4y,

ed ancora:

(4.15) a(x, y) = 117131 2, (@, ), (z, y) = liifn b, y) per (z,y)€A.

B facile constatare che le funzioni u(z, y) e w(z, y), definite dalle (4.13)
e (4.14), costituiscono una soluzione del problema (I} (II) in A.

Si ha, infatti, da (4.3), 4.4), 4.5), 4.6), 4.7) e (4.8):

b(y) per (z, )€ AP X4y —Y)

o

4.16) ’l;nk(x, Y = ®=ny y
) + f FE, v, o8 + f T ), (& ), ol 9) E
' " per (z, y)€( U AD) X (4, — ¥)

2==<n,,

wz) per (r, 4)€(d— X)X Ag)

b
@WLT) (o, g)= T z
() + f G(z, 1., () + J W, (b 1) Aty Uy (%, 1), Ty, 1)) A

per (z, y)€(de — X) X (U AL);

2=4<<# ®

avendosi, inoltre, dalla (4.4) e dalla (4.7), a norma della (4.10), della (4.12),
delle 4.13), 4.14) e delle (4.1D):

Y @*
o, )=o) + [ o hat, We o) =)+ f suit, gt
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dalle (4.16) e (4.17), in virti dell’ipotesi B) e delle (4.13) e (4.14), ne viene:

E 4 Y
e, y) = 0ly) + f FE. o, o®) + f o€, 1t OE, ), WE ) dE in Ae X (Ay— (YU ¥o))

e
) z
(@, ) = olz) + f s, 1, <)+ f o, m)dt, 9z, 1) (e, m)dn in (be— (X U X0) X 4,

e quindi, infine, quasi ovunque in A (*¥):

~ Y
av(ai; D = Fe, y, ota) + f vx, Hdt, v, ), Wz, Y)
a_y%_,y) = Gz, y, (y) + f w(t, y)dt, vz, y) Wz, y)).

Poiché, poi:
o0, 9) = ),  n@ 0) = )

e, ovviamente, oz, eSS e @(m, y) €8’ (), segue 1 asserto.

11 teorema ¢, cosi, dimostrato.

Vale, anche, il seguente altro teorema di esistenza relativo al problema
{I) II) e che assorbe un teorema gid dimostrato in G. SanTAGATI [3] ():

TrEoREMA 4.2. - Le funzioni o¢(z), dy), Flz,y, ¢ v, w), G, vy, 2, v, w)
soddisfino le ipotesi a), 8), 8) del teorema 4.1 unite alla seguente:

1" Definite la costante M, e la funzione X(z) come nell enunciato del
teorema 4.1, per quasi ogni yeA,, comunque Si assegnino due Successionsi
(Ci,m@men =1, 2), lo prima di funzioni continue in A, e la seconda di
funzioni ivi misurabili, verificanti, per ogni ne N, le limitazions :

| 9o, ul@) | << My per z€AyH, | 9o ul@)| << X(z) quasi ovunque in A,,

{(”?) Cfr. L. M. Gravss [1], pp. 252-253,
{("®} Ricordiamo che gli insiemi § ed S’ sono stati definiti nell’introduzione.
{*4) Cfr. teoroma 11I° p. 98

Annali & Matematica 35
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il problema:

4.18) U@=MWHmfF©%%M&MQ%&WE in A,

non abbia pin di una soluzione assolutamente continua.

Allora, il problema (I) (11) ammetie almeno una soluzione in A.

La dimostrazione di gquesto feorema si consegue con lo stesso procedi-
mento seguito per dimostrare il teorema 4.1, invocando, perd, questa volta,
il criterio di compattezza 1.9 al posto del criterio 1.8 e intendendo che Y ¢
la parte di misora nulla di A, per gli y della quale o M{z, y) non é som-

mabile rispetto ad z o non vale l'ipotesi di unicitd per il problema (4.18)
ovvero la funzione F non gode della proprieta (C) (™).

5. - Teoremi di esistenza per il problema (I1I} (iI).

Stabiliamo, ora, il seguente feorema di esistenza relativo al problema

(I1T) {II) :

TrOREMA B.1. — Se sono soddisfatte le ipotesi del teoremn 4.1, allora il
problema (111} (11} ammetie almeno uno soluzione in A.

Mantenendo le notazioni introdotte nel teorema 4.1, definiamo, univoca-

mente, in A, le funzioni delle successioni (2, ¥)lnew, (Ol Z, Ywen, (W2, Y)ney
mediante le {4.3), (4.4}, (4.5) e ponendo,.ancera, per ogni n€N:

olz) per (z, 9) € (e — X) X AP

~

walz, Y) = S Y "%
Z CP(JE)'{*'IG((E, s zn(w, 1) vnlz, 1)y wal®, 1)jdn

per (z,y) €(8z— X) X (Y A}

2
e quindi :
walz, y) per (z, y)€{d.— X) X 4,
p{z) per (z,y) € X X 4,.

~

W, y) =

() 11 teorema 4.2 si pud anche riguardare come corollaric del teorema 4.1 e, pertanto,
quest’ ultimo assorbe pure il teorema III° p. 98 di G, Sanmacar: [3]



G. Sanmacati: Su alouni sistemi di equazioni integrodifferenziali, ecc. 275

Le funzioni z,(z, y) risultanmo continue in A, mentre le funzioni v.(z, y)
ivi sommabili rispetto ad y per ogni x, continue rispeito ad z per ogni y e
le funzioni ﬁ”(m, y) ivi sommabili rispetto ad z per ogni y continue rispetto
ad y per ogni z.

Con procedimento analogo a quello seguito nel teorema 4.1, invocando,
sempre, i teoremi di compattezza 1.8 e 1.10, si consegue, allora, I’ asserto.

Con lo stesso metodo indicato per la dimostrazioné del teorema 5.1,
invocando, perd, il teorema di compattezza 1.9 invece del teorema 1.8, si
dimostra anche il seguente teorema di esistenza, relativo al problema (III)
(II), che assorbe un teorema dimostrato altrove (*):

TeorEMA B.2. - Se sono verificaie le ipotesi del teorema 4.2, allora il
problema (ITI) (I1) ammette almeno una soluzione in A (7).

Oltre ai teoremi 5.1 e 5.2 si hanno, anche, altri teoremi di esistenza
per il broblema (ITT) (II), qualora si sostitnisca il criterio di compattezza 1.10,
utilizzato nella loro dimostrazione, col criterio 1.4.

Detto, infatti, C* 1’insieme delle funzioni di due variabili definite in A,
ivi doppiamente assolutamente continue ed inoltre assolutamente continue
rispetto alle variabili separatamente (") e, quindi, I' I’insieme delle funzioni
¢(z, y)€ C*, soddisfacenti le relazioni:

plz, 0) = ofz) in Bz, 9(0, y) = t(y) in 4,
! ra
[ Pylzy. Y) — ylz:, ¥) | S 1f ME, o) dE\ per ., £-€A,, quasi ovunque in A, ,
&a

cominciamo col dimostrare il teorema seguente:

TrEOREMA 5 3. — Le funzioni ¢(z), $(y), Flx, y, 2, v, w), G(=, y, 2, v, w)
soddisfino le ipotesi «), B), 1) del teorema 4.1 umnite alla seguenie:

8') Per quasi ogni z€A,, comunque si assegni la funzione ¢(z, y)el,

{1%) Cifr. G. BawraceaTi [3], teorema IV° p. 114.
(") 11 teorema 5.2 si pud riguardare, pure, come un corollario del teorema 5.1 e, per-
tanto, quest’ultimo assorbe anche il teorema IV® di G. Sanracar: [8], p. 114.

{®) Ogni funzione dell’insieme C* ¢ una di quelle funzioni che C. CARATHEODORY
chiama « folalstetig » ; ogni tale funzione ammette derivate prime e derivata seconda mista
(unica) misurabili. Cfr, C. CaraTHfEODORY [1], pp. 651-661 o, in particolare, p. 654.
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il problema:

14

6.1 nly) =9l + f G, 1, olz, 1) Dule, W), wlA)dn in 4,

]

non obbio pit di une soluzione.
Allora, il problema (11I) (II) awimette almeno una soluzione in A.

Detta X la parte di misura nulla di A, per gli z della quale o M(z, y)
non ¢ sommabile rispetto ad y o non vale I'ipotesi di unicitd per il pro-
blema (5.1) ovvero la funzione G mnon gode della proprietd (C’), proviamo
preliminarmente che l'ipotesi 2’} assicura I’unicitd della soluzione per il
problema :

4

5.2 i) = ola*)+ f Gw*, m, Z(n), Z'(n), win))dn in 4,

o

per ogni z* €4; — X e qualunque siala funzione Z(y) assolutamente continua
in A, e soddisfacente le relazioni:

Z0) =o(z*), |Z'(y) — dly)| < f M(t, y)dt per quasi ogni y€A, .

Per dimostrare cid, essendo ovvio che il problema (5.2) ammette soluzione
per ogni x* € Ay — X, basta provarne I’unicitd; occorre, all’uopo, distinguere
due casi: (a) 06X, (b) 0¢X.

Esaminiamo il caso (a). Poiché z* €A, — X, si avrd z* == 0; tenendo,
allora, presente detto in (*), posto:

Y x* ,
o, y) = Zly) — ole*) + ofz) — fdn f M ) 1Z°) — 9] g

% = [ M, v)dt
0

6 facile provare che o(z, y) €T

Risultando, pei, @(z*, y) = Z(y), resta dimostrato I’ asserto.

Esaminiamo, ora, il caso {b). Poiché z* €A, — X, si avra o* =0, z* ¢ X.

Il caso in cui #* > 0, z* ¢ X si esamina in maniera analoga al caso (a).
Resta, allora, da esaminarve il caso in cui z* = 0. Al nopo, osservato che si
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ha, in questo cago:
Z'(y) = d(y) quasi ovunque in 4,,

e quindi:
Y
Z(y) =2, + f it)dt = ) ,
posto:
¢z, y) = o(z) + (y) — 2,

risulta, ovviamente, oz, y)€I' e o(z*, y) = ¢(0, y) = Z(y} e, percid, ancora
I’ asserto.

Cid posto, mantenendo le notazioni introdotte nel teorema 4.1, salve il
diverso significato di X, definiamo, univocamente, in A, le funzioni delle

successioni (2,2, ¥)jnew, {@Nz,,{x, Yney s (;vn(x, Ylney mediante le (4.3), (4.4), (4.5
e ponendo, ancora, per ogni n€N:

. wn(@, y) per (z, Y)€(ds — X) X 4,
(5.3) Wy, Y) =

Plz) per (z,y)€X X 4,,

wa(z, y) essendo, per ogni n€EN e per ogni z€A; — X, la soluzione (™) del
problema :

64 w9 = 9le) + f Gz, 7, 2aias M), Oz, 1), Wle, 1)) dy n A,

Le (4.3), (4.4), (4.5) e (5.3) definiscono, effettivamente, in modo univoco,
per ogni n€N, in A, le funzioni z.z, y), Onl, ) © Walz, ). Infatti, la prima
delle (4.3) definisce vn(z, y) in A X (A, — Y) risultando, ivi, wv.{z, y) somma-
bile rispetto ad y per ogni z e continua rispetto ad z per ogni y; la (4.5)
definisce @‘(x, %) in A;‘)XA” risultando ivi sommabile rispetto ad y per
ogni z e continua rispetto ad z per ogni y; la (4.4) definisce, quindi,
in AY X Ay, #u(, y) che risulta ivi continua nonché assolutamente continua
rispetto ad .

{7%) Tale soluzione esiste unica, come sarh provato, a norma di quanto sopra dimostrato.
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Poiché :

Zalz®, 0) == ofz*), z* € AY — X
et 9)— v =0= [ W g)a,

per quanto rilevato all’inizio della dimostrazione, la (5.4) definisce univoca-
mente wy(z, g) in (A5 — X) X Ay, risultando wy(r, y), per ogni y € A,, misu-
rabile rispetto ad z () e, per ogni z €AY — X, continua rispetto ad y;
la (5.3) definisce, quindi, wy(z, ) in AS X A, risultando ivi misurabile
rispetto ad x per ogni y e continua rispetto ad y per ogni z.

La funzione F(z, 9, #u(®, ¥), vu(z, 4), Wiz, ), per ogni y € A, — Y risulta,
allora, misurabile in AY e maggiorata, in valore assoluto, da una funzione
sommabile ; pertanto, la seconda delle (4.3) definisce v,(z, y) in AP X A, —Y),
risultando ivi sommabile rispetto ad y per ogni z e continua rispetto ad 2
per ogni y. Conseguentemente, la (4.5) definisce vu(z, y) in 4% X A, risultando
ivi sommabile rispetto ad y per ogni z e continua rispetto ad « per ogni y;
la (4.4) definisce zu(z, y) in A% X 4,, risultando ivi continua nonché assolu-

tamente continua rispetto ad y; poiché:

Zn{x*: O) = G(m*) ’ z* € A:(t2> — X
m‘
oz, o) — ()| < f ME y)de,
O

per quanto detto in precedenza, segue che la (5.4) definisce univocamente
walz, y) in ( P X)X 4,, risultando wu(z, ¥), per ogni y€A,, misurabile
rispetto ad « e, per ogni z € Ay’ — X, continua rigpetto ad 4 ; la {b.3) definisce,

allora, Wz, y) in A X A, , risultando ivi misurabile rispetto ad z per ogni y

e continua rispetto ad y per ogni z.

Ne discende, cosi, che le funzioni QNJ.n(x, Y), Zulz, y) e 1%, y) vengono ad
essere definite in (A U AY) X A, risultando ivi o,(z, ) sommabile rispetto
ad y per ogni z e continua rispetto ad z per ogni ¥, z.(x, ) continua nonché

assolutamente continua rispetto ad g, wuiz, y) misurabile rispetto ad z per
ogni ¢ e continna rispetto ad y per ogni z.

(®9) Cfr. G. Arnsse [1]. p. 161
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Cosi proseguendo si arriva a concludere che, per ogni » € N, le funzioni
2a(Z, ), Onlz, y) © Wiz, y) sono univocamente definite in A, risultando ivi
le z,(z, ) continue, le wv,(z, y) sommabili rispetto ad ¥ per ogni z e continue
rispetto ad « per ogni y, le wy,(z, y) misurabili rispetto ad z per ogni y e
continue rispetto ad y per ogni z.

COon procedimento analogo a quello seguito nel teorema 4.1, si prova
che la sumccessione (2.(z, ¥)lweny € costituita da funzioni equicontinue ed equi-
limitate in A e pertanto é compatta rispetto alla convergenza uniforme

avendosi, ancora, in particolare, la (4.9). La successione 0z, Y)men 6, poi,
costituita da funzioni appartenenti all’insieme T’ e godenti, inoltre, unifor-
memente delle proprietd B'); si ha, infatti, per ogni n € N:

y, T
| 0u(z, ) — Walz, )| é{ f Mz, n)dn] per (z, ¥), (=, ¥") € (A — X) X A,

ed inoltre, per ogni coppia di numeri reali positivi ¢ ed o esistono ({*') una
parte chiusa Cg di Ay tale che m{Ar — U%) < ¢ ed un numero reale positivo &

in guisa tale che UM(x, 1) dy { < ® per ogni coppia, y' ed y”, di valori di y
g

soddisfacenti alla limitazione |y — y”| <<®, uniformemente al variare di
z€ Cz ().

Inoltre, per y€ A, e quasi ovunque in A, le funzioni ');;n{x, y} verificano,
anche qui, la (4.10); a norma del teorema 1.8, essendo verificata I’ipotesi v,
ne viene, allora, che la successione (;)n(x, Ynen, costituita da funzioni del-
I'insieme T, 6 compatta rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo
semiregolare rispetto ad z avendosi, inoltre, ancora la (4.12).

Dette 2*(z, y) e (v*(c, y) le funzioni limiti, rispetto ad 2, di due successioni

(2, Y)jen © {’Jnj(w, #)en estratte dalle successioni (24(z, ¥)uen e (Onle, Pnen
dalla (4.4), in virta della (4.12), si ha:

Y

z¥(x, y) = olx) + f 5*{:2';, fdt, (x,y)€A,

(84) Ctr. G. Ar~gse [2], p. 16,

8?) Bagta, anche qui, assumere e\ = (A, C%)}U X por essere verificate le condizioni
J qni, x x x P
della definizione 1.1.
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da cui (*%):

2k, y) = v*(x, ) quasi ovunque in A,

Poiché, poi, come si deduce dalle (4.3), (4.4) e (4.5), z*(x, y) € I, si conclude,
a norma dell’ipotesi &), che il problema (5.1), per quasi ogni « € 4, non ha
pitt di una soluzione quando vi si pomne ¢fx, y) = z*(x, ), @ lx, y) = v*(x, ¥).
D’ altra parte, per la costruzione fatta, w,(x, y) é, per quasi ogni x € A, ' unica
soluzione del problema (5.4) e, quindi, "unica soluzione del problema (5.1}
quando vi si pone o(@, y) = 2@, ¥), ¥,(@, y) = val, y).

In base a quanfo sopra osservato, a norma del teorema 1.4, ne segue,
allora, che la successione (W,(w, Y)lnen, di funzioni definite dalle (5.3, ¢
compatta rispetto alla convergemza quasi uniforme del tipo semiregolare
rispetto ad y.

Dalle successioni (ex{®, ¥)nen, (Un®, Ynen, (W, ¥)lnen possono, pertanto,
estrarsi delle successioni (2, (%, ¥)ren, (5,%(.7(:, Yhren © ﬁznk(m, Yken, la prima
uniformemente convergente in A, le altre due gquasi uniformemente in A in
modo semiregolare rispetto ad x e ad y rispettivamente.

Definite, allora, le funzioni z{z, y), 17(90, y) e 117{90, y) mediante la prima
delle (4.15) e le analoghe alle (4.13) e {4.14) si prova facilmente, analogamente
a quanfo fafto nel teorema 4.1, con le dovute modifiche formali, che le
tunzioni v(x, 4) e wix, y) costituiscono una soluzione del problema (III) (IT) in A.

Il teorema 6, cosi, dimostrato.

Con lo stesso mefodo seguito per la dimostrazione del teorema 5.3, invo-
cando, perd, il teorema di compattezza 1.9 invece del teorema 1.8, si dimostra
anche il seguente altro teorema di esistenza, relativo al problema (III) (II},
che generalizza il teorema IV® di G. SanTAGATI [3]:

TrEorEMA D.4. - Se sono werificate le ipolesi =), B), Y') del teorema 4.2
nonché 1 ipotesi &) del teorema 5.3, allora il problema (III} (II} ammetie
almeno una soluzione in & (*).

6. - Teoremi di esistenza per i problemi (I) (II) e (III) (II) casi partico-
lari dei precedenti.

Dai teoremi 4.1, 4.2, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 stabiliti nei nn. 4 e 5, si possono
dedurre, per i problemi (I) (II) e (III (II), facendo uso dei criteri di compat-
tezza 3.1 e 3.2, altri teoremi di esistenza nei quali Vipotesi y} ovvero Vipo-

(28) Cir. L. M. Graves [1], pp. 252-253.
(34 Il teorema 5.4 si pud riguardare, pure, come un corollario del teorema 5.3 e, pertanto,
quest’ultimo assorbe anche il teorema IV® di G. SanTacaTi [3), p. 114,
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tesi '), alquanto generali, vengono sostifuite da ipotesi piti resfrittive ma di
pit facile verifica.

Si hanno, cosl, i seguenti teoremi :

TeorEMA 6.1. - Le funzioni o¢(z), d(y), F(z, y, 2, v, w), Gz, y, 2. v, W)
soddisfino le ipotesi o), B), 3} del leorema 4.1 unite alla seguente:

Y’} La funzione Flz, y, z, v, w) verifichi in S, la condizione (D) (*)

rispetto alla coppio (x, v) uniformemente rispetio a z.¢ w.

Allora il problema (1) (II) ammette almeno una soluzione in A.

TEOREMA 6.2. - Le funzioni o(z), 4(y), Flz, y, &, v, w), Q(z, y, #, v, W)
soddisfino le ipotesi o), B), 8) del teorema 4.1 unite alla seguente:

Y} Per quasi ogni y €A, esistano due funzioni pz) ed o(u), lo prima
definita quasi ovunque in A, e sommabile in ogni infervallo 3, a), 0 <3 <a,
e la seconda definita per uw>0, coniinua e positiva, tali da aversi:

o

¢1) f wzjde < P O<a <a<aj

oy

P essendo una costante ;

¢) lim f%} — too (4> 0);

T— 04
cs) risulla:
F(x) Y, % Yy, w) - F(xy Y, & Vg, w)g }L(CC){X)(‘Ul — s}

per quasi tutti gli « di A,, per v, <<v,, v,—v,<< K, essendo K un certo
numero positivo, e gqualungue siano z e w.

Allora il problema (I) (II) ammetie almeno una soluzione in A.

TroREMA 6.3. - Se sono soddisfaite le ipolesi del teorema 6.1, 3l problema
(I11) (II) amnetie almeno una soluzione in A.

TeoREMA 6.4. - Se sono soddisfatie le ipolesi del teorema 6.2, il pro-
blema (ILI) (II} ammette almeno una soluzione in A.

TeoREMA 6.5. - Se sono soddisfaite le ipotesi w), B), &) del teorema 5.3

nonché U ipotesi v") del teorema 6.1, il problema (I11) (LI) amsnette almeno una
soluzione in A,

(35) Cfr. la definizione 2.1 del presente lavoro,

Annali @i Matematica 36
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TeoREMA 6.6. - Se sono soddisfatle le ipotesi ), §), &) del teorema 5.3
nonché U ipotesi v} del teorema 6.2, il problema (I1I) (II}) ammelle almeno
unae soluzione in A (*).

7. ~ Due problemi iperboliei ausiliari.

Consideriamo, ora, i problemi seguenti:

v
sy = T 9, T Vy Wal

(7.1) s (o, y)eA
» W
away o G(m’ y.’ V[/) Vlj, Wl)

Vix, 0) = o(x)
(7.2} , @ € Az
Wz, 0) = o(x)

S V{0, y) = (y)
{7'3) y Y S Au
| WO, y) = ()
e.
>V
sz(mg% V, vy, W)
oW ,
= 00 V.V, W)
Viw, 0) = o{x)
(7.5) ; ®€ Ay
Wi, 0) = o)
(7'6) V(07 y) = 'E(_’Lj) ’ ye Ay y

Flx, y, 2, v, w), G,y 2 v, w), ox), Hy) e ox) essendo le medesime funzioni
note introdotte nello studio.dei problemi (Ij (II) e (ILI) (II).

(86) I teoremi 6.1, 6.2, 68 e 6.4 generalizzano, nell’ordine, i teoremi Vo, VI, VII® e
VIII® di G. 8anragati [3]; i teoremi 6.5 e 6.6 gemeralizzano, anche essi, i teoremi VII® e
VIII® sopra citati.
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Con riferimento ai problemi (7.1) (7.2) (7.3) e (7.4) (7.5) (7.6), a norma,
anche, dei risultati stabiliti nei nn. 4, 5 e 6, possiamo dimostrare dei feoremi
di esistenza, intendendo per soluzione del primo una coppia di funzioni
Vix, y), W(x, y) dell’insieme C* (*) verificanti le (7.2) (7.3) e, quasi ovungue
in A, il sistema (7.1), e per soluzione del secondo una coppia di funzioni
Viz, y), Wiz, y), la prima dell’insieme C*, la seconda dell’insieme S’ (**)
verificanti le (7.5) (7.6) e, quasi ovunque in A, il sistema (7.4).

Valgono, infatti, i teoremi seguenti:

TrorEMA 7.1. - Se sono soddisfatte le ipotesi o) e ) del feorema 4.1 e se
per il problema (1) (I1) vale un teorema di esistenza in A, allora il problema
(7.1) 7.2) (7.3) ammelte almeno una soluzione ivi.

TrOREMA 7.2, - Se sono soddisfatle le ipotesi o) e B) del ieorema 4.1 e
se per il problema (III) (II) vale un feorema di esistenza in A, allora il pro-
blema (7.4) (1.0) (7.6) ammetie almeno una soluzione ivi (**).

La tesi del teorema 7.1 consegue osservando che se v(x, y), w(x, y) é una
soluzione del problema (I) (II), esistente per ipetesi, posto :

&

[t mar,

o/

y
Ve, o) = ofo) + [ vl At Wie 9) =) +
0 0
le funzioni V(x, y), Wi(x, y), ovviamente appartenenti a C*. verificano le (7.2)
(7.3) e, quasi ovunque in A, il sistema (7.1).
La tesi del teorema 7.2 consegue, invece, osservando che se wv(x, y),
w(x, y) 6 una soluzione del problema (III) (II), esistente per ipotesi, posto:

Vi, ) = ofe) + f ole, Ydt, W, y) = wle 9)

le funzioni Vi, y), W(x, y), ovviamente la prima appartenente a O* e la
seconda appartenente ad S’, verificano le (7.5) (7.6) e, quasi ovunque in A,
il sistema (7.4).

Dai teoremi 7.1 e 7.2, a norma dei teoremi stabiliti nei nn. 4, 5 e 6,
discendono, allora, i seguenti altri teoremi di esistenza per i problemi (7.1)

(7.2) (7.3) e (7.4) (7.5) (7.6):

(*7) Lia definizione di C* & stata posta al n. 5 del presente lavoro.
(®8) L’insieme S’ 6 stato definito nell’introduzione.
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TEoREMA 7.3. - Se sono soddisfatte le ipotesi di wno dei teoremi 4.1,
4.2, 6.1, 6.2, il problema (7.1) (7.2) (7.3) ammette almeno una soluzione in A.

TrorEMA 7.4. -~ Se sono soddisfatle le ipotesi di uno dei teoremi 5.1,
5.2, 5.3, b.4, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, il problema (7.4) (7.5) (7.6) ammetle almeno una
soluzione in A (*).

8. - 1 problema di Darboux.

Notiamo, ora, che il problema (7.4) (7.5) (7.6), posto:
(8.1) e, y) = Vi, y),
se, in particolare, si ha:
(8.2) Ge,y, 2 v, w) = Fle,y, 2 v, w) = flay 2w,

si muta nel classico problema di DarBoUX:

(8-3) A = f(m;y: %y Px, 2"1/): (CG, ?j) €A
(84 ol, 0) = ofa), 2€0g, #(0, y) = Hly), YEA,(0(0) = =(0) = 2.

Invero, essendo V{x, y) € C*, si ha (*}), a norma della prima delle (7.4)
nonché della prima delle (7.5) e della (7.6):

33. Y
Vi, 9) = of@) + () — 2 + j f FE VE ), VoEn), WEn)dedy in A

cioé in virth della (8.1):

z Yy,

o, 9) = of) + lg) — 2 + f | 76 e ), s, W mazdy in A

(®9) I teoremi 7.1 e 7.2 generalizzano, rispettivamente, i teoremi IX° e X° di
. SanTacATI [8].

() I teoremi 7.3 e 7.4 generalizzano, rispettivamente, i teoremi XI° ¢ XII° di
G. SanTagaT! [3L

{#4) Cfr. C. CaraTHEODORY [1]. pp. 668-654.
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e quindi (*):

Y
%mw=mm+fﬁmma%m,m%m,meM

o

per quasi tutti gli o€ d,.
Avendosi, poi, per la seconda delle (7.4) nonché per la seconda delle (7.5},
per la (8.1) e la (8.2):

W%M=WM+IFWWWWL%WW7W%WM

per quasi tutti gli ® € Az, ne segue, infine:
Wiw, y) = 2afo, )

quasi ovanque in A,.

A norma, allora, dei feoremi 7.2 e 7.4, restano acquisiti, con riferimento
al caso in cui vale la (8.2), altretianti teoremi di esistenza per il problema
(8.3) (8.4), intendendo per soluzione di lale problema una funzione 2(z, y)e C*
che verifica le (8.4) e quasi ovunque in A, la (8.3) (**).

E ovvio, poi, che fra tali risultati viene ritrovato il teorema di G. ARNESE [2]
e, conseguentemente, vengono assorbiti il teorema di W. WarrEr [1] nonché
il teorema di A. AnExiEwoz e W. Ornioz 1], i teoremi da noi stabiliti in [1]
e in [3] e quindi i teoremi di R. CoNTI [1] e [2], nonché, ancora, sotto certi
aspetti, il risultato di J. Kisynskr [1] (*).

(%?) Cfr. L. M. Graves [1], pp. 262-253.

{*3) Anche qui, si hanno teoremi di esistenza per il problema (8.83) (8.4) corrispondenti
ai criteri di unieitd di L. TowsLLy, in precedenza citati,

{(°*%) Cfr. (#). Per una letteratura piuttosto completa riguardante lo studio del problema
(8.8) (8.4), basta comsultare C. CiLiserTO [2], B.ContI [1] e [2], F. GuarisLMino [2]. 8i noti,
poi, che, con riferimenic al problema (8.3} (8.4), nel caso in ecui la funzione fiz,y,2,v,w) non
dipenda da v e w, un altro risultato, sempre in ipotesi di CARATHEODORY, é dovuto a
F. GuerigLMINoO. Cfr., in proposite, ¥, GuerisLmino [1].

Un recente risultato, ancora, in riferimento non al problema esistenziale ma bensi
allo studio del fenomeno di PEaNo per I'insieme delle soluzioni del problema (8.8) (8.4) in
ipotesi di CARATHEODORY, ¢ dovuto a G. Pyrvirenti. Cfr., in proposito, G. PuLvirentI [1].
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9. - Applicazione del teorema del punte unico di J. Schauder al problema
(I (11}

Nelle dimostrazioni dei teoremi.di esistenza svolte nei numeri 4 e b non
abbiamo fatto uso dei criteri di compattezza 1.5, 1.6 e 1.7.

L7 utilith di questi si rivela, invece, qualora si vogliano dimostrare i
medesimi teoremi di esistenza sfruttando i metodi dell’analisi funzionale ed
in particolare il teorema del punto unito di J. ScHAUDER (%)

In questo numero e mnel successivo ridimostreremo, appunto, i teoremi
di esistenza 4.1, 4.2, 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, valendoci di tali metodi attraverso
I applicazione dei oriteri di compattezza sopra detti.

Cominciamo a dimostrare il teorema 4.1.

Si consideri, a tale scopo, lo spazio @°A) delle funzioni #(x, y) definite e
continue in A; esso é uno spazio di BANAcH (*) con la norma:

|2 ]lexay = max {[2(e, y)| : (0, )€ 31 .

Si consideri, inoltre, la spazio L*(A) delle funzioni g(x, y) definite e som-
mabili in A; esso 6 pure uno spazio di BANACH con la norma:

19 e = f f | g, ) | dody ().
A

Diciamo, quindi, £ lo spazio i cui elementi sono le coppie ordinate
U=zg), ¢=zlx, y) € @A) e g =gx, y) € L'(4); lo spazio:
2 = Q%4A) X LAy,

6, pure esso, uno spazio di BANACH con la norma:

1 Uz = ll#lleoqay + 119 Il -
Sia, poi, I la parte di  costituita dagli elementi U= (z, g), per cui:

|zlleoay =< My, |glx, y)| < M(w, y) quasi ovungue in 4,

(%5) Cfr. J. Scuauper [t], p. 173. Per i concetti di analisi funzionale adoperati in
questo numero e nel successivo cfr., ad es., C. MiraNDA [1}

(%) Cioé lineare, normale e completo.

(°7) Occorre, maturalmente, fare la convenzione che due funzioni sommabili in A ed
equivalenti (la misura essendo quella di LEBESGUE) si considerano come un unico elemento
di Li(A). Cfr. G. FicHera [1], p. 818.
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b a’
| o, ) — el 1 | = | o) — o) | + | f f ME mdidy| in A
Y’ ¥ o
| 2le, y’}mz(w,y”)igu wmndﬂ +UfM(g, n)dEdy| in A;
¥ g’ o

I 6, ovviamente, non vuota, chiusa e convessa.

Definiamo, ora, in I una trasformazione funzionale:

9.1) U = T(U)

nel seguente modo (*¥):
Assegnato U = (z, g) € I, poniamo in A:

z Yy
9.2) hiw, 3) = o) + <f) — 20 -+ f f ofE, ) dEdn;

la funzione %{x, y) 6 continua in Aj; inoltre, per I’ipotesi «), si ha (*):

Y

©.3) halit, ) = (o) + f glew, ) dn,

0

fatta eventnalmente eccezione per gli & di una parte X, (dipendente in
generale da g{x, y)) di misura nulla di 4, e qualunque sia y € 4,.

La funzione hafx, y) risulta continua rispeito ad y per quasi tutti gli
x € Ay, nonché misurabile rispetto ad a per ogni y €4, cioé hfx, y) € T".

Detta Y la parte di misura nulla di A, per gli y della quale o Mz, y)
non 6 sommabile rispetto ad ® o non vale I'ipotesi di uniecitd per il pro-
blema (4.1} ovvero la funzione F non gode della propritd (C) (**), la funzione
F(z, y, 22, y), v, hafx, y)), per ogni y€ A, — Y, risulta misurabile rispetto ad »
per ogni v e continua rispetto a v per quasi ogni a nonché, a norma del-
I’ipotesi §), maggiorata, in valore assoluto, da una funzione sommabile di .

{®%) 11 metodo usato per definire tale trasformazione funzionale si ispira ad un proce-
dimento introdotfo da noi in un precedente lavoro. Cfr. G. Sanracat [3]

{*9) Cfr., ad es.,, L. M. Gravses [1], pp. 252-258. Avvertiamo che con h,(x, ¥) indichiamo
ia derivata parziale rispetto ad « della funzione hiw, y) dove essa esiste finita {cioé quasi
ovunque), lo zero nella parte (di misura nulla) restante.

(1%%) Per questa proprietd, cfr. la definizione 1.3,
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Avendosi, poi, per ogni y€4a,:
(9.4) | 2@, y) | <M, per w€As,
b
98) | i, ) | < | o) | + f M, n)dn = y(x) quasi ovunque in Az,
o

in virth dell’ipotesi y), ne viene che il problema:
&

(36) v, y) = dly) + f FE y, 25 y), vE 9), kalf, 9))dE in Az X (8, — ¥)
0o

ammette soluzione unica, v(x, y), continna rispetto ad a per ogni y€A, — Y
e (*°) misurabile rispetto ad y per ogni « € A;. Essa risulta, ancora, a norma
delle ipotesi «) e f), sommabile rispetto ad y per ogni x in quanto si ha,
per ogni €Az

©7) o y) | <) |+ f M, y)dE = niy) quasi ovunque in 4A,.

Posto, allora:

v(x, y) per (x,y)€ Az X (A, — Y)
q)(y) per (w:y) € Aﬂc X Y.'

~

(9-8) v, y) =

la funzione v(x,#), cosi definita in A, risulta continua rispetto ad x per

ogni y€A, e misurabile rispetto ad y per ogni x€ Az, cioé v(w, y) € T; inoltre,
essa, risulta sommabile rispetto ad y per ogni x€A., avendosi ancora:

9.9) | v, y) | < | )| —!—fM(E, ) dE = (y) per € A, e quasi ovunque in A,.

Detta X la parte di misnra nulla di A, per gli z della quale o M(x, )
non 6 sommabile rispetto ad y o non vale Vipotesi di unicith per il pro-
blema (4.2) ovvero la funzione @G non gode della proprietd (C') (**)), la fun-

zione Gz, y. hiz, ), v(x, y). w), per ogni x €A, — X, risulta misurabile rispetto

(1) Cfr, G. ArNESE [1], p. 161,
(£92) Cfr. loco cit. in (2%9).
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ad y per ogni s e continna rispetto a w per quasi ogni y nonché, a norma
dell’ipotesi B), maggiorata, in valore assoluto, da una funzione sommabile
di 4. Avendosi, poi, per ogni ®€A4,, la (9.9) nonché:

| Mo, ) | <M, per y€A,,

in virti dell’ ipotesi 3), resta assicurato che il problema:

(%WwmwzﬂM+JGmmM&%ﬁ%%WWMManwwmx%

ammette soluzione unica, w(x, y), continua rispetto ad y per ogni a €A, — X
e (*°) misurabile rispetto ad x per ogni y€A,. HEssa risulta, ancora, a norma
delle ipotesi «) e (), sommabile rispetto ad a per ogni y in quanto si ha,
per ogni y€A,:

b

911 [wie, 9 | < | ol | + f Mz, n)dvy = y(x) quasi ovunque in A, .

0

Posto, quindi:

~ \ w(wﬂ ’,Q/) per ({B, y) E(Am - X} X Ay
(9.12) w(x, y) = )

¢lz)  per (x,g)CX XA,

la funzione ﬁ){w, y), cosi definita in A, risulta continua rispetto ad y per

ogni €A, e misurabile rispetto ad x per ogni ¥ €4, , cioé mw(x, y)€ T'; inoltre
essa 6 sommabile rispetto ad « per ogni y€4A,.

Poniamo, infine, in A:

K4 Y
(9.13) a%m=qw+fa%mw=dm+fw%mw
(9.14) (@, y) = G, y, bz, y), v, y), e, y))

e ad U= (g g)€1 facciamo corrispondere U’ = (¢, g) che, ovviamente, a

(#%%) Ctfr. G. Arwmss [1], p. 161

Annali di Matematica 37
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norma delle (9.13) e (9.14) nonché dell’ipotesi §), appartiene a 2. Anzi U'€[;
si ha, infatti, dalle (9.13) e (9.14), a norma della (9.6), dell’ipotesi §) e della (9.7):

2w, ) | <M, per (x,9)€A
e quindi:
(9.15) M fleoa) = My

ed ancora, in A:

9.16) o 9) | = Mo y),
b oo |
910 Sy — 00 | = L ole) —ole) |+ | [ [ MG mazan

?jl
7

Y a
018 | #e,g) — o, o) 1= [ en Lan + [ [ g azan

Conseguentemente la (9.1}, trasforma I in se.

Dimostreremo, in seguito, che la trasformazione funzionale (9.1} é continua
in I e che T(I} 6 compatta. Resta, cosi, assicurata, in virtd4 di un poto
teorema di J. ScHAUDER (**), l'esistenza di un punfo unito U* = (¢*, g*)
della (9.1). In fal caso, posto:

5, Y
(9.19) s, y}=c<m)+r{y)——~o+”g*@, dEdy in A,

dette v*(x, y) e w*(w,y) le soluzioni dei problemi (9.6) e (9.10) oftenute in
corrispondenza della coppia 2*(x, y), g*(x, y) ed ancora 5*@0, y) e wH(x, y) le
corrispondenti funzioni definite, rispettivamente, dalla (9.8) e dalla (9.12), la

coppia v*(x, y), W*(x, y) costituisce una soluzione del problema (I) (IT) in 4,
come subito verifichiamo.

(*%4) Cfr. loco cit. in (%),
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La (9.19) puo, infatti, scriversi:

& ¥
(9.20) h*(, y) = olw) + (y) — 2 + f f GLE, 0, h*(E ), v*(E, 1), w*(E ) dEdn in A;
dalla (9.20) segue:

(9.21) ho*(ae, y) = o) +- f Glae, 1, (e, ), v*(ac, ), w*(a, 7)) dy

per quasi tutti gli x€A,.

Avendosi, poi, a norma della (9.12}, ;U*(m, ¥ = w*{x, ¥} quasi ovunque
in A,, in base alla definizione di w*(x, y), ne viene dalla (9.21):

h.*(x, y) = w*(x, y) quasi ovunque in A, .

In virttt di quanto osservato, dalla (9.6) e dalla (9.10), a norma della
(9.8) e dalla (9.12), segue:

(9.22)  v*(a, y) = bly) + f F(E y,2*(E 9), v*(E y), w*(E, y)dE in A, X (A, — Y)

€

(9.23)  w*(w, y) = o) + f Glac, , i ae, ), v* (e, ), w* (o, ) Ay in (A, — X) X Ay 5
0

avendosi, inolire:

2w, y) = ofa) + f 3, )

Wi )=ty + [ 56 o)
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segue, dalle (9.22) e (9.23):

Bu*(a, y)

4
d = Pl y, o) + | 5w 1)y, 2o, y), 0@, 9)

Y

quasi ovunque in A.
Poichs, poi:

WY G, y, <l + f o+ (€, y) dE, 5*(, y), w7, )

v¥(0, y) = bly), w*(z, 0) = ()

e, ovviamente, v*(z, y) € S e w*(z. y) € S’ (), segue I’ asserto.

Per completare la dimosirazione del teorema resta, quindi, da provare
che la (9.1) 6 continua in I e che T(I) é6 compatta.

La continuitd della trasformazione funzionale (9.1) acquisendosi, salvo
ovvie modifiche formali, con un nofo procedimento (**’), ¢i limitiamo, qui,
per brevith, a provare che T'(I) é compatta.

A tale scopo basta dimostrare che al variare di U= (7, g) in I, detto
U' =%, ¢) il suo corrispondente per mezzo della T, ¢ e ¢ descrivono insiemi
compatti, rispettivamente, in @%A) ed in LYA).

Che Vinsieme descritto da & al variare di U in I é compatto in CoA)
segue dal fatto che le #(x, y) definite dalla (9.13) sono equilimitate ed equi-
continue in A a norma della (9.15) e delle (9.17) e (9.18).

Dimostriamo, allora, che 6 compatto in L*A) 1”insieme descritio da g al
variare di U in I.

Comineciamo con 1’ osservare che le funzioni 7z, ) ottenute dalla (9.2) al
variare di U in I sono equilimitate ed equicontinue in A.

Si ha, infatti, per (z, y)€ A:

i h(w) ?/) ‘ = -B/'[l ’
ed inoltre, qualungue sia la coppia di punti (@, ¥), &, y")€A:

| W', y') — ha", o) | < | Mo, ) — e, ") | + | B, §') — hia”, ") | =

< |y —<y) | + ffM(E n)d&dné |o(a) — of(z")| »}«EJJ M(i,ﬁ)didﬂl.

{£95) Cfr. (%3).
(19 Cfr. G. Santaeati [3], pp. 106-110.
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Si ha, ancora, che al variare di U in I le funzioni h.(z, %), definite
dalla (9.3), godono uniformemente della proprietd B'); esse appartengono,
infatti, come in precedenza osservato, all’insieme T, si ha:

v

(9.24) | hulz, y') — helz, Y| gl fM(cc, ) dy \ pery,y’ € A, e quasiovunqueini,,
?'///

ed inoltre, per ogni coppia di numeri reali positivi e ed v esistono (*') una

parte chiusa Cj di A, tale che m(A, — C3) < e ed un numero reale positivo &

o
in guisa tale che ;/M(x, M) dn ‘ < o per ogni coppia, y' ed y’, di valori y
o

soddistacenti alla limitazione |y —y¢” | < 3, uniformemente al variare di
x € Oy (™).

Le funzioni h.(z, y) soddisfano, inoltre, alla (9.5); in virti dell’ipotesi ¥),
ne viene, allora, a norma del teorema 1.5, che la famiglia delle funzioni
o(z, y) oftenute, ciascuna, dalla (9.8), in corrispondenza di un fissato U= (3, g€l
¢ compatta rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare
rispetto ad z ed inoltre godente della proprietda A% ;-per ogni numero reale
o> 0, esiste, pertanto, una parte chiusa Cg di A,, la cui misura differisce
da b per meno di o, e le funzioni v, y) risultano equicontinue in 4,= A,X Ce.

Si ha, poi, che le funzioni o(z,y), che come prima osservato appartengono
all’insieme T, veriticano la (9.9), pertanto, a norma dell’ipotesi &) e del
teosema 1.7, segue che la famiglia delle funzioni w(z, 9) ottenute, ciascuna,
dalla (9.12), in corrispondenza di un fissato U = (¢, g) € I, é compatta rispetto
alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad y ed inoltre
gode della proprietd A% ; in corrispondenza del numero s > 0, esiste, pertanto,
una parte chiusa C2 di A,, la cui misura differisce da ¢ per meno di o,

le funzioni w(x, y) risultano equicontinue in B, = 0o X A,.

Essendo la funzione 4(y) = | U(y) | —|—[JW(E, y)dt quasi continue in A, e
0

quindi tale pure in A, — ¥, in corrispondenza del numero ¢ > 0, esiste una

parte chiusa C7 di A,— Y tale che md, — 07 ) < 2

T° la restrizione di 7(y)

a (7, 6 ivi continua; si ha allora :
ny)H per yec 7,

(+°7) Cfr. G. ArxEsE [2], p. 16.

(13) Detta T parte di misura nulla di A, per gli » della quale non vale la (9.24),
e.’?/'

&) & . e s
basta assumere v = (4, — C3)UX, per essere verificate le condizioni della definizione 1.1.
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con H costante non negativa, e quindi, in virtd della (9.7) e della (4.8):
9.25 | vz, y) | < H per (z, y) € A, X C’yﬁ’l.

Osserviamo, ancora, che, in virth della (9.11) e della (9.12), procedendo

in maniera analoga a come fatto con riferimento alle ®(z, %), si ha che in
corrispondenza del numero reale o > 0, esiste una parte chinsa C7  di A, — X
3

o .
tale che m{d, — O‘g}l) < T ed inoltre :

(9.26) | Wiz, y) | = K per (z,9)€ 07, X 4,,

K essendo una costante non negativa.
Le relazioni (9.25) e (9.26) sono, allora, vere anche in 4, M B; in quanto:

Gz 0z, e C2& 05, ().
Cid posto, consideriamo la funzione G{z, y, #, v, ) nell’ insieme :
E=AX[—M, M]X[—H, H X [— K, K};

per un noto teorema (**°), essa risulta quasi continua in % in modo semire-
golare rispetto a (2, v, w) e quindi, in corrispondenza del numero reale o> 0,
esiste una parte chiusa O, di A tale che m(A — C,) < o e la restrizione delia
funzione Gz, y, 2. v, w) all’insieme:

Oo- X ["" Mlv Ml} X [‘— Ha H} X [""K7 K]

¢ ivi continua.
Posto :
D.=0C, N4, N B,,

proveremo che le funzioni ¢z, y), ottenute dalla (9.14) al variare di Uin I,
sono equicontinue in D,.
Invero, avendosi, qualunque sia la coppia di punti (2, ¢), ", ¥") € D;:

l g/(m’y y/) - g’(xu} y”) ‘ == ! G("”l’ @/’; h(x,: y’>} ’5((13’, y/)* 1}}(3’;/7 3/’)) -

. G(CE”, y//’ h(ﬁl’, yu), TZ’)(«’C”, y”); ﬁ)(x//} yl.’)) | ,

(%) Cid risulta dalla dimostrazione dei teoremi 1.5 e 1.7,
(119 Cfr. G. Srampaconia {2}, p. 80,
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per Y uniforme continuity della funzione Gz, y, 2, v, w) nell’insieme chinso e
limitato :

B, =D, X [—M, M) X [—H, H| X [—K, K],

nonché a norma dell’ equicontinuith delle funzioni h(z, y), vz, y) e wx, y) in
D, < A, N B,, segue 1’ asserto.

Avendosi poi:

WA — D) <= m(d — Cp) + m(A — 4,) + m(d — B,) < (1 4+ a4 b,

le funzioni g'(z, y) sono egualmente guasi continue in A.

Essendo M(z, y) sommabile in A e quindi ivi quasi limitata, a norma
dell’ipotesi B), le funzioni ¢'(z, y) risultano, anche, egnalmente quasi limitate
in A; risultando, inoltre, in virty, sempre, dell’ipotesi 8), le funzioni infegrali
delle | g'(x, ) | equiassolutamente confinue in A, per uno noto criterio di
compattezza rispetto alla convergenza in media (*'%), resta provato che 6
compatto in LYA) I’insieme descritto da g' al variare di U in L

I1 teorema 4.1 risulta, cosi, completamente dimostrato.

In maniera perfettamente analoga, invocando, perd, il criterio di com-
pattezza 1.6 in luogo del 1.5, si dimostra il teorema 4.2.

10. - Applicazione del teorema del punto unito di J. Schauder al pro-
blema (IIT) (II).

Dimostriamo, ora, sempre facendo uso dei metodi funzionali, il teorema 5.1.
A tale scopo, mantenendo le notazioni del n, 9, definiamo, nella gia
assegnata parte I di X, una trasformazione funzionale:

(10.1) U= T(U)

nel modo seguente (**?):

Assegnato U == (g, g)€ I, determiniamo, con lo stesso procedimento seguito

al n. 9, la funzione E(m, y) data dalla (9.8). Considerata, allora, la funzione
y

Giw, y, ox) + | fz;(w, Hydt, vz, y), w), essa, per ogni z € A,— X, risulta misurabile
o

rigpetto ad y per ogni #w e continua rispefto a w per quasi ogni y nonché, a

norma dell’ ipotesi B), maggiorata, in valore assoluto, da una funzione som-

{144) Cfr,, ad es., F. Cariero [2], p. 375.
(112) Tale metodo si ispira, pure, ad un procedimento introdotto in &. Saxracar: [3].
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mabile di y. Avendosi, poi, per ogni z€ A, la (9.9) nonché:

| olz) -+ f&(w, Hdt | < M, per y€A,.

G

in virt dell’ipotesi 3), resta assicurato che il problema:

102)  nle, ) = () + j G(e, 1, o(@) + f o, ) dt, 5o, 1), i, 1) dn
' ’ in (A, — X)X 4,

ammette soluzione unieca, 1wz, y), continua rispetto ad y per ogni z € A, — X
e (**) misarabile rispetto ad z per ogni y € A,; essa risulta, ancora, in virfl
delle ipotesi a) e (), sommabile rispetto ad z per ogni y in quanto vale,
anche in questo caso, la (9.11). Conseguentemente, posto, anche qui:

~ S ?2)(:19, y) Per (a;, y) E (Aa" - X) X A?/
(10.3) w(z, y) = _
| ole)  per (@) €X XA,

la funzione (z, y), cosi definita in A, risulta continua rispetto ad y per ogni
z €A, e misurabile rispetto ad « per ogni y €4,, cioé wiz, y) € T'; essa 6,
inoltre, sommabile rispefto ad # per ogni y €A, .

Posto, infine:

Y, %
(10.4) #o ) = 0) + | o n)dn = oto) + [ vte
(10.5) (@, y) = Glo, y, o) + J e, Y dt, ¥z, y), Wz, ),

ad U= (g, g) €1 facciamo corrispondere U’ = (¢, g’) che, ovviamente, a norma
delle (10.4) e (10.5) nonché dell’ipotesi B), appartiene a X. Se notiamo, ancora,
che, anche qui, valgono la (9.15), la (9.16), la (9.17) e la (9.18), segue che
U'e€1 e quindi la (10.1) trasforma I in se.

Con procedimento analogo a quello seguito nel n. 9, facendo uso dei
criteri di compattezza 1.5 e 1.7, si dimostra, poi, che la trasformazione fun-
zionale (10.1) é continua in I e che T(I) é compatta.

(#43) Cfr. G. Arnmsr |1], p. 161,
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Resta, cosl, assicurata, a norma del gia invocato teorema di J. SCHAUDER,
I’ esistenza di un punto unito U* = (g*, g*) della (10.1).

Definita, allora, in A, la fanzione h*(z,y) mediante la (9.19) e dette
v*(z, y) e w*(z, y) le soluzioni dei problemi (9.6) e (10.2) ottenute in corrispon-
denza della coppia #*(x, y), g*(=, ¥), nonché v, y) e W, v) le corrispondenti
funzioni definite, rispettivamente, dalla (9.8) e dalla (10.3), si dimostra, analo-
gamente a quanto fatto nel. n. 9 con riferimento al teorema 4.1, con le dovute
modifiche del caso, che la coppia vi(z, y) e w*(z,y) costituisce una soluzione
del problema (IIT) (II) in A.

Ii teorema b.1 6, cosi, dimostrato.

In maniera analoga, invocando il criterio di compattezza 1.6 in luogo
del 1.5, si dimostra il teorema 5.2. Cosi pure, se in luogo del criterio di
compattezza 1.7, utilizzato nella dimostrazione dei teoremi 5.1 e 5.2, si fa
uso del criferio di compattezza 1.4, con lo stesso procedimento, avendo cura
di apportare delle lievi modifiche imposte dal caso in esame, si dimostrano
i teoremi 5.3 e 5.4. Ci esimiamo, perd, dal farlo esplicitamente per brevifa.
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