
Su alcuni sistemi di equazioni integrodifferenziali 
in ipotesi di Car~tth6odory (*). 

:Nora di GIUSEPPE SANTAGATI (a Catania) 

Sunto. - Vengono studiate alcune classi di sistemi di equazioni integrodifferenziali~ stabilendo, 
in ipotesi del tipo di Carathdodory e con dati al contorno sommabili~ dei teoremi di 
esistenza che estendono alcuni noti risultati relativi a problemi al contorno per sistemi 
di equazioni alle derivate parziali. In particolare viene ritrovato un noto teorema 
sull'esistenza di sotuzioni per it problema di Darboux per un'equazione del 2 ° ordine 
di tipo iperbolico. I metodi seguiti richiedono la dimost~'azione preliminare di alcuni 
criteri di compattezza rispetto alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare. 

Summary. - Existence theorems for a class of integro-differential equations are given under 
very weak assumptions of Carathdodory type on the data. These theorems extend some 
hnown results about b.v. problems for hyperbolic p.d. equations with data given along 
the characteristic lines, such as, for instance, the well-known Dwrboux problem. The 
methods used are functional theoretic and they require the use of certain compactness 
criteria established in the fi~'st part of the paper. 
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(*) Lavoro eseguito nell '  ambito del l ' a t t iv i th  dei Gruppi  di ricerca matematica del C. ~ . R .  
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t w(x, O) = ~(x), x ~ A~ 

con : 

5 - - 5  x x  5~,, % - - [ 0 ,  a] ,  5z,=-[0, b] (a, b > 0 ) ,  

~{y) e ¢~(x} essendo due funzioni t ~) definite e sommabili r ispett ivamente in 
5 v ed in A~, F(x, y, z, % w) e G(x, y, z, v, w} due funzioni definite nello 
strafe : 

8o = t (~, y, ~, v, ~v)  (x, y) ~ A, I ~ i, Iv I, In'l < + ~ ,  Ix, y, ~, v, ~v) ~ R ° ! (~) 

ed inoltre con:  

X ¢I 

o 9 

(~ (o) = • (o) = ~o). 

Parecehi  sono, ormai, i lavori sui problemi ( I ) ( I I ) e  (III} (]I) tendenti  
ad assicurare  t' esistenza di atmeno una soluzione, sia nel caso in cut le funzioni 
F e G non dipendono da z (cfr. F. GUGLIEL~INO [2], G. SAN~AGATI [2], F. TRI- 
cOMI [I] p. 118 e seguenti,  G. VILLARI [i], A. ZITAROSA [1] e [2]} (~t, sia nel easo in 
cut vi dipendono (err. G. CAR ADONNA [l], L. MERL[ [I]. G. SANTAGATI [3]); 
per una storia piuttosto eompleta, in proposito, basra consultare G. SA~AC~A~I [3]. 

Nel presente lavoro, analogamente  a quanto recentemente  fatto da 
G. ARNESE in [2] r iguardo il classieo problema di DARBOUX per una equazione 
del seeondo ordine di tipo iperbolico, mi occupo, sost~nzialmente, dello studio 
dei problemi (I) (II) e {III) (II), sempre con r i fer imento alla questione esisten. 
ziale, supponendo i dati ~ (y )e  ~(x) sommabili in hz, ed in Ax r ispet t ivamente 
e ponendo sulle funzioni F~x, y, z~ v, w}, G(x, y, z, v, w) ipotesi del tipo di 
quelle, elassiehe, di C. CARATm~ODOR¥ per  le equazieni ordinarie,  nonch6 
eondizioni del tipo di quelle poste, precedentemente,  in G. SA~AeATI [3]. 

Detto S (risp. S') l ' ins ieme delle funzioni di due variabili defini te  in 5, 
ivi assolutamente continue rispetto ad x (risp. rispetto ad y) per tutti gli y 
(risp. per tutti  gli x) di A (risp. di 5x) sommabili rispetto ad y (risp. rispetto 
ad x) per  tutti  gli x (risp. per  tutti gli y} di h~ Irispet. di hy), intenderb, 

(t) Le funzioni ches i  considerano nel presente la~oro sono tutte funzioni numeriche; 
pe~tanto mi esimerb~ di volta ia volta~ di dichiararlo espliciiamente. 

(2) Viene indicat% qui e nel seguit% con /~ lo spazio euclideo reale ad n dimensioni, 
(a) I humeri in [ ] ri~aviano alia bigliografia posta in fonclo al presente lavoro. 
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come in G. SA~TAGA~ [3], per soluzione del problema (I) (II) una coppia di 
funzioni, v(x,y), w(x,y), la prima del l ' ins ieme S, la seconda del l ' ins ieme S', 
verif ieanti  le (II) e, quasi  ovunque in 5, il sistema (I) e per soluzione del 
problema (III) (II) una coppia di funzioni, v(x,y), w(x,y), sempre, la pr ima 
del l ' ins ieme S, la seconda del l ' ins ieme S', verifican~i le (II)e,  quasi ovunque 
in h, il s istema (III). 

0t tengo, cosi, i teoremi di esistenza dei nn. 4 (teoremi 4.1 e 4 . 2 ) e  5 
(teoremi 5.1-5.4) ehe rappresentano i r isultati  centrali  del presente lavoro e 
the  migliorano i precedenti  r isultati  stabiliti  in G. SAN~AGA~I [3]. 

Le dimostrazioni di detti teoremi sono couseguite utilizzando, con i dovuti  
aduttamenti ,  iI metodo esistenziale di TOI~ELLI, e, success ivameute  , nei nn. 9 
e i0, anche facendo use dei metodi del l 'anal is i  funzionale e precisamente  
applicando il teorema del punto unite ad opportune t rasformazionifunzional i .  

Nel n. 1 sono poste le questioni di nomencla ture  e sono dimostrati  alcuni 
criteri  di eompattezza (teoremi 1.1-1.10) rispetto alla convergenza quasi  uni- 
forme del ripe semiregolare, utili per le dimostrazioni dei teoremi dei nn. 4 
e 5. faeendone, iuoltre, an  raffronto, a mio avviso esauriente,  con noti tee- 
remi di compattezza di G. An~ESE (cfr. [2]~, C. ~ILIBERTO (err. [1]b A. ZITAROS~ 
~cfr. [1] e [2]), G. SA~AeATI (cfr. [1] e [311. 

Nel n. 2 sono ripor~ati due teoremi (teoremi 2.1 e 2.2) che permettono 
di dedurre  dai teoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9 del numero precedente  dei 
cri teri  di compattezza di na ture  pifi concre te ;  si ottengono, cosi, i teoremi 
3.1 e 3.2 del n. 3, l ' uso  dei quell  permette  di acquisire  i teoremi di esistenza, 
per i problemi (I} (II) e ( I I I ) ( I I ) ,  del n. 6 (teoremi 6.1-6.6), come casi patti- 
colari di quelli  dimostrati  nei nn. 4 e 5. 

Il n. 7 ~ dedicate, poi, sempre con r iferimento al problema esistenziale, 
allo studio di due problemi al contorno int imamente legati ai problemi 
(I) (II) e (III) (iI) {teoremi 7.1-7.4}; il n. 8, infine, ad alcune considerazioni 
r iguardant i  il classico problema di DAR]~oux; si ottengono, infatti,  con rife. 
r imento a questo, in base ai r isultati  stabiliti nei numeri  preeedenti ,  dei 
teoremi di esistenza molto generali  fra i quali  viene r i trovato il r isultato di 
G. ARIqESE [2] sopra menzionato. Vengono, cosi, eonseguentemente,  assorbiti  
un note teorema di W. ~VALTER (cfr. [1]), un teorema di A. ALEX~Ewcz e 
W. 0RLIeZ (err. [1]), i teoremi di G. SA~AGA~:[ (efr. [1] e [3]) e quindi anehe 
quelli  R. C o ~ z  (err. [1] e [2]} noneh6, ~ncora, sotto eerti aspetti, un r isultato 
di ft. KIS~:~SKI (err: [1])(~}. 

(4) Si noti che il risultato di J-. KISYNSKI concerne solu~ioni, a valori in uno SlOazio di 
BANACH, di un problema pii~ generale di quello di D.~RBOUX. La estensione sopra detta 6 
intosa, quindi, solo con riferimeato al fatto che nei teorema di KISYNSK~ son0 loost% sulla 
funzione assegnata, ilootesi del tilOO di 0SO00D. 
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1 .  - ~Nomenclatura. Criteri di Compattezza. 

Diciamo T (risp. T') l ' ins ieme delle funzioni g{x,y) definite in 5 ivi 
misurabili  rispetto ad y (risp. ad x} per tutti gli x (risp. per tutti gli y) di 
h~ (risp. di by), contil~ue rispetto ad x (risp. rispetto ad y) per quasi tutti  
gli y (risp. per quasi tutti gli x) di h v (risp. di 5x}. 

Assegnata una funzione g (x,y) E T (risp. g (x,y) E T'), per un note teorema 
di G. ScoRzA D~tAGO~I (~)~ essa ~ superfieialme~te quc~si cont inua in mode 
semiregolare ri&vetlo ad x (risp. rispetto ad y) (6) ; in particolare essa ~ quindi 
quasi  uni formemenle  conlinua rispe4to ad x (risp. rispetlo ad y). 0gni  funzione 
g(x,y) ~ T (risp. g(x,y)~ T'} gode, allora~ della seguente proprieth (~): 

B) (risp. B')) Per ogni coppia di numeri  reali  positivi  ~ ed o), esiste u n a  
parte ey (risp. e~) di 5~ (risp. di ~) ,  di misura  minore di ~, ed un  numero 
reale positive ~ in  guisa tale che risull i  : 

t g(oo', y ) -  g(x", Y) t <  (0 (risp. I g(x, y') - -g(x ,  Y")I < o~) 

per ogni y (risp. per ogni ~) di A~ ~ e v  (risp. di A~--e~)ed  ogni coppia, 
x' ed x/' (risp. y' ed y"), di valori di w (risp. di valori di y) soddisfaeenti  
alla l imitazione ] ~c' - -  x" l < ~ (risp. alla limitazione l Y' - -  Y" t < ~). 

Cib osservato, riehiamiamo le seguenti definizioni:  (~) 

DE]~I~IzIo~E 1.1. - Diremo che le funzioni ,  dell ' insieme T (risp. dell'in- 
sieme T')~ di una  data famigl ia  ¢9 godono uniformemente della propriet4 B) 
(risp. B'}), quando, per ogni coppia di numeri  reali posit ivi  ~ ed ~% d possibite 
associare ad ogni funzione g(x, y) E (I) u n a  parle e(yg ) (risp. e~ ~) di 5~ (risp. di h~), 
di  misura  minore d i e  nonehd determinare un  numero reale positive ~, in  guisa 
tale che r isul t i  : 

i g(x', y) - g(x", y) i < (risp. I g(% y'} - gt , y")! < 

(5) Cfr. •. SCORZA DRAGONI [1], p. 103. 
(6) U n a  funzione g(x, y), def in i ta  in h, si dice superficialmente quasi continua in mode 

semiregolare rispetto ad x {risp. r4spetto ad y) se, pe r  ogni  numero  rea le  ~ 0 ~  esiste una  par te  
chiusa Cz di 5 in gulsa  tale e h e l a  proiezione di h - - C a  su l l ' a sse  y (risp. su l l ' a sse  x) 
abbia misura  minore  di v e la res t r iz ione dl g(x~ y) a Ca sin iv i  continua.  Cfr. G-. SCORZA 
DRAGONI [1], p. 103. 

(:) Cfr. •. CAFIERO [3], p. 23L 
(s) Queste def iniz ioni  sono state, per  la pr ima volta,  in t rodot te  in Cj. SANTAGATI [ [ ]  n ,  1. 
/%tiam0~ poi, che da queste  definizieni~ con le ovvi,e modif iche,  conseguono le analoghe 

con r i fe r imento  al case in cui la famigl ia  (P: che in esse in te rv ien% sia una  successione. 
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per ogni y {risp. per ogni x) di ~ - - e ~ 9 )  (risp. di 5 ~ -  e(~)) ed ogni coppia, 
x' ed x" (risp. y' ed Y"b di valori di x (risp. di valori di y) soddisfacenti  alla 
l imilazione [ix ' - - x "  I < ~ (risp. alla l imilazione l y ' - - y " [  < ~). 

DEFINIZIOI~E 1.2. - Diremo ehe una  famig l ia  ¢2 di funz ion i  del l ' insieme 
(risp. del l ' insieme T') gode della propriel~ A ~) {risp. A ~')) quando, per ogni 
numero reale ~ > O, esiste una  parle ehiusa C ~ (risp. C~) di Ay (risp. di A~), y 
la cui misura  differisca d a b  (risp. da a ) p e r  meno di ~, in  maniera  che le 
funz ion i  di (P risult ino equiconlinue in  A~ ~- A X C~ (risp. in  B~ ~ C~ X 5~). 

]~ ev idente ,  a l lora ,  che  le funzioni ,  d e l l ' i n s i e m e  T {risp. d e l l ' i n s i e m e  T'), 
d i u n a  da ta  famig l ia  ~ goden te  del la  p ro p r i e t h  A (x) (risp. A(u'), sono egual. 
mente quasi  continue in  ~ in  mode semiregolare rispetto ad ~c (risp. rispetto 
ad y) (~) e godono, inoltre, un i formemenle  della propriet~ B) (risp. B')). 

Pon iamo ,  era,  la s eguen te  d e f i n i z i o n e :  

DEFI~IZIONE 1.3. - Diremo che una  funz ione  g(~c, y, z) definila .hello strafe : 

S~ --~ f (x, y, z) : (x, y) E ~ ,  z E R " ,  (x, y, z) E R "  +~}, 

per  un  fissato y di 5~ (risp. x di A.), gode della propriet~ IC) (risp. (C')) se 
essa r isul ta  misurabi le  rispetto ad x (risp. rispetto ad y ) p e r  ogni z E R "  e 
cont inua rispetto a z per  quasi  ogni x~ E A (risp. per quasi  ogni y E 5y). 

Se la funz ione  g(~c, y, z) def in i t a  in S~ ~ c o n t i n u a  r i spe t to  a z pe r  quas i  
ogni  (x,y) E A e m i s u r a b i l e  i n A  per  ogni z E  R "~, essa, per  quas i  ogni  y E  h v 
gode del le  p ropr i e t~  (C), e, pe r  quas i  ogni  x E ~ gode del le  p ropr i e t~  (C') (~o). 

Cib posto,  va le  il s eguen te  c r i t e r io  di compat tezza  che  si deduce ,  con 
ovvi i  ada t t amen t i ,  da  un  no te  t e o r e m a  di G. An~ESE (~):  

TEOREMA 1.1. - Sia f (x ,  y, z, w~, w2, ..., w~) una  funzione definita nello 
strato : 

$2 ~ i (X~ y~ Z, W~ , ..., Wh) : (X, y) E 5, ] z l, I W~ l < + ~ (i - -  1, ..., k), 

(x, y, z, w~ ... .  , wk) E R T M  }, 

(9) Cio6~ per ogni coppia di humeri reali positivi s e d  ~, d possibile decomporre h in 
un numero finite di patti E~. misurabili e disgiunte, nonch~ associare ad ogni funzione 
g(x,y) della famiglia considerata una parte e(g) di h la eui proiezione sull'asse delle y 
(risp. delle x) abbia misura minore di ~, in mode tale che l'oscillazione di ogni funzione 
della famiglia sia, in ogni insieme E~--E~ • e~g ), minore dio). Cfr. G. STAMPAOCHIA [1]~ 
p. 204 e nora (iT) d ip .  "213. 

(i0) Cib segue con un sempliee ragionamer~to~ a norma di un risultato di G. AnNESE. 
Cfr., per quest'ultimo, G. ARNESE [il, p. 154: e osservazione 2 a p. 158. 

(~) Cfr. G. A~NESE [2], p. 23. 
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misurabile in  A per ogni (z, w~, ..., w,), continua rispetto a (z, w~, ..., w~) per 
quasi ogni (x, y) 6 A e tale da verifieare la limitazione : 

(1.1) If(x, y, z, ~v, , ,.. , w D i <_ 2d (x, y), (x, y, z, ~v~ , ... , w~) ~ S~ 

con M(x,  y) funzione definita in A ed ivi  sommabile ; sin, inoltre, ),{y) una 
funzione definita e quasi continua in h . 

Per quasi ogni y 6 h ~ ,  comunque si .assegnino la funzione %(x) misura- 
bile in h~ e k--1  sueeessioni (~, ,(x)) ,~N(i =-2, 3, ..., k) di funzioni misura. 
bili in  A x ed ivi egualmente quasi limilate, il problema : 

x 

z(x) =:-l(y)+-lira. ff( , y, z(~), ,~(~), ~:, .(~), ..., ~ ,  ~(~))d~ in Ax 
o 

non abbia pixie d i u n a  soluzione assolutamente continua. 

Delta Y la parle di misura nulla di hy per gli y della quale o M(x,  y) 
non d sommabile rispetto ad x (~) o non vale l'ipotesi di unicil& per il pro- 
blema {1.2) ovvero la funzione f non gode della propriet~ (C), al variare della 
funzione %(x, y) in unce famiglia 4p' e della ( k - - 1 ) - u p l a  di funzioni  
~(x,  y), ..., ~h(x, y) in una famiglia (P, di funzioni  dell 'insieme T', la pr ima 
compatla rispetto alla convergenza quasi uniforme del ripe semiregotare ri- 
spetto ad y (~) e la seconda costituita da funzioni egualmente quasi limitate 
in  h in mode semiregolare rispetto ad y (~) e godenti ivi uniformemente della 

(~2) M(x, y) es.sendo sommabile  in h, risulta~ infat t i ,  sommabile  rispetto ad x leer quasi  
tut t i  gli  y di  by; e f r ,  ad es~ F. CAFtERO [1], p. 2tI, oppure E. 5. M'e. SItANE [1], p. 137. 

(~3) U n a  famigl ia  di funzioni  g(x~ y) defini te  in  A si dice compatta rispetto alta conver. 
genza quasi wniforme del ripe semiregolare rispetto ad x (risp. rispetto ad y) se da 
ogni  successione (gn(x, Y))ueN di funzloni  di essa s e  ne  pub esirarre  una  convergente  in  h 
quasi  un i formemente  in  mode semiregolare risl~etto ad x (risp. rispetto ad y). U n a  successione 
(gn(x, y))n~5~ di funzioni  definite in  A, si dice convergente ivi quasi uniformemente in mode 
semiregolare rispetto ad x (risp. rispetto ad y) quand% pe! " ogni  numero  r e a l e s  ~ 0, esiste 
una  par te  ey (risp. e~) di hy (risp. di hx) , di misura  minore di ~, in  mode tale e h e l a  succes. 
sione converga  un i fo rmemente  in  h x X {5y --  ey) (risp. in  (5 z - e x) X hy). Cfr ~ .  CAGIER0 [3], 

p. 228. 
(i4) Le  funzioni  g(x, y) d i u n a  data famiglia,  def ini te  in  5, dieonsi egualmente quasi 

limitate in A in mode semiregolare rispetto ad x (risp. q'ispetto ad y), quand% per  ogni  numero  
reale  loositivo ~, csiste un  numero  M ~ 0  ed 6. possibile associare ad ogni funzione g(x, y) 
della  famigl ia  u n a  parle  ey~g ) (risp. ex(g )) di Ay (risp. di Az), di misura  minore  di e, in  rood% 
tale ehe si abbia  I g(x, y) i ~ M per  egni  g e per  ogni (x, y) E hx )4 (hy --  ey(g )) (risp. per ogni  
(x, y )E  ( 5 , ~ -  exCg) ) X ~y). Cfr. F.  CA~UEI~O [3], p. '-)32. 
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propriet4 B'), si eonsideri il problema : 

(1.3) z(x,~y)-~ k(y) q- f f(~, ~, z(~, y), %(~, y), ~(~ y), ..., ~(~, y))d~ 
a /  
0 

in A,~ X (A~,-  y). 

Allora, posto, per ogni z(x,y) sotuzione del problema (1 .3) in  corrispon- 
denza di una fissata k-upla (~,  ~ ,  ..., ~ ) ~  ~ / X  (I) (~): 

(1.4) 
;(x'Y) =I  

z(w, y) per (x, y) ~ A X (A~-- y) 

), (y) per ix, y) ~ hx X ¥, 

la famiglia delle funzioni z(x,y), definite dalla (1.4), at variare di 
(9,, 9~, ..., 9~) in ag'X ap, d compatla rispelto alla convergenza quasi uni. 
forme del tipo semiregolare rispetlo ad x e gode, inoltre, della propriet~ 
A (% 

]~ da uotare che, se nel teorema 1.1 si parficolarizza opportunamente 
l ' ipotesi  di unicith per il problema (1.2), si pub~ conseguentemente,  a t tenuare 
l ' ipotesi  post~ su (I)'; si ha, infatti, il seguente altro criterio di compattezza 
che ne generalizza uno gih stabilito in G. S ~ N T A ~  [3] (~) e che, assieme 
al precedente,  costituiscono altret tante generalizzazioni di un noto teorema 
di A. Z ~ n o s A  (~): 

(i5) I1 loroblema (1.3) ammett% in 5 x X ( S y - - Y ) ,  una ed una sola soluzione (cio# esiste 
una  ed  una sola funzione z(x, y) def in i ta  in / ix  X (Sy - -  Y) tale da soddisfare  iv i  iden t icamente  
la (1.3)) in corr i spondenza  d i a n a  f issata k -up l a  ( ~ ,  ¢~2, ..., ~.k)E q)tX(P in quanto,  a no rma  

delle ilootesi poste sul p rob lema (1.2), per  ogni y E ~ -- Y, posto ¢~i(x) ~ 91(x, y), ¢Pi,n($) ---- %(' x, y) 

( i -~  2, 3, ..., k), il problema : 
X 

0 

non ha pin di una  soluzioae (assolutamente continua) ed inol t re  pe r  la funzlone f (x ,y ,z ,~t(x ,  y), 
~(x~ y), ... ~ ~a(x, y)) sono ver i f i ca te  le ipotesi  di CARATH]~ODORY in /i x . Val% infatti~ la (1.1) 
ed inol t re  la funzione f (x ,  y, z, ¢pi(x~ y), ~ ( x ,  y), ..., 91s(x, y)) r isul ta  cont inua r ispet to a z 
pe r  quasi  ogni  x E/ iz  e misurabi le  r ispet to ad x per  ogni  z. 

(16) Cib si pub r i l eva re  modif ieando oppor tunamente  ta dimostrazione del  t eorema di 
G. ARNESE citato in (li}. 

(t~) Cfr. L e m m a  III0~ 1 o. 86. 

(~s) Cfr. A.  ZITAROSA [ t ]  e [2]. 

AnnaZ~ gi Matemativa 31 
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T ~ o ~  1 2 .  - Sia f (x ,  y, z, w~, w~, ..., w~) una  funzione definita 
nello strato S~, misurabile in  h per ogni (z, w~, ..., wa), continua rispetto a 
(z, w~, ..., wa) per quasi  ogni (x, y)~ A e tale da verifi~are la limitazione 
(1.1); sia, inollre, i(y) una  funzione definita e quasi  continua in  5 u . 

Per quasi  ogni y ~ 5u~ eomunque si assegnino k successioni {~, , (x) ) ,e~  
(i ~ 1, 2, ..., k) di funz ioni  misurabi l i  in  Ax ed ivi egualmente quasi  limi- 
tale, il  problema: 

(1.5) z(x)-~- l(y) -~- lim, f f(~, 
0 

y, z (~, ~,.(~, ~,.(~), ...7 ~ , .  (~)) di in ~ 

non abbia pi'k di una  soluzione assolutamenle continua. 

Delta Y la parle di misura  nul la  di h u per gli y della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispetto ad x o non vale l ' ipotesi di unicit~t per il problema 
(1.5) ovvero la funzione f non gode della propriet~ (C), al variare della 
k -up la  di funz ioni  ~(~c, y) %(x, y), ..., ¢?k(x, y) in  una  famigl ia  • di fun.  
zioni dell ' insieme T' eguaImente quasi  l imitale in  A in modo semiregolare 
rispetto ad y e godenti ivi uniformemente della propriet~ B'), si consideri il 
problema : 

( i .6 )  z(x, y ) =  i(y) + f f(~' y' z(~, y), %(~, y}, ~2i~, y), ..., ~,(~, y))d~ 
,) 

0 

in A X (Su- -  Y}. 

Allora, posto~ per ogni z(x, y) soluzione del problema (1~6) in  corrispon- 
denza di una  fissata k -u~ la  (c?~, %, ..., ~ )  E 09 (~): 

(1.7) ~(x, y ) -=  
t z(x, y) per (x, y) ~ a~ × (a~-  Y) 

),(y) per (x~, y) A~ X Y, 

la famigl ia  delle funz ioni  z (x ,y ) ,  definite dal la (1.7}, al variare di 
( ~ ,  ~2, ..., ~ )  in 6p, d compatta rispetto alla convergenza quasi uni forme del 
tipo semiregolare rispetto ad x ed inoltre gode della propriet~ A (x~. 

(I9) Anche qui il probTema (1.6) ammette, in h~X(hy- -Y) ,  una ed una sola soluzione 
in corrispondenza di una fissata k-upla (~i~ ¢P-2~ .... ¢Pk) E q); basra, infatti, ripetere quanto 
osservato in (t~) ponendo, questa volta, ~(~ ~- ~i(x, y) (i ~- 1, 2 .... , k) per ogni y E by-- Y. 
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Essendo le funzioni k(y) e / M ( ~ ,  y)d~ quasi continue in by,  la prima 
o 

per ipotesi e la seconda perch6 ivi sommabile (2o), esse sono tall anche in 
~--Y; pertanto, per ogni numero reale ~ > 0, esiste una parte chiusa 

C) C~,x di h~ -- Y tale che m(A~ -- C~,~) < ~- e le restri~ioni delle fun~ioni 
a 

X(y) e fM(~, y)d~ a C ~ sono ivi continue.  Ne segue, qu ind i :  
o 

(1.8) IX (y ) t~h ,  M ( ~ , y ) d ~ _ h  per y E  C ~ 

o 

con h e h costanti non negative. 

Le funzioni z(x, y) definite dalla (1.7) al var iare  d i ( % ,  ¢~, ..., Vh) in 
sono, allora, egualmente  quasi l imitate in h in modo semiregolare rispetto 
ad m in quanto si ha, a norma della (1.1), della (1.6) e delle (1.8): 

a 

(1.9) '~ ' l t z (~ ,y) l ' - I z (x ,y) l~I~(y) l+ M ( ~ , y ) d ~ h + ~ - - h ~  per(x,y)E h~X V ~ . 
J 

, y, 1 

0 

Essendo, inoltre, le funzioni z(m, y) definite dalla (1.7) continue rispetto ad m 
per ogni y E 5 v e (22) misurabil i  rispetto ad y per ogni x 6 5~, a norma di 
un noto teorema di FR]~CHET'STAMPACOttIA (28), ]a compattezza della famiglia 

delle funzioni z(x, y) sarh provata se faremo vedere che esse sono egualmente 
quasi continue in h in modo semiregolare rispetto ad x. Basterh, allora, 

provare t h e  la famiglia  delle funzioni z(x, y), definite dalla (1.7) al var iare  
di (T~, ~2~..., ¢~h) in 4), gode della proprietor A (~), perch6 il teorema resti 
completamente  dimostrato. 

i tale scopo cominciamo con F osservare che, essendo M(x,y) sommabile 
in A, in corrispondenza del numero reale ~ > 0 esiste (24) una parte chiusa 

(~0) Ofr. F.  GAFIERO [1], p. 212, oppurc E. J. Mc. SHANE [ 1 ] ,  p. 137. 

(ei) D ' o r a  in  poi con m ( Z )  saremo sotiti indicare  la misura  secondo LEBESGUE de l l ' in .  
s ieme Z misurabi le .  

(~e) Cfr. @. ARNESE [t], p. 16L La  funzione f(x, y, z, ~ (x ,  y), . . . ,  ~ ( x ,  y}) r isulta,  infatt i ,  
misurab i le  in  A per  ogni  z e cont inua  rispetto a z per  quasi  ogni  (x, y ) 6  A ed inol t re  vale  
la (i.i). 

(28) Cfr. G. STA~IPACCHIA [1]~ p. 204 e nora (l~) di lo. 213. 

(24) Cfr. G-. ~kRNESE [2], p. 16. 
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Cv ~ di h u tale the  m(5 u -  C ° z~ < a 1' ,* v. ~-  e i n t e g r a l e f  M(~, y) d~ r isul ta  una 
z 

funzione assolutamente cont inua nel l ' insieme delle pat t i  misurabil i  Z di 5x,  
uni formemente  al var iare  di y E C ~ A norma, poi, delle ipotesi poste sulla 

y ,  2 "  

funzione f {x ,  y~ z, ¢vz, w2, ... ,  ~v,) nonch6 della (i.1), in corrispondenza del 
numero ~, esistono ('~) due parti  chiuse, C" e C ~ di h v tall che m(5 u -  C~, ~) < 

6 (Y 
< - £ ,  m(hv--C~v,*)  < ~ - e  t he  per  ogni numero reale c > 0  la funzione 

f ( x ,  y, z, w , ,  w~, ..., w~) r isul ta  quasi continua e quasi l imitata ne l l ' ins ieme 
D e - - - h ~ x L e ( L c = { ( z ,  w,,  ~v~,.,., n , , ) : ]zl~ ]~v~l<c  ( i = 1 ,  2 , . . . ,  k), (z, w~, 
w~,. . . ,  w~)ERe+~}) in mode semiregolare rispetto a (z, w~, w~, . . . ,  wa) ed 
uniformemente  al var iare  di y E C ° (2~) mentre  da ogni successione (y,) ,eN, y ,  a 

y~ 6 C~,~ per  ogui n E N, convergente,  pub estrarsi  una sot tosuccessione 
(Y,~)~'e~ di guisa ehe se y0 = lira y ,  si abbia : 

n 

(1.10) lim ( [ f (~ ,  y,~, z, n,~, w: . . . . .  w~) - -  f(~, Yo, z, w~, ~v2, ..., w~)]d~ = 0 
r d 

h 

uniformemente  al variare di (z, ~vt, w2, . , . ,  w~) nel cube Lo. 
Cib premesso, pos to :  

C ~ = C ~ N C ~ N C ~ N C ~ 
y y~ :~ y~ 2 y~ 3 y~ 

e quindi : 

s i  h a  : 

C ~ - - 5  u -  Y e m ( 5 . - - C ~ l < ~ ;  y 

(2~) Cfr. G. ARNESE [1], l e m m a  V p. 15& e os se rvaz ione  2 a p. 158 e Cy. ARNESE [2], 
l e m m a  I I I  p. 17 e l e m m a  I V  p. 19, r i s p e t t i v a m e n t e .  

(~) Si  dice  cite u n a  funz ione  g(x,  y, z~ ~v i , ... ~ n,]~) ~ q~r*si contimec~ i n  De i n  mode  swni-  

reqolare  r i spe t to  a (z, ~ v i , . . . ,  ~v~) ed un i fo rmeme~de  a l  v a r i a r e  d i  y i n  u n a  p a r t e  e h i u s a  C 
d i  hy,  quando ,  pe r  ogn i  coppia  d i  n u m e r i  r ea l i  pos i t iv i  ~ ed  % 6 10ossibile decompor re  D e in  
u n  n u m e r o  f in i t e  di  r a r t i  / ~  m i s u r a b i ] i  e d i sg iun te ,  n o n c h 6  assoe ia re  ad  ogn i  y E C u n a  
loarte e¢y ) di /)c la  cui  p ro iez ione  s M l ' a s s e  x a b b i a  m i s u r a  minore  di s e l ' o sc i l l az ione  di 
g(x~ y, z, ~v I ~ . .  ~ ¢ok) , pe r  ogni  f i s sa to  y C C, in  ogni  i n s i e m e  E i -  E i N e(Y)~ r i su l t i  m ino re  di c,~. 

Si  dice che  u n a  funz ione  g(% y~ z~ ~ v t , . .  ~ wk) g q~t.asi l i m i t a t a  i n  Dc,  in  mode  semiregolare  

r i spe t to  a (z, ~v~, w~,  ...~ ~vl~ ) ed u n i f o r m e m e n t e  aI v a r i a r e  d i  y i n  m~a p a r t e  c h i u s a  C d i  @, 
quando ,  per  ogni  n u m e r o  rea le  pos i t i ve  e, es is ie  u a  n u m e r o  M > 0  ed d poss ib i le  assoc iare  

ad  ogM y E C u n a  pa r t e  e ~  ) di 5,~ di mi su r~  mi l lore  d i  e, in  mode  tale cite si abb i a  

g(x, y, z, '~v~ : , w~) ] < M per  ogni  y E C  e pe r  (x, z, w t  , , ',vl~) E (Az - -  e (y)) )< Lc Cfr., p e r  

ques te  def in iz loni ,  G ~. Al~tCns~ [i] ,  p. IA2 e p. 146 r i s loe t t ivamente  ~ nonchg  l ' e s s e r v a z i o n e  2 a 

di  p. i 5 8  
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conseguentemente ,  se faremo vedere che le funzioni  z (x, y), defini te  dalla 
(1.7), sono equieont inue  in A~ separa tamente  r ispet to a c iaseuna delle varia- 
bill e un i fo rmemen te  r ispetto alF altra~ avremo prora te  l 'asserto.  

Ora, che le z(x, y) siano equicont inue  in A~ rispetto ad x, un i fo rmemen te  
r ispet to ad y, (~ ovvio, in quanto,  a norma della/1.1),  qua lunque  sia la coppia 
di punt i  (x': y), (~", y ) ~  Ao, si h a :  

(1.11) I;(x', y ) - - Z ( x " ,  Y ) I - -  Iz( x', y ) - - z ( w " ,  y ) l ~ I  f M(~ , y)d~ 

la f unz ione fM(~ ,  y)d~ r isul tando,  inoltre,  assolu tamente  cont inua  ne l l ' i n s i eme  
z 

delle part i  misurabi l i  Z di A~, un i fo rmemen te  r ispet to  ad y E C~_~ C ~ y ,  2 • 

Per  quanto  r iguarda  la equicont inu i th  delle z(~v, y) in A~ rispetto ad y, 
un i fo rmemen te  r ispetio ad w, eseguiremo la dimostrazione per  assurdo. 

Supponiamo,  cio6, che le ztx, y) no~t siano equiconf inue  in A~ rispet to 
ad y~ un i fo rmemen te  r ispet to ad x ;  esiste~ allora, nn numero  reale positivo 
in corr ispondenza del quale  esistono, una  successione (x~)h~ di punt i  di h~ 
convergente  ad un l imite Xo, due sueeessioni  (Y~)~eN~ (Y'~)~eN di punt i  di Cy 

convergent i  allo stesso l imite Yo, nonch~ una  saccessione (zh(w, y))~e~ di fun. 
~ioni defini te dalla (1.7), tall che :  

(1.12) I;h(x~, y a ) - -  ;h(Xh, Y'~)I -~ I Zh(Xh, Yh)- -  Zh(Xh, Y'h)[ ~ ~ per ogni h E N. 

Le successioni  (zh(x, yh)~h~N e (Zh(X , Y'h))h~N, a norma della (1.9) e della (1.11), 
sono costi tui te da funzioni  equicont inue  ed equi l imi ta t  e in Ax; per tanto  
possibile es t rarne  da esse altre due~ che cont inueremo ad indicare allo stesso 
mode, un i fo rmemente  convergent i  in 5x~ r ispet t ivamente ,  verso due funzioni  
z(x) e z'(x). 

Ind ica ta  con (%,h, ~ , h ,  ..., ~k,h) la k-upla  di funzioni  della famigl ia  (I) 

eui eorr isponde la za(x, y) quale soluzione del problema (1.6) e quindi  la zh(x, y) 
definita,  cor r i spondentemente ,  dal la  (1.7.), si h a :  

X 

(1.13) ~h(x, Yh) - -  zh(x, Yh) --  )~(Yh) Jr f f(~, 
0 

ed inoltre  : 

(1.14) f z~(x, Y'h) =- zh(x, Y'h) - -  )~ty'h) -~ 
0 

Yh, z~ (~, Yh), %,h(~ ,Yh), ~,h(~, Yh ~, ... 

• .. ,  ~.k,h(~ y~))d~ 

f (~, Y'h, z~ (~, Y'h), ~1,~ (~, Y'h), ~2,h(~, Y'~), ... 

• .., ~k,u(~, y'h))d~. 
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~ a  la (1.13) si pub scr ivere:  

(1.15/ z~(x, y,) --  X(y,) -~ f [f(~, y~, z~,(~, y~), ~,~(~, y~), ..., ~,~t~, Y~))-- 
0 

- - f ( ~ ,  y~, z(~), ~,~(~, y°), ..., ~:,~(~, yo))] d~ + f f (~, y~, z(~), %,~(~, Yo), ..., ¢~,~(~, yo))d~ . 
0 

Avendosi : 

l im y~ --  yo 
h 

(1,161 lim za(x, yn) ---- lira z~(x, y~) ---- z(x) 
h k 

uniformemente  in Ax, in virt~ delle ipotesi poste sulla funzione f(x, y, z, w~ ..., wj,) 
e sulle funzioni di ~,  segue, come proveremo in seguito, che 6 possibile 
estrarre dalla suecessione (y~)heN un 'a l t r a  successione (y~j)eN tale ehe:  

(1.17) limj . f  [f~, y~j, z~j(~,y~j), %,~j(~, y~), ..., ~,~j(~, y~j)) - -  

0 

- -  f(~, y~j, z(~), %,~j(~, yo), ..., ~¢,~(~, y°))] d~ = 0 

ed inoltre, si abbia :  

(1.18) 

X 

lim f f(~, y~j, z(~), %,~j(~, yo), ..., ~,~j(~, yo))d~ = 
3 

o 

x 

- -  lim ( f(~, Yo, z(~), ~,~j(~, Yo), ..., "~k,~3(~, yo))d{. 
0 

Datla (1.151 ne viene, a l lora:  

X 

z(x) = ),(Yo) -}- li m~ f f(~, Yo, z({), %,,~ (~, Yo), ..., ~k,~(~, yo))d~ in hx 
o 

e operando in maniera  analoga sulla (1.14): 

0 

con z(x) e z'(x) assolutamente continue in virtfi della (1.11 ed essendo yo E @ .  
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Da cib, in virtfi dell ' ipotesi  di unicitfi per  il problema (1.5), segue:  

z(x) = z'(x) per ogni x E h~, 

cib che 6 in contrasto con la (1.12), dalla quale segue:  

[Z(Xo) - -  z'(Xo) l ~ ~ > O .  

Proviamo, ora, per completare la dimostrazione del teorema, la (1.17) e, 
poi, la (1.18). 

Dimostr iamo la (1.17). Pe r  questo, basra p r o w r e  che :  

(1.i9) lira [f(x, y~, z.~(x, y~), ~., j  Ix. y~j), ..., ~k,~(x, y@ --  
J 

- -  f (x ,  y~ ,  z(x), ~,,~(x, Yo), . . . ,  ~k,~(x, Yo))] : 0 

in misura  Ax, in quanto, le funzioni integrali  della successione:  

( ~ [f (~, y~, z~(~, y.~j), ¢;,,~(5, y~), ..., ~k,~j(~, y~))- 

--  f(~, y~, z(~), ~,~j(~, yo), ..., ~k,~j(~, yo))]d~)jeN 

risultano, a norma della (1.1) ed essendo y~j E C~ ~ C~,~ per ogni j E N, equi- 

assolutamente continue ne l l ' ins ieme delle patt i  misurabil i  Z di Ax. A tal 
uopo, assegnamo ad arbitrio la coppia di numeri  reali positivi ~ e ~:; poich~ 
le funzioni della famiglia (I) sono, per  ipotesi, egualmente  quasi l imitate 
in A in modo semiregolare rispetto ad y, in corrispondenza del numero ~, 
esistono una costante h2 ~ 0 e k successioni (e~)h~N (i--" 1, 2, ..., k) di pat t i  

di Ax, di misura  minore di 3~, in guisa che si abbia:  

(1.20) ]%h(x,y) l ~-h~ per ogni (x,y) E ( h x - - e ( h ) . ) X @  ( i - - 1 , 2 ,  k) 

e per ogni h E N .  

Posto 

(1.21) c = max (hi, h~), 

consideriamo il relativo insieme De. Si ha, intanto, a norma della (1.9), 
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d e l l a  (t .16) e d e l l a  (1 .20) :  

l l ~ ( x '  y~)] : l z~(x; Y~) I ,  I z(x)~ ~ c p e r  ogn i  x 6  A~ e p e r  ogn i  h~-AT, 

(1.22) 
I % , ~ ( x , y ) l ~ e  p e r  ogn i  ( x , y ) ~ ( A x - - e ~ h ! ) x  hU ( i ~ 1 ,  2 , , . ~ k )  

e p e r  o g n i  h 6 N .  

0 r a ,  po i ch~  y~ ~ Cy ~_ C[~,~ p e r  ogn i  h ~ N, la  s u c c e s s i o n s  ( f ( x ,  y , ,  z, w~,  ... 

--.7 W,))heN ~ e o s t i t u i t a  da  f u n z i o n i  e g u a l m e n t e  q u a s i  c o n t i n u e  ed  e g u a l m e n t e  

q u a s i  l i m i t a t e  in  Do, in  m o d o  s e m i r e g o l a r e  r i s p e t t o  a (z, w l ,  . . . .  w~)  (~) .  

P e r  u n  ne ro  t e o r e m a  di  G. S~A~PACCKIA (~s) ~ p o s s i b i l e  e s t r a r r e ,  a l lo ra ,  

d a l l a  s u e c e s s i o n e  (f(x,  y~ ,  z, w~, . . . ,  W,))heN u n a  s u c c e s s i o n s  ( f ( x ,  y~ j ,  z, w~,  ... 

. . . ,  w , j ) ~ : v  q u a s i  u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g e n t e  in  De, in  m o d o  s e m i r e g o l a r e  

r i s p e t t o  a (z, w~, . . . .  w~) (~). P e r t a n t o ,  in  c o r r i s p o n d e n z a  del  n u m e r o  z, e s i s t e  

~: (~) t a l e  c h e l a  s u e c e s s i o n e  u n a  p a r t e  a p e r t a  -4z d i  5~ di  m i s u r a  m i n o r e  di  -6- 

( f ( x ,  y ~ ,  z, w~ ,  . . . ,  w a ) ) / e N  c o n v e r g e  u n i f o r m e m e n t e  in  ( h x - - A ~ )  X L~. D '  a l t r a  

p a r t e ,  o g n i  f u n z i o n e  d e l l a  s u d d e t t a  s u c c e s s i o n e  (~ (s~) q u a s i  c o n t i n u a  i n  De 

(27) Le funzioni d i u n a  successions (gn(x, z, ~vt~ ..., wk ) )~zv  definite in D c ed ivi misu- 
rabili rispetto ad x per ogni (z, w t ,  w2, .  •, wk), continue rispetto a (z~ ~vi, ..., w~) per quasi 
ogni x ~ Ax~ si dicono egualmente  quasi  conti~ue in  D c in  mode semiregolare rispetto a 
(z,~wi,. . . ,~v~) se, per ogni coppia di numeri reali positivi e ed % g possibile decomporre 
D e in un numero finite di parti Ei mlsurabiti e disgiunte~ nonchg associate ad ogni funzione 
della successione una parte e(~) di D c la cui preiezione sull 'asse dells x abbia misura miners 
di s, in mode tale che l'oscillazione di ogni fu~zlone della successions sin, in ogni insieme 
E i ~ E ~  [~ e(n), minors di ~o. Le funzieni della suceessione {gn(x, z, ~v~ .... , .~vk))s~2v si dicono 
egualmente  quasi l imi tate  in  D e in  mode semiregolare ~'ispetto a (z, w~, ... ~ wk) s% per ogni 

numero reals positive ~, esiste un numero M >  0 ed una successions {e~))ne~v di loarti di 

h x di misura minors di s, in raodo tale che si abbla g,,(x~ z, ~vi ~ ..., ~v k) i ~ M per ogni n ~ N 

e per ogni (x~z~v t~,,.~wk)~lA --e(n)~ x x J X Lc.  Cfr,  per le definizioni sepra richiamate 

G. STA~tl~ACC~IIA [2] p. ~0. Si noti she le definizioni richiamate in (e6) sono una naturale 
estensione di quells sopra riportate. 

(~) Si dice che una successlone (gn(x, z, ~v~. . . ,  ~v~))neI, r di funzioni definite in D e 
converge iv i  quasi  uni formemente  in  mode semiregolave ris~etto a {z, wi, ..., ~vk)~ quando, per 
ogni numero reals positive z, esists una parts % di h~, di misura minors di s, in mode tale 
che ta successions converga uniformemente in ( h z - - e z ) ~ J 5  c. Cfr., per questo concetto~ 
G-. SWA~JeACC~[~A [2], p. 39. 

(~0) Ci6 in quanto la misara di un insieme misurabile ~ l 'estremo inferiors dell 'insieme 
numerieo costituito dalle misure degli aper~i che [o eont~ngono. 

(s~) Cfr. G. STA~PACC~IA [2], p. 30. 
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in mode semiregolare rispetto a (z, w~, w~,.. . ,  w , ) ( ~ ) e ,  pertanto, per ogni 

i ~ N, esiste una par te  aperta  A (i)~ di 5® di misura minore d i ®  e tale che 

la funzione f (x ,  y ~ ,  z, w~, w~) sia cont inua in (A~-- A(~)) X Le 

Posto allora : 

si ha : 

e nelta parte chiusa e l imitata (hz ~ A~) X L~ di D e le funzioni della sueces- 
sione risultano cont inue ;  essendo, inoltre, la successione (f(x,  y~j, z, w~,.. .  
. . . ,w~))~v ivi uni formemente  convergente,  ne segue the  le funzioni di essa 
sono ivi equicont inue;  pertanto, esiste, in corrispondenza ad ~, un numero 
o) ~ 0 tale che:  

~' ... W ' a ) l f ( x , y ~ ; , ~ , W " z : . . . , W " ~ ) l ~ ,  j ~ N ,  (1.23) : f(X, y , j ,  ~ W'~, , ~" 

p e F  : 

. . . . .  , w"~ w"~) ~ (A~--A~) ~ L~, 

[~' z"[<~o ,  I~v'~ w" ' - -  - -  ~ < % . . . ,  lw 'k- -w"h[<~.  

Godendo. poi, le funzioni della famiglia ¢~ uni formemente  della proprieth B'), 

esis~ono, in corrispondenza dell~ coppia di numer i  ~ ed ~o, un numero reale 

~ : > 0  e k successioni (e(h~))j~N ( i . =  1. 2 k) di parfi di A~, di misura 

minore di 3-~, in maniera  the  r isul t i :  

[~;h~(x, Y') - -  ~,hj(x, Y")I ~ ¢o ( i =  1, 2,, ..., k) 

per I Y' - -  Y"t < ~, Ix, y'), (x, y") E (A~ - -  e ~  ) ) X Au e per j E N. 

Ora. poich~ la successione (Yhj)ie~ converge ad Yo, segue, dalla relazione 

(s~) U n a  f u n z i o n e  g(x,  z, w i , . . . , w k )  d e f i n i t a  in  De,  si  d i ce  q u a s i  c o n t i n u a  i n  D c i n  

m o d e  semiregotaq,e  r i s p e t t o  a (z,  w f ,  . . . ,  wt~) s% p e r  o g n i  n u m e r o  r e a l e  ~ ~ 0, e s i s t e  u n a  p a r t e  
c h i u s a  Ca di  D c i n  g u i s a  ta le  c h e l a  p r o l e z i o n e  di  D c - - C o  s u l l ' a s s e  x abb ia  m i s u r a  m i n o r e  
d i  ~ e la  r e s t r i z io l l e  di  g l ~  z~ w i , . . ,  n~k) a C~ s ia  iv i  c o n t i n u a .  Cfr .  Ca-. STA~PAeCHTA [2], p. 30. 

Anna~i  dA M a t e m a t i e a  32 
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preeedente,  per  j suff ic ientemente grande:  

Cib posto, si ha, per  j suff ic ientemente  grande (a~): 

/~(! f (x ,  y~,  z~ (x, y@, %~(x,  y@, ..., ~ ,~(x ,  y,~)) - -  

- -  f(x,  y ~ ,  z(x), ~ , ~ ( x ,  Yo), . . . ,  ¢~,~(x, Y~))I ~ rl) 

(h.) _____( U (Ag}%~j(X, y , )  --~%h~(x, yo)] ~--o~) W e ~ )) U A~ ~-- 
i<_k 

c ( U g(h~>) U ( U e(~: )1 U A~" 
, i ~ k  " i ~ k  

consegaentemente,  per  ?" suff ie ientemente  grande, segue:  

m[h~t! f(x,  Yh~, zh~(x, yh), ~ .b(x ,  Yh), ..., pk, t,j(x, Yh+)) - -  

- -  f (x ,  Yhj, z(x), ¢O~,N(x, Yo), . . . ,  ~l~,h/(x, Yo)> :~ ~ ~)] 

E m (e <h, )) >) 
g==l i-~1 

il che prova, appunto, la (1.19). 
Dimostriamo, infine, la (1.18). 
A tale scopo, a ssegniamo ad arbitrio il numero reale ~ ~ 0 ; esiste allora, 

in eorrisponden~a, un numero reale x > 0 tale che, per  ogni parte misnrabile  
Z di 5~, di misura  minore di z, r isul ta  : 

(1.24) f M ( { , y ) d ~ < ~  per yE  C ~ C ~ , _ ~ .  

Z 

Par tendo dai namer i  :q e z, r ipetiamo il procedimento seguito per  dimo- 
strare la (1.19), in modo da stabil ire la (1.20) e sueeessivamente  le (1.22) in 
eui il numero e 6 sempre dato dalla (1.21) ed, infine, in modo da determinare  
l ' ins ieme Ax ed il numero ~o ;> 0 per  cui sussista la (1.23). Inoltre, poich~ 
Ya~ E C~ ~ C~,, per  ogni j EN,  ~ possibile estrarre  dalla successione (y@I~N 

(~3) Avvertiamo chese f(~} ~ una funzione definita nell'insieme Z, indicheremo, d'ora 
in poi, con • Ziftx) ~ a)* la parte di Z in eui f(w) ~ a, a essendo un numero reale. 
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u n ' a l t r a  success ione  (y~)i~v per  cui  si a b b i a :  

(1.25) 
/. 

l im / tf(~, Y'~¢, z, w~, . . . ,  w , )  - -  f(~, yo, z, w~, ... ,  wa) ld~ -"  0 

hx 

u n i f o r m e m e n t e  rispe~to a (z, w~, . . . ,  w , )  ~ L c. 
D ' a l t r a  par~e, essendo  le funzioni  z(x) e ¢~,~(x, Yo) (i ~ ~, 2, . . . ,  k ;  J ~ N )  

misurab i l i  in h ,  e, a no rma  delle  (1.22), ve r i f i cando  le d i suguag l i anze :  

(1.26) 

]z(x)  I ~ c  per  ogni x E  h~ 

[ ~,~i (x~ yo)!, ~ c per  ogni x ~ Az - -  e(~. (i, = 1.~ 2, ... ,  k) e per  ogni j fi 2/, 

es is tono (~*) del le  success ion i  (g,~(x)),,eN, (h~!)~(x)),,elv (i ~-- 1, 2, .. . ,  k"  j E N )  di 
funzioni  sempl ie i  (~) tali che:  

z(x) --- lira g,,(x), ~,~j(x, Yo) - -  l im h~i) (x) (i - -  1, 2, . . . ,  k"  j E N)  

u n i f o r m e m e n t e  in A~ e in 5 x -  e%! (i - -  1, 2, ... k; j E N )  r i spe t t ivamente .  
1 ~o 

Anzi, 6 noto (~6) che, se ~ C N  6 tale che ~ t > c  e 2--~ < ,W' si ha :  

I 'lz(x) - -  g!~(x) I < ¢o per  ogni x E hx 

(1 .~)  

Le  funzioni  ge(x) e h~!)~(x) ( i - -  1, 2, ...7 k ;  j E  N ) ,  essendo semplici ,  a s sumono  

c iascuna ,  r i spe t t i vamen te  sugli  ins iemi  A x e  A~--e(~J ) (i ~- 1, 2, k ;  j E _ N ) ,  

u n  n u m e r o  di valor i  non supe r io re  ad un  cer to no E_N d ipenden te  solo da ~, 
tali valor i  essendo tut t i  compres i  f ra  cert i  numer i  r l ,  r2, ... ,  r,~o. 

L,l,z,,z . . . . .  z~.~ la pa r te  di h ~ - -  U e ~v) - -  Ax in c u i l e  funzioni  ge(x) 

e h ( i ) (x )  ( i - ~ 1 .  2, k) assumono,  r i spe t t ivamente ,  i valori  rz,  rz~, , r t  k 
(1, l~, . . . ,  la ~ 1, 2, ..., no) ; le Zl f  ~ ...... zi~ (1, l~, . . . ,  lk - -  1, 2, . . . ,  no), potendo  qual-  

(34) Cfr. :F. CAF1ERO [~]~ p. ~95. 
(as) Clod assumenti~ ciascuna,  u n  numero  finito di valor i  distinti .  
(86) Cfr. loco cir. in  {34). 
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t u n a  d i  e s s e  e s s e r e  e v e n t u a l m e n t e  vuo ta~  s o n o  d i s g i u n t e  e s i  ha : :  

1~ I~, . . .  ~ l x ~ no  ~ r ~  

Se osserviamo~ ora, the ,  in  virtfi  del le  (1.26)~ si ha"  

e q u i n d i  : 

(i.28) 

lg~(x) i ~ c 

h (~) (x~ ] ~,F~ ~i ~ ~ per  ogni  x ~ 5~ e(V ) 

pe r  ogni  xEa%= 

(i = 1, 2 , . . . , k ;  j ~ 2/) (~) 

t t r , l~c  ( l - - l ,  2,..., no) 

l lr~t <- c (t, --  i, 2, ..., no; s----l,  2 , . . . , k ) ,  

a n o r m a  del la  (1.25), es is te  v' E 27 tale che,  pe r  j ~___ v', r i su l t a  : 

f 
(1.29) I f(~, Y~, r t ,  rt~, . . . ,  rt~) - -  f(~, Yo, r , ,  re,, . . . ,  r~/~) I d~ ~ n~+~ 

o 
5 x 

In  virtf i  de l l a  (1.23), t e n endo  p r e s e n t e  le (1.26), ,1.27) e (1.28), e in virtfi  
de l la  (1.24) e de l la  (1.29)~ si ha, al lora,  inf ine ,  pe r  j ~ v': 

~g 

i [f(~' Y'9' z(~), 
o 

¢¢~o~v(~, ~ ~ , - ... Yo,, ..., ~.~(~,  yo)) - -  f(~, Yo z(~), %.~(~, yo), 

- . ,  ~,~j(~, Yo))] d~ t 
I 

/ .  

/ ]f(~, y,~, z(~), %,.~(~, YG ..., ~,~(~,  y o ) ) -  f (~  yo, z(~), %,b(~, yo), 
. ]  

/ -  

~ / - -  O e(Vy ) _ A x  

(~) Inve r% 6 noto ohe le successio~ti di funzioni  semplici  (g,(x))}~ezv e (h~!~,(xj)neN 

(i ~ I~ 2, ... ~ k ;  j ~ N} appross imant i  le funzioni  misurabi l i  z(x) e ~,i,~j (x~ Yo} (i ~--- I,  2, ...~ k : 

j ~  N) ~i;po~ono suppor~ ~1i ohe: i g~(x) i _< t g.+,t~) '  ~ I h(J)(x~t<:h~J~q ~(~)l per og~  
n ~ 2 ¢  ~ e per  ogni x e  ' ~ .  Cfr., in proposito. C. BAIOCO~I [1], p, ~ 2 .  
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~'~o 

+ Z I f(~, Y~, z(~), %, ~, (~, Yo), ..., ~ ,  'S (~' Yo)) - -  f (~ Y.,~, r~, rq ,  ..., r~) I d~ 

-I- ~ (}f(~,y,~,r,,r,~,...,%)~f(~,yo, r,,r,~,...,r,~)Id~ + 

,,0 f 
Z(D 

<2~+2~a-I- n ~ s n  o - - ~ ( 3 - I - 2 a ) .  
o 

La (1.18) 6, cosi, provata (ss) ed il teorema in esame (6 comPletamente dimostrato. 
Con procedimento analago a quello seguito per la dimostrazione del 

teorema 1.2~ si dimostra il seguente che generalizza un teorema di compattezza 
stabilito in G. S ~ A G A m I  [3] (~9) e quindi anche un noto teorema di compat- 
tezza di C. CI:~IB]~RTO (4o): 

T E O R E ~  1.3. - Sia  f (x ,  y. % wl ,  w~, ...~ wh) una  funzione definita 
hello strato S~, misurabile in  ~ per ogni (% w~, w2 . . . .  , w~), cont inua rispetto 
a (z, w~, w2, ..., w~) per quasi  ogni (x~ y) E 5 e tale da verificare la l imita.  
zione (1.1); sia, inottre, v(x,) una  funz ione  definita e quasi  continua in  h x .  

Per  quasi  ogni ~cE h~, comunque si assegni una  k - u p l a  di funz ion i  %(y), 
%(Y), .... ~?~tY) misurabi l i  in  au, it probtema: 

(1.30) 

Y 

z(y)=v(x)+ f f(x, 
0 

non abbia pi¢¢ di  una  soluzione assolutamente continua.  

(3s) I1 rag ionamento  seguito si ispira  ad un  procedime~to di @. AI~NESt~3; err., in pro- 
posito, G. ARNESE [2]~ pp. 29-31. 

(39) Cfr. Lemma  I I  °, p. 79. 
(4o) Cir. C. CILI~ETI~O [1]~ 1). 20. 
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Detta X la parte di misura nulla di ±x per gli • della quale o M (x, y} 
non d sommabile rispelto ad y o non vale l' ipotesi di unieit~t per il problema 
(1.30) ovvero la funzione f non gode della proprieta (C'}, at variare della 
k -upla  di funzioni ~(x,  y), ~(x,  y), ...~ ~(~,  y) dell'insieme T in una fami.  
glia (~ compatla rispetto alla eonvergenza quasi uniforme del tipo semiregolare 
rispetto ad x, si consideri il problema : 

(t.31} 

0 

Allora, posto, per ogni z{x, y) soluzione del problema (1.31) in corrispon. 
denza d i u n a  fissata k-upla (~ ,  ~ ,  .,., ?~) di funzioni di ¢P: 

(1.32) 
z{x, Y)-----i z(x~ y) per (x, y ) ~ ( ~ x , - - X } ~  a~ 

v(x} per (x, y) ~ X  ~ ±~,, 

la famiglia delle funzioni z(x,y), definite dalla (1.32), al variare di 
(%, ~2, ..., ~ )  in ¢9, d eompatta rispetto alla convergenza quasi uniforme del 
tipo semiregolare rispetto ad y ed inoltre gode della propriet5 A (~). 

Dal l ' esame della dimostrazione del teorema 1.2 si constata che d possibile 
generalizzare 1 ~ipotesi di unicith pe~:' il problema (1.30), supponend% diretta- 
mente~ che il problema (1.31) in 5xXSu, abbia, per quasi ogni x E Sx, per ogni 
k-upla  di funzioni ~(x, y), ¢~(x, y), ..., ~h(x, y) dell' insieme T appartenent i  a (I), 
una sola soluzione in A u e supponendo, inoltre, the  se ~(x, y), ~2(x, y),... 
..., ~h(x,y) sono le funzioni Iimiti secondo la convergenza quasi uniforme 
del tipo semiregolare rispetto ad x di k suceessioni di funzioni (~.i, hj(x, Y))ie~v 

l i - - 1 ,  2 , . . . , k )  estrat te da k successioni di funzioni di (I), per quasi ogni 
x E Ax, il problema : 

y 

- -  v(x) -~- i f(x, ~, z(~), ¢~(x, ~t), ~(x, ~), ..., ~. ~(x, ~)))d~ in 5 u z(y) 

0 

abbia una sola solu~ione. 

(4t) ~a le  lproblema ammette ,  in ( ~ x - - X ) X S ~ .  una ed una sol~ soluzione (ciog esiste 
una  ed una  sola funzione z(x; y) def in i ta  in ( A x - - X )  X h~ e tale da soddisfare  iv i  identi- 
camente  ]a (L31)) in eorr isponden~a di un fis~ata k - ap l a  (~i ,  ~ , . . . ,  ~-} di funzioni  di (P, a 
norma delte ipotesi  poste sul t)robtema (1.30) e poich6; inoltre~ per  la funzione f{~, y, z~ ~t(x~ y). 
.~e($, y), ..., ~Tdx~ y)), pe r  ogni  x e  5 x - - X .  sono ver i f ica te  ]e ipotesi  di CARATHEODOR¥ in h~. 
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Si ha, cosi, il s eguen t e  a l t ro  t e o r e m a  di compattezza~ (~) che generalizze.  
il t e o r e m a  1.3: 

TEOREMA 1.4. - Sia f(x, g, z, w~, w2, ..., w~) una funzione definila nello 
strato S~, misurabile in ~ per ogni (z, wl,  w~, ..., w~), continua rispetto a 
(z, rye, wz, ...~ w~) per quasi ogni (x, y ) ~ h  e tale da verificare la limila- 
zione (1.1); sia, inoltre, vix) una funzione definita e quasi continua in  ~x. 

Per quasi ogni x~A~,  comunque si assegni una k-upla di funzioni  
%(x, y), ~(x ,  y), ..., ~(x~ y) dell'insieme T e d  appartenenti ad  una famiglia ¢9 
eompatta rispelto alla convergen~a quasi uniforme del tipo semiregolare ri- 
spetto ad x, il problema: 

(1.33) 
Y 

0 

f(x, ~, z(~i) , ~(x, ~), "~2(x, "r~), ..., ~ (x ,  ~))d~ in A~ 

non abbia pill di una soluzione assolutamente continua ed, inoltre, se 
~(x,  y), ~(x ,  y), ..., ~h(x, y) sono le funzioni limiti secondo la convergenza 
quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad x di k successioni di fun.  
zioni (~.h¢(x~ y)) j~N(i--1,  2, ..., k) estralle da k suecessioni di funzioni  d id ) ,  
il problema : 

(1.34) 
Y 

z (y) - -  ,~ (z) ÷ f f(z, 
o 

non abbia piit di una soluzione assolutamente continua. 

Delta X la parle di misura nulla di ±x per gli x della quale o M(x~ y) 
non d sommabile rispetto ad y o non vale l' ipotesi di unicit& per it problema 
(1.33) o per il problema (t.34) ovvero la funzione f non gode della propriet5 
(C')~ al variare del!a k-upla  %(x, y)~ ~.2(x~ y)~ ...~ ¢~h(x, y) in ~P, si consideri 
il problema : 

(1.35) z(x, y) = '~ (x) -4- 

y 

f f(x, 
o 

in ( ~ - -  X) X h, (~). 

{4~i L ' o s s e r v a z i o n e  di cui sop ra  d s t a t a  e sp l i c i t amen te  messa  in  h e %  con r i f e r i m e n t o  
ad  un  t eo r em a  di  compat tezza  ana logo  a quel lo  ci tato in  (ii)~ in  G. ARNESE [2]. to. 32. 

(43) ]~ OVViO t h e  ta le  p rob lema :  a no rma  del le  ipotes i  post% ammette~ in (Az--X)  XAv,  
u n a  ed u n a  sola soluzione in e o r r i s p o n d e n z a  di u n a  f i ssa ta  k - u p l a  ( ~ i ~ e ,  ..., ~k) di fun- 
zioni di q). 
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Allora, posto, per ogni z(x, y) soluzione del problema (1.35) in corrispon. 
denza di una  fissata k -up la  (?~, ~ ,  ..., ~ )  di funz ioni  di O: 

(1.36) 
. ( z(x~ y) per (x, y) E ( ~ - - X ) ~ S v  

z(x, y)~-- ( v(x) per (x~ y) E X X ±~, 

ta famiglia, delle /unz ioni  z(x, y), definite datla (1.36), al variare di 
(~ ,  ~ ,  ...~ ~ )  in O, d compalta rispetto alla convergenza quasi u~tiforme del 
tipo semiregolare rispetto ad y ed inollre gode della propriet~ A (y). 

In  m a n i e r a  an~loga ai t eoremi  1.1, 1.2, 1.3, con le ovvie modi f iche  clel 
easo, si d imos t rano  i seguent i  ~ltri teoremi  di compat tezz~ : 

TEORE~[A 1.5. - Sia f(x,  y, z, w~, w,,, ..., wk) una  funzione definita 
nello strato $2, misurabile in ,~ per ogni (z, w~, w2, ..., wk), continua rispetto 
a (z, w~, ~2, ..., wk) per quasi  ogni (x, y)E A e tale da verificare la limila. 
zione ([ . t) ;  sia, inoltre, ~(y) una funzione definita e quasi continua in /~v. 

Esistano una  eostante M ~ )  0 e k ~ l  fut~zioni Z~(x), Z~(x), ..., Z~(x) 
quasi continue in ~x tali che, per quasi  ogni y E ±v, comunque si assegnino 
la funzione %(x) continua in  h~ e k - - 1  suceessioni (~ , , (x ) )~e~ (i~---2, 3, ..., k) 
di funz ioni  misurabiti  in  ±x verificanti le disuguaglianze:  

I ?~(x) I =-~M~ per x E ~ ,  I ~ , ~ ( x ) !  ~X~(x) ( i=-2 ,  3, ..., k) 

quasi  ovunque in ±~ e per ogni n E N, 

il problema (1.2) non abbia pii~ di una sotuzione assolutame~de continua. 
Delta Y la parle di misura  nul la  di ~xu per gli  y della quate o M(x, y) 

non d sommabile rispello ad x o non vale l' ipotesi di unicit4 per il problema 
(1.2) ovvero la funzione f non gode della propriet~ (C), al variare delle 
funz ioni  y~(x, y), ?2(x, y), ...,.~.a(x, y), rispettivamente, in  k famiglie  (Pz, 
(P~, .... (Pa di funzioni  verificanli le disuguaglianze: 

(1.37) I ~l(x, y) I ~ I 1  per (x, y) EA, ~IEOI~ j ~dx, Y) I ~--Xi(x) 

per y E A  v e quasi ovunque in 5~; ~EO~ ( i -~  2, 3, ..., k), 

la p r i m a  coslituita da funz ioni  equicontinue in A, le allre costituite da fun.  
zioni dell ' insieme T', godenti uniformemente della propriet~ B'), si consideri 
il problema (1.3). Allora, posto~ per ogni z(x, y) soluzione del problema (1.3) 
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in corrispondenza di una fissata k-upla (~?~, ¢~, ..., ¢?~) ~ (P~ X c~ X ... X cba (~) : 

i z(x, y) per (x~ y ) ( A x X ( A y - - ¥ )  
(1.38) g(x,  

M 

y) 
i k(y) per (x, y ) E h ~ X Y ,  

la famiglia delle funzioni z(x,  y), definite dalla (1.38), al variare di 
(¢~, ~72, ..., ~a) in qp~ X (P2X ... X ¢bk, d compatta rispetto alla convergenza 
qu.asi unifor,me del tipo semiregolare rispetto ad x ed inoltre gode della 
propriet4 A (~'. 

TE(~RE~A 1.6. - Sia f(x, y, z, w~, w~, ..., w~) una funzione definita hello 
strato S~, misurabile in  A per ogni (z, w~, w2, ..., wk), continua rispetto a 
(z, w~, ~v2, ..., wh) per quasi ogni (x, y)E A e tale da verificare la limitazione 
(1.1); sia, inoltre, k(y) una funzione definita e quasi continua in A v. 

Esistano una costante M~ > 0 e k ~ l  funzioni X~(x), ..., Xh(x) quasi 
continue in ±~ tall che, per quasi ogni y E A~, Comunque si assegnino k 
successioni (9i, ,~(x))~eN ( i -~  1, 2, ..., k), la pr ima di funzioni continue in  h~  
e le altre di funzioni  ivi misurabili, verificanli, per ogni n ~ 17, le limitazioni: 

19~,,(x) l ~ M ~  per x e ± ~ ,  I ¢~,,(x) ] ~__ X~(x) ( i - - 2 , 3 , . . . ,  k) 

quasi ovunque in ax , 

il problema (1.5) non abbia piie di una soluzione assolulamente continua. 

Della Y la parle di misura nul la  di ~ per gli y della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispetto ad x o non vale l'ipotesi di unicit~ per il problema 
(1.5) ovvero la funzione f non gode della proprietY. (C), al variare delle 
funzioni %(x, y), %(x, y), ..., 9h,'(x~ y), rispeltivamente, in k famiglie @~, c~, ..., ~ 
di funzioni verifieanti le limitazioni (1.37), la pr ima costituita da funzioni 
equicontinue in 4, le altre da funzioni dell'insieme T', godenli uniformemenle 
della proprieta B'), si consideri il problema (1.6). 

Allora, definite, al variare di (9~, 9~, ..., 9~) in 6p~XcP~X. .  X ~Pa, le 

le funzioni  z(x, y) mediante le (1.38), vale la tesi del teorema (1.5) (4~). 

TEOREMA 1.7. - Sia f(x, y, z, w~, ~v~, ..., w~) una funzione definita 
nello strato S~, misurabile in  A per ogni (z, w~, re~, ..., wa), continua rispetto 
a (z, w~, w~, ..., w~) per quasi ogni (x, y) eA  e tale da verificare la limi. 
lazione (1.1); sia, inoltre, v(x) una funzione definita e quasi continua in Ax. 

Esistano una coslanle M~ ~ 0 e k - -  1 funzioni  X~(y), X~(y), ..., X~(y) 

(a4) I I  p rob lema  (t.3) ammette ,  anche in questo caso, in A s X ( h y -  I7), una  ed una  sola 
soluzione in corr ispondenzu di una  f issata k -up l a  ( ~ ,  ~e ~ ..., 9k) ~ q)i X 4pc X ... X ~bh ; cfr. (is). 

(45) Si noti  the  il teorema 1.6 si pub. pure, r igua rda re  coJ~e un corollario del teorema 1.5. 

Annal¢ eli Matemat i ea  
33 
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quasi  continue in  ~,~ lali che, per quasi  ogni x ~ ~x, comunque si assegnino 
la funzione ~(y) continua in ~ e k - - 1  funz ioni  ¢~2(y)~...., ¢~(y) ivi misu.  
rabili, verificanti le disuguaglianze: 

1%(Y) ] ~ M1 per y ~ ~ , I ~(Y) I ~- ~(¢(Y) (i --- 2, 3, ..., k) quasi ovunque in ~ , 

il problema (1.30) non abbia piie di una  soluzione assolutamente continua. 

Delta X la parle di misura  nul la  di ~ per gli  x della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispelto ad y o noa vale l 'ipotesi di unici t~ per it ]problema 
(1.30) ovvero la funzione f non gode della pro~vriel~t (C'), at variare delle 
funz ioni  ~(x,  y), ~2(x, y), ..., ¢~(x, y), rispetlivamenle, in  k famiglie 0~, 
0~, ..., (Pa di funz ioni  verificanti le disuguaglianze:  

I ¢~(x, Y) I ~ M~ per (x~ y) e A, ~ e ~9~, ] ¢~(x, y) t ~ Xi(y) 

per x e ~ x  e quasi ovunque in ~ ,  ¢ ~  (i---2, ..., k), 

la p r ima  eostituita da funz ioni  equicontinue in A, le altre eostituite da fun.  
zioni dell ' insieme T eguatmente quasi  continue in A in  modo semiregolare 
rispetto ad x (4~), si consideri il problema (1.31). 

Allora, posto, per ogni z(x, y) soluzione del probtema (1.31) in  corrispon- 
denza di  una  fissata k -up la  ( ~ ,  ~2, ..., ¢ph)eO~ X ~9~ X ... X ¢~ (~7): 

(1.39) 
. ( z(x, y) per (x, y ) e ( ~ x - - X ) X A y  

z(x, y ) - -  { v($) per (x, y) E X X S~, 

la famig l ia  delle funz ioni  z (x ,  y), definite dalla (1.39), al variare di 
(¢P~ ~2, ..., ~h) in  (I)~X (I)~ X ... X (~k, d compalta rispetto al la convergenza 
quasi uni forme del tipo semiregolare rispetto ad y ed inoltre gode della 

propriet~ A (u~. 

Cib posto, per ogni n E N~ porremo, d'or~ in poi:  

t i--1 i Rll'hu(i) I i-- l 'b- i b R~I 
n ~ ~ n n 

(i - -1 ,  2, ..., n). 

(48) Le  famigl ie  q) i ( i -~  2, ... ,k )  sono, quindi ,  compatte rispetto al ia  eonvergenza  quasi  

un i fo rme  del til~o semiregolare rlspetto ad x. Cfr. G. ST.~ACCHIA [1]. t ). 204 e nora (~7) p. 213. 
(4~) $1 problema (t.31) ammette~ anche qui, in ( S x - - X ) X  5y un~ ed una  sola soluzione 

in  corr ispondenza di u n a  fissata k -up la  ( ~ ,  ~ ,  .... ~k) ~ (P~ X(P~ "" X(Pk; cfr. (41). 
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Valgono,  a l lora ,  i s eguen t i  t eo remi  di compattezza,  di cui  il p r imo  si 
o t t iene,  con ovvii  ada t t amen t i ,  da  u n  noto c r i t e r io  di G. AR~]~SE (~s), m e n t r e  
il secondo ed il terzo conseguono,  r i spe t t ivamen~e,  dal le  d imos t raz ion i  dei 
t eo remi  1.2 e 1.3~ q u a l o r a  si osservi  ch% m a n t e n e n d o  le no taz ion i  in t rodo t t e  
in  essi, si h a :  

lira 

X ~ - -  

f M({, y)d~ = 0 u n i f o r m e m e n t e  al v a r i a r e  di y in  C ~ y~ 

l im 
~t 

b y - - -  

f (x, ~)d~ -- 0 
Y 

u n i f o r m e m e n t e  al v a r i a r e  di x in C ~ (~9) 
Y 

e, pe r  x - - 0 :  

z(0) - -  z'(0) - -  l im z~ (0, Yh) - -  l im zh (0, Yh) - -  t im zh (0, Y'h) : l im z~(O, y'a) -" 
h h h h 

"-  l ira )~(y~) - -  l im ),(Y'h) - -  k(Yo), 
h h 

per  y - - 0 :  

z(0) - -  z'(0) -~- lira ~h (x~, 0) = l im zh (x~, 0) - -  lira z~ (x'a, 0) ~ lira zh (x'a, O) --- 
h h h h 

- -  lira v(x~) - -  l im v(x'h) -~ v(xo) (5o), 
h h 

r i s p e t t i v a m e n t e  : 

TEORE~A 1.8. - Sia f(x, y, z, wl,  w2, ..., wh) una funzione definita hello 
strato $2, misurabile in ~, per ogni (z, wl ,  w2, ..., w~), continua rispetto a 
(6, wl,  w2, . . ,  wh) per quasi ogni (x, y )e  ± e tale da verifieare la limitazione 
(1.1); sia, inoltre, ~(y) una funzione definita e quasi continua in Ay. 

(48) Ofr. G. ARrESt:  [2], p. 34. 
ff (49) Si ~ ind ica to  con C~ l ' a n a l o g o  i n s i eme  di Cy con r i f e r i m e n t o  al  t e o r e m a  1.3. 

(50) Si  sorm ind ica t e  con {xh}hdN e (xh')hEN le a n a l o g h e  success ioni  del le  (yh)h~N e 
(yh')h~N con  r i f e r i m e n t o  al  t eo r em a  1.3. 
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Esislano una coslante M~ > 0 e k - -  1 [unzioni ~2(x), Xs(x), ..., ~(h(x) 
quasi continue in A~ tall che, per quasi ogni y ~ A~, comunque si assegnino 
la funzione %(x) continua in A~ e k- -1  suceessioni ('~,~(X))~eN (i ~ 2, 3, ..., k) 
di funzioni misurabili  in A~ verificanti le disuguaglianze: 

] ~(x) l ~-311 per x ~ A ~ ,  [ ~i,~(x) I ~X~(z) ( i = 2 , 3 ,  ..., k) 

quasi ovunque in ±~ e per ogni n ~ N, 

il problema (1.2) non abbia piit. di una soluzione assolulamente continua. 

Della Y la parle di misura nulla di Ay per  gli y della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispelto ad x o non vale t'ipotesi di unieil~ per il problema 
(1.2) ovvero la funzione f non gode della propriet~ (C), e dette (~,~(x, Y))~e>~ 
(i = 1, 2, ..., k) k successioni di funzioni verificanti, per ogni n E N, le disu- 
guagtianze : 

(1.40) 1%,~/x, Y) i ~ M ~  per (x, y) e±,  I ~i,~(x, Y) I~X~(x)  ( i = 2 , 3 , . . . , k )  

per y ~ A~ e quasi ovunque in Ax, 

la pr ima costiluita da funzioni equicontinue in A, te attre da funzioni dello 
insieme T' godenti uniformemente della propriet~ B'), si consideri la succes- 
sione (z,~(x, Y)),~N di funzioni  definite, per ogni n ~ N, da : 

)~(y) per (x, y) e ±x(~ )( (A,~ -~ Y) 

(1.41) zn(x, y)--~-- 

x . . . . .  

),(Y) + ( f(i ,  Y, z,,(i, y), ~., .(f ,  Y), ..., ~,~(f,  y))d~ 
0 

per (x, y) E( U a~ ) ) N ( a ~ -  y). 

Allora, posto, per ogni n e2~: 

(1.42) z~(x, y)=: 

z,~(x, y) per (x, y ) ~ S x X  (Av-- Y) 

)~(y) per (x, y) e A~ X Y, 

la successione (z,~(x, Y)),eN, di funzioni apparlenenli a T, d compatta rispetto 
atla eonvergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispelto ad x e gode~ 
inollre, della propriet~ A (~. 
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T]~ORE)IA 1.9. - Sia f(x, y, z, ~v~, w2, ..., wh) una funzione definita nello 
strato $2, misurabile in A per ogni (z, w~, w2, ..., w~), continua rispelto a 
(z, w~, w2, .... w~) per quasi ogni (x, y ) e A  e tale da verificare la limitazione 
(1.1); sia, inoltre, k(y) una funzione definita e quasi continua in A~. 

Esistano una coslante M ~ O  e k ~ l  funzioni  ~(~(~), X~(x), ..., Z~,(x) 
quasi continue in ~ tati ehe~ per quasi ogni y e ~., comunque s~ assegnino 
k successioni (¢~,,,(x))~e~v ( i =  1, 2, ..., k), la pr ima di funzioni continue in 
Axe le altre di funzioni ivi misurabili, verificanti, per ogni n ~ ~V~ le limitazioni : 

1%,~Cx) 1_~3i~  per x e h ~ ,  ] ~,~(x) l ~X~(x ) ( i ~ 2 ,  3, . . . ,  k) 

quasi ovunque in Ax, 

il problema (1.5) non abbia pk~ di una soluzione assolutamente continua. 

Della Y la parle di misura nulla di A~ per gli y della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispetto ad x o non vale 1 ~ ipotesi di unicit& per il problema 
(1.5) ovvero la funzione f non gode della propriet~ (C), e dette (~,,,(x, y))~eN 
( i = 1 ,  2, ..., k ) k  successioni di funzioni verificanli, per ogni h e N ,  le 
disuguaglianze (1.40), la pr ima costituita da funzioni equicontinue in A, le 
altre da funzioni dell'insieme T' godenti uniformemente della propriet& B'), si 
consideri la successione (z~(x, y)).e~v di funzioni definite, per ogni n ~ N ,  
dalle (1.41). 

Allora, definita la successione (z,,(x, Y))~e~ mediante la (1.42), vale la 
tesi del teorema 1.8 (5~). 

TEORE]~A 1.10. - Sia f(x, y, z, wl,  ~v~, ..., w~) una funzione definita 
nello strato S~, misurabile in A per ogni (z, wl,  w2, ..., ~va)~ continua rispelto 
a (z, n,~, w~, ..., wk) per quasi ogni (x, y ) e  ± e tale da verificare la limita. 
zione (1. i) ;  sia, inoltre, v(x) una funzione definila e quasi continua in  A,~. 

Esistano una costante M~ ~ 0 e k - -  1 funzioni X~(y), Xs(y), ..., Xk(y) 
quasi continue in ~ tali che, per quasi ogni x e h~, comunque si assegnino 
la funzione ~(y) continua in ±~ e k - - 1  funzioni  ~2(y), ..., oPt(y) ivi misura. 
bill, verificanli le disuguaglianze: 

l cP~(Y) t ~--311 per yeA~,  I 7i(y) ] ~X~(y) (i----2, 3, ..., k) 

quasi ovunque in A,, 

il problema (1.30) non abbia pii~ di una soluzione assolutamente continua. 

(51) Si noti che il teorema 1.9 si pub, pure, riguardare come un corollario del teorema 1.8. 
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Delta X la parle di misura nulla di ~ per gli x della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispetto ad y o non vale l'ipotesi di unicit~ per il problema 
(1.30) ovvero la fs~nzione [ non gode della propriet4 (C'), e dette (~. ~(x, Y))~eN 
(i = 1, 2, ..., k) k successioni di funzioni verificanti, per ogni n ~ !V, le disu. 
guaglianze : 

[ ~,,(X, y)] <__ M, per (x, y)eA, I ?i,,(x, y)[ _<~(y) ( i = 2 ,  3, ..., k) 

per x, e A~ e quasi ovunque in Av, 

la prima costituita da funzioni equicontinue in ±, le altre da funzioni dello 
insieme T egualmente quasi continue in ~ in modo semiregolare rispetto ad 

la successione (z,,(x, y)),~N di funzioni definite, per ogni x (52), si consideri 
h e N ,  da: 

(1.43) z~3:x, y) = 

v(x) per (x, y) e ( A ~ - - X )  X Av~' 

b 

v(x) + f f(x, ~, z~(x, ~), ~.~(x, ~), ..., ~.~(x, ~))d~ 
0 

per (x, y ) ~ ( A ~ - - X )  X ( U Av"~ ). 

Allora, posto, per ogni n ~ 5V: 

(1.44) 

z~(x, y) -- I 

zn(x, y) per (x, y )~(A,v--X)  X Av 

v(x) per (x, y ) ~ X X  Av, 

la successione (~(x, y))~eN di funzioni appartenenli a T' d eompatta rispetlo 
alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare ad y ed inoltre gode 
della propriet~ A(vL 

]~ da notare che le (1.42) definiscono le funzioni  del la  successione 
(z,(x, Y))neN in A, r i sul tando esse ivi misurabi l i  r ispetto ad y per  ogni xE hx e 
cont inue  r ispetto ad x per  ogni y E hv, in quanto le (1 .41)det in iscono le 
z,(x, y) in 5x X (Av - -  Y) r isul tando esse ivi cont inue  r ispetto ad x per  ogni y 
e misurabi l i  r ispet to ad y per  ogni x. Infatti ,  la pr ima delle (1.41) definisce,  
per  ogni n E N, z~(x, y) in h(~) X ( h v -  Y) r i sul tando ivi, ovviamente,  misura-  

(5~) Le  successioni  (¢?~,,(x~ y))n~N (i~-~-2, 3, . . . .  k) sono~ quindi ,  compatte  r ispet to  a l la  
oonvergenza  quas i  un i fo rme  del  ~tipo semi rego la re  r ispet to  ad x. Cfr. @. STAMPACC~IA [1] 
p. 20~. 
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bile rispetto ad y per  ogni x e cont inua rispetto ad x per ogni y. La funzione 
[(x, y, zn(x, y), ~,,~(x, y), ..., ~k,,~(x, y)), per ogni y E h~ - -  Y~ risulta, allora, misu- 
rabile in h~) e maggiorata,  in valore assoluto~ da una funzione sommabile;  

pertanto, la seconda delle (1.41) definisee, per ogni n~ _TV, z,(x, y) ~(~) in ,,~ × (Au-- :g), 

risultando, ivi, misurabile rispetto ad y per ogni x e continua rispetto ad x 
per ogni y. Conseguentemente,  per ogni n ~ N ,  viene, cosl, a definirsi  z~(x, y) 
in (h(~ ~) U 5~)) ~ (h~ - -  Y) risultando, ivi, cont inua rispetto ad x per ogni y e 

misurabile rispetto ad y per ogni x. Cosl proseguendo, si dimostra quanto 
sopra affermato. 

Analogamente si prova che le (1.43)definiscono le zdx,  y) in (5®--X)X5~ 
risultando esse ivi continue" rispetto ad y per  ogni x e misurab~'ili rispetto 
ad x per ogni y e, conseguentemente,  che le (1,44)definiscono le funzioni 

della successione '(zn(x, y))ne~v in A, risultando esse ivi misurabili  rispetto ad x 
per ogni y ~ h  e continue rispetto ad y per ogni x ~ h x .  

2. - Teoremi di uniei th  per i problemi (1.2) e (1.5). 

Volendo delle condizioni espressive le quali assicurino, per quasi ogni 
yE hy~ l'unicit~t della soluzione per il problema (1.2) ovvero per il problema (1.5), 
la via pifi natura le  da seguire sembra quella gih seguita in G. SAI~Ae~A~I [3] (~8), 
consistente he1 r icereare  delle eondizioni di unicit~ per il problema differen- 
ziale ordinario : 

i z' "-- f(x, y, z, ~dx), ..., ~a(x)) in 5Z 

z(0) = ~(y) 

ove ~(x) (i = 1, 2, .... k) 6 un 'assegnata  k-upla  di funzioni misurabil i  in hx, 
condizioni che, se verificate in modo opportuno, bastino ad assicurare I'unicit~t 
per i problemi (1.2) e (1.5). 

In  questo ordine di idee, abbiamo stabilito (err. G. SA~TAGA~I [3], n. 3) dei 
risultati, ispirandoci,  ad esempio, ad una nora condizione di unicitG relat iva 
ai problemi differenziali  ordinari ,  dovuta ad F. CA~'I]~RO ('~), the  eontiene (~5) 
sia un criterio di G. Scoaz_~ DRAC~O~I (56), generalizzazione, a sua volta, di 
un criterio di L. TO,ELL1 (57), sia un secondo criterio di L. TO~ELLI (ss). 

(s3) Cfr. il n. 3. 
(54) Cfr. ~.  CA~'~E~aO [4], p. 20. 
(ss) Cfr. Ioeo cir. in (54) §. 3. 
(5¢) Cfr. G. SCORZA DRAGO~I ['2], p. 381. 
(57) C~r. L. To~E~I [1], p. 973. 
(5S) Cfr. L. TONELLI [I]~ 13, ~77. 
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Questi risultati,  qualora le condizioni che in essi sono supposte verificate 
ovunque in A v si suppongono~ invece~ verificate per quasi ogni y ~ hv, possono 
oostituire dei eri~eri di unieith per i problemi (1.2) e (1.5). 

Allo scopo di enuneiar t i  esplieitamente,  premet t iamo la seguente (~): 

D]~:~IZ:O~]~ 2.1. - Diremo the la funzione f(x, y, z, w~, ..., w~) veri. 
flea in S~ la condizione (D) rispetto alla coppia (x, z) uniformemente rispetto 
alle w~ se, per quasi ogni y e ~  e per ogni punto  P(xo, Zo) del p iano 
II ~ ( x ,  3), con Xo~[0, a), 13o i < +c<~, esiste una  funzione K~(x, y), sod- 
disfacente alle ipotesi di C2~r:A~ODORY in ogni insieme del lipo : 

Q ----- I (~, "() : ~ <-- x ~ a, ~ < "¢ < + ~ ,  0 < :~ < a, ~z > O, (x, ,() e II } 

in  modo tale ehe siano soddisfatte le seguenti eondizioni: 

i) Risu l la  : 

f(x,  y, 3~, w~, ..., wk) ~ f(x,  y, z~, w~, ..., wk) ~ Kp(x,  3~ ~ z2), (z~ > z~), 

per  quasi  tutt i  gli ~ di u n  intorno deslro di Xo, per  z~ e 32 appartenenti  ad 
un  intorno di 3o e qualunque siano le w~ ( i :  1, 2, ...~ k); 

ii) per ogni numero reale ~ > O, esiste un  numero reale h >  0 in 
modo tale the, per ogni numero ~ reale positivo e non maggiore di h, l~inte - 
grate superiore (6o) dell' equazione : 

7 = h +  

3O 

t Kz(~, ~)di 
,) 
xo+ 

risult i  non maggiore di ~ a destra di xo + ~. 

Cib posto, vale il seguente teorema di unicit~t per i prob]emi (1.2) e (1.5) 
per  la cui dimostrazione rinviamo a G. SA:,:T~GA:~I [3] (~:): 

TEORE~A 2.1. - Sia  f(x ,  y, z, wl ,  w2, ..., wk), una  fut~zione definite nello 
strato $2, mis~rabile in A per  ogni (3, ~vl, w2, ..., w~), continua rispetto a 
(z, w, ,  w2, ..., w~) per quasi  ogni (x, y )e  h e tale da verificare la l imitazione 
(1,1) nonchd la condizione (D) rispetto ella coppia (x, z) uni formemenle ri. 
spetto alle w~. 

(59) La  def inizione '2.1 si ispira,  appunto,  ad una  note condizione di unioith di 
~.  CAFIERO. Ofr. loco cir. ia  (~4). 

(60) Tale in tegralo  isiste come d provato in ~.  CAFIERO [4], § 1. 
(6t) Cfr. G. SANTAG.ATI [3], teorema I °. Bisogaa, na tura lmente ,  nolle dimostrazione,  

tenere  ¢onto delle modifiche di cui si d dotto sopra. 
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Allora, per quasi ogni Y e a r ,  i problemi (1.2) e (1.5) non possono avere 
pii~, di una  soluzione assolutamente continua. 

Dal t eo rema  2.1 discend% pot, ad esempio,  il s eguen te  che corr i sponde ,  
con r i f e r imen to  alle equazioni  d i f ferenzia l i  ordinar ie ,  ad un  er i ter io  di 
G. SCoRzA DRAGONI (62), fo rma  a f f ina ta  di un  noto cr i ter io  di L. TO~ELLI (6:~): 

TEORE~A 2.2. - Sia f (x ,  y, z, w~, wz, ..., rye) una funzione definita 
nello strato S~, misurabile in ± per ogni (z, w~, w2, ..., wh), continua rispetto 
a (z, wl, w~, . . ,  ~vh) per quasi ogni (x, y ) e A  e tale da verificare la limi. 
tazione (1.1); inoltre, per quasi ogni y e A y ,  esistano due funzioni l~(x) ed 
to(u), la pr ima definita quasi ovunque in A~ e sommabile  in  ogni intervatlo 
[~, a], 0 < ~ < a, e la seeonda definita per u > 0 ,  continua e positiva, tali 
da aversi : 

a~ 

c~) f ~t (x) dx < P (0 < a~ < a2 ~_ a) 
al 

P essendo una eostante; 

q$o 

c~) lira f du 
• - ~ o + ~  to(u) - -  + ~ (Uo> 0); 

q? 

c8) risulta : 

f(x, y, z~, ~v~, w~, ..., w ~ ) -  f(x, y, z~, w~, w~, ..., w k ) ~  ~(x)~o(z~--z~) 

per quasi tutti gli x di ±~, per z l >  z2, z l - - z 2 ~ K ,  essendo K un certo 
numero positivo, e qualunque siano le w~ ( i -~ l, 2, ..., k). 

Allora, vale la test del teorema 2.1 (6~). 

Si noti,  ancora ,  che dal  t eo rema  2.1 d iscendono,  pu re  (65), t eoremi  di 
unieiti~ per  i p rob lemi  (1.2) e (i.5) eo r r i sponden t i  ai cr i ter i  di L. TON]~LLI 
ci tat i  in (~7) e (~s). Ci es imiamo,  perb,  per  brevith,  di enunc ia r l i  esp l ie i tamente ,  
la  loro fo rmulaz ione  potendosi~ del  resto,  o t t enere  con ovvii  ada t t ament i .  

(¢'2) Cfr. loeo elt. in  (5*). 
(,3) Cfr. loeo ci*. in  (~7). 

(,4) Che la proposizione 2.2 sia un  eorollario della 2.1 si p rova  faci lmente seguendo la 
via indicata da ~. CA~IE~O in [~], pp. 26-28. 

(~5) Cfr. loco cir. in (55). 

Anna~i eli M a t e m a t i c a  34 
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3. - Alcun i  c r i t e r i  di comp a t t e z z a  p a r t i c o l a r i .  

Dai  t eo r emi  1.i~ 1.2, 1.5, 1.6, t .8  e 1.9 s tabi l i t i  ne l  n. 1, a n o r m a  dei  

c r i t e r i  di unicitfi~ 2.1 e 2.2, dis~endono i seguen t i  a l t r i  t eo remi  di compat tezza ,  
F uso dei  qual i  ci p e r m e t t e r ~  di dedur re ,  nel  n. 6, dei t e o r e mi  di es is tenza  
re la t iv i  ai p rob lemi  (I) (II) e ( I I I )  (I[), come casi  pa r t i co l a r i  di que l l i  che  
s t ab i l i r emo  nei  nn.  4 e 5 (66): 

TEORE~A 3.1. - Se sono verificate le ipotesi del teorema 2.1, allora val- 
gono le tesi dei teoremi 1.17 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9. 

TEORE~A 3 . 2 . -  Se sono verificate le ipotesi del teorema 2.2, allora valgono 
le tesi dei teoremi 1.1, 1.2, 1.5, 1.6, 1.8 e 1.9. 

4. - T e o r e m i  di es i s tenza  per  i l  p r o b l e m a  (I) (II). 

D imos t r i am% ora~ il s eguen te  t e o r e m a  di es is tenza  re la t ivo  al p ro b l e ma  

(I) (II): 

TEOI~E~A 4.1. - Le funz ioni  ¢~(x), ~(y), F(x, y, z ,  v, w), G(w,y, z, v, w) 

soddisfino le seguenti ipotesi : 

a) ~(x), #(y) siano due funz ioni  definite e sommabili  rispettivamenle 
negli intervall i  A~, A~. ; 

~) F(x, y, z, v, w), G( x, y, z, v, w) siano due funz ioni  definite nello 
strato : 

So = { (x, y, z, v, ~v) : (x, y) e A, I z l ,  [ v t ,  I ~ v l < + ~ ,  

(x, y; z, v, w) e R  ~}, 

misurabil i  in  • per ogni (~, v, ~v), continue rispetto a (z, v, w) per quasi ogni 
(x, y)~ A e tall da verificare le l imitazioni:  

I F(x,  y, z, v, ~v) I ~ M(x,  y), [ G(x, y, z, v, w)]~__ 211(x, y), 

con M(x, y) funzione definita e sommabile in A (6~); 

(G~) Evidentemente, dai teoremi 1.1, 1.2. 1.5, 1.6~ 1.8 e 1.9 discendono, pure, altri leoremi 
di eompattezza pit~ particolari, a norma dei criteri di unicith per i problemi (1.2) e (1.5) 
eorrispondendenti ai criteri di L. TONELLI in precedenza menzionati, % in base a questi~ 
altrettanti teoremi di esistenza per i problemi (I) (II) e (III) (II), casi particolari, anche questi, 
di quelli che stabiliremo nei nn, ~ e 5. Ci risparmiam% perb~ al solit% per brevith, di enuneiarli 
esplieitamente. 

(~7) La funzione M(x~ y) 6 non negativa ma~ evidentemente~ non eomporta restrizione 
aleuna il supporla positiva. 
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y) posto : 

M ~ = m a x  ( ] ~(x)+z(y) - -Zo  I "(x, y ) ~ A } +  

b 

x ( x ) =  t ~(x) l + f M ( x ,  "Old,~, 
0 

f . f  M(x, y)dxdy 

h 

per quasi ogni y~A~j, comunque si assegnino una  funzione ~(x) cont inua 
in ~ ed una  successione (~, ,,(x)),eN di funz ioni  misurabil i  in  A~ verificanti 
le disuguaglianze : 

il problema : 

(4.1) 

per x eAx, 1%,~(x)l~_~(x) quasi ovunquc in ~ 

c per ogni n ~ N, 

v(x)--- ~(y) + lira / F(~, y, ~(~), v(~), ~,,~(~))d~ in A~ 

0 

non abbia pii~ di una  soluzione assolutamente continua; 

~) posto : 
a 

~ (y) = l ¢, (u) l + ; 2d (~, y) d~, 
0 

per quasi ogni x e A x ,  comunque si assegnino due funz ioni  ~(y), ~2(y), la 
p r i ma  continua in Ave  la seconda ivi misurabile, verificanti le l imitazioni : 

a ~bl(y)]~M~ per y e a r ,  I ~2(Y)]--~(Y) quasi ovunque in a , 

il problema : 

Y 

(4.2) w(y) = ¢~(x)+ f G(x, ~, ~1(~), ~b2(~), w(~))d~ in A, 

0 

non abbia piie di una  soluzione. 

Allora esiste almeno una  soluzione del problema (I) (II) in  A. 

Indicata con X la parte di misura nulla di Ax per ~li x della quale o 
Mix,  y) non ~ sommabile rispetto ad y o non vale Fipotesi di unicit~ per il 



268 G. SA~TAGATI: SU alcuni sistemi di equazioni integrodifferenziali~ ecc. 

problema (4.2) ovvero la funzione G non gode della  propriet~ (C') e con Y 
la parte  di misura  nul la  di At, per  gli y del la  quale  o 3/Ix, y) non 6 somma- 
bile r ispet to ad x o non vale l ' ipotes i  di unici t~ per  il problema (4.1) ow~ero 
la [unzione /7' non gode della propriet/~ (C), poniamo, per  ogni h E N :  

(4.3) v,,(x, y) = 

(4.4) 

X - - - -  

I +(y) + F(~, 

0 

~(y) per  (x, y) E A~) X (h _ y)  

y, z,~(~, y), v.(~, y), ~vn(~, y))d~ 

pe~ (x, y)E(U h~ )) X (A~,-- :Y), 
2<_i~n  

z~(x, y) : ~(x) -~ l v~(x' t) dt per  (x, y) E 5 
,) 
0 

e quindi  : 

(4.5) y = 1 

ed ancora : 

(4.6) w~(x, y) --  

v~(x,y) per (x,y) E h x X ( 5  - -  y )  

~(y) per  (x, y) E 5x X Y ,  

~(x) per  
b 

S q (z) + G(x, 
0 

(x, y)E (A~ - X)  X 5l~) 
Y 

per (x, y)E ha X) X ( U A (~)~ - -  ~ y  2 ,  

(4.7) h.(x, y) -- x(y) ~ f w.(t, y) dt per (x, y) E 5 
0 

e quindi  : 

t w~(x,y) per  (x,y)  E ( A ~ - - X ) X  A~ 

(4.8) Y) l 

I ~(x) per  (x,y) E X X  Au. 

Le (4.4), (4.5), (4.7) e (4.8) definiscono, univoeamente ,  le funzioni z~(x, y), 
v,(x, y) h,.(x, y) e w~(x, y) in 5, r i sul tando ivi le z~(x, y) e le hn(x, y )cont inue ,  
ment re  le v~(x, y) sommabi l i  r ispet to ad y per  ogni x, cont inue  r ispetto ad x 

per  ogui y e le ~v,(x, y) sommabil i  r ispet to ad x per  ogni y, cont inue  r ispetto 

ad y per  ogni x. 
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Cib posto, cominciamo con l 'osservare che le funzioni della successione 
(z,~(x, y)),le~v sono equilimitate ed equicontinue in A. 

Si ha, infat$i, per ogni n~.N', per (x, y)~A:  

__~ max t Iv(x)-~ t- z ( y ) - - Z o I ' ( x , ~ j ) ~ A t  ..~ f f  (4.9) tz.(~,  y)[ M(x,  y ) d x d y - -  M~. 
~t a] 

h 

ed iaoltre, per ogni coppia di punti  (x, y), (x', y')~ h:  

[zn(x, y) - -  zn(x', y')[ __~ I zn(x, y) - -  z~(x' Y) I "l- I z~(x' y) - -  zn(x', y') , 

nonch~, per (x, y), (x', y') ~ h{~) X Au : 

I z,~(x, y) - z,,(x', Y) I --  I ~(x) - -  ~(x') I 

e :  

[z,~(x' y) - -  z,(x', y')[ - -  ]~:(y) - -  %y') ], 

per (x, y), (x', y ' )~( 0 A(~ )) X 5u : 

I~<x, y )  - -  z . ( x ' ,  Y) l ~ I ~(x) - -  ~(~')[ -I- 

e .  

b n 

I y l -   ly')l+ f.( 
y t  0 

M (~, ~) d~d~ , 

per ix, y) E h(~ ~) X hu, ix', y') E ( (..J h(~ )) X h~ : 

b n 

o o 

(68) S i  n o t i  t h e  e s s e n d o  ( x , y ) ~ h ( 1 ) v h  _ _ - -  

, o  o , ( ° )  
~ - -  ~ q u i n d i  : x '  - -  _ _  ~ x - -  x ; e o n s e g u e n t e m e n t e  : b x ~ - -  ~ b ( x  - -  x )  ; a l l o r a ,  e s s e n d o  

l a  £ u n z i o n e  i n t e g r a l e  d i  M ( x ,  y ) a s s o l u t a m e n t e  c o n t i n u a  n e l l ' i n s i e m e  d e l l e  p a t t i  d i  A m i s u r a b i l i ,  

p e r  o g n l  n u m e r o  r e a l e  a ~ 0 ,  e s i s t e  u n  n u m e r o  r e a l e  ~ 0  t a l e  e h e  s e  b ( x ' - - x ) ~ ,  

b n 

O 0  
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e :  

y 

I~Im', y ) -  ~(x', y') l ~ l~(y) - ~(y') l + f f 
y" 0 

M(~, ~)d~d~ . 

La sueeessione (z~(x, Y))~sN 6, pertanto,  compat ta  r ispetto alla eonver.  
genza uniforme.  

La  suecess ione (wn(x Y))~sN 6, poi, cost i tui ta  da funzioni  appar tenen t i  
a l l ' ins ieme T'  e godenti ,  inoltre,  uniformemen~e della propriet/~ B') ;  si ha, 
invero, per  ogni n E N, se (x, y'), (x, y")E (h __ X ) X  h(y~) : 

I w,~(x, y') - -  w,(x, Y")I = 0 ; 

se (x, y'), (x, y")E (a~ X) × ( U A (°) y : 

~ (v.(x, y') ;v~(x, y")~ _ I 
I 

b 

t t  b 

ed inoltre,  per  ogni eoppia  di numer i  reali  posit ivi  s ed to esistono (63) una  
parte  ehiusa C~ di hx tale ehe m(h~:-- C~) ~ s ed un numero  reale posifivo 8 

y ,  b 

in guisa tale ehe r isul t i  I f M ( x , ~ ) d ~ l < o )  per  ogni eoppia, y' ed y", di 

valori  di y soddisfaeenti  alia l imitazione lY ' - -Y" I  < 8, un i fo rmemente  al 
var iare  di ~ E C~ (~°) ; se, infine, (x, y') E (Ax - -  X) X A~ ~) e (x, y") E (5~ - -  X) X 

x ( u a~)): 
b 

0 

e quindi  

r isul ta  y " - - -  

l 'asser to ,  a norma di quanto  sopra de,to, 
b ___~ y" _ y ' .  
n 

osservando, in pifi, ehe 

(o9) Cfr. ]ooo eit. in  (u4). 

(70) ]3asta~ infatt i ,  assumere  e~  O ~  (A~ - -  C ~ U X ,  per  essere verif icato le condizioni  

del la  def inizione 1.1. 
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lnoltre si ha, per ogni n EN:  

(4.10) 

b 

o 

X(x) per y E hy e quasi ovunque in 5~, 

X(x) risultando sommabile e quindi quasi continua in hx (~). 
A norma del teorema 1.8, tenendo presente le (4.9) e (4.10) nonchd l'ipo- 

tesi 7i, ne viene, ullora, c h e l a  successione (vn(x, Y))~GN, costituita da funzioni 
del l ' insieme T, ~ compatta rispetto alla eonvergenza quasi uniforme del tipo 
semiregoiare rispetto ad x. 

Ripetendo quanto precedentemente fatto in riferimento atla successione 
(zn(x, Y))~eN, si dimostra che le funzioni della successione (hn(x: y))~lv sono 
equieontinue ed equilimitate in 5, avendosi, in particolare, per ogni n e l l :  

(4.11) I h~( x,y) I~-M~ per (x,y) E5; 

pertanto, la suceessione (h,(x, Y))neN 
uniforme. 

Inoltre, si ha, per ogni n E N:  

compatta rispetto alla eonvergenza 

(4.12) 
a 

Ivy( x, Y) t ~- I ~(Y) I "~ f $d(~, y) d~ --- ~(y) per x E Ax e quasi ovunque in h~, 
o 

~(y) risultando sommabile e quindi quasi continua in 5~. 

In  virth delle (4.11), (4.12) e dell ' ipotesi  ~), ne viene, allora, a norma 
del teorema 1.10, che la sueeessione (~v~(x, Y))~eN ~ eompatta rispetto alla 
convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad y. 

Dalle sueeessioni (z,~(x, Y))~eN, (h~(x, Y))~eN, (v,~(x, Y)),eN, (~v~(x, Y))~eN, pos- 

sono, pertanto, estrarsi delle suecessioni (z~,~(x, Y))~eN, (h~(x, Y))keN, (V~(X, Y))~eN 
e (w%(x, Y))keN, le prime due uniformemente eonvergenti in h, le altre due 
quasi uniformemente eonvergenti in h in modo semiregolare rispetto ad x e 
ad y rispettivamente. Detta, allora, Yo la parte di misura nulla di h~ per 

gli y della quale la successione (v.~(x, Y))k~N non converge ovunque in 5x ed X0 

la parte di misura nulla di hx per gli x della quale la successione (~v,~(x, Y))keN 

b 
(7i) ~ a l i  sono ,  in~atti~ i~% ]~ (x ) I ,  a n o r m a  d e l l ' i p o t e s i  ~), e/M(x, ~)d~, es sonc lo  M(x, y) 

s o m m a b i l e  i n  h. o 
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non converge ovunque in Au~ poniamo: 

(4.13) v(x,y)--- I lim v~(x, y ) ~ ( y )  per (x, pery) E ~x(x'y)Eh~X(hv--Y°)X Yo 

(4.14) w(x, y ) =  
lim w,~(x, y) per (x, y) E (5~ --  Xo) X hu 

k 

~(x) per (x, y) EXo X hy,  

ed ancora : 

(4.15) z(x, y) = lira z~,~(x, y), h(x, y) = lim h~(x, y) per (x, y) E h .  
k k 

]~ facile constatare che le fun~ioni v(x, y) e ~v(x, y), definite dalle (4.13) 
e (4.14), costituiscono una soluzione del problema (I) (II) in h. 

Si ha, infatti, da (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8): 

(4.16) v~(x, y) -- 

~(y) per (x, y)E A(x~) X (Av -- Y) 
c$ 

0 0 

per (x, y) E( U h(~)) X (5u--  Y) $ 
e ~ g ~ n g  

N 

(4.17) w~(x, y)-- 

¢p(x) per (x, y )E(Ax--X)  X A(~ 1) 
b 

y - - - -  
~ k  fig 

o o 

per (x,y) E ( A x - - X ) X ( U h ~ ) ) ;  

avendosi, inoltre, dalta (4.4) e dal la  (4.7), a norma della (4.10), della (4.12), 
delle (4.13), (4.14) e delle (4.15): 

z(x, y) - ~(x) + 

y X 

o 0 
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dal le  (4.16) e (4.17), in virtfi  de l l ' i po te s i  ~) e del le  (4.13) e (4.14), ne v i e n e :  

v(x, y) = ,¢(y) + f 
o 

Y 

F(~, y, ~(~) -~ f v(~, t) dr, v(~, y), (v(~, y)) d~ in ~r X (hu - -  ( Y O ~o)) 
o 

;v(x, y) = ~(~) + e(z, ~, ~(~) + ~v(t, 
o 0 

~)dt, v(x, ~I) ~v(x, ~l))d~ in (Az - -  (X L) Xo)) X At, 

e quindi ,  inf ine,  quas i  o v u n q u e  in A (rz): 

Y 

~v(X,~x y) -- F(x, y, z(x) + f v(x, t)dr, v(x, y), ~v(x, y)) 
o 

3w(x, y) _ G(x, y, z(y) + f ~v(t, y)dr. v(x, y) (v(x, y)) . 

0 

Poich6,  poi : 

v(0, y) = ¢(y), ~(z, 0) = ~(x) 

e, ovv iamente ,  v(z, y)E S e ~v(x, y )E  S '  (78) segue  1' asser to .  ,j 
I1 teorema. 6, eosi,  d imostra to .  
Vale ,  anche,  il s eguen te  a l t ro  t eo r ema  di es is tenza  re la t ive  at p r o b l e m a  

!I) (II) e che assorbe  un  t eo r ema  gi/~ d imos t ra to  in G. SAN~AOA~I [3] (7~): 

TEORE~A 4.2. - Le funzioni ¢~(x), ~(y), F(x,  y, z, v, w), G(x, y, z, v, w) 
soddisfino le ipotesi or), ~), ~) del teorema 4.1 unite alla seguente: 

T') Definite la eostante MI e la funzione X(x) come nell 'enunciato del 
teorema 4.1, per quasi ogni y~A~,, comunque si assegnino due sueeessioni 
@~.,~(X)}~ZN (i~--1,  2), la pr ima di funzioni  continue in Ax e la seconda di 
funzioni  ivi misurabili, verificanli, per ogni n ~ iV, le limitazioni : 

] ~.  ,(X)] ~ M 1  per x eA~,  I ~2,,,(z) l ~ X ( z )  quasi ovunque in Ax, 

(:2) Cfr. IJ. M. GRAVES [1], pp. 252-253. 
(~) Rieordiamo ehe gti insiemi S ed S' sono stati definiti nell'introduzione. 
(74) Cfr. teorema I I i  °, p. 98. 

An~a~t ¢,i M a t ~ m a t ~ a  35 
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it prob~ema : 

(4.18) v(x) = ~(y) -{- lim~ f F(~, 
0 

y, ~,s(~), v(~), ~,,,(~))d~ in Ax 

non abbia pii~ di una soluzione assolutamente continua. 

Allora, it problema (I) (II) ammette almeno una soluzione in ~. 

La dimostrazione di questo teorema si consegue con lo stesso procedi- 
mento seguito per dimostrare il teorema 4.1, invocando, perb, questa volta~ 
il criterio di compattezza 1.9 al posto del criterio 1.8 e intendendo ehe Y 
la parte di misura  nul la  di hu per gli y della quale o M(x, y) non ~ som- 
mabile rispetto ad x o non vale Fipotesi  di unicit~ per il problema (4.18} 
ovvero la funzione F non gode della proprietfi~ (C} (~5). 

5. - Teoremi di esistenza per il problema (III) {IIb 

Stabiliamo, era, il seguente teorema di esistenza relative al problema 
(HI) (H) :  

TEOREMA 5.1. - Se 80no soddisfatte le ipotesi del teorema 4.1, allora il 
probtema {III) (II) ammette almeno una soluzione in ±. 

~[antenendo le notazioni introdotte nel teorema 4.1, definiamo, univoca- 

mente, in A, le funzioni delle suceessioni (z~tx, Y)),eN, (v~Jx, y+)seN: (w,(x, y)),eN 
mediante l e  (4.3), (4.4}, (4.5) e ponendo, aneora, per ogni h E N :  

w,~(x, y) = 

~(x) per (x,y} E(A=--X) XA~ ~) 

b 
y . . . .  

/ + a(x, 7, % 
o 

2 g i ~ . n  

e quindi : 

I w~(x,y) per (x,y) E ( 5 ~ - - X ) X h u  

~v,(x, y) = ~(x) per (x, y) E X X Au. 

(7~) I1 t eorema ~.2 si pub anche r igua rda re  come corollario del t eorema 4.1 e~ pertanto,  
ques t ' u l t imo  assorbe pure  il  t ee rema  I I I  °, p, 98 di  G. SA~WAC~AT~ [3]. 
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Le funzioni z,~{x, y) risultano continue in A, mentre  le funzioni v,~(x, y) 
ivi sommabili  rispetto ad y per ogni x, continue rispetto ad x per ogni y e 

le funzioni w,~(x, y) ivi sommabili rispetto ad x per ogni y continue rispetto 
ad y per  ogni x. 

Con procedimento analogo a quello seguito nel teorema 4.1, invocando, 
sempre, i teoremi di compattezza 1.8 e 1.10, si eonsegue, ailora, 1' asserto. 

Con Io stesso metodo indicate per  la dimostrazion6 del teorema 5.1, 
invocando, perb, il teorema di compattezza 1.9 invece  del teorema 1.8, si 
dimostra anehe il seguente teorema di esistenza, relativo al problema (III) 
(!I), t he  assorbe un teorema dimostrato altrove (7~): 

T~Ol~,~IA 5.2. - Se so,so verificate le ipotesi del teorema 4.2, allora il 
problema (II[) (II) ammette almeno una soluzione in A (~7). 

Oltre ai teoremi 5.1 e 5.2 si hanno, anche, altri  teoremi di esistenza 
per il broblema (III) (II), qualora si sostituisea il eriterio di compattezza 1.10, 
utilizzato nella loro dimostrazione, col criterio 1.4. 

Detto, infatti, C* l ' ins ieme delle funzioni di due variabili  definite in 5, 
ivi doppiamente assolutamente continue ed inoltre assolutamente continue 
rispetto alle variabili  separatamente  (~s) e, quindi, 1 ~ l ' ins ieme delle funzioni 
¢~(x, y) E C*, soddisfacenti  le relazioni : 

o)= v)= 

Xl 

[¢pv(z~. y ) - -  ~v(x2, Y)[ < f M(~, y)d~ per 
X2 

x~, x~ E A,, quasi ovunque in h v , 

eominciamo col dimostrare il teorema seguente :  

TEOREMA 5 3. - Le funzioni  ¢plx), ~IY), F(x, y, z, v, w), G(x, y, z, v, re) 
soddisfino le ipotesi ~), ~), 7) del teorema 4.1 unite alla seguente: 

~') Per quasi ogni x ~ A~  comunque si assegni la funzione ¢p(x, y)~ F, 

(~) Cfr. G. SA~rAGATI [3], t eorema I V  °, p. 114. 

(7:) I1 teorema 5:2 si pub r iguardare ,  pur% come un corollario del  teorema 5.1 e, per- 
tanto~ ques t ' u l t imo  assorbe anche il t eorema I V  ° di ~ .  SA~TAGATI [3]~ p. 114. 

(Ts) Ogni  funzione de l l ' i n s i eme  C~ g una  di  quel le  funzioni  ehe G. GARATH~ODOR~ T 
ehiama ,~ totalstetig,, ; ogni  tale funzione ammet te  de r iva te  pr ime e de r iva ta  seconda mista 
(unica) misurabil i .  Cfr. C. CARATH~ODOR¥ [1]. pp. 651-661 e, in partieolare~ p. 654. 
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il probtema : 

(5.~ w(u)=~(~)+ 
o 

non abbia piO, di una soluzione. 

Allora, il probtema (III) (II) ammette almeno u n a  soluzione in  ~. 

Detta X la parte di misura  nul la  di 5 ,  per  gli x della quale  o M(x, y) 
non 6 sommabi le  r ispet to ad y o non vale l ' ipotes i  di unic i th  per  il pro- 
b lema ~5.1) ovvero la funzione G non gode della propr ie th  (0'), proviamo 
p re l imina rmen te  che l ' ipotes i  ~') ass icura  l 'un ic i t~  del la  soluzione per  il 
p rob lema : 

(5.2) w(y)-- ~(x*)+ 
Y 

f a(x*, 
o 

, ,  z(n), z'(n), w(n))d,l in ~ 

per  ogni x* E h x ~  X e qua lunque  sia la funzione Z(y) assolu tamente  cont inua  
in 51+ e soddisface'nte le re lazioni :  

X • 

ZO) -- ~(x*), 4Z'(y) -- ~P(Y)I ~ S M(t, y)dt per quasi ogni y E h ~ .  
0 

Per  d imos t ra re  ci6, essendo ovvio che il problema (5.2) ammet te  soluzione 
per  ogni x* E hx - -  X, b a s t a  provarne  l' unicit'~ ; oceorre, all' uopo, dis t inguere  
due cas i :  (a) 0EX,  (b) 0 ~ X .  

Esamin iamo il case (a). Poich6 x* EA~--X~ si avri~ x* ~ 0 ;  tenendo,  
allora, presente  detto in {67), posto:  

V(x,y)'-- Z ( y ) - - ~ ( x * ) - ~  a(x)--  l d~ . i  °M(~' ~) [Z'(~) - -  ~ ) ]  d~ 

0 

facile p ro r a t e  the  ~(x, yi E F. 

Risultando,  poi, ~($% y) --  Z(y)~ tes ta  d imostra to  1' asserto. 
Esaminiamo,  era, il case (b). Poieh6 x* E h x -  X,  si avri~ x* ~ 0, x* ~ X. 
Il case in cui x* ~ 0, $* ¢ X si esamina in manie ra  analoga al case (a}. 

Resta,  allora, da esaminare  il case in cui x * -  0. tkll 'uopo, osservato che si 
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ha~ in questo easo:  

Z' (y ) - -~(y)  quasi  ovunque  in Au, 

e quindi  : 

posto" 

y 

Z(y) = zo + f ~{t)dt --  z(y} , 
0 

y) = o(x) + - zo,  

risulta~ ovviamente.  ~(x, y) ~P e ~(x*: y) --- ~(0, y) --  Z(y) e, percib, ancora 
1' asserto. 

Cib posto, mantenendo  le notazioni in t rodot te  nel teorema 4.1, salvo il 
diverso significato di IX, definiamo, univocamente ,  in A, le funzioni  delle 

sueeessioni  (z,,(x, y}),~N, (v,~(x, y)}, ,~,  {w~(x, y}),~N median te  le {4.3), (4.4), (4.5) 
e ponendo,  ancora,  per  ogni n E N :  

(5.3) w~(x, Yl --  
w~(x, y) per  (x, y) E ( A ~ _  X)  X au 

~(x) per  tx, y) E X X A u ,  

w~(x, y) essendo, per  ogni n EN e per  ogni x ( h x - - X ,  la sotuzione ( ~ ) d e l  
p rob lema • 

(5.4) 

y 

o 

~, zn(x, ~), vn(x, ~), w(x, ~))d~ in A . 

Le {4.3), (4.4), (4.5) e (5.3) definiscono, effet t ivamente,  in modo univoco, 

per  ogni n~N,  in 5, le funzioni z~(x, y), v~(x, y )e  w~(x, y). Infatt i ,  la pr ima 

delle (4.3) definisce v~(x, y) in h~')X (h u - - Y )  r isul tando,  ivi, v~(x, y) somma- 
bile r ispetto ad y per  ogni x e cont inua  r ispet to ad x per  ogni y ;  la (4.5) 

definisce v,,(x, y) in h(~) x h V r isul tando ivi sommabile  r ispetto ad y per  
ogni x e cont inua  r ispet to ad x per  ogni y ;  la (4.4) de.finisce, quindi ,  

h(X) in -z  X Au, z,,~(x~ y) che r isa l ta  ivi coa t inua  nonch~ assolutamente  cont inua  
r ispet to  ad y. 

(7~) Tale soluzione esiste tt~aica~ come sar/~ provat% a norma di quanto ~opra dimostrato.  
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Poich6 : 

z,,(x*, O) = ~Ix~) ,  z*  E a(~). - -  X 

3g $ 

i(M x*, Y) - -  ~(Y) I --  0 ~. / M(~, y) d~, 
0 

per quanto  ri levato al l ' inizio della dimostrazione,  la (5.4) definisce univoca- 

mente  wn(x, y) in (5(x ~ ) -  X ) X  ha,  r i su l tando w,(x, y), per  ogni y E ha,  misu- 

rabile r ispetto ad x (so} e, per  ogni x E,...h(~)~X, cont inua  r ispet to ad y ;  

la (5.3) definisce, quindi,  ~,~(x, y ) i n  A(~)X 5 v r isul tando ivi misurabi le  

r ispet to ad x per  ogni y e con t inua  r ispet to ad y per  ogni x. 

La  funzione F(x, y, z~(x, y), v~(x, y), w~Jx, y)), per  ogni y E h~ - -  Y r isul ta ,  
allora, misurabi le  in A(~) ,*x e maggiorata,  in valore assolut% da una  funzione 
sommabi le  ; pertanto,  la seconda delle (4.3) definisce vn(x, y) in 5(~ e) X (5~. - -  Y), 

r i sul tando ivi sommabi le  r ispet to ad y per  ogni x .e cont inua  r ispetto ad x 

per  ogni y. Conseguentemente ,  la (4.5) definisce ~'~(x~ Yt in 5(7 ) X h~, r i su l tando 

ivi sommabi le  r ispetto ad y per  ogni  x e cont inua  r ispet to ad x per  ogni y ;  

la (4.4) definisce z,(x, y} in 5~ ) X by, r i su l tando ivi cont inua  nonch(~ assolu- 

tamente  cont inua  r ispet to ad y ;  poich~:  

z.(x*, el = ~(~*), ~* E a~: ~ -  x 

f I v,~( x*, Y ) ~  ~(Y) I ~-- M (~, y) d~ , 
0 

per  quanto  detto in precedenza,  segue e h e l a  (5 .4)def inisce  un ivoeamente  

15 (2) X } X h u ,  r i sul tando w~(x,y), per  ogni yEA~, misarabi le  

r ispet to ad x e, per  ogni x q 5(7 ) - -  X, cont inua  r ispetto ad y ; la (5.3) definisce, 

allora, w,,(x~ y) in 5(x 8 X ha,  r isul tando ivi misurabi le  r ispet to ad x per  ogni y 
e cont inua  r ispet to ad y per  ogni x. 

5Te discende, cosi, che le funzioni  v,(x, y), z~(x, y) e ~vn(x, y) vengoJao ad 

essere defini te  in (h~) U ~ ) )  X Au r isul tando ivi v-~,(x, y) sommabi le  r ispet to 
ad y per  ogni x e cont inua  r ispetto ad x per  ogni y, z~(x~ y) cont inua  nonchP 

assolutamente  con t inua  r ispet to ad y, ~n{x~ y) misurabi le  r ispet to ad x per  
ogni y e cont inua  r ispet to ad y per  ogni x. 

(So) Oft. G. /~RNESE [1], p. 161. 
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Cosi proseguendo si arr iva a coneludere  che, per  ogni n E N, le funzioni  

z~(x, y), v,~(x, y) e w~(x, y) sono un ivocamente  defini te  in 5, r isul tando ivi 

le z,~(x, y) eontinue~ le v,(x, y) sommabfi i  r ispet to ad y per  ogni x e cont inue  

r ispet to ad x per  ogni y, le w,~(x, y) misurabi l i  r ispetto ad x per  ogni y e 
cont inue  r ispet to ad y per  ogni x. 

Con procedimento  analogo a quetlo seguito nel teorema 4.1, si prova 
che la successione (z,(x, Y)),eN ~ cost i tui ta  da funzioni equicont inue  ed equi- 
l imitate  in h e pertanto ~ compat ta  r ispet to alla convergenza uni forme 

avendosi,  ancora,  in part icolare,  t a  (4.9). La  successione (w~(x, Y)),~e~- ~, poi, 
cost i tui ta  da funzioni  appar tenent i  a l l ' ins ieme T'  e godenti ,  inoltre,  unifor- 
memente  delle propr ie th  B'}; si ha, infatti~ per  ogni n E N :  

M N yt 

ed inoltre,  per  ogni coppia di humer i  reali  positivi ~ ed 03 esistono (8~) una  

parte chiusa C~ d! hx tale che m(Sz- -  C~) ~ ~ ed un numero  reale positivo 
y" 

in guisa tale che f M ( x ,  ~)d~ < 03 per  ogni coppia, y' ed y", di valori di y 
p 

soddisfacenti  alla l imitazione I Y ' ~ Y " [  ~ un i fo rmemente  al variare di 

Inoltre ,  per  y C 5~ e quasi  ovunque  in hx, le funzioni  wn(x, y) verificano, 
anche qui, la (4.10}; a norma del teorema 1.8, essendo verif icata  l ' ipotes i  y, 

ne viene, allora, c h e l a  suecessione (vn(x, Y))neN, cost i tui ta  da funzioni del- 
l ' i n s ieme  T~ ~ compat ta  r ispetto alla convergenza quasi  un i forme del ripe 
semiregolare  r ispet to ad x avendosi,  inoltre, ancora ]a (4.12). 

Dette z*(x, y) e {v*(x, y) le funzioni  limiti ,  r ispet to ad x, di due sueeessioni  

(z~(x, YJ)i~N e (v%.(x, Y))ie~ estrat te dalle successioni (zn(X, y))~N e (vn(x, y))n~lv, 
dalla (4.4), in virtfi del la  (4.12), si h a :  

z*(x, y ) - -  ~(~) + 
Y 

f Odt, 
o 

(x, y) ~ 5 ,  

(8i) Cfr .  G.  fl--RNESE [2], ~0. "[6. 

(8~) B a s r a ,  a n c h e  q u i ,  a s s u m e r e  e (n) ~ -  ( S x - -  C ~ ) U  X p e r  e s s e r e  v e r i f i c a t e  le e o n d i z i o n i  

d e l l a  d e f i n i z i o n e  1A. 
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da cui (s~): 

z*t~ y)----, v*(x, y~ quasi  ovunque  in 

Poich~, poi, come si deduce  dalle  (4.3)~ (4.4) e (4.5), z*(x, y) E F, si conclude,  
a norma del l ' ipotes i  ~'), t he  il p roblema (5.1), per  quasi  ogni ~ E 5~, non ha 

pifl di una soluzione quando vi si pone ~(x, y) ~ z*(x,, y), ~u(x, y) --  v*(x, y). 
D' al t ra  parte, per  la costruzione fatta, w~(x, y) O, per quasi  ogni ~ E 5x, l' un ica  
soluzione del problema (5.4) e, quindi ,  l~uniea soluzione del problema (5.t} 

quando vi si pone ¢?(~, y) ----- z,,(w~ y): ¢?y(x, y) - -  v,~(x, y). 
In base a quanto  sopra osservat% a norma del teorema i.4, ne segue, 

allora, t he  la successione (wn(x, Y))~N, di funzioni  defini te dalle (5.3}, 
compat ta  r ispet to atla convergenza quasi  un i forme del tipo semiregolare  
r ispet to ad y. 

Dalle suecessioni (z~(~, Y)),e~r, (v,,(w, Y ) ~ N ,  (W~,(X, Y))~eN possono, pertanto,  

estrarsi  delle suceessioni  (zn~(0c~ Y))keN, (Vn~(X, y~)keNe wn~(W, y))~N, ta pr ima 
un i fo rmemen te  convergente  in 5, le a l t re  due quasi  un i fo rmemente  in h in 
modo semiregolare  r ispet to ad x e a d  y r ispet t ivamente .  

Definite, allora, le funzioni  z(x, y), v(x, y ) e  w(~c, y ) m e d i a n t e  la pr ima 
delle (4.15) e le aualoghe alle (4.13) e (4.14)si prova faei lmente ,  ana logamente  
a quanto  fatto nel t eorema 4.1. con le dovute  modif iche formaii ,  che le 

funzioni  v(x, ~]) e w(x, y) cost i tuiscono una  soluzione de] problema (III) (II) in h. 
I1 teorema 4~ cosi, dimastrato.  
Con lo stesso metodo seguito per  la dimostrazione del teorema 5.3, invo- 

cando, perb, il t eorema di compattezza 1.9 invece de! teorema 1.8, si d imostra  
anche il seguente  altro teorema di esistenza, relativo al problema ~III) (II), 
che generalizza il teorema IV ° di G. SA~TA~A~ [3]: 

TEORE~IA 5 . 4 . -  ~qe 80nO verificale le ipotesi :~), ~), Y'I del teorema 4.2 
nonchd l ' ipotesi  ~') del teorema 5.3~ allora il problema (III} (II~ ammette  
almeno una  soluzione in  a (84). 

6. - Teoremi di esistenza per i problemi {I) {II) e {III} {II) casi partico- 
lari dei precedenti.  

Dai teoremi 4.1, 4.2, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 stabilit i  nei nn. 4 e 5, si possono 
dedurre,  per  i problemi  {I) (II) e (III  (II), faeendo use dei cri teri  di compat- 
tezza 3.1 e 3.2, al tr i  teoremi di esistenza nei quati  l ' ipotes i  y) ovvero l'ipo- 

(sa) Cfr. L. ~i. GRAVES [1], pp. 252-253. 
(st) I1 teorema 5.4 si pub riguardare, pure, come un corollario del teorema 5.3 e, pertanto. 

quest'ultimo assorbe anche il teorema. I~7 ° di @. SANTAGATI [3], p. 114. 
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tesi 7'), a lquan to  genera l i ,  vengono sost i tui te  da  ipotesi  pifi res t r i t t ive  ma  di 
pifi faci le  verif ica.  

Si hanno~ cosl~ i seguent i  t eo remi :  

TEom~M~ 6.i.  - Le funz ioni  ~(x)~ ~(y), F(x, y, ~, v, w), G(x, y, z, v, w) 
soddisfino le ipotesi ~), [~), ~) del teorema 4.1 unite al la seguente: 

7") L a  funzione F(x, y~ z, v, w) verifichi in So ta condizione (D) (s~) 
rispetto alla coppia (x~ v) uni formemente rispetto a z .e  w. 

Atlora it  problema (I) (II) ammette almeno una  soluzione in 4. 

TEORE~IA 6.2. - Le funzioni  ~(x), ~(y), F(x, y, z, v, w), G(x, y, z, v, w) 
soddisfino le ipotesi ~), ~), 8) det teorema 4.1 unite alla seguente : 

7"') Per quasi ogni y e Ay esistano due funz ioni  ~t(x) ed ~(u), la pr ima 
definita quasi ovunque in A~ e sommabile in  ogni inlervallo [8, a], 0 <8  < a ,  
e la seeonda definita per u ~ O, continua e positiva, tali da aversi: 

P essendo u n a  costante; 

~0 

e,) lira f du ~ 0 +  (o(u) - -  + ~ (Uo > 0);  

es) risulta : 

F(x, y, z, V~, r v ) -  F(x, y, z, v2, w ) ~  ~(x)~(vl--Vet  

per quasi  tut t i  gli  x di Ax, per v ~  vl, v l - - v 2 ~ K ~  essendo K un eerto 
numero positivo, e qualunque siano z e w. 

Allora it problema (I} (II) ammette almeno una  soluzione in h. 

TEORI~A 6.3. - Se sono soddisfatle le ipotesi del teorema 6.1, it problema 
(III) (II) ammette almeno una  soluzione in  5. 

TEORE~A 6 . 4 . -  Se sono soddisfatte le ipotesi del teorema 6.2, it pro. 
blema ([II) (II) ammette almeno una  soluzione in h. 

TEORE~IA 6.5. - Se sono soddisfatte le ipotesi ~), ~), 8') del teorema 5.3 
nonehd l 'ipotesi 7") del teorema 6.1, il problema (III) (I[) ammette almeno una  
soluzione in  A. 

(ss) Cfr. la definizione 2.1 del presente lavoro. 

AnnaU di Matemat~ea 35 
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TEOI~EMA 6.6. - Se sono soddisfatte le ipotesi a}, ~i), 3') 
nonehd l'ipotesi y '}  del teorema 6.2, il problema (III) {II) 
una soluzione in A (~). 

del teorema 5.3 
ammelte almeno 

7. - D u e  prob lemi  iperbo l i e i  aus i l iar i .  

Cons ide r i amo ,  ora, i p rob l emi  s e g u e n t i :  

(7.1) 

3~V 
~x 3y 

3 ~ W 
35 ~y 

_ F ( ~ ,  y, v,  vv  w , )  

- -  = G(x, y, W, V~, w.) 

, (x, y)EA 

I v(x, 0) = ~(x) 
(7.2) W(x,  O) = ~(x) , x ~ h ,  

(7.3) i v(o, y) = ,(y) , y c ~ 
f v¢(o, y) = ~(v) 

e :  

(7.4) 

~2 V 
~x~v - F ( ~ ,  v, L v~, w )  

3 W  
~v _ G(~, V, V, ~ ,  W) 

i v(x, oi = ~(x) xE Ax 
(7.5) w ( ~ ,  o) = ~(~) 

, (x, v) ~ 

(7.6) V(0, y) - -  ~(y) , yE A v , 

F(x,  y, z, v, w), G(~c, y, z, v, w), ~(~), "¢{y) e ~(x) essendo  le m e d e s i m e  funz ion i  
note  i n t rodo t t e  nel lo  s tud io  dei  p rob l emi  (I) (II) e (III) (II). 

{8~) I t e o r e m i  6.1, 6.~, 6 3 e 6.4 g e n e r a l i z z a n o ,  n e l l ' o r d i n e ,  i t e o r e m i  ¥ o ,  ¥ i  o, V I I  ° e 
V I I I  ° d i  G-. SANTAGATI [3] ;  i t e o r e m i  6.5 e 6.6 g e n e r a l i z z a n %  a n c h e  essi ,  i t e o r e m i  Y I I  ° o 

V I I I  ° s o p r a  c i ta t i .  
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Con r i fer imento  ai problemi (7.1) (7.2) (7.3) e (7.4)(7.5) (7.6), a norma,  
anche, dei r isul tat i  stabiliti  nei nn. 4, 5 e 6, possiamo dimostrare  dei teoremi 
di esistenza, in tendendo per  soluzione del pr imo una  coppia di funzioni  
V('x, y), W(x,  y) de l l ' i n s i eme  C* (sT) verif icant i  le (7.2)(7.3) e, quasi  ovunque  
in A, il s is tema t7.1), e per  soluzione del seeondo una eoppia di funzioni  
V(x, y), W(x ,y ) ,  la pr ima de l l ' ins ieme C*, la seconda de l l ' ins ieme S' (ss) 
ver i f icant i  le (7.5) (7.6) e, quasi  ovunque  in h il s is tema (7.4). 

Valgono, infatti~ i teoremi seguent i :  

TEOREMA 7.1. - Se sono soddisfalte le ipotesi ~) e ~) del teorema 4.1 e se 
per il problema (I) (H) vale un  teorema di esistenza in ±, allora il problema 
(7.1) 7.2) (7.3) ammette almeno una  soluzione ivi. 

TEORE~A 7 . 2 . -  Se sono soddisfatte le ipotesi ~) e ~) del teorema 4.1 e 
se per il problema (III) (II) vale un  teorema di esistenza in ±, allora il pro- 
blema (7.4) (7.5) (7.6) ammette almeno una  soluzione ivi (89). 

La tesi del teorema 7.1 consegue osservando c h e s e  v(x,, y), w(w, y) ~ una 
soluzione del problema (I) (II), esis tente per  ipetesi ,  pos to:  

v(x, y) = + 
Y 

f t)dt, w(x, y)= + (  v(t,  )at, 
o 0 

le funzioni  V(x, y), W(x, y), ovviamente  appar tenent i  a C* verif icano le (7.2) 
(7.3) e, quasi  ovunque  in h, il s is tema (7.1). 

La tesi del teorema 7.2 consegue, invece, osservando che se v(•, y~, 
w(x, Yl ~ una soluzione del problema (I I I ) ( I I ) ,  esistente per  ipotesi, posto:  

V(x, y ) - -  ~(x) ~- 

Y 

f v(x, t) 
0 

dt , W (x, y) --  w(x, y) 

le funzioni  V{x, y}, W(x ,y) ,  ovviamente  la pr ima appar tenente  a C* e la 
seconda appar t enen te  ad S' ,  verif icano le (7.5)(7.6) e, quasi  ovunque  in 5, 
il s is tema (7.4). 

Dai teoremi 7.1 e 7.2, a norma dei teoremi stabiliti  nei nn. 4, 5 e 6, 
discendono,  allora, i seguent i  altri teoremi di esistenza per  i problemi (7.1) 
(7.2) (7.3) e (7.4)(7.5)(7.6): 

(87) :La de f in iz ione  di C* 6 s t a t a  pos ta  al  n. 5 del  p r e s e n t e  lavoro.  
(ss) L ' i n s i e m e  S '  g s tato def in i to  n e l l ' i n t r o d u z i o n e .  
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TEORE~A 7.3. - Se soreo soclclisfatte le ipolesi di u~w dei teoremi 4.1, 
4.2~ 6.1, 6.2, il prob lema (7.1) (7.2) (7.3) ammet te  a lmeno u n a  soluzione in  5. 

TEOnE~A 7.4. - Se sono soddis fat te  le ipotesi di  uno dei teoremi 5.1, 
5.2, 5.3, 5.4, 6.3, 6.4, 6.5~ 6.6, i l  problema (7.4) (7.5) (7.6) am~nette a lmeno u n a  
soluzione in  A (9o). 

(8.1) 

se~ in part ieolare,  si h a :  

8. - l l  problema di Darboux. 

Notiamo, ora, che il p roblema (7.4) (7.5) (7.6), pos to :  

z(x, y) = V(x ,  y) , 

(8.3) 

(8.4~ 

Invero,  essendo V(x~, y) E C*, si ha (o~), 
uoneh6 della p r ima  del le  (7.5) e delia (7.6): 

(8.2} G (x, y, z, v, w) : F ( x ,  y, z, v, w) = f (x ,  y, ~, w, v) , 

si muta  nel  classico prob lema di D A n B o u x :  

3~z 
$x~Oy - -  f(x~,y, z, zx, zz,), (x, y) E h 

z(x~, O) - -  z(x) ,  x E a:~, ~(0, y) - -  ~{y), y E a~(z(0) = ~(0) - -  Zo). 

a norma della p r ima  delle (7.4) 

y 

JS v(x, y) = o(~) + ~(y) - Zo + F(~, ~, v(i, ~), 
0 0 

Vu(~ , ~) ,  W(~, ~))d~d~ in h 

cio4 in v i r th  del la  (8.1): 

~(x, y ) =  ~(x) + ~(y) - ~ o  + 

x y ,  

o 0 

(so) I t e o r e m i  7.1 e 7.2 g e n e r a l i z z a n o ,  r i s p e t t i v a m e n t e ,  i t e o r e m i  I X  ° e X ° di  

G. Sa~TAOATI [3]. 
(~o) I teoremi 7.3 e 7.~ generali~zano, rispettivamente, i teoremi XI ° e XII ° di 

(~. SA~TAGATI [3]. 
(9t) Cf['. C. CARATtt~ODORY [[] .  pp.  653-65~.  
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e quindi  (s~): 

~(x,  y) = ~(x) + 
Y 

f F(x, ~, z(x, ~), 
0 

z~(~, ~), w( . ,  ~))a~ 

per  quasi  tu t t i  gli a~ 5~. 
kvendosi ,  pot, per  la seeonda delle (7.4) noneh(~ per  la seconda delle (7.5), 

per  la (8.1) e la (8.2): 

w(x, y) = ~(x) + 
Y 

f F(x, ~, z(x, ~), 
0 

per  quasi  tut t i  gli x 6 5~, ne segue, in f ine :  

W(x,  y) "- z~(x, y) 

quasi  ovunque  in A~. 

A norma, allora, dei teoremi 7.2 e 7.4, reslano acquisili, con riferimento 
al caso in cut vale la (8.2), altrettanti  teoremi di esistenza per il problema 
(8.3) (8.4}, intendendo per soluzione di tale problema una  fur~zione z(x, y ) e  C* 
she verifioa le (8.4) e quasi  ovunque in A, la (8.3) (9~). 

]~ ovvio, pot, che fra tall r isul tat i  viene r i t rovato il teorema di G. A~NESt~ [2] 
e, conseguentemente ,  vengono assorbiti  il teorema di W. WAL~]~ [1] nonch(f 
il teorema di A. ALV, XIEWCZ e W. 0RLICZ [1], i teoremi da not stabiliti  in [1] 
e in [3] e quindi  i teoremi di R. CoNTI [1] e [2], nonch~, aneora,  sotto eerti  
aspetti ,  il r isul ta to  di J. KIsYNsKI [1] ~9~). 

(9~) Cfr. L.  ~ .  GRAVES [1], pp. 252-253. 

(93) Anehe  qui, si hanno teoremi  d i  es is tenza per  i l  p rob l ema  (8.3) (8.4) cor r i spondent i  
ai  c r i te r i  d i  unici t~  di  L.  TONELLI, in  p recedenza  citati .  

(94) Cfr. (4). P e r  una  l e t t e ra tu ra  piut tosto completa  r i gua rdan t e  Io studio del  p robloma 
(8.3) (8.4), bas ta  consul tare  C. CIL~BEWr0 [2], R. COATI [1] e [2], Y. GUGLIELMINO [2]. Si  noti,  
poi, che, con r i f e r imen to  al  p rob l ema  (8.3) (8.4), nel  caso in  cui la funzionef(x,y,z,v,w) non 
d ipenda  da v e w, un  al t ro  r isul tato,  sempre  in ipotes i  di  CARATHJ~0DORY~ g dovuto  a 
F .  GUGLIEL~IN0. Cfr., in laroposito, F .  GUGLI~]LMtNO [1]. 

U n  recente  r isul ta t% aneora,  in r i f e r imento  non a l  p rob l ema  esis tenziale  ma bens i  
al lo s tudio del  fenomeno di PEANO pe r  l ' i n s i eme  del le  soluzioni  del  10roblema (8~3) (8.4) in 
ipoies i  di  OARATH]~0DORY, 4 dovuto  a G. PULVIRENTI. Cfl'., in proposito,  ~ .  ~ULVIRENTI [l] .  
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9. - Applicazione del teorema del punto uuieo di J. Sehauder al problema 
(I) (n). 

Nelle dimostrazioni dei teoremi .d i  esistenza svelte nei numer i  4 e 5 non 
abbiamo fatto uso dei criteri  di compattezza 1.5, 1.6 e 1.7. 

L 'u t i l i th  di questi  si rivela, invece, qualora si vogtiano dimostrare i 
medesimi teoremi di esistenza sfrut tando i metodi det l 'anal is i  funzionale ed 
in part icolare il teorema del punto un~to di 5. SCt:[AUDER (9~). 

In  questo numero e nel successivo ridimostreremo~ appunto, i teoremi 
di esistenza 4.1, 4.2, 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, valendoci di tali metodi attraverso 
l 'appl icazione dei eriteri  di compattezza sopra detti. 

Comineiamo a dimostrare il teorema 4.1. 
Si consideri, a tale scopo, lo spazio C°(A) delle funzioni z(w; y) definite e 

continue in A; esso 4 uno spazio di BA~ACE (96) con la norlna:  

lizlIe0(A)-- max{Iz(x  , y)l : {m, y)6 51.  

Si eonsideri, inoltre, ta spazio L~(A) delle funzioni g(x, y) definite e som- 
mabili in A; esso 4 pure  uno spazio di BA~ACI-I con la norma : 

- f f t Y) l dwdy (97). 
h 

Diciamo, quindi, ~ lo spazio i cui elementi  sono le coppie ordinate 
U =- (z, g), z =--- z(x, y) 6 ~o(~) e g =---g(x, y) 6 L~(A) ; lo spazio : 

z = co(a) x L (al, 

4, pure esso, uno spazio di BAI~AC~ con la no rma :  

tl vllz = I[zll®0( )+ tlgllv  ). 

Sia, poi, I la parte  di ~ costi tuita dagli elementi  U - - ( z ,  g), per  cui :  

{Izlleo(a) ~ M1, lg(x, y)l <~ M(x ,  y) quasi ovunque in A, 

(gs) Cfr. J-. SCHAUDER [l], p. 173. Per  i concerti di anal is i  funzionale  adoperat i  in  
questo numero  e nel successivo c f r ,  a d e s . ,  C. ~IIRANDA [1]. 

(9~) Ci¢4 l lnear% normale  e complete. 
(~7) Oceorre, na tura lmente ,  fare la convenzione che due funzioni  sommabil i  in  h ed 

equiva len t i  (la misu ra  essendo quella di LEBESGUE) si considerano come tin unieo elemento 

di Lt(h). Cfr. @. F1CHERA [1], p. 318. 



G. SAN~AGATI: Sa (dcuni sistemi di cqaazio+d b~tegrodlfferenzi, ali~ ecc. 287 

b ~t 

+ ; f f M(~, ~)d~d~ in h 

I z(w, y') - -  z@,  y ' )  i 

y+ y '  

y "  y+" o 

in A; 

I 6, ovviamente, non vuota, chiusa e convessa. 

Definiamo, ora, in I una  trasformazione funzionale:  

(9.1) U' = T(U) 

nel seguente modo (98): 

Assegnato U ~ {z, g) E I, poniamo in A : 

Y 

(9.2) h(w, y ) =  ~{x) + ~(y)--zo ~ f f g(~, ~)d~d~ ; 
O o 

ta funzione h(x, y) 6 continua in A; inoltre, per l ' ipotesi  :¢), si ha I'9): 

y 

(9.3) hga~, y) --  ~(x) -{- f g(w, ~)d~,  
0 

fatta eventualmente  eccezione per gli w di una parte X~ (dipendente in 
generale  da g(w, y)) di misura nuUa di 5 x e qualunque sia y E 5 v. 

La funzione hgx, y) r isulta cont inua rispetto ad y per quasi tutti  gli 
xChz, nonch6 misurabile rispetto ad ~c per ogni y ~ As, cio6 hgx, y)E T'. 

Detta Y la parte di misura  nulla di 5,j per gli y della quale o M(x, y) 
non 6 sommabile rispetto ad x o non vale l ' ipotesi  di unici th per il pro- 
blema (41) ovvero la funzione F non gode della proprith (C) (~oo), la funzione 
F(x, y, z(x, y), v, h~(x, y)), per  ogni yE h v - -  ]5, r isulta misurabile rispetto ad x 
per ogni v e continua rispetto a v per quasi ogni x nonch~, a norma del- 
l ' ipotesi  ~), maggiorata,  in valore asso]uto, da una funzione sommabile di x. 

(~s) I1 metodo usato per def in i te  tale t rasformazione funzionale  si ispira ad u n  proce- 
d imento introdotto da noi  in  un  precedente  lavoro. Cfr. G. SA~TAaATI [3]. 

(~9) Cfr., ad es ,  L.  M. GRAVES [1], pp. '252=~53. Avve r t i amo  che con hx(x ~ y)indichiamo 
la  der iva ta  parziaIe rispetto ad x della funzione h{0c~ y) dove essa esiste f in i ta  (cio~ quasi  
ovunque),  lo zero ne l la  parte (di misura  nul la)  res~ante. 

(100) P e r  questa proprieth, cfr. la definizione 1.3, 
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A vendosi, poi, per  ogni yEAy: 

(9.4) ]z(x,y) I ~ M ~  per z E h z ,  

b 

(9.5) I hz(x, y) ] ~ [ ~(x) I + f M(x, ~)d~ -- X(x) quasi ovunque in 5x, 
0 

in virtit del l ' ipotesi  T), ne viene cho il problema:  

I 

(9.6) v(~, y) - -  ¢(y) + f F(~, y, z(~, y), vI~, y), hx(~, y))d~ in Ax X (5~ --  Y) 
0 

ammette soluzione unica, v(x, y), continua rispetto ad x per ogni y E 5 ~ - - Y  
e (~o~) misurabile  rispetto ad y per ogni x E hx. Essa risulta, ancora, a norma 
delle ipotesi ~) e ~), sommabile rispetto ad y per ogni a~ in quanto si ha, 
per ogni ~c E 5x : 

(9.7) [ v(x, y) t <-- t ~(Y) I -[- ; M(~, y)d~ -- ~(y) quasi ovunque in by. 
0 

Posto, allora : 

(9.8) 
I v(~,y) per (~c,y) E h x X ( A y - -  Y) 

v(x, y) -" ~(Y) per (x,y) E 5~ X Y.  

la funzione v(x, y), cosi definita in h, r isulta continua rispetto ad ~v per 

ogni yEhy e misurabile  rispetto ad y per ogni xE5::, cio~ v(x, y)E T; inoltre, 
essa, r isulta sommabile rispetto ad y per ogni xE5~,  avendosi ancora :  

(9.9) ] v(x, Y) I --~ [ ~(Y) I -~-;Mt~, y)d~--~{y) per xEh~ e quasi ovunque in A~. 
0 

Detta X la parte di misura nulla  di 5.  per gli x della quale o M(x, y) 
non d sommabile rispetto ad y o non vale l ' ipotesi  di unicith per il pro- 
blema (4.2) ovvero is funzione G non gode della proprieth (C') (lo2), la fun- 

zione G(x, y. h(x, y), (;(x, y) w), per ogni x E h~ - -  X, r isulta misurabile rispetto 

(~o~) Cfr. G. 2~R~BS~ [1], p. 161. 
(10~) Cfr. loco cir. in (loo). 
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ad y per  ogni w e cont inua  rispetto a w per  quasi  ogni y nonchd~ a norma 
del l ' ipotes i  ~), maggioratu,  in w l o r e  assoluto, da una  funzione sommabile  
di y. Avendosi,  poi, per  ogni ~cEh~, la (9.9) nonch~:  

t h(x,y) ] ~ M ~  per  y E5 ~ ,  

in virtit del l ' ipotes i  ~), resta assicurato che il p rob lema:  

(9.~o) 
y 

w(x, y) =- ~(x) ~- f 
0 

~(~, ~, h(x, ~), v(x, ~), w(x, ~)) d~ in (a~ - -  X)  × ~ 

~mmette  soluzione unica~ w(x,y), cont inua  r ispetto ad y per  ogni x E A~ ~ X 
e (~o3) misurabi le  rispetto ad ~ per  ogni y Eh~. Essa risulta, ancora~ a norma 
delle ipotesi ~) e ~), sommabile  r ispetto ad ~c per  ogni y in quanto si ha, 
per ogni yEh~:  

(9.11) 

b 

0 

Posto, quindi  : 

{9.12) 

---X{~) quasi  ovunque  in A~. 

w(w~ y) per  (x, y)E(A~--X) X Ay 
Y) J 

I ¢p(x) per  (x,y) E X X A ~ ,  

la funzione ~v(x~ y). cosi defini ta  in A, r isul ta  cont inua  r ispet to ad y per  

ogni x E i ~  e misurabi le  r ispetto ad ~v per ogni yE5~, cio~ w(x, y)E T ' ;  inoltre 
cssa d sommabile  r ispetto ad x per ogni y E i~ .  

Poniamo,  infine, in h:  

t9.13) 
0 0 

(9.14) 

e ad 

g'(w, y) "~ G(x, y, h(x, y), v(w, y), (v(~c, y)) 

U ~ (z, g) E 1 facciamo corr ispondere U' ~- (z', g') che, o v v i a m o n  te~ a 

(loS) Oft. CT. A}~,NESE [I]~ p. Itil.- 

_4nna~i (~ Ma~ema~ea 37 
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norma delle (9.13) e (9.14) nonch~ del l ' ipotes i  ~), appar t iene  a ~. Anzi U'EI ;  
si ha, infatti,  dalle (9.13) e (9.14), a norma della {9.6), de t l ' ipotes i  ~) e della (9.7) : 

e quindi  : 

(9. i5) 

(3(:l a n c o r s ~  in h: 

I z'(w, y) M~ per (x,y)~a 

(9.16) 

(9.17t 

Ig c I g (  , Y)[ -~ =¢I(~c, y),  

z'(~', y)--z ' (~",  y)[ ~(x')--~(~") 
b ~6 t 

ff 
0 $¢J+ 

(9.18) f // 
Y'" .Y'" 0 

Conseguentemente  la (9.1), t rasforma 1 in se. 

Dimostreremo,  in seguito, c h e l a  t rasformazione funzionale (9.1) ~ cont inua  
in [ e che T(I)  (i eompatta.  Resta, cosi, assicurata,  in virtfi di un noto 
teorema di J. SCItAUDER (loa), l 'es is tenza di un  punto uni te  U* ~ { z * , g * )  
delia (9.1). In  tal easo, posto:  

(9.19) h*(x, y) -- ~(x) + z(y)--Zo + g*(~, ~)d~d~ in 5 ,  

0 O 

dette v*(x~, y) e w*(x, y) le soluzioni dei problemi  (9 .6)e  (9.10) ot tenute  in 

corr ispondenza della coppia  z*(~, y}, g*(x, y) ed ancora v*(~, y) e ~7)*(x, Y) le 
corr ispondent i  funzioni  definite,  r i spet t ivamente ,  dalla (9.8} e dalla (9.12), la 

coppia v*(x, y), w*(x, y) costi tuisce una  soluzione del problema {I) (II) in h, 
come subito verif ichiamo. 

(i04) Cfr. loco cir. in (~). 
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La (9.19) pub, infatti ,  scr ivers i :  

(9.2o) 
x ff 

o 0 

dalla (9.20) segue :  

(9.21) h~*(x,y)-~(w)-t- f  
o 

G(~, ~, h*(., ~), ;~*(., ~), ~*(., ~))d~ 

per  quasi  tutt i  gli ~ E h~. 

Avendosi,  poi, a norma della (9.12), ~v*(x, y)--w*(w, y) quasi  ovunque 
in h,~, in base alla definizione di ~v*(x, y}, ne viene dalla 0.21):  

h ,~'(x, y)--w*(x,  y) quasi  ovunque  in A,.  

In  virtfl di quanto  osservato, dal la  (9.6) e dalla (9.10), a norma della 
(9.8) e dalla (9.12), segue:  

x 

0.22) ~,(x,y)--+(y)÷fE(¢,y,z,(~, y), v,(~,y),  w,(~, y))d~ in A~ X (A~-- Y) 
o 

(9.23) w*(x, y) = ~,(~¢) + f G(oc, ~, h*(x, ~), v*(x, ~), (v*(~c, ~))d~ in (h,~ - -  X)  X h~ ; 
0 

avendosi,  inoltre : 

<q 

0 

h*(x, y) : ~(y} -{- f w*(~, y) d~. , 
0 



292 G. Sax~acA~i: Su alc~d sistem,g di equaziowi i~teyrodiffcre,~ziali~ ecc. 

segue, dalle (9.22) e (9.23): 

~v*~x, y) 
ax 

-- F(o~, y, a(x) + j v*(x, ~)d~l, v*(x, y), w*(x, y)) 
0 

~v*ix, y) _ G(x, y, ~(y) + 
~Y 

quasi ovunque in A. 

Poieh~, poi : 

5*(0, y ) - -+(y) ,  

f w*(~, y)d~, v*{x, y), (v*(x, y)) 
0 

)*(x ,  O) = ~(~) 

e, ovviamente, v*(x, y)E S e w*(x. y)E S '  (lo~, segue t 'asserto.  
Per  completare la dimostrazione del teorema testa, quindi, da pro.rare 

che la t9.1) 6 cont inua  in I e che T(IJ ~ eompatta. 
La eontiuuit/~ della trasformazione funzionale (9.11 aequisendosi, salvo 

ovvie modifiche formali, con un noto procedimento (~oo), ei limitiamo, qui, 
per brevit~t, a provare che T(I) ~ compatta. 

A tale seopo basra dimostrare ehe al va.riare di U ~  (z ,g) in  /,  detto 
U' ~--- ",z'~ g') il suo eorrispondente per  mezzo della T, z' e g' deserivono insiemi 
compatti,  r ispett ivamente,  in ~o(,A) ed in LI(.4). 

Che l ' ins ieme descritto da z' al var iare  di U in I ~ compatto in (So(A) 
segue dal fatto ehe le d(x, y) definite dalla (9.t3) sono equil imitate ed equi- 
continue in 5 a norton della (9.15) e delle (9.17) e (9.18). 

Dimostriamo, allora, che 6 compatto in L~(A) l ' ins ieme descritto da g' al 
variare di U i n / .  

Comineiamo con l 'osservare  elle le funzioni h(x, y) ottenute dalla (9.2) al 
var iare  di U in I sono equil imitate ed equicontinue in 5. 

Si ha, infatti, per (x, y)6 h:  

l h(x, Y) I ~ M ~ ,  

ed inol¢re, qualunque sin la eoppia di punt i (x ~, y'), (x", y")E A: 

I h(~', y') - h(~", y") I <-- I h(x', y') - -  h(x', y") I + ] h(~', y") - -  h(x", y") I <~ 

if j; M --< t ~(y~) - -  ~(y") i + M(i ,  ~) d~ d~ + I ~(x') - -  ~(x")i + i1i({, rj) d~ d~ . 
0 U** a:H 0 

(~o~) Cfr. (~a). 
(ion) Cfr. G. SANT~i~ATI [3], pp. 106-110. 
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Si hu~ ancor% the  al variare di U in 1 le funzioni h,(x, y), definite 
dalla (9.3), godono uni formemente  della proprieta B') ;  esse appartengono, 
infatti, come in precedenza osservato, a l l ' insieme T', si ha :  

i r  

M(x,  ~})d~ I per y', y" E A~j e quasi ovunque in A~ (9.24) I h~(x, y') --  h~(~, Y")I ~ . , ' 
qjH 

ed inoltre, per ogni coppia di numer i  reali positivi e ed ~o esistono (lo7) una 
parte ehiusa C~ di h~ tale che m ( h ~ - -  C~) < ~ ed un numero reale positivo 

y" 

in guisa tale che I i fM(x,  ~)d~ < (o per ogni coppia, y' ed y", di valori y 
y,, 

soddisfaeenti alla ]imitazione Y ' - -Y" I  ~ ~, uni formemente  al variare di 
x E C~ (~°~). 

Le funzioni h~(x, y) soddisfano, inoltre, alla (9.5) ; in virt/~ deWipotesi  T), 
ne viene, allora, a norma del teorema 1.5, che la famiglia delle funzioni 

v(x, y) ottenute, ciascuna, dalla (9.8), in corrispondenza di un fissato U ~  (z,g)E I, 
5 eompatta rispetto alla convergenza quasi uni[orme del tipo semirego]are 
rispetto ad x ed inoltre godente della proprieth A (~) ;" per ogni numero reale 
~ >  0~ esiste, pertanto, una parte ehiusa C~ di 5~, la eui misura differisce 

d a b  per meno di a, e le funzioni v(x, y) risultano equicontinue in A~---- 5~X C~. 

Si ha~ poi, che le funzioni v(x,y), che come prima osservato appartengono 
alFinsieme T, verificano la (9.9), pertanto, a norma dell ' ipotesi  ~) e del 

teosema 1.7, segae ehe la famiglia delle funzioni ~(x, y) ottenute, eiascuna~ 
dalla (9.12), in corrispondenza di un fissato ~ ) =  (z~ g ) E / ,  4 compatta rispetto 
alla convergenza quasi uniforme del tipo semiregolare rispetto ad y ed inoltre 
gode della propriet~ A(Y~; in eorrispondenza del numero z > 0~ esiste, pertanto, 
una  parte ehiusa C~ di 5~, la cui misura differisee da a per meno di ~, e 

le funzioni w(x, y) risultano equicontinue in B~ --  C~ X h~. 

Essendo la funzione ~(y) = ] ~(y) I + f M(~, y) d~ quasi continue in Aye  
o 

quindi tale pure in 5 y _  y, in corrispondenza del numero ~ > 0, esiste una 

parte chiusa C ~,,~ di 5v - -  X~ tale che m(hv - -  Cy,~)~ < ~- e la restrizione di ~(y) 

a C ~ 6 ivi cont inua ;  si ha allora:  

~ ( y ) ~ H  per yE  C ~ 

(i07) Cfr .  G-. AR~'ESE [2], p. 1{5. 

(i0S) D e t t a  ~ la  p a r t e  d i  m i s u r a  n u l l a  di  A x p e r  gl i  x d e l l a  q u a l e  n o n  v a l e  la  ~9.2~), 

b a s r a  a s s u m e r e  eJ*x  ) ---- (Sx - -  Cx) U ~:, per e s s e r e  v e r i f i c a t e  le c o n d i z i o n i  d e l l a  d e f i n i z i o n e  1.1. 
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con H costante non negagiva, e quindi, in virtil della (9.7) e della (9.8): 

(9.25) lv(x,Y) t ~ H  per (x,y) E h ~ X  C~,~. 

0sserviamo, ancora, che, ia virgil della (9.11)e della (9.12), procedendo 

in maniera  analoga a come fargo con r i fer imento alle v(x, y), si ha the  in 
corrispondenza del numero reale e > 0, esist~e una parte chiusa C ~ di h~- -  X 

tale ehe m(h~ - -  C~,~) < ~- ed inoltre : 

0 .26 } I ~v(x,y) l ~ K per (x,y) e C : , ~ N A  , 

K essendo una costante non negativa. 
Le rela~ioni (9.25) e (9.26) sono, allora, vere anche in A~ ('1 B~ in quanto:  

C ~ a C ~  e C ~ a C o  (~o,) 

Ci6 posto, eonsideriamo la fun~ione G(x, y, z, v, w) nel l ' ins ieme : 

E = A  X [ - - M ~ ,  M ~ J N [ - - H ,  H ] x [ - - K ,  K ] ;  

per un noto teorema (~zo), essa r isulta quasi continua in E in modo semire- 
golare rispetto a (z, v, w) e quindi, in eorrispondenza del numero reale ~ > 0, 
esiste una parte  chiusa C~ di h tale ehe r e ( h - - C ~ ) <  ~ e la restrizione della 
funzione G(x, y, z, v, w) a l l ' ins ieme:  

C~ X [--  M~, M,] X [--  H, H] X [--K,  K] 

ivi continua. 

Posto : 

D~ = C~ 2/ A~ (-1 B~, 

proveremo che le fun~ioni g'(x, y), ottenute dalla (9.14) al variare di U ill I, 
SOnO equicont inue in D~. 

Invero, avendosi, qualunque sia la coppia di punti  (x', y'), (x", y")6 D~ : 

l g'(x', y ' ) -  g'(x", y") I = I e(x', y', h(x', y'), .~(x', y'). /b(x', y')) 

- -  G(x", y", h(x", y"), v(x", y"), (v(x", y")) I , 

(~0~) Cib r i su l ta  dal la  dimostrazione dei teoremi  1.5 e 1.7, 

~ti0) Cfr.  O. STAMP/~CCHIA [2], [3. 30. 
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per  F uniforme eontinuitfi, della funzione G(x, y, z, v, w) nel l ' ins ieme chiuso e 
limitato : 

= x aid x [--H, H] × [--g, K], 

nonch6 a norma del l 'equicont inui t~ delle funzioni h(z, y)~ v(x, y) e #v(x~ y) in 
D, ~ A~ (~ B~, segue l' asserto. 

Avendosi poi : 

m(h - -  D~.) ~ m(k - -  G)  + m(5 - -  A~) + m(h - -  B~) < (1 + a + b)~, 

le funzioni if(x, y) sono egualmente  quasi continue in 5. 
Essendo M(x, y) sommabile in A e quindi ivi quasi limitaLa, a norma 

del l ' ipotesi  ~), le funzioni g'(x, y) risultano, anche, egualmente  quasi l imitate 
in h ;  risultando, inottre, in virtfi: sempre, detPipotesi  ~), le funzioni integrali  
delle Ig'(x~ Y) t equ ias soh tamen te  continue in 5, per uno noto criterio di 
compattezza rispetto alla eonvergenza in media (m)~ testa provato the  
compatto in L~(A) l ' ins ieme descritto da g' al variare di U in 1. 

I1 teorema 4.1 risulta, cosi, completamente dimostrato. 
In  maniera  perfe t tamente  anatoga, invoeando, perb, il criterio di con]. 

pattezza 1.6 in luogo del 1.5, si dimostra il teorema 4.2. 

10. - Appl i eaz ione  del t eorema del punto  u n i t o  di J. Sehauder  al pro- 
b l ema (III) (II). 

Dimostriamo, ora, sempre facendo uso dei metodi funzionali, it teorema 5.1. 
A tale scopo, mantenendo le notazioni del n. 9, definiamo, nella girl. 

assegnata parte I di E, una  trasformazione funzionale:  

(10.1) U'--~ I ' (U) 

nel modo seguente (112): 

Assegua~o U ~= (z, g) E/ ,  determiniamo, con lo stesso procedimento seguito 

al n. 9, la funzione v(x, y) data dalla (9.8). Considerata, allora, la funzione 
Y 

G(x, y, ~(x) + f v(x, t)dt, v(x, y), w), essa, per ogni x ~ 5~-- X, risulta misurabile 
0 

rispetto ad y per  ogni w e continua rispetto a w per quasi ogni y nonch G a 
norma delPipotesi  ~), maggiorata,  in valore assoluto, da una funzione sore. 

(,i) Cfr., ad es., :F. C&FIERO [~]~ la. 375. 
(i!~) Tale metodo si ispira, pur% ad un procedimento introdotto in @. SANTAGATI [3]. 
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mabile  di y. Avendosi,  poi, per  ogni x E A~, ta (9.9) noneh6:  

Y 

t z(x) q- f v ( x , t )  d l l ~ M ~  per  yEA~,. 
0 

in virtfi del l ' ipotes i  ~), resta  assicurato che il p rob lema :  

y "~ 

/ / (10.2) w(x, y)"-=-- v(x) + G(x, ~, v(x) q- v(x, t)dt, v(x, ~), w(x, ~))d~ 
0 0 

in ( A ~ X )  X h~ 

ammet te  soluzione unica; w(x. y),. cont inua  r ispetto ad y per  ogni x E h~ ~ X  
e (~z~) misurabi le  r ispetto ad x per  ogai y E h~; essa risulta,  aneora,  in virt~h 
delle ipotesi ~) e ~)~ sommabile  r ispetto ad x per  ogni y in quanto  vale, 
anche in questo caso, la (9.11). Conseguen~emente,  posto, anehe  qu i :  

i w(x,y) per (x,y) E(A~- -X)XA~ 

(10.3) ~v(x, y) ~-~ ~(x) per  (x, y) E X X A~,, 

la fun.zione w(x, y), cosi defini ta  in A~ r isui ta  cont inua  rispetto ad y per  ogni 

x EA~ e misurabi le  r ispetto ad x per  ogni y E 5~, ciod w(x~ y)E T ' ;  essa (i~ 
inoltre,  sommabite  r ispet to ad x per  oglli y E h i .  

Posto, infine : 

(lO.4) z'(x, y) : ~(x) ~ j v(x, ~)d'6 == ~(x) q- ~ v(x, ~)d~ 
O o 

(10.5) if(x, y ) =  G(x, y, ~(x) + 

Y 

j r(x, t)dt, ~)(x, y), w(x, y)), 
o 

ad U =-- (z, g) E I faeciamo corr ispondere  U' ---- (z', g') che, ovviamente,  a norma 
delle (10.4) e (10.5) nonch~ del l ' ipotes i  ~), appar t iene  a E. Se notiamo, ancora; 
che, anehe qui, valgono la (9.15), la (9.16), la (9.17)e la (9.18), segue che 
U'E I e quindi  Ia (10.1) t rasforma [ in se. 

Con proeedimento  analogo a q~lello seguito nel n. 9, faeendo uso dei 
eri teri  di eompattezza 1.5 e 1.7, si dimostra,  poi, ehe 1~ trasformazione fun- 
zionale (10.1) ~ cont inua  in I e ehe T(I )  ~ compatta.  

(~s)  Cfr .  G~ Ag~ESE [1], p. t61. 
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Resta, cosi, assicurata, a norma del gia invoeato teorema di J. SCI:LA.UDER, 
l 'esistenza di un punto unito U* =--(z*, g*) della (10.1). 

Definita~ allora, in A, la fanzione h*(x, y) mediante la (9.19)e dette 
v*(x, y) e w*(x, y) le soluzioni dei problemi (9.6) e (10.2)ottenute in corrispon- 

denza della coppia z*(x, y), g*(x, y), noneh~ v*(x, y) e w*(x, y) le eorrispondenti 
funzioni definite~ rispettivamente, dalla (9.8) e dalla (10.3), si dimostra, analo- 
gamente a quanto fatto nel. n. 9 con riferimento al teorema 4.1, con le dovute 

modifiche del easo, che la eoppia v*(x, y) e w*(x, y) costituisce una soluzione 
del problema (III) (H) in A. 

I1 teorema 5.1 d, cosi, dimostrato. 
In maniera analoga, invocando il criterio di compattezza 1.6 in luogo 

del i.5, si dimostra il teorema 5.2. Cosi pure, se in luogo del criterio di 
compattezza 1.7, utilizzato nella dimostrazione dei teoremi 5.1 e 5.2, si fa 
uso del criterio di compattezza 1.4~ con lo stesso procedimento, avendo eura 
di apportare delle lievi modifiche imposte dal easo in esame, si dimostrano 
i teorelni 5.3 e 5.4. Ci esimiamo, perb, dal farlo esplieitamente per brevitY. 
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