Solutions périodiques de certaines équations
aux derivées partielles (*)

Dan Perrovaxu

Résumé, - On donne des critéres assurant U existence et Uunicité des solutions périodiques
des problémes (1.8)-(1.7) et (2.1)-(2.2).

§ 0. - Considérons le systéme aux différentielles totales
0.1) dz = A(u, v, 2)du 4+ Blu, v, 2)dv

ot 4, B sont des veeteurs continus & »n dimensions ef #, v sont des variables
gcalaires, tandis que z est la fonetion~vecteur inconnue.
Si le systéme (0.1) est complétement intégrable, ¢’est-a-dire

24

4 34, 3B 3B
v

0.2) 2 =~ du ' 2

-+

(identiquement par rapport & u, v, 2), on sait qu’il existe — localement par-
lant — une solution unique de (0.1) continue avec ses dérivées partielles, sa-
tisfaisant &

©.8) 20, 0) =2,

#o 6tant un vecteur constant, donné d’avance. Dans des conditions supplé-
mentaires concernant les coefficients 4 et B, cette solution pourrait méme
étre prolongée pour foute valenr de u et de v (v. [3], [4].

Nous voulons donner dans cetle note un critére assurant la périodicilé de
période T en w ef v de la solution du probléme (0.1), (0.3).

Comme il est facile & voir, les considérations qui suivent peuvent &tre
transposées sans ancune difficulté aux systémes généraux en n variables in-
dépendantes, c’est-a-dire aux systémes dz= X 4;(u1, ..., 4., 2)du; pour les.

=]

quels on trouve sans peine un analogue du Th. 1, § 1. Remarquons d’abord

(*) Entrata in Redagione il 16 settembre 1968,
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que toute solntion de (0.1), (0.3) satisfait au systéme

(u, v}
0.4) 2u, v)=12 -+ {A{uy, v1, 2w, vi)lduy + Blw, v, 2(uy, v))do!

(0,0)

et que, en vertu de (0.2), Pexpression qui se trouve sous le signe d’intégrale
curviligne dans (0.4) est une différentielle exacte pour tout z(u, v) satisfai-
sant au systéme (0.1). Donec, toute solution 2z, v) de (0.1), (0.3) satisfait &
(0 4), quel que soit le chemin reliant les points (0,0), (u, v). En particulier
on peut prendre le chemin O <<wuy << u, ¢t =20; wy =u, 0 <<vi <<v. Ce choix
du chemin, permet d’affirmer que toute solution de (0.1), (0.3) satisfait & 1’6
quation intégrale

©.5) 2, v) == 2 4 f Afur 0, 2(ur, 0)] duy —}-fB{u, 1, &u, vi)]dv:
0 0

(Quant & Uaffirmation réciproque, elle n’est pas -— en général — vrale)
Tout ce qu’on peut affirmer, pour le moment, est qu'une solution périodique
de (0.1), (0.3) doit &tre aussi une solution périodique de (0.5). Soit ¢(u, v) une
solution de (0.5), périodique, de période T en u et en v. On a alors nécessairement

utT v
06) f A, 0, ol Ol + [ [Blu+ T, vs, o, 0] —
u 0
— Blu, v, olu, v)}jdv, =0,
T
0.7) f Blu, vy, 9w, vjjdv, =0.

v

Si on suppose que A{u + T, v, #| = A[u, v, z}= A[u, v+ T, z] et Blu +
+ T, v, 2= Blu, v, ¢]= Blu, v + T, 2], alors les conditions (0.6), (0.7) con-
duisent aux conditions (nécessaires toujours)

T
0.8) f Alur, 0, ¢(u1, 0))duy =0
0
et
T
0.9 f Blu, v, o, v)jdv;=0
0

quel que soit .
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Par conséquent, foule solution périodigue de (0.1), (0.4) salisfait nécessai-
rement aux conditions (0.8), (0.9). Lia réciproqne n’est pas vraie, ¢n général.

Les conditions du théoréme démontré dans le § 1 sont choisies de fagon
que les conditions (0.8)-(0.9) soient vérifiées. Dans tont ce qui suit, nous dé-
signons par |Dj la norme matricielle de la matrice (vecteur) D.

§ 1. ~ Nous allons démontrer maintenant le

TaROREME, ~ Supposons que Au, v, 2), Blu, v, 2) soient des fonctions-vec-
teurs conlinues avec leurs dérivées 4., A., B., B., sur =[— oo~ u < 4 o<,
—oco LV < +oo, 2€ R,), (B, étant 1"espace des vecteurs réels & n-dimen-
sions) et qu'on ail
94 34, 3B  2?B

+224,

(1.1) wT %l T

identiquement sur K. Supposons, en outre, qu'on it

A, 0, #) = — A(v, 0, 2),

(1.2)

Bu, — v, 2)= — B(u, v, ), DB(—u, v, &) = DBu, v, 2),

Alw 4+ T, v, o) = Alu, v, 2), Alu, v+ T, &)= Alu, v, 2),
(1.3)

Bu + T, v, 2) = Bu, v, 2), Bu, v+ T, 2)= B(u, v, 2),
eb

| A(w, v, ) — Alw, v, 2)| <Mz —2!,

(1.4

| Bu, v, 2)— Blu, v, 2)| = M|z — 2|,

quels que soient — oo <u, v< Jooet 2, 2€R,, oir T >0, M;=0, M, =0
sont des constantes. Alors si

(1.5) T(M, + M) < 1,

il existe, quel que soit le vecteur constant donné c, une fonctioi—-vecteur unique
Olu, v), continue avec ses dérivées ®©, et ©, sur — oco <u, v < - oo, pério-
digue de période T en u el en v, paire en u et en v, vérifiant la condition
{1.6) D0, 0)=c¢,

et satisfaisont pour — co << u, v < 4 oo a Péquation

(1.7) dd(u, v) = A[u, v, Pu, v)] du + Blu, v, Ou, v)jdv.
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DEMONSTRATION. - Soit J{ Pespace des fonctions-vecteurs & n dimen-
sions p(u, v), continues sur — oo < u, v < + oo et satisfaisant &

(1.8 o(—u, v) =¢(u, v), olu, — v)=pu, v),
et
(1.9) ou+ T, v)=ou, v), ou, v-4+ T)=gu, o).

Les conditions (1.9) signifient, évidemment, que les fonctions de H sont
périodiques de période 7' en u et en v. Nous ponvons alors définir une nor-
me |-| dans l'espace linéaire J{, en posant [¢|= sup |ou, v)|. Considé-

0<u, v<<T

rons maintenant Vopérateur J:¢ = gy, défini par

(L.10) blu, v)=c¢ -4 fA[ul, 0, v(¢t1, 0)du: +f Blu, v, ¢lu, v1)ldv,.
0 0

En vertn de (1.2) et (1.8), on obtient de (1.10)

(111) q"(_ ", v) = 41(%; 'U)a ll)(u, — ) == 4’(“, v),

quelle que soit ¢ € J{. On obtient ensuite de (1.10), en tenant compte de

(1.3), (1.9,
u+T

Gu 4+ T, v)=Y(2, U)—{-f Aluy, 0, ¢(uy, 0)du,.

u

D’antre part, la dérivée par rapport & u de la derniére intégrale est identi-
quement nulle & cause de (1.3). Done

“u—+-T ,T
w1 () =f Afuy, 0, o(uy, 0))du, =j Alui, 0, ¢(ua, O)ldu; =
u 0

0

—T
= fA[’Mz, 0, olus, 0 ldu, = J-A[’éls, 0, o(u;, 0)ldu; =
0 T

= — m () = 0.

C’est-a-dire, on a Yu + 7, v) = d(u, v) quelle que soit ¢ € H. On voit, de
L= i
la méme fagon, que /  Blu, v, ou, v))dvy, =0 pour toute ¢ € K, identique-
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ment par rapport & «, v. Donc, on &

{1'12) 4’(“ + T, B} == ‘l}(%, v), ';)(%, v "‘}‘ T) = q)(%: v}v

quelle que soit ¢ € H. Comme ¢ est, visiblement, une fonection continue,
(1.11) et (1.12) montrent que la trausformation & méne lespace H en soi-
méme. D’'antre part, I'opérateur J est contractant sur K, car, si =g,

Ll)z p= 3!.1)2, on a

M’l(uy U) - (-})2(%, ’U)}Sf IA[MI’ 0. Cpl(ul) O)]-——A[%h, 07 CFz('Ml, O)Hdul +

+I]B{“a v, ¢i(u, v1)] — Blu, v, gau, v1)]|do <
0

< T(M; + Ms)|or — @,
et donc
(1.13) s — doff << T 4 Ms)|or — 2

pour ¢, ¢ € K, et T(M; + M;) < 1. Selon le principe des contractions (de
Banach), il existe un élément unique de J, soit O(u, v), satisfaisant a

(1.14) ®u, v)=c -+ fA[ul, 0, O, O)ldu, +

+ f—B[u; Vi, (I)(uy Ul)]dvl

En outre, la suite des fonctions (satisfaisant, evidemment, & (1.8) et (1.9))

(1.16.0) Po(t, V) =¢
1.15.n) on(th, V) =0 -I-fA[“l: 0, posluz, 0))duma ‘l‘f Blu, v1, ¢na(u, vi)jdo,
0 h)

(n==1, 2, ..) converge uniformément sur — co <u, v < 4 oo {(¢’est-a-dire
dans la topologie de ) & ®(u, v). Pour que le théoréme soif complétement
démontré, il suffit de montrer que ®u, v) satisfait & (1.7), c’est-a-dire que
20 /ou = Alu, v, @], 2®/ov = By, v, ®]. Compte tenu de la continuité de A
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et B, il suffit pour cela de montrer que lim [(D¢./ou) — Au, v, ¢.(u, v)]|=0
et lim |(3v./2v) — Blu, v, 9.(u, v)]|=0, pour n—occ, uniformément par rapport
a u, v, sur — oo < u, v < -4 oo, (ou bien sur 0 << u, v=<< T, ce qui revient &
la méme chose). Nous allons démontrer cela dans ce qui suit.

Faisons d’abord les nofations

(1.16) M = max (3, M, 1), d= max|sup|4(u, v, ¢}/, sup|Bu. v, ¢)|},

olt “sup” se rapporte & l'intervalle O<<u, v<< T. On obtient alors de (1.15.n)
par induction, les estimations
1::-—1(% +v)n

(1.17.n) [ a1, V) — @ur(ut, ¥); << d T

(n==1, 2, ..). D'autre part, on a de (1.15.n),

2 pnlu, V)
v

(1.18.n) — Blu, v, g.(u, v)}|=

= |Bu, v, ¢oa(tt, v)] — Blut, v, ¢.(1e, v)]| = M| pu(1t, 0) — Paut, V)],
(m==1, 2, ..). On obtient encore,

2 pulu, v)

(1.19) T

T A[u: v, QPn(’ll, 7))]: A[u’ Oa Cpn-l(u; 0)] - A[“’ v CP,,(%, U)] +

+ f%OB U, V1, Caa(l, vl) ¢B[u, v1, @ua(u, 1)) ) 3 (t, V1)

du oz Ju dvs.

Substituons 9B/du par sa valeur donnée par (1.1) et faisons la notation
générique

Flu, v, o.(u, v:1)] = F(u, v1);

on obtient, aprés des calculs évidents,

(1 20 J.ﬁaBn—l(u 1 ) aBn——l(u} Ul) acpn—-l(us ’01)

% u dvy = Anper(tt, v) — A, (s, O) -+

~ acpn——l(uy /Ul)

aAn_l(M ’U 1
+ f v

dvl—l-

n—l(u/g (4 1) -

0B.—1'u, v 3 a1(U, V1)
+f :z’ Sk lau—l"_A"—l(ua vl)gdvl-



D. PETROVANU: Solutions périodiques de certaines équations, etc. 89

En introduisant (1.20) dans (1.19), on obtient. en passant aux valeurs absolues,

(1200 | T At v, g, o) <4l 0, s, )] — A, 0, a0+

|

\
+ Kf{ oCPn_,\Za V1) — Afw, v, p.a(u, vl)]l_*_

8cpn~1(u, v 1)

o - B[it, ’blycpn—l(u) @1)] %dﬁl

+|

ot on a désigné par K la constante

(1.21) K == max

0A[u, v, pa(u, v)}"suplaB[u, v, Pultt; V)]

s [ z

(Iei “sup” est pris pour O<<wu, v<<T et n=0, 1, 2, .... Observons encore
qu'on a K < 4 oo, car 24/dz, 2B/ sont des fonctions continues et ¢.(u, v),
(n==1, 2, ...,) est une suite de founctions continues uniformément convergente,

done uniformément bornée).
Désignons par E.(u, v) expression

S (u, v)

(1.22.n) E.(u, v)= T — Aln, v, g (u, @)}j—}—
8%(2:; v _ Blu, v, ¢.(u, v)]‘,

m=20, 1, 2, ...) et soit

(1.23) Fy = max (K, M).

On a alors, en sommant (1.18.n) et (1.20.n) membre par membre et en
tenant compte de (1.17.n),

(1.24.n) B, v) < 2a 2L (““H” + KfEn__l u, vi)dos,
(n=1, 2, ...). Nous obtenons maintenant de (1.24.n) par induction par rapport
4 n, en tenant compte de (1.23),

(1.25.n) E.(u, v) =< 2 {2 \@:@;I— Uj]j,

(n=1, 2..). Mais cette derniére inégalité montre que lim E,(u, v)==0 pour

Annali di Matematica 12
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n-— oo, uniformément par rapport a u et v sur O<Zu, »<< T (dest-a-dire sur
— oo < U, v< +oc) Done, lim 3¢,/0u = A(u, v, @) et lim 37./dv = By, v, @),
uniformément par rapport a4 w et v. O.q.f.d.

§ 2. - Dans ce paragraphe, nous allons démontrer qu'on peut établir un
analogne du théoréme du § 1 pour un probléme aux données initiales d’un
type considéré par 4. Haimovier [1]. Considérons le probléme formé par le
systéme

du u .

'aE”—:fl(xlg &2, U, W), axzzfz(ﬁ?l, Xo, U, V),
(2.1

ov . w

é?l::g(xl} X, W, U, W) é?z::: h(%}, Xz, W, U, 1/0),

(ot f1 est une fonction-vectorielle & # dimensions, f, une fonction vectorielle
4 n dimensions, g une fonction vectoriclle & p dimensions, A une fonction
vectorielle & ¢ dimensions, f1, f2, g, k données, »; et x, des variables indé-
pendantes scalairves) et les conditions initiales

(2.2) w0, 0)=1uo, (0, @)= alrs), wer, 0)= (1),

(ot uo est an veecteur & % dimensions, «(x,) une fonction vectorielle & p di-
mensions, Bfx;) une fonetion vectorielle & ¢ dimensions, s, a(ws), f(an) don-
nées d’avance). Le probléme de A, HamMovicl peut étre allors formulé de la
maniére suivante: frouver (dans des conditions supplémentaires: condition
d’'intégrabilité compléte etc...) des fonections vectorielles wulry, a2), o(e1, a2),
w(x:, X2) & n, respectivement p et g dimensions, continues avec ., U, V.,
w,, et satisfaisant a (2.1) et (2.2) (v. [1]). Nous allons démontrer pour ce pro-
bléme le critére de périodicité suivant:

THROREME: Supposons que [i(x1, xa, u, W), [ality, 2, #, V), gla:, T2, U, v, W)
h(x1, x5, u, v, w) soient des fonclions vectorielles conlinues avec ‘‘leurs déri-

o 3 3 3 3

dws’ 2’ i m’ ow’

vées’”’,

R={—co < < +oo, —oc<a < +oo, u€R,, vER, we R,
(R; étant Pespace des vecteurs réels & j dimensions) ef gu'on aif

fry, L sz

w éw

af1 af1 ¢ af2
(23) awz M z +3 v

w !t

identiguement sur R. Supposons en oulre, qu’'on ail



D. PeTrOVANU: Solutions périodiques de certaines équations, etc. 91

fi(— o, 0, u, w)= — filxy, 0, u, w), al — @2} = a(Xz), Bl—x)= ﬁ(“h%

fZ(—‘ L1, &g, U, D):f(%‘l. Ty, U, W), fZ('l"‘l’ Xz, U, U)=—fz(il}1, Lz, U, ?J),
(2.4)

H— a1, Az, U, V, W)= — gxs, L2, U, U, W), Glots, — &, W, v, W)=

:g(xl’ Xz, %, 0, 1”)’

h’(xl; — Xz, U, U, m):—k(a;l, 2, #, U, W), h(_ X1, X2, U, U, W) ==.

=h(;1}1, Xz, W, U, W),

files + T, w2, u, w)y= filaws, a2, w, w), filor, &2 + T, u, w)=

:fl(mla Lz, W, 7’0),

fo@y 4 T, xz2, u, v)=fa(w1, 22, u, v), folr, 22+ T, u, v)=

=f2{5€1, T2, o, V),
2.5)
gle, -+ T: T2, U, U, W)= g(x1, X2, U, v, W), gxr, x4 T7 u, v, W)=

=g(él}1, T2, ¥, v, W),

h(xl + T5 L2, U, V, w)=h'(x15 L2, U, U, ’VU), h(ml’ 2 + T; u, v, W)=
= h(wxy, a2, u, v, W)
et

| f1(ar, o, u, %)—fl(ml, Ta, U, w)@ng[!Wd—u{—H% —wll,

| fales, 2z, u, 0,) — fal@r, 22, u, v)QgMzH“[z - u(+|_1—;—vl],
(2.6) L

ig(wlr Xy, W, U, W) — g(®y, X2, U, V, waél‘Idla—u]*{" \E—’U‘-—}-{E—?’UI],
| B(aes, o2, u, ©, W) — h(ier, 2, u. v, W)| < M[|u—u|4|v— v|+|w—wl|],

pour tous —oo < @y, X2 < +o0; u, u€R,; v, 5ERI,, w, w€R,, on T >0,
M,=0, Mo =0, M; =0, Mys=0 sont des constantes. Alors, si

@.7) T(My + Mz + Ms + My) < 1,

il ewiste, quels que soient le vecteur u, el les fonctions veclorielles «(rs), Bla1),
continues sur (— oo, +oo) un triple ordonné unigue de fonctions vectorielles
[y, xa2), vi:, a2), Wy, @)}, continues avec leurs dévivées Uy, U, Uu, Wi SUT
— oo < w1, ®p < + oo, périodigues de période T en x. el xy, paires en x, el
w2, vérifiant les conditions (2.2) el satisfaisant, pour — oo <lx1, oy <7 -} 00 aur
équalions (2.1).

DiEmMoNsTRATION. - Considérons les triples ordonnés [u(w:, @), v(e:, as),
w(z1, 22)], out # est une fonetion vectorielle & 1 dimensions, v & p dimensions, w
& q dimensions, Soit J I'espace des triples ordonnés ci-dessus, avee u(wx:, a2 ),
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v(@, ®z), WL, x) continues sur —co < @1, 1z < 4 oo eb satisfaisant &
W= 21, X)) ==U(r1, L), W1, — X)) = u{ry, xa),

(2.8) o(— &1, €)= 0(@r, T2), V@, — L) =V(X1, X2),
w(— ®1, X9) == WXy, Bz), W1, — k)= w(x1, X2),

et &
wr - T, ) = ufms, x2), uliy, s -+ T) = u(ws, ),

(2.9 v + T, ) = v(n, a), v, 22 -+ T)=v{ws, 22),

wxy + T, a2) = wlwer, x), wr, 2 + T) = 1w(xL, ).

JH est un espace linéaire (avec Vaddition des éléments et la multiplication
avec un scalaire définies comme d’habitude) et on peut normer J{ en posant

(2.10) l(w, v, wi|= sup [|u(@, z2)|+ 0@, 22)] + |W(22, 22)]].

0y, o7
J est un espace de Banach.

Soit J:(u, v, w)— (U, V, W) définie sur J par les formules

Uier, 22) = o + f AE O, uE, 0), wE, O)dE +

+f falas, m, wl(@, v), o(r, ﬂ))dm
V(OS1, $2)=O&($2)+ {g(gy Lz, %(Es 332)7 @@) 932)7 70(%) x2»d§;

Wi(ri, 2) = Bz1) +J-k(971, M, Wz, M), vz, W), Wiz, n)dn.

On démontre sans difficulté que J méme J dans K (la démonstration
résulte comme dans le § 1, en tenant compte de (2.4) et (2.5)). D’autre part,
on obtient, pour tout (w:, v, w)€ &, en notant (U;, Vi, Wi)=J{(ui, v:, W),
(=1, 2), ot en tenant compte de (2.11), (2.6):
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\Ul(acl, xz) - Uz(wl, $2)|£ I(l‘_[l —Jr— l‘]z)ll[ul, Vi, 1’01]-—[?/{2, (O 1’02]“,
‘ "1(11, xr3) — Vz(ﬁh, ﬁz)[é TM,; ﬂ[@h, 1, 17)1]— [’Mz, V2 Wz]"a

\VVl(xl, a"z)-— T/Vz(;rl. .’Iﬁg)gé TIV[4.MM1, (S 1’1)1]— [Mz, 1o /I’Uz]",
pour 0 <o, ;<< T. Done, on a

[0y, Vi, Wi — [Us, Vo We]|<< T(M:'+ My 4 Ms 4 M,)|[er, vi, 1] —

- [u2; V2, Wz]u,

c’est-a-dire J est un opérateur contractant. Done, selon le principe des con
tractions, il existe une solution (u*, v* w*) unique dans J{, du systéme

wl@r, @) = w0 + f A, O, u(E, 0) wiE, O)dE+

+ff2(x1’ s u(x, Y))) (1, ﬂ))dﬁ
(2.12) '
(X1, x2) = o(x2) + fg'.ﬁ- za. wE, x2), VE, x2), WE, 22))dE

w(xla "rz): B(x1)+f h(xl’ 1 M(,’El, 72), /U(xl’ ’Y))’ w(xl’ T)»dﬂ
0

En outre, la suite des approximations successives (.. ., w,) définies par

un(x’ y) - u0+ ffl(gv 07 un——l(g’ O); wn—I(E» 0)/d§ ‘l“
]

—I" ffz(xlr s un—l(xla 7))7 Un-—l(ml) ﬂ))d"],
(2.13 n) ’

/Un(xls x2)= O‘(xZ)_I—f Q[E, Lz, un-—l(gv 372), /Un—l(gy IZ)} ,wn—l(g’ x2)Jd§7

Wo (21, X2) = B(m1) +f hlzy, 0, 1z, M) taal@y, ), Wana(@r, N)]dy,
b
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m=1, 2 .), (Me(z, ¥) = o, Co/T1, X2) = a(23), Wo(z1, %) = Blz1)), converge uni-
formément vers la solution [u* 0% w*] de (2.12).

On sait d’autre part, que toute solution de (2.1)-(2.2: satisfait a (2.12)
(v. [1]). Pour que le théordme soit compldtement démontré, il reste & montrer
que [u®, v* w¥| est non seulement une solution de (2.12), mais oussi une so-
lution de (2.1). Notons

L oUL (21, T2) [

(2.14.m) E,(z:, xz):‘ ax — fi(@, T2, (31, T2), Wa(1, xm‘ +-
1
+ au—n(a:if—icz—)—fz(ﬂﬁl, Ta, Un(Ty, Z2), Va(®r, 902))~+
avn(xl, .’fz)
+ T — (@1, Z2, U(T1, Z2), ValZr, Z2), WalZr, 32)) +
1
W1, f
-+ M—h(xl, T2, Un(T1, T2), Unl@1, T2), Walwr, 22))),

)
(n=1, 2..). Notons aussi

T, @) = filzr, @2, Ua(Br, X2), Wa(Z1, 2)),

[z, z2) = fo(z1, T2, Ua(@1, %2), Va(21, T2)),
(2.15.n)
9" (@1, x2) = G(T1, T2, U1, T2), Va(T1, Z2), Wa(T1, T2)),

Wr(zy, @) = hizy, @2, Us(21, Z2), Va(T1, @2), WalE1, @2)),
n=1,2, ...
On trouve maintenant, par induetion, en partant de (2.13.n),

BMy—"(xy + x2)"

‘ un(xla x2) - u/n—l(xla xZ) ‘ g d

n!
721 n
(2161]) Iﬂn(xl, $2) - v,,_l(xl, xz) l f_;_’,d(SM) 1(:‘1 + xz)
£ n—1 n
‘n7n(_7;17 xz) — ”)n—l(x}, x2)i = d (3M)_£_f‘1_+ x2)

n=1, 2..), ol

M = max (M, M., M, 3M,},
{2,17)
d=max [sup |/Yz1 22)|, sup|fY@:, ©2)|, sup|g°(ar, z2)|, sup |[R°(@1, )|},

?

le “sup’ se rapportant & 0 << @, z, << 1.
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En partant toujours de (2.13.n), on trouve

8%,, (.’I}l y g )
] o

— f;(xly @) < MZ{ !un——l(xla T2) — Un(Z1, T2) l + }vnml(xlr T2) —

- 'Un(xl’ xz)H,

(2.18) Ia”n\x“ ) g, m0)| = My [tos(mr, @) — unlzr, @)| + | Bes(@r, 72)—
— Ul o) | | Waa(T1, Z2) — Wa (21, 72)]),
Fa_____w"g;; xZ}_hn(;cl, xz);g Mat{ltna(zr, @2) — (22, 22) |+ | Vo1, T2) —
— V@1, @2)| | W1, T2) — Wal@1, 22)|].
Puis
2.19) a“"(a“le”“)« fres, 2| = f=e, 0) — fr(o, @)+

+ {3@4 4T

afn—-l av,,_1 d E
o ou ory v o1

‘*?1»

ot l'intégrand est considéré dans le point (x;, ). Moyennant la compléte in-
tégrabilité (2.3) on trouve alors, en calculant V'intégrale de (2.19)

0

(2.20) gif:— fiar, 1) | = | Fim, @) — [(an, a2) +
o dun AT dm | A B
+f1-3u (fZ 9m2)+ ow *\h—“ 0% )+ u ( fl)
. |
afn—l

aUn—l
. dn |
v ( %1 g)}(an) " ‘

Done, en désignant par

8f ¥z, f @1, 2
(2.21) k=maxzsup\~fl(x—xz~)4, su ’M

ou

2w

)

le “sup” se rapportant & (=0, 1, 2, ...) et O<<a;, 2. T, on obtient de
(2.18), (2.20), (2.14.n), 2.16.n)

af”(xh z3)

T 2w

; e, 2)|
R
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Sn—ll‘/ln(xl -+ 372)” /'x2

(2.22.n) E.(x:, #:)< 10d - + kl B, _a(z, m)dn,

(m=1, 2, ...), d’est-a-dire une récurrence analogue & (1.24.n) du § 1. On dé-
montre alors, comme dans le § 1, que lim F,(z1, z2)=0. pour #— oc, unifor-
mément par rapport & 0 <<, 2o << 7. En tenant compte de (2.14.n), cela veut

dire que la solution (u¥, v* w*) de (2.12) satisfait auvssi a (2.1). C.Q.F.D.
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