
Solutions p6riodiques de certaines 6quations 
aux deriv6es partielles (*) 

I)AN PETROVA~NU 

R 6 s u m 4 °  - On donne des crit~res assurant l'existence et l'nnicitd des solutions pdriodiques 
des probl~mes (1.6).(1.7) et (2.1)-(2.2). 

§ 0. - Consid6rons le syst~me aux  d i f f6rent ie l les  totales 

(o.t) dz ~ - A ( u ,  v, z ) d u - ~  B(u,  v, z)dv 

off ,4, B sont  des vec teurs  cont inus  i~ n d imens ions  et u, v sont  des var iables  
scalaires,  tandis  que z e s t  la fonc t ion -vec t eu r  inconnue.  

Si le syst6me (0.1) est e o m p l 6 t e m e n t i n t 6 g r a b l e ,  c~est-h-dire 

(0.2) ~A ~A OB ~B A 
~v + ~ B  ----~ ÷ ~, 

( iden t iquement  par  rappor t  ~ u, v, z), on sait  qu ' i l  existe - - l o e a t e m e n t  par- 
l a n t - -  une  solut ion un ique  de (0.1) cont inue  avec ses d~riv4es par~ielles, sa- 
t i s fa i sant  /~ 

(0.3) z(O, O) - -  zo, 

Zo 6taut  un  vee teur  constant ,  donn6 d 'avance.  Dans  des condi t ions  suppl6. 
men ta i res  concernan t  les coeff ic ients  A e t  B, cette solut ion pour ra i t  m~me 
~tre prolong6e pour  route va leur  de u et de v (v. [3], [4]). 

Nous  voulons donner  dans  cetle note u n  crit~re a s s u r a n t  la pdriodieild de 
pdriode T e n .  u e t  v de la solut ion du probl6me (0.1), (0.3). 

Comme il est faci le  h voir, les consid6ra t ions  qui su ivent  peuvent  gtre 
t ranspos6es sans  aucune  diff icul t6 aux  syst6mes g6ndraux en n var iables  in- 

n 

d6pendantes ,  c ' e s t -h -d i r e  aux  syst6mes d z - ~  E A~(ul, . . ,  un, z)du~ pour  les. 
i ~ l  

quels  on t rouve sans peine un ana logue  du Th. 1, § 1. Remarquons  d 'abord  

(*) Entrata in Redazione il 16 settembre 1968, 
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que toute solution de (0.1), (0.3) saris[nit au syst~me 

(0.4) 
(z,, v) 

f .  

z(u, v) ---- Zo ÷ ~ i A [u~ , 
. 2  (o. o) 

v~, z(u~, Vl)]du~ + B[u~, Vl, Z(Ux, v~)]dvlt 

et que, en vertu de (0.2), l 'expression qui so trouve sous le signe d'int~grale 
curvil igne dans (0.4) est une diff~rentie]le exaete pour tout z(u, v) satisfai. 
sant au systi~me (0.1). Done, toute solution z(u, v) de (0.1), (0.3) satisfait it 
(04), quel que soi~ le chemin reliant les points (0,0), (u, v). Eu part iculier  
on peut prendre le chemin 0 < u ~ u ,  ~'----0; u ~ u ,  0 ~ v ~ _ _ v .  Ce ehoix 
du chemin, permet d 'aff i rmer que toute solution de (0.1), (0.3) satisfait ~ l'~- 
quation int~grale 

v 

+.5> o+, vl = oo + q AIul o, ~I~1, otld~ + f Bin, ~ ,  ~(~, a31)] d V l  

o 0 

(Quant k l 'a f f i rmat ion rdeiproque, elle n 'cs t  pas - - e n  g~n~iral-- vraie). 
Tout ce qu'on peut affirmer, pour le moment, est qu'une solution p~riodique 
de (0.1), (0.3) doit 8tre aussi une solution p~riodique de (0.5). Soit ~(u, v) une 
solution de (0.5), p~riodique, de p~riode T e n  u e t  en v On a alors n6cessairement 

(0,6) 

(0.7) 

o+T f 
f A[ul, O, ~(u~, 0)]dul + 
u 0 

~+T 

f 
v 

{B[u + T, v~, ¢¢(u, v~)]-- 

- -  B [ u ,  v l ,  ¢¢(u, vl)]} dv~ = O, 

B[u, vl, ~(u, vl)]dvl = O. 

Si on suppose que A[u + T, v, z] = A[u, v, z] = A[u, v + T, z] et B[u .-{- 
• -]-T, v, z]----B[u, v, z]- - -B[u,  v + T, z], alors les conditions (0.6), (0.7) con- 
duisent aux conditions (n~cessaires toujonrs) 

(0.8) 

et 

(0.9) 

quel que soit u. 

T 

f A[ul, O, ~(ul, O)]dul 
0 

----0 

T 

f B[u, 
0 

v~, ~(u, vl)]dvl----O 
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Par  consequent, tou[e solution pdriodique de (0.1), (0.4) :,alisfail ndcessai. 
rement aux  conditions (0.8), (0.9). La r6ciproqrte n'est pas vraie, cn g~n~ral. 

Les conditions du th6or~me d6montr~ dans ]e § 1 sont choisies de fa¢on 
que les conditions (0.8)-(0.9) soient v~rifi6es. Dans tont cc qui suit, nous d~- 
signons par ]D] la norme matricielle de la matr ice (vecteur) D. 

§ 1. - Nous allons d~montrer  maintenant  le 

TgEOR:EME. - Supposons que A(u, v, z), B(u, v, z) soient des fonctions-vec. 
teurs continues avec leurs ddrivdes A~, A~, B~, B~, sur  ~ - - - - - [ - - ~ /  u < + c~, 
- - ~  < v ~ @ ~ ,  z E R~], (R~ ~tant l ' espace des vecteurs r~e]s ~t n-dimen-  
sions) et qu'on ai t  

(1.1) ~A ~A B ~B ~B 

ident iquement  sur ~ .  Supposons, en outre, qu'on ai t  

(1.2) 
A ( - - u ,  O, z ) = -  AO~, O, z), 

B(u. - - v ,  z ) = -  B(u, v, z), B(- -u ,  v, z ) =  B(u, v, z), 

(L3) 

et 

(1.4) 

A(u + T, v, ~)= A(u, v, z), 

B(u + T, v, z ) =  B(u, v, z), 

A(u, v + T, z ) =  A(u, v, z), 

B(u, v + T, z)-----B(u, v, z), 

I A(u, v, ~) - -  A(u, v, ~) I <-- M~Iz--  z !, 

IB(u~ v, z ) - -B(u ,  v, z ) ]~M21z - - z [ ,  

quels que soient -- c~ < u, v < + c~ et z, z ~ R~, oit T ~ O, M ~ 0 ,  M2___~0 
sont des constanles. Alors si 

(1.5) T(~Ix + M~) < l, 

i l  existe, quel que soit le vecteur con.~tant donnd c, une fonctio~-vecteur unique 
¢9(u, v), continue avec ses ddrivdes ¢). et (P. sur  --  c,Q < u, v ~. + c<~ , pdrio. 
dique de pdriode T en u et en v, pa ire  en u et en v, vdrifiant la condition 

(1.6) q)(O, O ) =  c, 

et sa t is fa isant  p o u r  - -  c,~ < u, v ~ + ~ it lYquat ion  

(1.7) d(I)(u, v ) =  A[u, v, ¢(u, v)] du + B[u. v, ~P(u, v)]dv. 
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DI~I~IONSTRATIO~.- Soit  c~{ l ' espaee  des [one t ions -vec teu r s  /~ n dimen- 
sions ~(u, v), con t inues  sur  - - o o  ~ u, v C + cx~ et su t i s fa isant  

(L8) v ( - - u ,  v ) = v ( u ,  v), V(u, - - v ) = V ( u ,  v), 

et 

(~.9) v ( u + T , v ) = v ( u ,  v), v(u, v + T ) = ~ ( u ,  v). 

Les  condi t ions  (1.9) s ignif ient ,  ~videmment ,  que  les fonct ions  de oX sont  
p6r iod iques  de p6r iode T e n  u et en v. Nous  pouvons  alors  d4f inir  une  nor- 
me I['I[ dans  l ' e spaee  l in4aire  c~{, en posant  [1~°11 ~ sup [~0(u. v)[. Consid6- 

0~u, v ~ T  

rons  ma in t enan t  l ' op@ateu r  ~:~b = ~?, d6fini  par  

(1.10) cu, v)=c + f o, O)]du  + B[u, vl, 
0 0 

En ve r tu  de (1.2) et (1.8), on obt ien t  de (1.10) 

(Lll) ~( - -  u, v ) =  ~(u, v), q~(u, - -  v) = +(u, v), 

quel le  que  soit V E g{. On obt ient  ensu i te  de (1.10), en tenant  compte  
(1.3), (1.9), 

uq-T 
/ 1 ,  

~(u + T, v ) = ~ ( u  v)+ I A[u~, O, ~(ul, 0)]dul. 
, /  
tt 

de 

D 'au t r e  part ,  la d4riv6e par  rappor t  h u de la derni6re  int6grale  est  identi- 
quemen t  nul le  ~t cause  de (l.3). Done 

~,+T T 

f f 
u 0 

- - T  0 

O T 

= - -  m1 (u) = 0. 

C'est-/~-dire,  on ~ ~(u + T, v ) =  +(u, v) que l te  que  soit  q~E ~ .  On voit, de 
~q_:r' 

l~ m~me fagon , que  / B[u, vl, ~(u, v~)]dvl = 0 pou r  toute  ~ E ~ ,  ident ique-  
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ment  par  r appor t  "A u, v. Donc,  on /~ 

(1.12) +(u + T, v ) =  ~(u, v), +(u, v + T ) =  +(u, v), 

quel te  que  soit ~ E e~{. Comme ~p est, v is iblement ,  une  fonct ion cont inue,  
(1.11) et (1.12) mon t r en t  que la t r aus fo rma t ion  ~ mane  l 'espace e~ en soi-  
m~me. D 'au t re  part ,  l ' opdra teur  ~ est con t rac tan t  sur  K, car, si +~ = ~{~, 
% = g+~, on a 

I q)l(U, V) - -  qJ2(U, V) t ' ~  f f  l a [ U l ,  0, ~l (Ul ,  0)] - -  A [ u l ,  0, ~2(Ul, 0)][du~ + 
.1  o 

v 

+ l iB[u ,  v~, ~(u, v~) ] - -  B[u, vl, ~(u, v~)]]dv~ 
0 

et done 

(1.13) ~ - -  ~2tt ~-- I'(MI + M2)tl~ - -  ~P21[, 

pour ~, ~ E c~, et I~M~ + M2)~ I. Selon le principe des contractions (de 
Banaeh), il existe un dldment unique de ~, soit cl)(u, v), satisfaisant /~ 

(1.14) O9'~u, v) ---- c + 

+ 

f A[ul, 0, q~(ul, 0)]du~ 
0 

f B[u, v~, ,O(u, v~)]dv~ 
O 

En outre,  la  sui te  des fonct ions  (sa, t isfaisant,  ev idemment ,  h (i.8) et (1.9)) 

(1.15.0) ¢po(u, v) = c 

1.15.n) %(u, v ) =  c + f A[ul, O, ¢~_~(ul, 0)]dul + B[u, v~, ~,_,(u, v~)]dv~, 
0 0 

(n = 1, 2, ...) converge  u n i f o r m d m e n t  sur  -- c~ < u, v < + c~ (e 'est-i~-dire 
dans  la topologie de e~) h (I)(u, v). P o u r  que le thdor~me soit compl6 tement  
ddmontrd,  il suff i t  de m o n t r e r  que  ¢(u, v) sat isfai t  /~ (1.7), c ' e s t - h - d i r e  que 
~(o/~u= A[u, v, ¢], ~¢/~v----B[u, v, (I)]. Compte  tenu de la eont inui t6  de A 
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et B, il suffit pour  cela de mon~rer que lim [(~%/~u)--A[u,  v, z~(u. v)][ = 0  
et l im I ( ~ / ~ v ) - - B [ u ,  v, %(u, v)]]=0, pour  n - - ~ ,  uni form6ment  par  rapport  
/~ u, v, sur - -  ~ < u, v < -{- c<~, (on bien sur 0 ~< u, v ~ T, ce qui revient  
la m6me chose). Nous allons d6montrer  cela darts ce qui suit. 

Faisons  d 'abord les notat ions 

(t.16) M-----max(M~, M2, 1), d = m a x l s u p i A ( u  , v, c)!, suptB(u,  v, c)i}, 

off " s u p "  se rappor te  /~ l ' intervalle  O ~ u ,  v ~  T. On obtient alors de (1.15.n) 
par induction,  les es t imat ions 

31~-~(u + v) ° 
(1.17.n) ] ~.(u, v) - -  %_i(u, v) I ~__~ d 

( n =  i, 2, ...). D~autre part, on a de (l.15.n), 

(1.1S.n) I ~%(u'$v v) B[u,  v, ~.(u, v)] = 

= [B[u, v, %_~(u, v)]- -B[u,  v, %(u, v)] l~M2[%(u , v ) - -~_~(u,  v)l, 

( n =  1, 2, ...). On obtient encore, 

(1.19) 
~(u ,  v) 

~u A[u, v, %(u, v)]--~ A[u, O, %-l(u, 0 ) ] -  A[u, v ~=(n, v)]-[- 

v 

0 

Subst i tuons  3B/~cu par sa valeur  donnde par  (t.1) 
gdndrique 

F[u, v~, ~.(u, vi)] = ~ ( u ,  v~); 

et raisons la notat ion 

on obtient, aprbs des calculs 6vidents, 

v 

(1.20) f t  ~B~-I(u'vl)Su ~ ~B~--I(U, Vl)~Z ~V/~--I(U'Vl) IdVl-~--A~--~(U'v)--A~--I(U'Bu " 0)--~-- 

f ~An_l(u, '~)l)l Bn_l(U ' v l )  

o 

v 

0 

Vi) ) 
I dvl  "4" ~v 

A~_l(u, vl) I dvi. 
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En in t rodu i san t  (1.20) duns (1.19), on obtient ,  en passan t  aux  va leu r s  absolues ,  

(1.20.n) ~c?,(u, v) 
~u A[u~ v, ~,(u, v)] <]A[u, v, %(u, v)]--A[u, v, %-1(u, v ) ] l +  

!3~n--l(U, ' /)l) A[u, vl, ~-l(U, Vl)] -4- + K I Vu 
0 

~,_~(u, v~) } 
+ ~v B[*~, v~,%_~(u, v~)]:ldv~,l 

off on a ddsign6 par  K la cons tan te  

(1.21) l ~ca[u, v, %(u, v ) ] , s u p  OB[u, v, ~ ( u ,  v)] l K =  max sup ~z . ~z " 

(Ici " s u p "  est  pris pour  0 ~ u ,  v < T et n = 0, 1, 2, .... 0 b s e r v o n s  encore  
qu 'on  a K < + ~ ,  car  3A/?z, 3B/Sz sent  des fonct ions  con t inues  et ~(u, v), 
(n = 1, 2, ...,) est uue  sui te  de fonct ions  con t inues  uni formfiment  convergente ,  
donc un i fo rm6men t  born6e). 

D6signons  par  E.(u, v) l ' express ion  

(1.22.n) E~(u, v)--~ $~,/U, v) A[~, v, %(u, v)] + c~u 

+ v!_ B[u, v, %(u, v)]ll, 

( n = 0 ,  1, 2, ...) et soit 

(1.23) kl = max  (K, M ) .  

On a alors, en somman t  (1.18.n) et  (1.20.n) m e m b r e  par  m e m b r e  
tenant  compte  de (1.17.n), 

v 

(1.24.n) En (u, v) < 2d [M(Un! + v)] n + K f 
0 

E~_I(U, vl)dvl, 

et en 

(n = t, 2, ...). Nous  ob tenons  maintenan~ de (1.24.n) par  induc t ion  par  r appor t  
/~ n, en tenant  eompte  de (1.23), 

(1.25.n) E~(u, v) < 2d [2kl,u + v)]~ 
" - -  n !  ' 

(n-----I, 2 ...). Mais  cet te  dernl~re  in6gal i t6 mon t re  que  t im E,(u, v ) =  0 pou r  

Annali di Matematica 12 
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n ~ ,  uniformdment p~r rapport ~ u e t  v sur 0 ~ u ~  v ~ T ( c % s t - h - d i r e  sur 
- -  c~ ~ u, v ~  + c<z). Donc, lira ~:~,/Ou -~ A(u, v, c~) et lira ~ , / ~ v  ~ B(u, v, 69), 
uniformdment par rapport /~ u et v. C.q.f.d. 

§ 2. - Dans ee paragraphe, nous allons ddmontrer qu'on peut dtablir un 
analogue du thdor~me dn § 1 pour un problbme anx donndes initiales d 'un 
type eonsid616 par A. HA~O¥~O~ [1]. Cousiddrons le probl6me 
syst6me 

~u 
~x~ f~(x~, x~, u, w), 

(2.1) 
~V 

formd par le 

~w 
~cx~ h(x~, x~ u, v, w), 

(off f~ est une fonetion-vectorielle '~ n dimensious, f :  une fonction veetorielle 
n dimensions, g une fonction vectoriclle i~ 1) dimensions, h une fonction 

vectorielle ~t q dimensions, /'1, f~, g, h donndes, ,+r~ et x~ des variables indd- 
pendantes scalaires) et les conditions initiales 

(2.2) u(0, 0 ) =  Uo, v(0, x~ )=  ~(x~), w(,s~, 0)=~(x~),  

(off uo est an vecteur h n dimensions, ~(x2) une fonction vectorielle ~ p di- 
mensions, ~lxl) une fonetion veetorielle "~ q dimensions, no, ~(:r2), ~(xl) don- 
rides d'avance). Le problbme de A. HAI)I()~ICI peut ~tre aliors formuld de la 
mani6re suivante: trouver (darts des conditions suppldmentaires:  condition 
d'int6grabilitd complbte etc...) des fonctions vectorielh, s u(x~, x2), v(x~, x2), 
W(Xl, x2) ~ n, respectivement p e t  q dimensions, continues avec u:,, u~:, v:~, 
w+ et satisfaisant h (2.1) et (2.2) (v. [1]). /%us allons ddmontrer pour ce pro- 
blame le crit~re de pdriodicitd suivant:  

TH~,Om~E: Supposons que fl(Xl, x2, u, w), f2(xx, x2, u, v), g(xl, x2, u, v, w) 
h(xl, x2, u, v~ w)soient  des fonctions vectorielle~ continues avec "leurs ddri- 

vdes", les fonctions matricielles 3f~ 3f~ 3f: ~f2 3f~ 3f: 
~x2' 3 u '  ~x~' ~,u' ~w' ?v sur 

(Rj dtant l 'espaee des vecteurs rdels ~ j dimensions) et qu'on air 

(2.3) ~fl ~fl~ ~f~h ~f~ ~f:f~+~f:g 

identiquement sur ~.  Supposons en oulre, qu'on nit 
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f ~ ( -  x~, O, u, w ) = -  f~(x:t, O, u, w), 

f ~ ( - x ~ ,  x~, u,, v ) =  f(x~, x~, u, w~, 
(2.4) 

g(--x~,  x~, u, v, w ) = -  g',x~, x~, u, v, w), 

h(x~, ~ xz, u, v, w ) = - - h ~ x ~ ,  x:, u, v, w), 

g(x~, ~X2~ U, V~ ~V}---- 

~--~g(x~, ~2, ~, V, ~V)~ 

h(- -x~,  x~, u, v, w ) ~  

~h(x~,  x~, u, v, w)~ 

(2.5) 

et 

(2.6) 

f~(x~ + T, x~, u, v ) =  f:(x~, x~, u, v), 

g(x~ + T, x~, u, v, w ) = g ( x ~ ,  x~, u, v, w), 

h(x~ + T, x~, u, v, w)~--h(x~, x~, u, v, w), 

f~(x~, x: + T, u, w ) =  

--= f~(x~, x:, u, w), 

f:(x~, x~ + T, u, v ) =  

--~ f~(x~, x~, u, v), 

g~ 1, x~ d- T, u, v, w) 

h(x~, x~ + T, u, v, w)---- 

lf2(x~, x2, u, v ,)-- f2(xl ,  x~, u, v)t~__M~[]u-  u l + l v - v l ]  

Ig(~,  x~, u, v, w ) - g ( x ~ ,  x~, u, v, ~vl _ _ < l ~ I ~ [ / u - u [ +  ] v - v l + I ~ v - - w l ] ,  

Ih(x~, x~, u, v, w)--h(~cl, ~ ,  u~ v, w) < l V / ~ [ t u - - u ]  + lv -- vt + t ~ - - w I ] ,  

pour tous ~c,<~ <x : t ,  x2<-{..c~,z; u, ~tER.; v, vERp,  ~v, wERq, o~ T > O ,  
M~ ~. O, M2 ~ O, M3 ~ O, M~ ~ 0 sonl des eonstantes. Alors, si 

(2.7) T(M~ q- M2 q- Ma q- M4) < 1, 

il ex~iste, q~els que soient le vecteur Uo et les fonctiot~s veclorielles a(x2), ~(x~), 
continues sur ( - -c~,  + ~ )  uu triple ordonnd unique de fonctions veclorietles 
[u(zl, x2), v(xl, x2), w(xl, x2)], continues avec leurs ddvivdes u~,, u~, t~, w~ sur 
- - c ~  x~, x2 ~ +c,o, pdriodiffues de pdriode T e n  x~ et x2, paires en x~ et 
x2, vdrifiant les conditions (2.2) el satisfaisant, pour --c,o ~x~ ,  x2 ~ + ~ aux 
dqualions (2.1). 

DI~MO~STRATION. - Consid6rons les tr iples ordonnC~s [u(x~, x2), v(xl, x2), 
w(x~, x2)], off u est une  fonet ion  vector ie l le  ~ n d imensions ,  v ~ p dimensions ,  w 
i~ q d imensions .  Soit  J{ l ' espace des t r iples o r d o n n , s  c i -dessus ,  avee u(xl, x2 ), 
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v(x~, x2), w(x~, ~c:) cont inues  sur  - - c ~  ~.x~, x~ < q - ~  et sa t is [a isant  i~ 

(2.8) 

et 

(2.9) 

v(--x~, x~)----v(x~, x~), 

w(--x~, x~)=n,(x~, x~), 

u(x~+ T, x~)=u(x~, x~), 

w(x l+T,  x2)=w(xl,  x2), 

c~ est un  espace l in~aire (avee l ' addi t ion  

u(x~, x~ ÷ T)=u(x~, x~), 

w(x~, x~+ T)=w(x~, x~). 

des N~ments  et la mul t ip l ica t ion  
avec un  sca la i re  d~finies comme d 'habi tude)  et on pent  no rmer  ~ en posant  

(2.10) II(u, v, ~v)[l= s~p []u(z~, x~)l+ Iv(x~, x=)i-+-[~v(x~, x~)i]. 

c~ est un  espace de Banach.  

Soit Y:(u, v, w ) ~ ( U ,  V, W) d6finie sur g[ par  les formules  

(2.11) 

xt 

U(x~, x~)= Uo + f f~(i, O, u(~, 0), w(~, O))d~ ÷ 
0 

x2 

-t- f A(x~, ~, u(x~, ~j), v(x~, ~))d~, 
0 

xl  

0 

g(~, x2, u(~, x~), v(~, x~), w(~, x~))d~, 

x~ 

w(~, x~)= ~(x~) + f h(x~, ,, u(x~, v,  v(x~, ,), w(x~, v)a,. 
0 

On d6montre  sans diff icul t6 clue ~ mdme J~ clans gf, (la d6monst ra t ion  
r~sulte comma dans  le § 1, en ten~nt  compte de (2.4) et (2.5)). D ' au t r e  part ,  
on obtient,  pour  tout  (u~, v~, n,~)E J~, en no tan t  (U~, t~, BS)--~[(u~, v~, w~)], 
(i ~--l, 2), et an tenant  compte  de (2.1t), (2.6): 
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[U~(x~, x 2 ) -  U2(x~, x2){ ~/r(-3I~-4-M2)I][u~, v~, ~Vl]--[u2, V2, ~V2][], 

z ( ' - - -  ~'~'~'3 [! [ ' 1 ,  Vl, - -  ' Y ~ 2  ][1' I [ ' I (Xl '  X2) - -  [ 2\Xl, ; T 2 ) t <  ~Vl] [rb~2, V2 

pour 0 ~  x~, X2 __~ T. Done, on a 

[I[U1, V1, W l ]  - -  [U2,  [/'2 W2]L]__~ ~'(-MI~'-~- M2 --~ M3 -4- ~ r~) l l [u l ,  v~, ~Vl] - -  

 v ]ll, 

c'est-~t-dire g est un op6rateur contractant. Donc, selon ]e principe des con 
tractions, il existe une solution (u*, v* w*) unique dans c~{, du systbme 

xl 

u(x~, x ~ ) = U o +  f f~(~, O, u(~, % w(i, 0))d~+ 
0 

(2.12) 

x2 

0 

~, u(xl, ~), v(x~, ~))d,~ 

Xl 

f g~. 
0 

x~. u(i, x:), v(~, x=), w({, :t~))d~ 

x2 

w(xx, x~) = ~(x~) + f h(x~, ~, u(x~, % v(x~, % w(x~, ~))d~. 
0 

En outre, la suite des approximations successives (u~. r~, w~) d6finies par 

(2.13 n) 

u~(x, y) = Uo -4" 

+ 

x2 

f f l ( i ,  0, u~_~(i, % rv,_~/i, 0)~d~ + 
0 

x~ 

f f2 (x l ,  ~, Un--I(Xl, ~1~), V n - - I ( X l ,  ~))d~'~, 

o 

x[ 

v.(xl, x~) = ~(x~) + f g[~, 
0 

~2 

w (xl, h[xl 
0 

X2, Un--l(~, X2), Vn--l(~, ..T2), ~Vn--l(~, x2)]d~, 

, ~, ~'~-1(Xl, % v._1@1, % w~_~(x~, ~i)]d~, 
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(n = l, 2 ..), (uo(x, y)-----uo, vo(x~, x2)-----~(x2), Wo(Xl, x 2 ) =  ~(xl)), conve rge  uni.  
f o r m 6 m e n t  vers  la so lu t ion  [u*, v*, w*] de (2.12). 

On sai l  d ' a u t r e  part ,  que  route so lu t ion  de (2.1)-(2.2~ sa t is fa i t  "~ (2.12) 
(v. [l]). P o u r  que  le th6or~me soil  c o m p l b t e m e n t  d~montr6 ,  il reste ~ monlrer  
que [u*, v*, w*] est non seulement une solution de (2.12), mais  aussi  une so- 
lution de (2.1). Notons  

' ~Un(Xl ,  3"2) ][ 
5(xl  x2, u°(x~, x~), w~(xl x~))l + (2.14.n) E~(xl, x 2 ) =  ~xl ' ' 

~v~(x~, ~ )  

~w~Cx~, x2) + 

f~(xl, x~, u.(xl, x~), v~(x~, x~)) -F 

g(x~, x~, u~(xl, x~), v~(x~, x:), w~(xl, x~)) ÷ 

(n-----1, 2 ...). Notons  auss i  

(2.15.n) 

n T /1( 1, x 2 ) =  f~(xl, x2, uo(xl, x2), m(xl ,  x:)), 
n X ~ \ 

g~(x~, x~)=g(xl ,  x~, u~(xl, x~), v~(xl, x2), w~(xl, x~)), 

h~(xl, z2 )=  h:xl, x2, u~(xt, x~), v~(xl, x2), w,~(xl, x2)), 

n ~ I ,  2 ,  . . .) .  

On t rouve  m a i n t e n a n t ,  p a r  induc t ion ,  en pa r t an t  de (2.13m), 

(2.16.n) 

i u~(xl, x2) -- u,_l(x~ x2)l~'~_ d (3M)~-l(xl 
+ 2:'2/n 

' n !  

[v,(xl, x2) - -  v~_~(xl, x2)[ ~ d  (3M)~-l(xl -F X 2 )  n 

n ! 

__ d (3M?-l (x l  -4- x2) ~ 

(n = 1, 2...), o~t 

M ~  m a x  IM1, 312, M3, M4}, 
(2.17) 

d = m a x  l sup/[~(x~ x2)l, sup  [f°~(xl, x~)l, sup]g°(3`1, x2) l, s up  ]h°(xl, z~)lt , 

le " s u p "  se ra .ppor tant  h O~__xl, x2~__ 7'. 
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En par tant  toujours  de (2.13.n), on trouve 

(2.~8) 

Puis  

~u~(xl, z2) 
~x2 

~Vn(Xl, X2) 

! ~w~(x~, x~) 
[ 3x2 

f;(x~, x~) ~ ~2{ tu.-~(x~, x . ) -u . (x~,  x:)[+ lv.-~(x~, x 2 ) -  

- v~(x~, x~)l}, 

g'~(Xl, X2) ~ I 3 (  [~3.--l(Xl, X2)- ~n(Xl, x2)l-]-!v,-~(xl, x2)-- 

--  Vn( "~' , 372)1 + tWn--l(~'l, X2) - -  ~tV.u (X], X2)] }, 

h=(x~, x~)l< :~I~ l iu.-~(x~, x~)-- u~(x~, x~)I+ I v~-,(x~, x2) 
/ 

--Vn(Xl, X2)[-~-]Wn--l(Xl, ~2)--Wn(Xl,  X2)] }. 

(2.19) ~u~(x,, x~) ~x = fl-~(x~, Ox~ fl( l, X2) 0 ) -  ]el(Xl, X2)-}- 

x~ 

+ (ex~ + v. Vx~- + ~-7 ~x~ ' 
6 

off l ' in t6grand est considfr6 dans le point  (xl, ~). Moyennant  la complbte in- 
t6grabilit6 (2.3) on trouve alors, en calculant  l ' int6grale de (2.19) 

Ou. I fF~(x~ (2.o20) ~ - -  fT(x~, x:) = , x~) -/~(a'l, x2) + 

X2 
f t ~fl--t(fn--X ~--1~ ~]e~ -1 ~n--l~ ~f2 -1 (~'~'~n--1 ) 

0 

~f~-' t ~'~-1 } d~ • 

Donc, en d~signant  par  

(2.21) 
I ~[l(Xl, X~)] Vf~(x~, x~) 

k---- max sup ~u i' sup ~w 

le " s u p "  se rappor tant  k (n = 0 ,  1, 2, ...) et 0 ~ x ~ ,  x2~__ T, on obtient  de 
(2.18), (2.20), (2.14.n), 2.16.n) 
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x2 

(2.22.n) E~(x~7 x2) ~ lOd 3~-~M~(x* 4- x2) ~ ~" n!  + k j E~_,(x~, ~)d~, 

(n-----1, 2, ...), e 'es t - '~-dire  une rdcur rence  ana looue  h (1.24.n) du § 1. On dd- 
montre  alors 7 comme dans le § 1, que lim E~(xl, x2)----0, pour  n ~ ,  unifor .  
m~ment  par  rappor t  '~ 0 ~ x , ,  x2__~ T. En tenant  c o m p t e d e ( 2 . 1 4 . n ) , c e l a  veut  
dire que  la solut ion (u*, v*. w*) de (2.12) sat isfai t  auss i  ~t (2.1). C .QF.D.  
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