Sur 1’ existence des solutions
pour un probléeme aux limites général

C. Avramescu (Craiova) (*} (*%)

Résumé. - On considére le probléme de U existence des solutions pour le probléme anx limites
(L, K)+ (T, H), oiv L, T sont des opérateurs linéaires et K, H des opératewrs non-li-
néaires.

Dans ce travail nous allons considérer le probléme aux limites,
(L, K) Ly =K«
(T, H) Tz = Hr,

ot L et 7 sont des opérateurs linéaires et K, H sont des opératenrs non-
linéaires. Un probléme aux limites de ce type a été considéré pour la pre-
miere fois par R. Conrr [1]; on doit & cet auter le développement tout-a-fait
remarquable des problémes aux limites de ce type. Remarquons encore les
travaux de G. PornvirentI [1], [2], et G. Sawracar: [1], [2], [3}, consacrés aux
problémes de méme type.

En vue d’obtenir des théordmes d’ existence pour le probléme (L, K) + (7}, H).
nous allons utiliser une variante de la méthode de MaSSERA et SCHAFFER [1],
[2], sous la forme donnée par C. CORDUNBANU [1] et HARTMAN et ONUCHIC [1].

On trouve 'idée @’ utiliser la méthode de MASSERA et SCHAFFER aux problé-
mes aux limites sur un intervalle compact chez H. A. Axtosiewicz (1], [2] et
C. CorDUNEANU [2]. Dans le méme ordre d’idées, mentionnons notre note [1].

1. - Soient X, Y, Z, U quatre espaces de BANACH, ef soit X; un sous-espace
vectoriel de X. La norme de X induit dans X, une topologie, mais X; n’est
pas nécessairement fermé dans X.

Soit encore Y, un espace de BANACH satisfaisant aux conditions suivantes:
Y., est un sous- espace vectoriel de Y et la topologie de Y et plus forte que
la topologie de Y.

Soit L un opérateur linéaire de X; sur Y ef soit encore T un opérateur
linéaire et continu de X sur Z

Posons,

S=iz;ze X, |zlxxr].

(*) I’ auteur remercie & M.R. Conty, pour les conseils donnés pendant la préparation
de ce travail.

(**} Entrata in Redazione il 10 settembre 1968
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Svit K un opérateur défini sur S a valeurs dans Y, continu de X & Y
et soit H un opérateur défini sur § & valeurs dans Z, continu de X & Z
Nous allon: supposer que K8 soit un ensemble borné dans Y:, et que HS soit
borné dans Z.

Désignons par N{L) I’espace nul de L, par N(T) Vespace nul de T et
posons N = N(L) N\ N(T). Nous allons supposer qu’il existe une application
linéaire et continue m de X sur U, telle que la restriction de = & N(L) soit
invertible; nous allons désigner cette restriction par mo (*). Alors il est aisé de
voir que 'équation,

(L, g) Lax =y,
admet une solution unique satisfaisant & la condition,
(m, u) nL = U,

pour toat ye& Y,  étant un élément fixé de U.

Désignons par Us 1'image de N par I’application =; nous allons supposer
que U est fermé dans U et admet un complément aussi fermé, soit U;. (Cet-
te condition sera remplie en particulier si dim U ou dim U, sont finies, ou
bien si codim U, est finie. Elle sera remplie aussi dans les cas exiréines,
¢’ est-a-dire dans les cas ol Us= {0}, ou U= U.) Désignons par P, et P, les
projecteurs de U dans Up et Uh.

Pour montrer I’ existence d’ une solution pour le probléme (L, K) 4 (T, H),
il est raisonnable d’admettre une hypothése d’admissibilité au sens de Mas.
SERA-SOHAFFER, un peu modifiée, que nous allons désigner par ¥’ hypothése H.

L’ hypothése H. Pour tout s€ S, le probléme,
(L, Ks) Lz = Ks
(Ty HS) 7"13=‘H8,

admet aw moins une solution.

2. - On peut formuler maintenant un résultat fondamental pour ce qui suit

LevmMr 1. - Si U hypothése H est remplie, alors il existe une solulion
unigue z du probléme (L, Ks) -+ (1, Hs) satisfaisant & la condition,
{P, u) Pomx = u,

guel que soit s€ S.

() Remarquons que 1'existence de = est assurée dans le cas suivant: considérons un
espace U, homéomorphe avee N(L) < X et soit x; une homéomorphisme entre ces espaces; si
n peut &tre prolongée dans X, en conservant la continuité, on obtient aussi 1’opérateur .
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DEMONSTRATION, — Montrons d’abord que le probléme (L, Ks)+ (T, Hs)
admet une solution unique x, telle que nz e Uy; en effet, soit 2, une solution
de ce probléme. Considérons la solution z. de I’ équation (L, Ks) satisfaisant
4 la condition wr; = Pinzi. Il est évident que z; — 2:€ N, d’ olt on déduit que
22 est une solution du probléme (L, Ks)- (T, Hs). Supposons maintenant que
z3 80it aussi une solution de (L, Ks) -+ (7, Hs), telle que nzs; € Us. 11 en résulte
d’ici que z; — z3€ N, ot d’autre part on a n{z, — z5)€ Uy, ce qui nous donne
nf{z: - x3) =0, et done z, = ..

Soit donc # la solution unique du probléme (L, Ks) + (T, Hs), avec nz € Us;
la solution dont I’ existence et 1'unicité est affirmée dansl’énoncé du lemme,
s’ obtient en ajoutant & z la solution de I’ équation (L, 0) qui satisfait & la
condition nz = u. Si ’on désigne par Ws la solution unique du probléme
(1, Ks)+ (T, Hs) - (P, 0), alors il en résulte que la solution unique du pro-
bléme (L, Ks) -+ (T, Hs) -+ {P, u) est,

(1) z =", u -+ Ws.

Le lemme se trouve ainsi démontré.

Remarquons que si Usy=1{0}, alors on n’a pas besoin de la condition
(P, u) pour fixer une certaine solution du probléeme (L, Ks)+ (T, Hs), car
dans ce cas, la seule solution de co probleme est Ws. Remarquons encore
que le probleme (L, 0) + (7, 0) + (P, 0) admet seulement la solution z=0.

Nous allons démontrer maintenant deux lemmes qui nous seroni néces-
saires dans ce qui suit.

LeMME 2. - Supposons que I hypothése H soit remplie el que L = L1 +La,
Li: X — Y, étant une opéraleur linéaire ef continu et L,: X, — Y élant une
opérateur linéaire avec dim N(Ly) < + oo, qui admel un invers & droit, soit
LT, complétement continu de Y1 o X. Alors il existe un nombre positif M, fel
gque I'on ail,

(2) | Wslx< M,

pour tout seS.

DEMONSTRATION, ~ Si la conclusion du lemme n’était pas vraie, alors pour
tout entier positif #, on peut trouver un s,€ S, tel que,

(3) | Ws, [« > .

Posons,

£ = Ws, | . Ks, | e
CEIWe R T [Wa ' T [Walk
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On a,
(4) [&le=1,
(b) Le.=m., T&=10§, Pmb=0,
et,
(6) limy, £, =0, lim; §, = 0.

o300 s

De {b) il s’ ensuit,
(7) E. =Y+ Li(n, — L&),
ot v,€ NiLy). Comme [%,} et | Ly, — L.E.){ sont des ensembles bornés dans

X, il en résulte que {y.! est un ensemble compact dans cet espace, donc
contient une suite y, qui converge vers une certain y e X. Compte tenant du
fait que L} est complétement continu de Y; & X, il en résulte que la suite
}Enk‘; contient une sous-suite qui converge vers un certain £e X. Alors de
(7) il &’ ensuit,

(8) E=1 + Lj(— L)
ce qui nous montre que € X;. De (8) et (6) on déduit,
9) LE=0, T% =0, Pyng =0,

ce qui nous montre que £==0, tandis que de (4) il s’ensuit que [E]x=1.
La contradiction ainsi obtenue démontre le lemme.

COROLLAIRE . - S¢ les hypothéses du lemme 2 sont satisfaites, alors pour
la solution x du probléme (L, Ks) -+ (1, Hs)+ (P, u) on a I’inégalité,
(10) Lol < n5mu|x+ M,
pour fout seS.

LemwmE 3. - Supposons que les hypothéses du lemme 2 sont salisfailes.
Soit la suile {s,} < S, convergenle dans X wvers s. Si I on désigne par x, la solu-
tion unique du probléme (L, Ks,) -+ (T, Hs,) - (P, u), alors z, converge dans
X wers la solution z du probléme (L, Ks) + (T, Hs) -+ (P, u),

DEMONSTRATION. - Si la coneclusion du lemme n’était pas vraie, alors il
existe un nombre positif ¢, et une sous-suite [z, } de {z.}, telle que,

(11) 2, — 2lx > q-
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Compte tenant du fait que la suite {z, | est bornée, ce qui résulte du
lemme 2, alors on peut montrer aisément que cette suite est compacte dans
X, done elle contient une sous-suite qui converge dans X vers un certain
zo€ X; on constate, d'une maniére analogue que dans le lemme 2, que xoe Xi.
Compte tenant de la continuité des opérateurs T, K, H, P, et =, on déduit
que zo est une solution du probléme (L, Ks) 4+ (T, Hs) -+ (P, u); mais comme
ce probldme admet une seule solution, il en résulte que z, ==, ce qui est en
contradiction avec (11).

3. - Nous pouvons donner maintenant un théoréme d’existence pour le
probléme (L, K) - (T, H).

THEOREME 1. - Supposons que les hypothises du lemme 2 soient satisfailes,
et que,

(12) I+ M <.

Alors le probléme (L, K)+ (T, H)+ (P, u) admel au moins une solution.

DiMONSTRATION. — Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de
SCHAUDER, pour l'opérateur Vs = n;"u + Ws, sur I’ensemble § de X. D’ aprés
le corollaire 1 et I’inégalité (12) il résulte 1'inclusion,

(13) VS < S.
Le lemme 3 assure la continuité de 1 opérateur V. Enfin, de 1 égalite,
z=7v(s) + LF(Ks — Liz), y(s)eN(l)), a=Ts,

il en résulte, compte tenant de (13) et du fait que L est complétement
continu de Y; & X, la compacité de 1’ensemble VS. Donc 1’ensemble S et
I’ opérateur V satisfont aux conditions exigées par le théoréme de SCHAUDER,
ce qui achéve la démonstration, car évidemment, tout point fixe de V est une
solution du probléme (L, K} -+ (T, H) -+ (P, u).

REMARQUE 1. - Les hypothéses sur !’ opérateur L qui figurent dans le théo-
réme 1, seront safisfaites en particulier si N(I) est de dimension finie, et si
L lui méme admet un invers & droit complétement continue de Y; & X ; dans
ce cas L; =0.

4. - Nous allons considérer maintenant le probléme aux limites lindaire,

(T, 2 Tz = 2,

Annali di Matematica 10
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# étant un élément fixé de Z. Kvidemment, ce probléme est un cas particu-
lier du probléme (L, K} -+ (7, H), qui s’ obtient en prenant Hz = z; donc dans
les hypothése exigées par le théoréme 1, le probléme {/, K} + (T, H}) + (P, u)
admet au moins une solution.

Remarquons que dans ce cas 1'hypothése H devient: pour fout ye KSle
probléme (L, y} + (T, 2} admet au moing une solution.

Nous allons utiliser une hypothése d’admissibilité plus forte que I’hypo-
thése H, mais qui esi plus raisonnable dans le cas linéaire que nous consi-
dérons.

Hyvoraiise Hy. - Pour tout ye Y, le probléme (L, y) + (T, 2) admel au
moins une solution.

De 1" hypothése H, il s’ ensuit que le probléme (L, y) + (7, 0) admet an
moins une solution pour tout ye Y. En effet, soient y:, y.€ Y, tels que
Y =41 — Y2, et soit x; une solution du probléme (L, y)+ (T, 2), (i=1, 2);
alors £ =z, — z, est une solution du probléme (L, y) 4+ (T, O).

On peut montrer, d’une maniére analogue que dans le lemme 1, que le
probléeme (L, y) 4+ (T, 2) + (P, «) admet une solntion unique pour tout y € Y.
De méme, le probléme (L, y) + (I, 0) + (P, «) admet une solution unique. Soit
alors z = Woy la solution unique du probléme (L, ) + (T, 0) 4 (P, 0). Il est
aisé de voir que Wp est un opérateur linéaire de Y, dans X; dans le lemme
qui suit, nous allons indiquer des conditions suffisantes assurant qu’il soif
continu.

LuvMe 4. - Si N(L) est fermé dons X et si L admet un invers o droif,
soit L+, conlinu de Yy & X, alors U opérateur W, est continu de Y1 & X.

DiMONSTRATION. - Comme W, est un opérateur linéaire, il suffira de
montrer qu’il est fermé. Soit done z,€ X et y.€ Yy, tels que,

o = W, 311;:;( 2y = X, lin;y, Y=y
On a done,
i14) Lan=14y,, T2,=0, Pouz,=0,
d’olt on déduit,
(15) Ty = hy + Ly, h. e N(L).

Comme les suites {x,} et {y.) sont convergentes, il en résulte, compte tenant
du fait que Lt est continu et N(L) est fermé, que la suite %, converge dans
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X vers un certain 2 e N(L). Alors de (15) on obtient.

ce qui nous montre que z€ X;; de (14) et (16) il en résulte, compte tenant
de la continuité de T, P, et m,

(17) Lz =y, Tz =0, Porz = 0,

done,

T = Woy

REMARQUE 2. - Parce que la topologie de Y; est plus forte que la topo-
logie de Y, pour que L1 soit continu de Y; & X, il suffit que L, soit con-
tinu de Y & X. De méme, si X; est un espace de Banach, avec la topologie
plus forte gue la topologie de X, alors du lemme 4 il résulte que W, est
continu de Y1 & X,. Ces affirmations s&’obtiennent en appliquant le théo-
réme du grapbique fermé.

COROLLAIRE 2 ~ Dans les hypothéses du lemme 4, il résulte I existence
d’un nombre positif q, tel que,

(18) | Woy lx < - | 9|y,

quel que soit ye Y.
Désignons par z, la solution unique du probléme (L, K0) + (T, 2) + (P, O).
On peut démontrer maintenant le théoréme sunivant:

TrEOREME 2. - Supposons que I hypothése Hy soil remplie ef que L safi-
sfasse auz conditions exigdes dans I’ énoncé du lemme 4.

Supposons encore que I opérateur K soit définit sur S & valeurs dans Y,
et satisfasse sur S a lo condition,

(19) | K2y — Kooy, < Q. o — 13
Si les inégalités suivantes,

sont remplies, alors le probléme (L, K)+ (T, 2) -+ (P, u) admmel une solution
wnigque.

DiimonsTRATION. - Cette fois nous allons appliquer le théoréme de BANACH
sur § C X. Soit I'opérateur z = Vs, défini sur § de la maniére suivante; pour
tout se S, Vs est la solution unique du probléme (L, Ks)-+ (T, 2} + (P, u).
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Nous allons montrer que V est un opératenr de contraction sur S. En
effet, soient 81, 8. €8 et 2, == Vs, 22 = Vs,; alors on a,

Ty — Ty == WQ(KS1 — K.S'z\,
d’ o1 il &' ensuit, compte tenant de (18) et (19),

J2: — 22 [k << Q.| 81 — s2]x.

I’ antre part on a,
lzls<iVe — VOx + [ VOx < q@r + [ xolx < 1,

ce qui montre que VS<S. Le théoréme se trouve ainsi démontré.

ReEMARrQUs 3. - Sil’on considére le probleme (L, K) 4 (T, 0) 4 (P, u) alors
on a pour M la valeur,

M=q. sup {1 Ksnt

ReEMARQUE 4. - Si X, est un espace de BaNacH dont la topologie est
plus forte que la fopologie de X, alors on peut remplacer S par SN X;, et
(19} par,

(19) | Ko — Koy, < Q.] 1 — a2 ;.

Dans ce cas W, est continuu de Y, & X5, et V est contractant dans X;.

5. - Nous allons indiquer maintenant deax applications des théordmes
1 et 2.

Remarquons d’abord que des théorémes 1 et 2 il résulte en méme temps
que les solutions du problémes considérés appartiennent & X;. Supposons main-
tenant que X, soit un espace de BANAcH, avec la topologie plus forte que la
topologie de X.

Associons maintenant & 1 équation (L, K) la condition aux limites li-
néaire,

(Xl) zeX.

{Pour des détails concernant le probléme (L, K) -+ {Xi), et aussi pour
des autres types de problémes aux limites, nous renvoyons le lecteur au
travail de R. Coxtr [6]).

Remarquons que dans les théordmes 1, 2 on peut supposer que T soit
définit seulement sur X;; alors, parce que la topologie de X; est plas forte
que la topologie de X, il en résulte que T est continu de X; & Z. (D ailleurs
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dans le théoréme 2 avec la remarque 4, il suffit de supposer que T soit con-
tinu de X; & Z). Alors le probiéme (L, K) -+ (X)) peut &tre considéré eomme
un cas particulier du probléme (L, K) - (T, 2), si Pon prend pour T 1’ opé:
rateur nul de X, & Z et 2=0; dans ce cas la condition (7, 0) sera remplie
identiquement, et nous aurons N = N(L). L’ hypothése H, devient dans ce cas,

Hyporutise H'. - Pour tout ye Y, I'équation (L, y) admet au moins une
solution dans X .

Alors, des théorémes 1, 2 on obtiennent ainsi les corollaires suivantes:

COROLLAIRE 3. - Admetions les hypothéses suivantes:
1) L’hypothése H' est remplie
2) dim N\L) < + oo

8) L admet un invers & droit, soit L+, complétement continu de Y1 o X,
et continu de Y a X

4) K:S8-— Y1 est un opérateur continu de X o Y et KS est borné
dans Y.

Alors si v est suffisamment grand, le probléme (L, K)—+ (Xi) admet aun
moins une solution, satisfaisant o la condition (P, u).

COROLLAIRE 4. - Admettons les hypothéses sutvantes:
1}y U hypothése H a lieu
2) N(L) est fermé dans X; L+ est continuu de Y1 a X
3) K satisfait a la condition (19).

Alors si Q et 1/r sont suffisamment petits, le probléme (L, K)+4 1Xy) +
(P, u) admel au moins une solution.

REMARQUE b. -~ Dans le théoréme 2 et dans le corollaire 2, on peut sup-
poser que L+ soit continu de Y & X, parce que d’ici résulte la continuité de
L+ de Y: a4 X,

REMARQUE 6. - Nous avons énoncé le corollaire 3 seulement dans le cas
particulier du théoréme 1 out L, est 1’opérateur nul de X & Y, mais on peut
énoncer ce corollaire et dans le cas général considéré duns ce théoreme.

6. On peut obtenier des divers applications concrétes des théorémes
démontrés plus haut, en particularisant les opérateurs et les espaces qui in-
terviennent. Nous allons traiter, & titre d’exemple, quelques problémes aux
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limites pour I'équation différentielle,
(4, 1) o' = A(tle + fit, ),

ou A(t) est une matrice carrée du type n > n de fonctions définies sur J=
[0, k] et fit, z) est une fonction & valeurs dans k-, définie pour ({, zj € J > B*,
lz|<<r [+] étant la norme de K.

Désignons par OfJ) I’ espace de BANACH des fonctions définies et continues
sur J & valeurs dans R, et par L!(J) I’espace de BanacH des fonctions in-
tegrables sur J & valeurs dans Rr.

Désignons encore par AC\J) I’espace vectoriel des applications de J dans
R, dont les composantes sont des fonctions absolument continues sur J et
par CYJ) I’espace vectoriel des applications de J dans FK*, dont les compo-
santes sont des fonctions de la classe ('. Evidemment, AC(J) et CYJ) sont
des sous-espaces vectoriels de CO(J); la topologie propre de AC(J) ou C'J)
n’interesse pas.

Posons,

Si={z; ze O}, Jall) =7}
17 équation (4, f) est du type (L, K), si 'on prend,
L = d/dt — A{l), Kz = fit, «(t)).

On prend aussi S= 8, X==CJ), ne =2(0), Z= U= R".
Si 4 et f satisfont aux condifions de continuité, on prend,

X} = Gl(J), Y = Yl = O{J’.

Si 4 et f satisfont aux conditions de Carathéodory, et si a(f} et b(f} sont
des fonctions sommables sur J telles que | A{f)| << ald), | A, )| << b({) p. p. dans

dJ, alors on prend,
X1 = AC(J), Y = L}{J), Y1 = L J},

ou L, est I’espace de BanacH défini de la maniére suivante: les éléments de
L, sont des fonctions de L'(J), telles que pour tout z € L, il existe un nombre
positif %, qui dépende de =z, tel que Von ait |z(f)]<< k- g(f} p.p. dans J, ou
g(t) = a(t) + b(¢). La norme de L, est définie par,

la ], = sup i | «() [/g(¢) }

et

On counstate facilement que la topologie de L, est plus forte que la topo-
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logie de L'J). I/inégalité |f(f, x)[ << b(f) < g{f), nous assure que KS) est borné
dans L,.

Pour appliquer le théoréme 1 on peut prendre,
Ly = — A(#), L, = d/dt.

La continnité de I, est évidente. On a,

1

Lix= / x(s)ds.

4]

LT est continu de L'(J) a O(J), et complétement continu de CYJ) ou LJJ)
a C(J).

Mais on peut prendre également dans les théorémes 1 et 2, L=L,=
=d/dt — A(f), I, == 0; nous aurons alors,

L+ = /X(t)X“l(s).ds,

ot X(f) est une matrice fondamentale de I’ équation (4, 0).

De méme, Lt est continu de LYJ) & C(J) et complétement continu de C'(J]
ou LJJ) & CJ)

Soit maintenant 7 un opérateur linéaire et continu de C(J) dans K=, et
H un opérateur continu et borné sur S, & valeurs dans R*; I’hypothése H
¢’ enonce dans ce cas comme suit: pour tout s€S le probléme,

(20) o = A(tye + f(t, s(t)
(21) Te = Hs

admet an moins une solution. Klle sera remplie en particulier si la restric-
tion de T & Vespace des solutions de 1’ équation (4, 0) est invertible. Dans
ce cas on a Uy,=[0}, et donc on n’a pas besoin de la condition (P, u); re-
marquons encore que dans ce cas il est remplie méme I’hypothése H,.
Associons maintenant & I équation (4, f) la condition aux limifes,

(22 C.2(0)=0,

ot U est une matrice carrée du type n X n, telle que rang C=n — m, m = 0.
La condition (22) est du type (21), ot T = C.x{0), Hx =0 pour tout xS,
mais la restriction de 7' & 'espace nul de L n’est pas invertible. Si nous
supposons que le determinant de C formé par les derniéres m — m lignes et
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colonnes n’est pas nul, alors U, est le sous-espace de K" formé par les vec-
teurs qui ont les derniéres # — m composantes nulles. Donc si u=
= (U1, ..., W) € R", alors Pou == (41, ..., u,), et la condition (P, u) devient,

210) == Uy, ..., 2,00) = u,,.

Remarquons encore que des corollaires 3, 4, on peut obtenier les résul-
tats de C. CORDUNEANU [2], concernant 1’existence des solutions de I’ équation
(4, f) appartenent & un sous-espace de C{Jy

7. Il gerait interessant de comparer les résultats établis dans ce travail
avec les résultats obtenus par R. CoNTI [4]; dans ce travail on réduit le pro-
bléme (L, K) - (T, H) & une seule équation fonctionnelle.

On peut poser aussi la question de renoncer & la condition (P, u); dans
ce cas il faut utiliser des théorémes de point fixe pour des applications mul-
tivoques, comme par exemple dans les notes de A. Liasora el Z. Op1aL [1] et M.
GRANDOLFI {1].
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