
Sur l 'exis teuce des solutions 
pour un problbme aux limites g6n6ral 

C. AVR~ESCU (Craiova)(*) (**) 

Rdsumd. - On co~sid~re le problOme de l'existenee des solutions pour le probl~me aux limites 
(L, K ) ~  (T~ H)~ oi~ L, T sont des ot)drateurs lindaires et K, H des opdrateurs non-li- 
n~aires. 

Dans ee t rava i l  nous  a l lons  cons id4re r  le p rob l~me a n x  l imites,  

IL, K)  L x  ~- K x  

( T, H) Tx = t lx ,  

off L e t  T sont  des op~)a teurs  l in(iaires et K. H sont  des  o p 4 ra t e u r s  n o n -  
l in~aires.  Un probl~me aux  l imi tes  de ce type  a (it4 consid~rd pour  la pre- 
mie re  lois pa r  R. CoN~I [1]; on dolt  h cet au t e r  le d~ve loppement  tout-~t- fa i t  
r e m a r q u a b l e  des  probl~mes  a u x  l imi tes  de ce type.  R e m a r q u o n s  encore  les 
t r a v a u x  de G. PULWREN~:[ [1], [2], et G. SANTAC~A~I [1], [2], [3!, consacr~s  aux  
probI~mes de m~me type. 

En r u e  d' ob ten i r  des th6or~mes d' ex i s t ence  poa, '  le probl~me (L, K) ÷ (T, H}, 
nous  a l lons  u t i l i se r  une  va r i a n t e  de la meithode de MASSERA et SCHAFFER [1], 
[2], sous la fo rme  donn~e pa r  C. CORDUNEANU [1] et HARTMAN et 0~UC~IC [1]. 

On t rouve  l ' id~e  d ' u t i l i s e r  la m~thode de ~IASSERA et SC~A)~FER a u x  probl~- 

mes aux  l imi tes  sur  un in te rva l l e  compac t  chez H . A .  A~OSIEWICZ [1], [2] et 
(~. CORDUNEANC [2]. Dans  le m~me ordre  d ' id~es,  m e n t i o n n o n s  notre  note  [1]. 

1. - So ien t  X,  ~ Z, U qua t r e  espaces  de BANACH, et soit X~ un s o u s - e s p a c e  
vec to r ie l  de X. L a  norme  de X indu i t  duns X~ une  topologie,  mais  X1 n ' e s t  
pas  n~ees sa i r emen t  ferm~ dans  X. 

Soit  encore  :Y1 un  espace  de BANA0]K sa t i s fa i san t  a u x  condi t ions  suivantes :  
:Y~ est un  sous -  espace  vector ie]  de Y e t  la  topologie  de ~5 et p lus  fo r t e  que  
la topologie  de i7. 

Soit  L un  op~ra teu r  l in~aire  de X1 sur  ¥ e t  soit encore  T u n  o p 4 ra t e u r  
l in~ai re  et con t inu  de X sur  Z. 

Posons ,  
S = I x ;  x e x ,  I I x I l x ~ r l .  

(*) L'auteur remercie h 1VI. R. CO~TI, pour les conseils donnds pendant la preparation 
de ee travail. 

(**) Eatrata in Redazione il 10 settembre 1968. 



70 C. AVRAMESCU: Sur t'existence des solutions pour un problOme, etc. 

Soil  K an opd ra t eu r  d6fini sur  S a va leurs  dans  :Y~, con t inu  de X ~ Y 
et soil  H un op~ra t eu r  d6fini  sur  S ~ va l eu r s  dans  Z, con t inu  de X h Z 
Nous  a l l on ,  suppose r  que  K S  soil un  ensemble  born5 duns Y~, et que H S  soil 
born~ dans  Z. 

D~signons par  NqL) F espace  nu l  de L, pa r  NiT) l ' e s p a c e  nul  de T et 
posons  £¥=_hr(L)(~  N{T). Nous  a l lons  suppose r  qu ' i l  ex is te  une  app l i ca t ion  
lin(iaire et con t inue  7: de X sur  U, rel ic que  la r e s t r i c t i on  de rc ~t LT(Lt soil 
i nve r t ib l e ;  nous  a l lons  d~signer  ce t te  r e s t r i c t ion  par  7:0 (~). Alors  il est aisd de 

vo i r  que  F6quat ion ,  

(L, y) L ~  --- y, 

adme t  uue  so lu t ion  u n i q u e  sa t i s fa i san t  i~ la condi t ion ,  

(% u) = u ,  

po u r  tout  y e Y, u ~tant  un  ~16ment fix~ de U. 
D~signons pa r  Uo l ' i m a g e  de N p a r  l ' a p p l i c a t i o n  r:; nous  al lons suppose r  

que  Uo est fe rm6 dans  U et a d me t  nn  compl6men t  aussi  f e rmi ,  soil U~. {Cet- 
te cond i t ion  sera  r empl i e  en  p a r t i c u l i e r  si dim U ou dim Uo sont f inies,  ou 
b ien  si codim Uo est f inie.  El le  sera  r empl i e  aussi  darts les cas extremes, 
e' e s t - g - d i r e  duns  les cas off Uo ----- { 0 }, ou /_7o = U.) D~signons pa r  Pc et P1 les 
p ro j ec t eu r s  de U dans  Uo et U~. 

P o u r  m o n t r e r  l ' e x i s t e n c e  d'  une  so lu t ion  p o u r  le p robl~me (L, K) -Jr (T, HI, 
il est r a i sonnab le  d ' a d m e t t r e  u n e  hypoth~se  d ' admiss ib i t i t~  au sens de MAS- 

SERA-SO~J~':~FEa, un  peu  modifi~e,  que  nous  al lons d6s igner  p a r  l' hypoth~se H. 

L'hypothOse H. Pour tout s ~ S, le probl~me, 

(L, Ks) Lx ---- Ks 

( T, Hs) Tz ---- Hs, 

admet au moins une solution. 

~ - On peut  f o r m u l e r  m a i n t e n a n t  un  r6su l ta t  f o n d a me n t a l  pour  ce qui  suit  

LEMME 1. - Si l'hypothOse H est remplie, alors il exisle une solution 
unique x du probl~me (L, Ks) -{- (T, Hs} satisfaisant & la condition, 

(P, u) Po=x = u, 

quel que soil s e S. 

(') Remarquons que l'existenee de n est assur~e duns le eas suivant: considgrons un 
espace U, hom6omorlohe awe N(L) ~ X et soil % une hom~omorphisme entre ces espaces; si 
n peut ~tre prolong~te dans X, en conservant la continuitY, on obtient aussi l'op~rateur <. 
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DE~O~SWl~_~TIO~.- Montrons d 'abord  que le probl~me (L, Ks} ~ (T, //s) 
admet une solution unique x, telle que ~xe  0~; en effet~ soit x~ une solution 
de ce probI~me. Consid~rons la solution x2 de F~quation (L, Ks) satisfaisant 

la condition r:x2 ~-P~ux~. I1 est (~vident que x 2 -  x~ e N, d' off on d~duit que 
x~ est une solution du probl~me (L, K s ) ~  IT, Hs). Supposons maintenant  que 
x~ soit aussi une solution de (L, K s ) q - ( T ,  .Its), telle que ux~e U~. Il en r~sulte 
d ' ic i  que x: ~ x~ e N, et d ' au t r e  part on a z:(x~ - x ~ ) e  U~, ee qui nous donne 
u(x~ - x ~ ) ~ 0 ,  et done x ~ x ~ .  

Soit done x ]a solution unique du problbme (L, Ks) "k (T, Hs), avec ux ~ U~; 
la solution dont F existence et 1' unicit~i est affirm~e duns l '~nonc~ du lemme, 
s 'obt ient  en ajoutant  h x la solution de l '~quat ion (L, 0) qui satisfait h la 
condition u x ~ u .  Si l 'on  d6signe par Ws la solution unique du probl~me 
(L, K s ) ~  (T, H s ) q - ( P ,  0), alors il en r~sulte que la solution unique du pro. 
bl/~me (L, K s ) ~ - ( T ,  Hs) ~ (t), u) est, 

(1) x -~ Uo~U + Ws. 

Le lemme se trouve ainsi d6montr~. 
Remarquons que si Uo----t0!, alors on n ' a  pus besoin de la condition 

(P, u) pour fixer une certaine solution du problbme (L, K s ) q - ( T ,  Hs), ear 
duns ce eas, la seule solution de ee probl~me est Ws. Remarquons encore 
que le problbme (L, 0)-b (T, 0)-k (P, 0} admet seulement ta solution x ~ 0. 

I~ous allons d6montrer maintcnant  deux lemmes qui nous seront n6ces- 

saires dans ce qui suit. 

LEMME 2. - Supposons que l' hypothdse H soit remptie el que L ~ L~ q-L2, 
L~ : X ~ Y~ dtant une opdrateur liudaire et continu et L2 : X~ ~ Y dtant une 
opdrateur lindaire avec dim ~Y(L2) < - b  e% qui admet un  invers ~ droit, soit 
L~,  compldtement continu de Yx ~ X. Alors il existe un hombre posi t i f  M, tel 
que l 'on air, 

pour  tout s ~ S. 

DEMO~ST]~ATIObZ. - Si la conclusion du lemme n'6tait pus vraie, alors pour 
tout entier positi[ n, on peut trouver un s= e S, tel que, 

(3) i] vcso ltx > n. 

Posons~ 

W8,~ Ks ,  H s~ 
- ll w s o  IIx; - fl w s o  fix; - II w s o  llx 
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On a, 

(4) H ~ [Ix = 1, 

(5) L~. = ~. ,  T~, = ~,, P0z:~. = 0, 

et, 

(6) limr~ ~ ~ 0, timz ~ ~ 0. 
rt--->OO r ~ - > ~  

De (5) il s ' ensu i t ,  

(7) ~= = "C, -}- L2+(~ - -  L~=), 

off " f ~  NtL2). Comme i{~ } et I L + ( ~ . - - L l ~ ) i  sent  des ensembles  b o m b s  dans  
X~ il en rdsul te  que  i Y~ ! est  un  ensemble  compac t  dans  cet espace,  done 
cont ien t  une  sui te  7% qui  converge  vers  une  cer ta in  y e X. Compte  t enan t  du  
fair que  L+ est  complOtement  con t inu  de Y~ ~ X, it en rOsul~e que  la sui te  
{~.~kl cont ien t  t~ne sous - su i t e  qui converge  vers  un cer ta in  ~ E X .  Alors  de 
(7) il s ' ensu i t ,  

(s) 

ce qui nous  mont re  que  ~ X 1 .  De (8) et (6) on d6duit ,  

(9) L~ ---- 0, T~ = 0, .Po~ ~ 0, 

ce qui  nous  mont re  que  ~ ~ 0, tandis  que de (4) il s ' en su i t  que  [ t~ l lx :  1. 
La  cont rad ic t ion  ainsi  ob tenue  d~montre  le lemme.  

COROLLAIRE - Si  les hypotheses du lemme 2 sent salisfailes, alors pour 
la solution x du probl~me (L, Ks) ~ (T, Hs) + (P, u) on a l'indgalitd, 

(10) II x llx ~ [I Zro~U [Ix -b M, 

pour tout s ~ S. 

LENSE 3 . -  Supposons que les hypothOses du lemme 2 sent satisfailes. 
Soit la suite { s. } c S, eonvergente dans X vers s. Si l' on ddsigne par x~ la solu. 
tion unique du probl~me (L, Ks~) -~- (T, Hs~) -+- (P, u), alors x. converge daus 
X vers la solution x du problOme (L, Ks) q- (T, tts) ~ (P, u), 

D~[ONSTUA~r~O~. - Si la conclus ion  du  l emme n '6 t a i t  pas  vraie,  alors  il 
exis te  un hombre  posi t i f  q, et une  sous - su i t e  {x%} de (x~}, tel le que,  

(11 )  [i x= k - "  x l[x > q" 
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Compte tenant  du fair que la suite Ix,el est born6e, ce qui r(isulte du 

lemme 2, alors on peut montrer  ais6ment que cette suite est compacte dans 
X, done elle contient une sous-suite qui converge dans X vers nn certain 
x0 e X; on eonstate, d 'une mani~re analogue que dans le lemme 2, que x0 e X~. 
Compte tenant  de la continuit~ des op~rateurs T, K, H, Po et 7:, on d~duit 
que Xo est une solution du probl~me (L, Ks)- t - (T ,  H s ) ~  (P, u); mais comme 
ce probI~me admet une seule solution, il en r~sulte que xo = x, ce qui est en 
contradiction avec (11). 

3. - /ffous ponvons donner main tenant  un th~or~me d ~existence pour le 
probl~me (Z, K) -~  (T, H). 

TH~OnEME 1. - Supposous que les hypotheses du lemme 2 soient satisfaites, 
et que, 

(12) l] ~o ~u tlx + M ~  r. 

Alors le probl~me (L, K ) q - ( T ,  H)q - (P ,  u) admet au moins une solution. 

D]~Mo~s~nA~Io~. - hYous aliens appliquer le th(ior~me du point fixe de 
SCKAU]3ER, pour 1' op~rateur Vs ~ rco~u -[- RTs, sur 1' ensemble S de X. D' apr~s 
le corollaire 1 et l ' in6gali t6 (12) il r6sulte Finclusion,  

(13) VS ~ S. 

Le lemme 3 assure la continuit6 de l 'op~rateur  V. Enfin, de l '6galit0, 

x = y(s) q- L~+(Ks --  L tx), y(s) e N(L2), x --~ Vs, 

il en r6sulte, compte tenant  de (13} et du fair que L~ est compl~tement 
continu de Y1 h X, la eompacit6 de l 'ensemble -VS. Done l 'ensemble S et 
l 'op6rateur  V satisfont aux conditions exig~es par le th~or~me de SCI~AUDER, 
ce qui ach~ve la de~monstration, car 6videmment, tout point fixe de V est une 
solution du probl~me (L, K)-~-(T, H} q-(P,  u). 

RE~IARQU]~ 1. - Les hypotheses sur 1' op(irateur L qui f igurent  darts le th6o- 
r~me l, seront satisfaites en part icul ier  si N(L) est de dimension finie, et s~ 
L lui mSme admet un invers h droit compl~tement continue de ] r  h X ;  dans 
ee cas L ~ = 0 .  

4. - Nous allons consid6rer maintenant  le probl~me aux limites lindaire~ 

(L, K) L x  = Kx 

( T, z) T x  = z, 

Annali di Matematica lo 
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z ~tant un 616ment fix6 de Z. ]~videmment, ce probl~me est un eas part icu- 
tier du probl6me (L, K} ~ (T, H), qui s 'obt ient  en prenant  Hx ~ z; donc duns 
les hypoth~se exig6es p~r le th6or~me 1, le probl~me {L, K) -~  iT, H} ~-(P ,  u) 
admet  au moins une solution. 

Remarquons  que dans ce cas l 'hypoth~se H devient:  pour  tout y E K S l e  
probl~me (L, y}-~ (T, z) admet au moins une solution. 

Nous allons uti l iser une hypoth~se d~admissibilit~ plus forte que t 'hypo- 
th~se H~ mais qui est plus raisonnable duns le cas lin~aire que nous consi- 
d~rons. 

HYPO~I~ESE Ho. - Pour tout y e  ~'~ le probl~me (L, y ) +  (T, z) ad~e t  au 
moins une solution. 

De l 'hypothSse Ho il s ' ensui t  que le probl~me (L, y ) ~  (T, 0) admet au 
moins une solution pour tout y e Y~. En ef[et, soient y~, y2e Y, tels que 
y - - y ~ -  y2, et soit x~ une solution du probi~me (L, y ~ ) ~ I T ,  z), ( i : l ,  2); 
alors x : x ~ -  x2 est une solution du probl~me (L, y )~- (T ,  0). 

On peut  montrer, d ' une  mani~re analogue que dans le lemme l, que le 
probl~me (L, y) ~ (T~ z) ~ (P, u) admet une solution unique pour tout y e  Y~. 
De m~me, le probl~me (L, y) -~ (T, O) ~ (P, u) admet une solution unique. Soit 
alors x-~- Woy la solution unique du probl~me (L, y) ~- (T, 0) ~ (P, 0). I1 est 
ais6 de voir que Wo est un op6rateur lin~aire de ~ dans X;  duns le lemme 
qui suit, nous allons indiquer  des conditions suffisantes assurant  qu ' i l  soit 
continu. 

LE~IME 4. - Si N(L) est fermd dans  X et si L admet un  invers ~ droit, 
soit L+,  conlinu de Y~ ~ X,  alors l' opdrateur TWo est contiuu de Y~ & X. 

DEMOnStRATIOn.- Comme "t~/~ est uu op~ra, teur lin6aire, il suffira de 
montrer  qu'il est fermi.  Soit donc x, ~ X et y~e ]~5, tels que, 

x o =  Woy~, limxx~ = x, limy~y. = y 

0n a done, 

i14) Lx~ = y. ,  Tx~ ~ O, Po<x. = O, 

d'ofi on d6duit, 

(15) x ~ h n ~ L + y , ,  h~ ~ N(L). 

Comme les suites { x~ } et (y~, } sont convergentes, il en rdsulte, compte tenant 
du fair que L+ est continu et /V(L) est fermi,  que la suite hA converge duns 
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X vers un certain h e  N(L). Alors de (15) on obtient. 

(16) x ~ h -]- L+y, 

ce qui nous montre que x e X ~ ;  de (14J et (16) il en r6sulte, eompte tenant 
de la eontinuit6 de T, P o e t  ~, 

{17} Lx ~ y, Tx ---- O, Ponx = O, 

donc, 

x = Woy. 

REMARQUE 2. - Parce  que la topologie de Y~ est plus forte que la topo- 
logie de Y, pour qae L+ soit continu de Y~ ~ X, il suffit  que L+ soil con. 
t inu de Y it X. De m~me, si X~ est un espace de Banach, a v e c l a  topologie 
plus forte que la topologie de X, alors du lemme 4 il rdsulte que W0 est 
continu de Y~ it X~. Ces affirmations s 'ob t iennent  en appl iquant  le thdo- 
rbme du grapbique fermd. 

COnOLLAIRE 2 -  Dans les hypolhdses du lemme 4, il rdsulte l'existence 
d ' u n  nombre posit i f  q, tel que, 

(is) II  Voy <- q. II y 

quel que soit y ~ Y~. 
D~signons par Xo la solution unique du probl~me (L, KO) ~- (T, z) -4- (P, 0}. 

On peut d~montrer maintenant le th~or(~me suivant :  

T ~ o r t ~ E  2. - Supposons que l' hypoth~se Ho soil remplie el que L sati. 
sfasse aux conditions exigdes da~s l'dnoncd du lemme 4. 

Supposons encore que l' opdrateur K .voit ddfinit ~ur S & valeurs duns Y~, 
et satisfasse sur S d~ la condition~ 

(19} 

Si les indgalitds suivantes, 

(20) q Q <  1, fixo[fx ~ (1 - -qQ} . r ,  

sont remplies, alors le probl~me (L, K ) +  (T, z)-~ (P, u} admet une solution 
unique. 

D~iMONSTRATION. - Cette fois nous allons appl iquer  le th~or~me de BANACH 
sur S C X. Soil l 'op(irateur x ~ Vs, d~fini sur S de la mani~re suivante;  pour 
tout s e S, Vs est la solution unique du probl~me (L, K s ) +  (T, z)-}-(P,  u}. 
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Nous allons montrer  que V est un op~rateur de contraction sur S. En 
effet, soient s~, s2 ~ S e t  x~--~ Vs~, x: ~ Vs~; alors on a, 

x~ - -  z2 = Wo(Ks~ - -  Ks21, 

d'ofi il s 'ensuit ,  eompte tenant de (18) et (19), 

D 'au t re  part  on a, 

II x Ix ~ tl Vx - -  VO ~x + [] VOI]x ~ qQr + t] xo I]x ~ r, 

ce qui montre que V S ~ S .  Le th6orbme se trouve ainsi d6montr6. 

REI~ARQUE 3. - Si 1' on considbre le probl~me (L, K) + (T, O) -{- (P, u) alors 
on a pour M la valeur, 

M =  q. sup { lI Ks  l]z , !. 
s@s 

RE~ARQUE 4. - Si X~ est un espace de BA~AC~ dont la topologie est 
plus forte que la topologie de X, alors on peut remplacer  S par S fl X~, et 
(19) par, 

(19'} 1] Kx~ - -  Kx2  []y~ ~ Q. H x l  - x2 l]x~. 

Dans ce cas ~¥o est eont inuu de Y~ i~ X~, et V e s t  contractant  dans X~. 

5 . -  Nous altons indiquer  maintenant  deux applications des th~or~mes 
l e t 2 .  

Remarquons  d 'abord  que des th~orbmes 1 et 2 il r~sulte en m~me temps 
que les solutions du problbmes consid(ir~s appart iennent  ~ X~. Supposons main- 
tenant que X~ soit uu espace de BANACl~, avec la topologie plus forte que la 
topologie de X. 

Associons maintenant  ~t l '~quation (L, K) la condition aux limites li- 
n6aire, 

(X1) x e X1. 

(Pour des d~tails concernaut  le probl6me (L, K ) +  (X~), et 
des autres types de probl4mes aux limites, nous renvoyons le 
travail de R. Co~'~ [6]). 

aussi pour 
lecteur au 

Remarquons  que dans les th6or~mes i, 2 on peut supposer que T soit 
dOfinit seulement sur X~; alors, parce que la topologie de X~ est plus forte 
que la topologie de X,  il en r~sulte que T est continu de X1/~ Z. {D'ailleurs 



C. AVRAMESCU: Sur I'existence des solutions pour un probl&me, etc. 77 

dans le th4orbme 2 avec la remarque  4, il suffit  de supposer que T soil con- 
tin~ de X1 i~ Z). Alors le problbme (L, K ) +  (X1) peut  ~tre consider4 comme 
un cas part icul ier  du probl~me (L, K ) +  (T, z), si l 'on  prend pour T l'op~- 
ra teur  nul de X1 /~ Z et z = 0 ;  dans ce cas la condition (T, 0) sera remplie 
identiquement,  et nous aurons N =  N(L}. L' hypothbse Ho devient dans ce cas, 

HYPOTH~SE H'. - Pour tout y e Y~ l'dquation (L, y) admet au moins une 
solution darts X . 

Alors, des th6or~mes 1, 2 on obtiennent  ainsi les corollaires suivantes:  

CoROLLAIRE 3. - Admettons les hypotheses suivantes: 

1) L'hypoth~se H' est remplie 

2) dim N(L) < + c~ 

3) L admet un invers ~ droll, soil L+, compl~tement continu de Y~ ~t X,  
et continu de Y ~ X 

4) K :  S ~  Y1 est un opdrateur continu de X ~ Y e t  K S  eat bornd 
dans ]~. 

Alors si r e s t  suf f isamment  grand, le probl~me (L, K ) +  (XI) admet au 
moins une solution, satisfaisant ~t la condition (P, u). 

COROLLAIRE 4. - Admettons les hypotheses suivantes: 

1) l' hypoth~se H' a lieu 

2) N(L) est feting dans X;  L+ est continuu de Y~ ~ X 

3) K satisfait ~t la condition (19'). 

Alors si Q et 1/r sont suf f isammenl  perils, le probl~me (L, K ) +  IX~) + 
(P, u) admet au moins une solution. 

RE~A~QUE 5. - D a n s  le th(ior~me 2 et dans le corollaire 2, on peut  sup. 
poser que L+ soil continu de Y ~ X, parce que d ' ic i  r~sulte la continuit4 de 
L+ de ]71 ~ X. 

REMARQUE 6 .  - I~{0us avons ~nonc~ le corollaire 3 seulement  dans le cas 
part iculier  du th4or~me 1 off L~ est l 'op~rateur  nul de X h Y, mais on peut 
4noncer ce corollaire et darts le eas g4n(fral consid~r~ dans ce th4or~me. 

6. On peut  obtenier des divers applications concrbtes des th4orbmes 
d~montr6s plus haul, en par t icular isant  les op6rateurs et les espaces qui in- 
terviennent.  5Tous allons trailer, /~ titre d 'exemple ,  quelques problbmes aux 
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limites pour l '~quat ion diff~rentielle, 

(A, f) x ' =  A(t)x + f(t, x), 

off Air) est une matrice carr6e du type n X  n de fonctions d6finies sur d :  
[0, hi et [(t, x I est une fonction h va.Ieurs dans R '~, d6finie pour (t, x } E J X t ~  ~, 

D6signons par C(J) l' espace de BANAC]=[ des fonetions d6finies et continues 
sur J h valeurs dans R', et par L~(J) l 'espaee de BANACH des fonetions in- 
tegrables sur J h valeurs darts R ~. 

D~signons encore par AC(J) l 'espace vectoriel des applications de J dans 
R ~, dont les composantes sont des fonctions absolument continues sur J et 
p~r C~(J) l 'espace vectoriel des applications de J dans R ~, dont les compo. 
sautes sent des fonctions de 1~ elasse C 1. ]~videmment, AC(J} e~ C~(J) sont 
des sous-espaces veetoriels de C(J); la topologie propre de AC(J) ou C~J) 
n ~ interesse pas. 

Posons, 

s~ = { x;  x e c(J} ,  ti x(t)ll <-- r }. 

L'6quat ion  (A, f) est du type qL, K), si l 'on  prend, 

L = d/dt - -  A(t), Kx  = f t t ,  x(t)). 

On prend aussi S - ~ S i ,  X = C ( J ) ,  =x=x{O),  Z =  U = R " .  
Si A et f satisfont aux conditions de continuitY, on prend, 

Xt = CI(J}, Y = Yl = C(JI. 

Si A et f satisfont nux conditions de Carath~odory, et si a(t) et b{t} sont 
des fonctions sommables sur J telles que II A(t) ll ~-- a(t}, I} fit, x)It ~ b(t) p. p. dans 

alors on prend, 

X~ = AC(J), Y--'-- LI(J), ~ --- Lg(J}, 

oth Lg est l' espace de BAI~AOIt d6fini de la mani6re suivante: les 616ments de 
Lg sont des fonctions de LltJ), telles que pour tout x e Lg il existe un nombre 
positif k, qui d6pende de x, tel que l 'on  air I]x(t)[l~--k'g(t) p.p.  dans J, off 
glt)--~ a(t} + b(t). La norme de Lg est d6finie par, 

U x Ilg = s u p  I fl x(t)U/g(t) ! 

On cons~ate facilement que la topologie de Lg est plus forte que la topo, 
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logic de LI(J). L' i~16galit6 Ill(t, x)[l ~ b(t) ~ g(t), nous assure que KS~ est born~ 
dans Lg. 

Pour  appliquer le th~or~me 1 on peut prcndre, 

L1 -~ - -  A(t), L2 ---- d/dt. 

La continuit~ de L~ est ~vidente. On a, 

L + x = f x(s)ds. 
0 

L + est eoutinu de L~(J)h  C(J), et eompl6tement continu de C~(J) ou Lg(J) 
a c(J). 

5[ais on peut prendre ~galement duns les th~or~mes I e t  2, L----L2---- 
- ~ d / d t -  A(t), L1 ~ 0; nous aurons alors, 

L+ == / X(t)X-~(s).ds, 
0 

off X(t) est une matrice fondamentale de ] '~quation (A, 0). 
De m~me, L+ est continu de LI(J) i~ C(J) et compli~tement continu de C~(J) 

ou Lg(g) ~ C(J). 
Soit maintenant  T u n  op~rateur lin~aire et eontinu de C(J) dans R ~, et 

H u n  op6rateur continu et born~ sur S~, h valeurs duns R ' ;  l 'hypoth~se H 
s 'enonce dans ce eas comme suit:  pour tout s e S  le probl~me, 

(20) ~ ' =  A(t)z + f(t, s(t)) 

(21) Tx  ~ Hs  

admet au moins une solution. Elle sera remplie en part iculier  si la restric- 
tion de T h F espace des solutions de l 'Squation (A, 0) est invertible. Dans 
ce eas on a U o ~  {0}, et donc on n ' a  pas besoin de la condition (P, u); re. 
marquons encore que duns ce cas il est remplie m~me l'hypoth/~se He. 

Associons maintenant  h l '~quation (A, f) la condition aux limites, 

(22) C.x(O)-~O, 

off C est une matrice carr ie  du type n X n, telle que rang C :  n - -  m, m =~ 0. 
La condition (22) est du type (2t), off T x - ~  C.x(O), Hx-----O pour tout x E S 1 ,  
mais la restriction de T h l 'espace nul de L n 'es t  pus invertible. Si nous 
supposons que le determinant  de C formei par les derni~res n - - m  lignes et 
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colonnes n ' e s t  pas nut,  alors Uo est le sous -espace  de R ~ form(~ par  les vec- 
teurs  qui  ont les derni~res  n - - m  composantes  nul les .  Done si u---- 
---- (u~, ..., u~) ~ R ~, alors Pou = (u~, ..., u~), et la condi t ion (P, u) devient ,  

x~(0) ---- u~ ,  . . ,  x~(0)  - ~  u ~ .  

Remarquons  encore que des corol la i res  3, 4, on peut  obtenier  les r4sul- 
tats de C. COI~DUNEANU [2], conce rnan t  l ' ex i s t ence  des solut ions de t '~qua t ion  
(A, f) appa r t enen t  i~ un  sous-espace  de C(J)" 

7. I1 serai t  in te ressan t  de comparer  les r~sul ta ts  ~tablis dans  ce t ravai l  
avec les r~sul tats  obtenus  par  R. CoN~I [4]; dans ce t ravai l  on r~duit  le pro- 
blame (L, K)-{-(T, H) ~ une seule ~quat ion fonct ionnel le .  

On peut  poser aussi  la ques t ion  de renoncer  ~t la condi t ion (P, u); dans  
ce cas il rant  u t i l i ser  des th~or~mes de point  f ixe pour  des appl ica t ions  mul- 
t ivoques,  comme par  exemple  dans  les notes  de A. LASOTA el Z. OPIAL [1] et i~. 
GRANDOL~I [1]. 
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