
Alcune propriet~ di una classe di procedimenti  i terat ivi  
approssimati connessi con trasformazioni pifi generali  

delle contrazioni, in uno spazio metrico. (+) 

A. PASQUALI (Firenze) (**) 

Summary. - I n  this paper, we s tudy a class o f  i terative processes o f  the type Y+,+i = T ~ Y n  , 

~vhich approximate  the i terative processes x.d_ i : Tx~,  where T and T n are more gene- 
ral  operators than  contractions in  a metric space. 

1.  - I n t r o d u z i o n e .  

Se si vuole approssimare una soluzione dell 'equazione x - - T x  mediante 
il procedimento iterativo x~+~ ~ T x . ,  ~ prat icamente  impossibile ottenere esat. 
tamente la sueeessione delle i terate tx~l, sia per le approssimazioni necessa- 
r iamente compiute nel calcolo di T, sin perch~ (~ molto spesso conveniente 
approssimare T con operatori di pifi facile caleolo; la suceessione IY~I real- 
mente calcolata non converge in generale alla soluzione x* dell 'equazione con- 
siderata. ]~ pereib assai utile disporre di valutazioni dell 'errore commesso 
approssimando x* con y . ;  in questo senso sono orientati  aleuni studi recenti  
(cfr. [1], [2], [3]) ehe J. M. ORTEGA e W. C. RttEINBOLDT hanno unificato ed 
esteso in un loro lavoro [4], utilizzando il principio di contrazione negli spazi 
pseudometr ie i  (cfr. [5]). 

In  questo lavoro studiamo le connessioni esistenti fra la successione delle 
i terate {x~} e una suecessione approssimata  (Y-} nel caso di trasformazioni 
pifi generali  di quelle contrattive, operanti  in uno spazio metrieo (X, d) do. 
taro della metriea ordinaria;  a questo seopo faceiamo uso di un teorema di 
punto fisso comparso recentemente  nclla le t tera tura  (cfr. [6], [7]). 

Nel paragrafo 2 vengono riportati  aieuni risultati  preliminari ,  mentre 
nel paragrafo 3 viene eonsiderato con part icolare attenzione il caso in cui la 
successione IY~} b ot tenuta mediante il procedimento iterativo yn+~-~ T,~y~, 

dove ITs} ~ un 'oppor tuna successione di operatori  approssimanti  T. Inf ine 
nel paragrafo 4 otteniamo alcune eonseguenze dei teoremi precedenti  the  ge- 
neralizzano alcuni risultati  di UnABE [1] 

t*) Entrata ia Reclazione i1 27 marzo 1969. 
(**) Istituto Matematieo ~U. DINt0, Uuniversith degli Studi di Firenze, Viale Morgagni 

67/a Firenze. Lavoro eseguito in relazione al Contratto 57 ° 115.3050.0.5189 del Comitato per la 
Matematiea del C.IN.R. nel corso detl'anno accaclemico 1968-69, 
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2. - l l e u n i  r i s u l t a t i  p r e l i m i n a r i .  

Consider iamo una  funzione ~(r) reale,  def in i ta  per  r E [0, + c~): 

DEFIIgIZIONE 1. - Diremo c h e l a  funzione ~(r) gode della propriel& 1)1 se 
continua e soddisfa alle seguenti condizioni: 

(2.1) ¢~(rl)~cp(r~), ~ r l ,  r2E[0,  -t- ~ ) ,  r ~ r 2  

(2.2) E ~'~(r) < + c% ~ r ~ 0  
V ~ 0  

dove ~°(r) -~ r, ~(r) --  ~(r), ..., ~ ( r ) =  ~(~"-~(r)), .... 

DEFINIZIONE 2. - Diremo che la  funzione ~(r) gode della propriet& P2 8e 

gode della proprieldt P~ e inollre soddisfa alla condizione seguente: 

(2.3) q0(r~ A- r2) -~ ~o(r~) + ~(r2), ~ r l ,  r2 E [0, A- ec). 

OSSERVAZIOSTE.- Soddisfano alle condizioni (2.1), (2.3) le funzioni  due  
volte der ivabi l i  tall t h e  

¢~(0) ~ 0, ~'(r) ~ 0 e ~"(r) ~ 0 per  r > 0 ; 

sodclisfa al la  propr ie th  P2 per  esempio la funzione ~(r)---~r/(1 q-r). Osser- 
viamo anche  t h e  (2.2) impl ica :  

(2.4) ~(r) < r, ~ r  > 0 

Consider iamo ora  la seguente  funz ione:  

co 

(2.5) S:r--~ ~ ~(r), rE[O, Rio[0 ,  + ~ ) ,  0 < R < + ~ ;  

vale il seguente  

LE)~[A 2.1. - Se ~?(r) gode della propriel& P~, la funzione S(r) ~ continua 
in  [0, R]. In  particolare 

(2.6) lira S(r) -~- O. 
r--~O--l- 

Essendo infa t t i  per  la propr ie tg  P1 

~(r) ~ ~(R), ~4r ~ [0, R], 

oo 

1~ ~(R) < + ~ ,  
y=~) 

-~v ~ O, 
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¢20 

la serie E ~(r)  b totalmente convergente e quindi uni formemente  eonver- 
V ~ 0  

genre in [0, R]; dalla continuit/~ di ¢~(r), ~ v ~ 0 ,  segue la continuith di S(r). 
Segue immediatamente  anehe la (2.6). 

Consideriamo ora una suecessione i r~l ~[0, R] e formiamo la suecessione 
{ a=} eosi definita : 

(2.7) a~---- ~ ¢~"-~(r~) n ~ 0, 1, .... 
k ~ ? t  

Nel seguito useremo la seguente proprieth della successione (2.7): 

LEM~[A 2.2. - Se lim r~ -~ O, allora anche lira a~ ~ 0, se ~(r) gode della 

propriet~ P~. 

~issato infatti  ¢~> 0, per la continuiti~ di S(r) possiamo determinare  
~ > 0 tale che 

(2.8) 0 ~ S(r) < ~ , ~ r  E [0, R], r ~ ~o. 

Per  le ipotesi fatte su {rk} esiste un indice ko tale ehe 

(2.9) rk ~_ ~o, ~ k  ~ ko; 

per ta (2.8) e la (2.9) e la propriet/~ P~ di ~(r), otteniamo la seguente disu- 
guaglian~a : 

~ ~ n >  ko. < S( o) < 
k=ko+l k=ko+l 

Poniamo ora 

(2.11) r ~ =  max r~; 
k ~ O  . . . .  , lco 

poichb per  la (2.2) abbiamo lim ~ ( r ) = 0 ,  ~ r ~ > 0 ,  ~ possibile determinare  
~--> 30 

un indice n~ >__ko tale che 

(2.12) ~"--~o(ri) < 2(ko + 1)' 

abbiamo allora 

~ n  > nl; 

k° k°  k° G G" 

~. ~,-k(rk) ~ ~ ~'-k(r~) < Y~ _ _  
k=l k=o k=o 2(ko -1- 1) 2 '  

(2.13) ~ n  > n~; 
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per le disuguaglianze (2.10) e (2.13) otteniamo infine 

(2.14) a= ~ E ¢~-1~(,rk) q- E ~-~(r~) < ~, ~ n  ~ n~. 
k~O k~-ko~-I 

I1 lemma b cosl dimostrato. 

Nel seguente lemma di immediata  dimostrazione sono r iehiamate alcune 
proprieth, della funzione S(r) che verranno utilizzato nel seguito: 

LEMYfA 2.3. - Se la funzione ~(r) gode della proprietd~ P2, la funzione 
S(r) definita dalla (2.5) ha le propriel&, seguenti : 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

S(rl)~S(r2), ~ r l ,  r2 ~ 0 ,  r l ~  r2, 

S(r~ -1- r,~) ~ S(r~) + S(r2), ~ r~ , r2 >_ 0 

S@(r)) + r = S(r). 

Richiamiamo ora il seguente teorema di punto fisso (cfr. [6] [7]): 

TEOREMA 2.1. - Dato uno spazio metrico completo (X, d) e un soltinsieme 
non vuolo M C X, sia T :  M ~ M una trasformazione tale che 

(2.18) d(Tx, Ty) ~ ~[d(x, y)], 

dove ~(r) gode della proprietb 1)1. Allora la 
relazione 

~ x, y E M, 

successione I xn }, definila dalla 

(2.19) X~,t-~-i ~ T x r t ,  X 0 E "~]//-7 

converge verso un punto x* E X, indipendentemenle dalla scelta di xo E M. 
Se M ~ chiuso in X, allora x* E 2~1 ~ l'unico punto unito di T in M. 
Congiuntamente al teorema precedente faremo uso nel seguente temma:  

LE~MA 2.4. - Dato lo spazio melrico completo (X, d), sia T : M C X - - ~  X 
un operatore soddisfacente alla seguenle eondizione: 

(2.20) d(Tx, Ty) ~ ~[d(x, y)] -4- T. ~ x ,  y E M, 

dove ~(r) d una funzione reale con la propriet~ P2 e dove ~' E [0, q - ~ )  d fis. 
sato. 

Esistano inoltre yo, yl E M tall che 

(2.21) B =_- I x E X  : d(x, y l ) ~  }CM,  
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doye 

(2.22) 

con S(r) data dalla (2.5) e 

(2.23) 

Allora TB  C B. 

~ S[~(d(yo, ~d~))] -{- S(~ + y), 

~ d(Tyo, y~). 

Sia x E B; dimostriamo che Tx E B. Infatti,  per la (2.20) e per la proprieth 
P2, abbiamo : 

d(Tx, yl) ~ ¢~[d(x, yl) -~ d(y~, yo)] -{- y -]- d(Tyo, yl) 

(2.24) ~ ¢p[d(x, yt)] + ~id(yl, yo)] + "( + d(Tyo, yl) 

Osserviamo, ora, che valgono le seguenti disuguaglianze: 

),t i ° )l (2.25) ~(~) ~ ~ ~. ~[d(yo, y~ + ~ ~ ~(~, + ~ , 

(2.26) ~ ~ ~(r) ~ ~ ~(r).  

Per  la (2.26), otteniamo dalla (2.25) la seguente disuguaglianza:  

o~ (X) 

(2.27) ~(~) ~ Z ~[d(y~. yo)] + Z ~(y + 8). 
y ~ 2  V ~ l  

Servendoei di questo risultato ricaviamo dalla (2.24)]a seguente relazione: 

(2.28) d(Tx, y~) ~ 2 ¢~[d(yo, y~)] + E ~(y + ~) -Jr ~[d(yo, y~)] + (y + ~) = ~. 
V~2 y~] 

II lemma 6 eosl dimostrato. 

3. - A l e u n i  t eoremi  su l l e  i t era te  o t t e n u t e  med iante  operator i  approssi-  
mant i .  

Consideriamo ora uno spazio metrico completo (X, d) e ua operatore 
T " M c X ~ X ;  sia ( x~ } la suceessione definita dalla (2.19) e sia l Y~ } un'ar-  
bi traria suecessione contenuta in M; vale allora il seguente:  
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TEOREMA 3.1. - Se T sodd i s fa  al la (2.18) e c?(r) ha la propr ie t4  1)2 e se 
B C M ~ u n  solt insieme chiuso con la propriel& T B  C B,  allora, posto 

(3.1) ~ = d(y~+~, Tyn), n = O, 1, ..., 

valgono le seguenti  s l ime dell' errore commesso aplorossimando la soluzione x* 
di x ~ Tx con u n  termine di { Y,~ 1 

(3.2) d(y,~+~ , x*) ~ S(~,~) -~ S[¢?(d(y,,+~ ,y,~))], 

dove x* --= lira x . ,  e 

(3.3) dly, ,  x*) <<_ d(x,,, x*) + ~"[d(xo, yo)] + ~ ~'*-~(~). 
k ~ O  

[noltre la condizione 

(3.4) lira an = 0 
~--->90 

neeessaria e suf[iciente perch~ sia : 

(3.5) lira y~ ---- x*. 

Infat t i ,  per  la (2.18) e la p ropr ie th  P2 abb iamo:  

d(y,,+l, x,n) ~ ~,~ .-}- ¢?[d(y,,, y~+l)] -{- ¢?[d(y,,+~, x,~_l)] _< .,. 

m - - 1  m 

... <_ E ¢?v(~,,) q_ Z ¢?~[d(y,~, y,~+~)] q- ¢?~[d(y,,÷~, Xo)], 
Y ~ O  V ~ I  

e, passando al l imite  per  m - - , - o ¢  ot teniamo 

oo oo 

V ~ O  y ~ l  

cio/~ la (3.2). 
Pe r  d imos t ra re  la (3.3) p roced iamo nel  modo seguen te :  

d(x*, y.) ~ d(x*, x,O + ~[d(x._l , y.-1)] ÷ ~.-1 

d(x*, x,O + ~2[d(x,,-~, y,~-2)] -~ ¢~,,-1 -+- ¢?(¢~,,-=) 

q4- - i  

d(x*, x,,) + ~[d(xo, yo)] -{- E ~"--k(~k). 
k = 0  
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Dalla definizione di z,~ ricaviamo, per la (2.1S), 

0 ~ o,  ~ d(y~+~, x,~+~) -4- ~[d(x,~, y,,)] 

e, passando al limite per m--~ c~, 

0 <_ on <-- d(y,,+~, a~*) + ¢~[d(x*, y~,)] 

pereib dalla (3.4) segue la, (3.5), Viceversa ta (3.5) impliea la (3.4), come si 
ottiene immedia tamente  dalla (3,3) servendosi del 1emma 2.2. 

II teorema b eosi eompletamente dimostrato ed b da considerarsi  come 
una generalizzazione di un risultato ottenuto da Os~Rows~r [2]. 

Supponiamo era ehe la suceessione {y,~}, anzich~ arbitraria,  sia generata  
mediante il seguente procedimento iterativo (efr. [3]): 

(3.6) y,~+~ = T,~y,~, n ~-- O, 1, ... 

dove {T~,} ~ un 'oppor tuna  suceessione di operatori da M C X  in X. 
Con ipotesi diverse su T o T~ si ottengono alcuni  interessanti  risultati,  

condensafi  net teoremi che seguono. 

TEOI~EMA 3.2. - S u p p o n i a m o  che T : M c X - - . - X  soddis f i  alla (2.18) con 
¢~(r) dotata della proprietdt Pz e the gli operatori ~;  " M ~ X soddis f ino  alle 
condiz ioni  seguenti  : 

(3.7) d(T,~x, T~y) ~ ~[d(x, y)] -{- y, ~ x ,  y e M, n ---- 0, 1, ... 

con T E [0, + ~ )  f issato.  
S ia  pot  yo E M tale che 

(3.8) 

dove 

B =_ { x e X : d(x~ Toyo)_< ~ } c M  

(3.9) = S[¢p(dfyo, Toyo))] + S(y -4- 8) 

con ~ soddisfacenle alle seguenti  condizioni  : 

(3.10) ~ d(7;yo,  Toyo), n = O, 1, ... 

(3.11) y + ~ > d(Tyo, Toyo) 

Al lora  le successioni  { x,~ } e ( Y,~ }, def ini te  r isTet t ivamente  da  (2.19) e da  
(3.6) con x o = y o ,  hanno  s igni f icato per  ogni n;  inoltre 

i) l i m x ~  = x* ,  

dove x* ~ l 'unico p u n t o  f isso di T in B;  

Annali di Matematica 6 
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ii) posto 

(3.12) a~ ---- d (T , y , ,  T~/~), n -~ O, l, ..., 

valgono le relazioni (3.2) e (3.3) del Teorema 3.1. 
Infa t t i  dal le  condizioni  {2.18), (3.7) e (3.8} e dal  l emma  2.4 segue T B c  B;  

il t eo rema  2.1 ass icura  al lora  t x~ }C B e l im x,~ ~ x* con x*~-Tx* .  

Le ipotesi  (3.7), (3.8} e (3.10) ass icurano,  per  il l emma  2.4, che T,~B C B, 
dunque  {y,~}C-B e vale percib il t eo rema  3.1. 

I1 t eo rema  ~ cosi d imostra to .  

TEOREMA 3.3. - Sia (X, d) uno spazio metrico completo ed M un  suo sot- 
tinsieme chiuso; sia T u n  operatore da 2(1 in s~ e {T~} una  successione di 
operatori da _31 in M soddisfacenti alle seguenti condizioni: 

(3.13) d(T,~x, ~ y )  ~ ~[d(x, y)], ~ x, y E M, n = O, 1, ... 

dove ~(r) ha la propriet~ PI.  
Atlora le successioni Ix,, } e { Y~ } de]~nite rispettivamenle da (2.19) e 

esistono in M. 
Inoltre, se esiste l im x~ ~ z*E M tale che x * :  Tx*, la condizione 

~ O D  

(3.14) l im d(T~x*, Tx*) ~ 0 

implica 

(3.6} 

{3.15) lira y,~ ---- x* 

e 

(3.16) lira z~ ----- 0 

dove ~ ~ deiTnito mediante la (3.1). 
Infa t t i  : 

dIy~+~ , x*) ~_ ~[d{y,~, x*}] -{- d( T~x*, Tx*) ~ ... 

... ~ ¢~'~+l[d(yo, x*)] -~ E ¢~'-~[d{Tkx*, Tx*}]. 
k ~ 0  

Tenuto  conto del la  (3.14) e del fatto che l im ~'(r) ----- 0, i l  l emma  

pe rme t t e  di r i eava re  dal la  d i suguag l ianza  p receden te  che 

2.2 ci 

t im d(yn+l , x*) -~ 0 



A. PASQUALI: Alcune propriet~ di una cIasse di procedimenti, ecc. 43 

da cui segae  la (3.15). Perc ib  

lira ~,, ~ lira d{y~+~, Ty+,) = d(~c*, Tx*) ----- 0. 

TEOREI~IA 3.4. Sia M un sottinsieme non vuoto dello spazio metrico (X, d), 
sia T u n  operatore da M in X e sia { T,+ } una successione di operatori da M 
in X soddisfacenti alla condizione (3.13) con ~(r) dotata della propriet~ P2. 
Esista inoltre un yo E M tale ehe 

(3.17) 

c o n  

(3.1s) 

B =---- { x E X " d(:c, Toyo) ~ ~ } c !tl 

----S[¢~(dIYo, Toyo))l g- S(~), 

in cui ~ soddisfa alla condizione seguente: 

(3.19) ~ ~ m a x  { sup d(T,~yo, Toyo), d(Tyo, Toyo) I. 

Allora, se vale la condizione 

(3.20) lira d(T~x, Tx) ~ 0 

uniformemente per x E M, sono valide le tesi del teorema 3.2 e inollre lira y~ ~ x*. 

l+issato infa t t i  s > 0, ~ possibile de te rmina te ,  per  la (3.20), un  indice 
n~ tale che 

diTx , Ty) ~ ~[d(x, y}] + 2~, ~ n  > n~; 

pereib, per  l ' a rb i t r a r i e th  di ~, si ot t iene 

(3.21) d(Tx, Ty) y)]. 

Sono percib soddisfat te  le ipotesi  del l emma  2.4 e del teorema 3.2, ore  
si ponga T ~ 0. Esis te  dunque  x* E B tale  che x*----. Tx*; al lora  la (3.20} con 
x ~ x* implica,  per  il t eorema 3.3, lira y~ ~ x*. 

4. - A l c u n e  e o n s e g u e n z e .  

I1 teorema seguente ,  der ivan te  dai  r i su l ta t i  o t tenut i  sopra, ~ pifi ut i le  
per  le appl ieaz ioni ;  
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TEORE~A 4.[ - Sia  dato uno spazio metrieo eompleto (X, d) e u n  operatore 
T : M c X ~ X soddisfacente al la  eondizione (2.18) eot~ ~(r) dotala della proprie .  
t4 ['2; s ia poi ( 7~ I u n a  successione di operalori  da 11I in  X ,  tall ,Jhe esista 
u n  numero  reate ~ per  il quale vale la seguente relazione : 

(4.1) ~ ~ sup ( sup t d(T,~c, Tx ) } .  
M n 

q4.2) 

dove 

(4.3) 

S ia  yo ~ M tale che 

B ~ {  x E X "  d(x, T o y o ) ~ } c  M, 

= S[~(d(yo, Toyo))] -{- S(2~ -{- ~), 

con ~ soddis faeenle  alla seguenle d i suguag l ianza  : 

(4.4) ~ ~ sup d(T,~yo, Toyo) 

Al lora  le sueeessioJ~i ( x~ } e { y~ }, def in i te  mediante  le relazioni  (2.19) 
(3.6) rispet t ivamente,  co~ xo ~ yo, hanno  s igni f icalo  per  ogni  n ;  inol tre  si 

14.5) 

(4.6) 

dove 

(4.7) 

d(y,~+~, x,+~) ~ Si~). 

Valgono anehe le l imi taz ioni  (8.2) e (3.3) con ~ ~ ~. 
Inol lre  lira xn ~ x * ~  Tx* appar l iene  al la  s fera  B~ cosi de f in i la  : 

~ ---- S[~(d(yo, Toyo))] + S(~). 

I n f i n e  la successione ( % } de f in i ta  dal la  relazione 

(4.8) z~ -~ d(y~ , Yn+~), n ---- O, 1, ..., 

mo~oto~a de~reseente f ino a ehe ~ soddis fa t la  la eondizione seguente: 

(4.9) ~_~ :> R = inf {r > 0 : r - -  ~(r) > 2~ } 

Dalle  ipotesi  (2.18) e (4.1) o t teniamo:  

d(T,x ,  T,~y) <__ ?[d(x, y)] ÷ 2~; 

e 

ha 
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inol t re  

2~ + ~ ~ ~ ~ d( Tyo, Toyo). 

Pos to  perc ib  2~ ~ $ sono soddis fa t te  le ipotes i  de |  t eo rema  3.2. D u n q u e  
le suecess ioni  { x,~ } e { y,~ } sono ben  def ini te  e inol t re  lira x,~ ~--- x* E B. 

L a  val idi th  di (4.5) segue  da l l e~d i suguag l i anze :  

d(x,~+~, y,~+~) ~ ~[d(x,~, y,~)] + ~ ~ ... 

... ~ ~+~[d(xo, yo)] + ~ ~(~) = ~(~). 
y ~ 0  

Osserv iamo ora  ehe, essendo Xo----yo, dal la  (4.5) r i eav iamo.  

(4.10~ d(x~, Xo) ~ ~ + d(yo, Toy°), 

ment re  per  la (3.2), o re  si ponga  xn ----- Yn e e o n s e g u e n t e m e n t e  v,, -~ 0, o t ten iamo 

(4.11) d(x*, x~) ~ S[~(d(xo, x~))]. 

P e r  le due  ul t ime relazioni  e per  il l e m m a  2.3 vale  anche  la d isugua-  
gl ianza seguen te  : 

d(x*, x~) ~ S(¢~(~)) -]- S[~(d(yo, Toyo))]; 

da questa ,  cong iun t amen te  alla (2.17) e alla (4A), o t t en iamo 

d(x*, y~} ~ d(x*, x~) + ~ ~ S[~(d(yo, Toyo))] -t- S(~(~)} + 

= S[~(d(yo, Toy0))] + S[~). 

Res t a  cosi p rova to  che x* E B~. 
P e r  d imos t ra re  l ' u l t i m a  par te  del t eo rema  osserv iamo che 

~,~ ---- d(T,,_~y,,_~, T,,y,~) <_ ~[d(y,~_~, y,,)] -I- 2~ ---- ~(~_~) q- 2~ ; 

pere ib  

(4.12) 

Essendo  r - - q o ( r ) ) 0  per  r ~> 0 e lira [ r - -q~(r)]  ~ 0, esis te  
q ' ~  021- 

(4.13) R ~- inf l r > 0 : r - -  ¢p(r) > 2~ }. 

P e r  z•_l > R abb iamo dunque,  per  la (412), zn-1 - -  z,  ~ 0, eome volevamo 
d imos t ra re .  
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Come diretta conseguenza, del teorema 4.1 possiamo ottenere una genera- 
lizzazione di un noto teorema dovuto a URA]~E [1]. 

Supponiamo infatti che ~' sia ua  operatore avente lo stesso dominio M 
di T e the  esista un numero reale ~ per cui vale la relazione: 

(4.14) ~ ~ sup d(Tx, Tx} 
M 

Sia I Y~ } la successione definita mediante il seguente procedimento ite- 
rativo : 

(4.15) y,~+l = Ty~, n = O, 1, .... 

II seguente corotlario 6 allora di immediata  dimostrazione: 

COROLL~gIO 4.1. Supposto ehe T soddisfi  alla (2.18t e che per  I valga la 
(4.14), sia yo E M un  punto  tale che 

B =-- { x E X : d(x, Tyo) ~_ ~ } ¢ M, 

dove 

(4.17) ~- S[¢¢(d(yo, Ty0))] + S(2~); 

allora la suceessione {y~} definita da (4.15) ~ contenuta in B;  inoltre 

(4.1s) diy,+~, x,+~) ~_ S(~). 

Valgono le l imitazioni (32) e (3.3) con ~ ~ ~ e x* E B~ , dove B1 ~ la sfera 

definita da (4.6) e (4.7) con To ~--T. 
L a  suecessione {z.} ha la propriet~ gi& enuneiata uel teorema 4.1. ln f ine ,  

se T gode della seguente proprietS : 

{4.191 d( x, <_ y)], x, y 

esiste in B y * ~  Ty* e abbiamo 

(4.20) d(y*, x*~ ~_~S(~). 
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