Alcune proprieta di una classe di procedimenti iterativi
approssimati connessi con trasformazioni pilt generali
deile contrazioni, in uno spazio metrico. (*)

A. Pasquarny (Firenze) (*¥%)

Summary. - In this paper, we study a class of iterative processes of the iype y,14 = Tulfy,
which approximate the iterative processes x,1, == Tx,, where T and T, are more gene-
ral operators than coniractions in a melric space.

1. - Introduzione.

Se si vuole approssimare una soluzione dell’equazione ¢ = Tz mediante
il procedimento iterativo z,i, = T, & praticamente impossibile ottenere esat-
tamente la successione delle iterate {z.}, sia per le approssimazioni necessa-
riamente compiute nel calcolo di 7, sia perché & molto spesso conveniente
approssimare T con operatori di piu facile calcolo; la successione {y,} real-
mente calcolata non converge in generale alla soluzione z* dell’equazione con-
siderata. K percid assai utile disporre di valutazioni dell’errore commesso
approssimando z* con y,.; in questo senso sono orientati alcuni studi recenti
(efr. [1], [2}, [3]) che J. M. OrTEGA e W. C. REEINBOLDT hanno unificato ed
esteso in un loro lavoro [4], utilizzando il principio di contrazione negli spazi
pseudometrici (cfr. [B]).

In questo lavoro studiamo le connessioni esistenti fra la successione delle
iterate {r,} e una successione approssimata {y,} nel caso di trasformazioni
piu generali di quelle contrattive, operanti in uno spazio metrico (X, d) do-
tato della metrica ordinaria; a questo scopo faceiamo uso di un teorema di
punto fisso comparso recentemente nella letteratura (cfr. [6], [7]).

Nel paragrafo 2 vengono riportati alcuni risultati prelimipari, mentre
nel paragrafo 3 viene considerato con particolare attenzione il caso in cui la
successione {y.} & ottenuta mediante il procedimento iterativo y,11== T.¥.,
dove {T.] & un’opportuna successione di operatori approssimanti 7. Infine
nel paragrafo 4 otteniamo alcune conseguenze dei teoremi precedenti che ge-
neralizzano alcuni risultati di UrABE [1].

{*) Entrata in Redazione il 27 marzo 1969

(*¥*) Istituto Matematico «U. Dixt:, Uuniversita degli Studi di Firenze, Viale Morgagni
67/a Firenze. Lavoro eseguito in relazione al Contratto N° 115.8050.0.5189 del Comitato per la
Matematica del C.N.R. nel corse dell’anno gceademico 1968-69,
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2. - Alcuni risultati preliminari.

Consideriamo una funzione ¢(r) reale, definita per » € [0, - oc):

DeriN1zIONE 1. - Diremo che la funzione ¢(r) gode della proprieta P se
& continua e soddisfa alle sequenti condizioni:

(2'1) (P(rl) = @(7‘2)7 Vrl, *a € [O) "I" oo), rL=S Ty
2.2) ) <+oo, W0

dove ¢°(r) =1, ¢'(r) = olr), ..., ¢*(r) = 9" (1), ...

DEFINIZIONE 2. - Diremo che la funzione ¢(r) gode della proprieta P se
gode dellia proprietd P, e inolire soddisfa alla condizione seguente:

(2.3) P+ 12) < (1) + p(ra),  Wri, 12 €0, 4 o0)

OsSERVAZIONE. — Soddisfano alle condizioni (2.1), (2.3) le funzioni due
volte derivabili tali che

P0)=0, ¢r=0 e ¢"(rN=<0 per r>0;

soddisfa alla proprietd P, per esempio la funzione o(r)=r/1 4 r). Osser-
viamo anche che (2.2) implica:

(2.4) or)y <r, Nr>0

Consideriamo ora la seguente funzione:

(2.5) Sir— 3 @), ref0, Rlcl0, +o0), 0<R< +oo;

O

I

vale il seguente

Lemma 2.1, - Se o(r) gode della proprietd Py, la funzione S(r) é continua
in [0, B]. In particolare

(2.6) lim 8(r)=0.

304

Essendo infatti per la proprieta P,
) =¢'(R), Nre€f0, B, Mv=0,

T ¢(R) < + oo,

y=0
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o0
la serie 2 g¢¥(r) & totalmente convergente e quindi uniformemente conver-
ye=0

gente in [0, R]; dalla continuita di ¢*(r), v =0, segue la continuitd di S(r)
Segue immediatamente anche la (2.6).

Consideriamo ora una successione {7} < [0, B] e formiamo la successione
{@.] cosl definita:

2.7 a, = § o H1ry) nw=0, 1, .
bz

Nel seguito useremo la seguente proprietd della successione (2.7):

LevMa 2.2. = Se lim r, =0, allora anche lim a,==0, se () gode della
kws-00 n~>00

proprieta P.

Fissato infatti o > 0, per la continuitdh di S() possiamo determinare
8, >0 tale che

2.8) OgS(r)<%, Vre€l0, R, r<3,.

Per le ipotesi fatte su {r.} esiste un indice ko tale che
2.9) e <05, k= k;

per la (2.8) e la (2.9) e la proprietd P; di o(r), otteniamo la seguente disu-
guaglianza :

n

(2.10) gy 3 g <SE)<g, W,

=y Femlig -1

Poniamo ora

2.11) ry= max 1y
k=0, .ovy Ky

poiché per la (2.2) abbiamo lim ¢'(r)=0, %r =0, & possibile determinare

y—>20

un indice n; =k, tale che

(2.12) P Ro(ryy) < ﬁ(—ko—cﬁ’ M > m;
abbiamo allora
Ky K ko G G
(2.13) 2Ty < 2 ¢ < B Wt "2 T



38 A. PasouaLl: Alcune proprietd di una classe di procedimenti, ecc.

per le disuguaglianze (2.10) e (2.13) otteniamo infine

ky »
(2.14) =X ¢ Hry)+ L oHr) <o, N>
k=0 kemy-1

Il lemma & cosl dimostrato.

Nel seguente lemma di immediata dimostrazione sono richiamate alcune
proprietd della funzione S(r) che verranno utilizzate nel seguito:

LevMA 2.3. - Se la funzione ¢(r) gode della proprietd P., la funzione
S@) definita dalla (2.5) ha le proprietds seguenti:

(2.15) S(’I'l)QS(’I'z), VTl, 9"220, << 79,
(2.16) Slry + 72) << S(ry) -+ S(ro), M, =0
(2.17) S(ep(r)) 4 r = S(r).

Richiamiamo ora il seguente teorema di punto fisso (cfr. [6] [7]):
TrorREMA 2.1. - Dato uno spazio metrico completo (X, d) e un sottinsieme
non vuoto M C X, sia T M — M una trasformazione tale che

(2.18) d(Txe, Ty) <<¢ldx, ), =, y€l,

dove or) gode della proprieta P.. Allora la successione {z,}, definita dalla
relagione

(2.19) Tpp1 = Ty, ro € M,

converge verso un punto z* € X, indipendentemente dolla scelta di xo€ M.
Se M ¢ chiuso in X, allora «* € M é I unico punto unito di T in M.
Congiuntamente al teorema precedente faremo uso nel seguente lemma:

LeMmaA 2.4. - Dato lo spazio metrico completo (X, d), sia T . MCX— X
un operatore soddisfacenle alla sequente condizione:

(2.20) d(Tz, Ty) <<ldlz, ¥l +71. Ve yel,
dove o(r) ¢ una funzione reale con la proprieta P, e dove y€[0, 4-o0) & fis-
sato.

Bsistano inoltre yo, w1 € M tali che

2.21) B={2€X:dw yo<p|CM,



A. PasquaLl: Alcune proprieta di una classe di procedimenti, ecc. 39

dove

(2.22) p = Sle(d(yo, 1)+ SE =+ v),
con S(r) data dalla (2.5) e

(2.23) 5= d(Tyo, ¥).

Allora TBC B.
Sia z € B; dimostriamo che Tz € B. Infatti, per la (2.20) e per la proprieta
P,, abbiamo:

d(Tz, ) < oldlx, y1) + diyn, yo)l + v+ dTLyo, y1)
2.24) < gldlz, 3] + oldw, yo)l + v + ATyo, )
< 9lp) + ¢[dyr, o)) + v+ 8.

Osserviamo, ora, che valgono le seguenti disnguaglianze.

o]

@.25) =] I olaw, o)+ 9| 5 o +0),

y=1
0] [o=]
(2.26) 0| £ oin|<Zpm.
y=. y=2
Per la (2.26), otteniamo dalla (2.25) la seguente disuguaglianza:
L kS S
(2.27) #e)=Z ¢l . goll + 2 'y + ).
Servendoci di questo risultato ricaviamo dalla (2.24) la seguente relazione:
3 s
2.28) AT, y) < I @ldlyo, y] + = @lr + 3) + ¢ldyo, gl + (v + 8 =¢
y= Y=

Il lemma & cosl dimostrato.

3. = Alcuni teoremi sulle iterate ottenute mediante operatori approssi-
manti,

Consideriamo ora uno spazio metrico completo (X, ) e un operatore
T:MCX~—X; sia {z,} la successione definita dalla (2.19) e sia { y, | un’ar-
bitraria successione contenuta in M; vale allora il seguente:
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TeorEMA 3.1. - Se T soddisfa alle (2.18) e ¢(r) ha la proprieta P, e se
BC M ¢ un soltinsieme chiuso con la proprietd 1B C B, allora, posto

(8.1) Gu == AYni1, T4n) n=~0, 1, ...,

valgono le sequenti stime dell errore comimesso approssimando lo soluzione z*
di © = Tz con un termine di {y,)

(3.2) AYnyr, %) << Son) + Slo(@Yni1,90))s
dove x* =lim z,, ¢
w3 i
(3.3) Y, =¥) < din, %)+ e"[d(xo, Yo)] +k§ocp”"‘(0k)~

Inolire la condizione

(3.4) lim ¢, =0

N>
& necessaria e sufficiente perché sia:

(3.6) lim y,, = z*.

100

Infatti, per la (2.18) e la proprietd P, abbiamo:

AYni1, Tm) < 0+ AW, Yni)] + | AYntr, Tma)] = ...

m—1 m
e LT 900) + T @ [AYns Yuir)] + P AYnir, o))y
y=0 y=1

e, passando al limite per m — oc otteniamo

o0 0
Aigpeps, #9< 3 9(0) + 2 P{dgn, Yupr)

ciod 1a (3.2).
Per dimostrare la (3.3) procediamo nel modo seguente:

d(x*7 yn) = d(x* 3 xn) + cp[d(x%—l s yﬂ»——l)} + Ot
= d(x*, Ty) 4 CPZ[d(xn—z ’ [l/n—z)] + o1~ 9(on—s)

=

Bn—1

< d(z*, x,) + ¢"[d@o, Yo)] +k§0=?““’°(6k)-
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Dalla definizione di o, ricaviamo, per la (2.18),

0 << on << dYnt1, Zmtd) + 9[A@0n; Yu)]
e, passando al limite per m — oo,

0< Cn = d(yn-i—l,- m*) + W[d(w*, y”)]

percio dalla (3.4) segue la (3.5). Viceversa la (3.5) implica la (3.4), come si
ottiene immediatamente dalla (3.3) servendosi del lemma 2.2

Il teorema & cosi completamente dimostrato ed & da considerarsi come
una generalizzazione di un risultato ottenuto da OsTrOWSKI {2].

Supponiamo ora che la successione {y,}, anziché arbitraria, sia generata
mediante il seguente procedimento iterative (cfr. [3]):

(3‘6) Y1 == Lnln, n=0, 1, e

dove {T,} & un’opportuna successione di operatori da M C X in X.
Con ipotesi diverse su I e T, si ottengono alcuni interessanti risultafi,
condensati nei teoremi che seguono.

TrorEMA 3.2. - Supponiamo che T : M C X — X soddisfi alla (2.18) con
¢(r) dotata della propriets P, e che gli operafori T, : M — X soddisfino alle
condizioni seguenti:

(8.7) ATz, Toy) <ldlz, Y+, Vo yeM, n=01, ..

con v €0, 4 oo fissato.
Sia poi y. € M tale che

(3.8) B={zeX: :dx Ty)<plCM
dove
(3.9) p = Sle(@yo, Toyo)] + Sy + 3)

con & soddisfacente alle seguenti condizioni:
(310) ) = d(qyy,yo, Toy()), n = O, 1, e

(3.11) Y 4 8=d(Ty,, Toys)

Allora le successioni {x, | e |y}, definite rispettivamente da (2.19) e da
(8.6) con zo = yo, hanno significato per ogni n; inolire

iy lim z, == o*,
-+ 0O

dove z* ¢ I'unico punto fisso di T in B;

Annali di Matematica 6
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ii) posto
(3.12) O = A Totn, Tin), n=20, 1, ..,

valgono le relazioni (3.2) e (3.3) del Teorema 3.1.
Infatti dalle condizioni (2.18), (3.7) e (3.8} e dal lemma 2.4 segue 7B C B;

il teorema 2.1 assicura allora {z,} C B e lim @, = z* con z* = Ta*.
N— Q0

Le ipotesi (3.7), (3.8) e (3.10) assicurano, per il lemma 2.4, che 7,BC B,
dunque {4, }C B e vale percid il teorema 3.1.
Il teorema & cosi dimostrato.

TroreMA 3.3. - Sia (X, d) uno spazio metrico completo ed M un suo sot-
tinsieme chiuso; sia T un operatore da M in sé e {T,| una successione di
operatori da M in M soddisfacenti alle seguenti condizioni:

(3.13) AT, Ty) < ldiz, 9, Mo, y€M, n=0, 1, ..

dove o(r) ha la proprietd P;.

Allora le successioni {x, | e {yn | definite rispettivamenie da (2.19) e (3.6)
esistono in M.

Inolire, se esiste lim z, = z* € M lale che z* = Tg*, la condizione

LS e)
(8.14) lim d(Tz*, Tx*)=0
o~ 00
implico
{3.15) lim y, = 2*
N=——C0
e
(3.16) lim o, =0
N—+00

dove o, é definito mediante la (3.1).
Infatti:

AYnyr, %) < o[dyn, o¥)] + d(Tue*, Ta¥)< ...

e S @ Hd(yo, o] + B ¢ Hd(Tiw®, T,

Tenuto conto della (3.14) e del fatto che lim ¢*r) =0, il lemma 2.2 ci

n—>C0
permette di ricavare dalla disuguaglianza precedente che

lim dfypqr, #¥) =0
1 — 00
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da cui segue la (3.15). Percid

lim 6, == lim d(yuy1, Tyn) = d(x*, Ta*) =0.

>0 —>00

TeorREMA 3.4. Sia M un sottinsieme non vuoio dello spazio metrico (X, d),
sia T un operatore da M in X e sia [ T, | una successione di operatori da M
in X soddisfacenti alla condizione (3.13) con o(r) dofaia della proprietq P,.
Esista inoltre un y, € M tale che

(3.17) B={2€X:dz Ty)<e)CM
o
(3.18) p = Sle(dlyo, Toyo))] + S(3),

in cut & soddisfa alla condizione sequente:

{3.19) & = max { sup d(Tuyo, Togo), A(Tyo, Toyo) .

Allora, se vale la condizione

(3.20) lim d(Tz, Te)=0

e OO

uniformemente per x € M, sono valide le tesi del teorema 3.2 e inoltre lim y, = a*.
B~ CO
Fissato infatti ¢ > 0, & possibile determinare, per la (3.20), un indice
n, tale che
ATz, Ty)<sldlz, )|+ 25  Vn>ng
percid, per I’ arbitrarietd di e, si ottiene

(3.21) d(Tz, Ty) < 4[d(z, y)).

Sono perecid soddisfatte le ipotesi del lemma 2.4 e del teorema 3.2, ove
si ponga y = 0. Esiste dunque z* € B tale che a* = Tx*; allora la (3.20) con
z ==z* implica, per il teorema 3.3, lim ¥, == z*.

4. - Alcune conseguenze.

I1 teorema seguente, derivante dai risultati ottenuti sopra, & piu utile
per le applicazioni:
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TroreMA 4.1 - Sia dafo uno spazio metrico complelo (X, d) e un operafore
T: Mc< X — X soddisfacente alla condizione (2.18) con p(v) dotata della proprie-
t Py; sia poi | T, )} una successione di operatori da M in X, tali che esista
un numero reale 3 per il quale vale la seguente relazione:

4.1) B=sup{sup{d(Tur, Tz)}.

Sia yo &€ M {ale che

(4.2) B={zecX:dx Toy)=08}<M,
dove
4.3) p = Sloldyo, Toyo))] + S128 4 3),

con B soddisfacenle alla seguente disuguaglionzo:
(4:.4:) ) = sup d( Tn?jo s Toyo)

Allora le successioni {z,} e {yn ], definite mediante le relazioni (2.19) e
(3.6} rispettivamente, con xzo= 3o, hanrno significalo per ogni n; inolire si ha

(4.5) AYnir, Tupr) = SiB).

Valgono anche le limitazioni (3.2) e (3.3) con o, = §.
Inolire lim z, = 2* = Tu* appartiene alla sfera B, cosi definita:

N—> co

(4.6) Bi={z€X :dlz, Toyo)<p1},
dove
#+.7) o1 = S[e(d(yo, Toyo))] + S(B).

Infine la successione { <, )} definita dalla relazione
4.8) T = AYn, Ynyr) n=0, 1, ..,
& monotona decrescente fino a che é soddisfalla lo condizione seguente:
4.9) Ty > B=1inf{r > 0:r — ofr) > 28 }

Dalle ipotesi {2.18) e (4.1) otteniamo:

N Tyz, Toy) << 9ldiz, y)] + 28;
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inoltre

B+ 2==d(Tyo, Toyo).

Posto percid 28 =y sono soddisfatte le ipotesi del teorema 3.2. Dunque
le successioni {z,} e {yn} sono ben definite e inoltre lim x, = z* € B.

Moo

La validita di (4.5) segue dalle®disuguaglianze:

Aty Ynps) < P[AUTn, Yl + B ...
o S @ Hld(as, o)) + 1 P(F) = S(B)-

Osserviamo ora che, essendo z, = g, dalla (4.5) ricaviamo.
(4.10) iz, zo) < B + dlyo, Toy’),
mentre per la (3.2), ove si ponga 2, = y, e conseguentemente o, = 0, otteniamo
(4.11) diz*, ) << Slo(d{zo, 1))

Per le due ultime relazioni e per il lemma 2.3 vale anche la disugua-
glianza seguente:

dlz*, 1) < Sle()) + Sle(dye, Toyol)l;
da questa, congiuntamente alla (2.17) e alla (4.1), otteniamo
dz*, y') < dle*, @) + B < Sle(dmo, Toyo))] + Ste(@) + B
= S[e(d{yo, Toyo))] + S[B).

Resta cosl provato che z* € By
Per dimostrare 1’ ultima parte del teorema osserviamo che

T = A Tnostpn—1, Tutpn) < @[AYn—1, yu)] + 2B = ¢(t0—1) + 28;

percid
(4:.12} Tn—il — Tn = Tn—1 — :P(Tn—l} - 2@*
Essendo r — ¢(r) > 0 per r > 0 e lim [r — ¢ (r)] = 0, esiste
r— 0}
(4.13) R=inf{r>0:r—qr)>28}.

Per 7,.. > R abbiamo dunque, per la (4.12), t,_, — 1, > 0, come volevamo
dimostrare.
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Come diretta conseguenza del teorema 4.1 possiamo oftenere una genera-
lizzazione di un noto teorema dovato a URABE [l].

Supponiamo infatti che 7 sia un operatore avente lo stesso dominio M
di T e che esista un numero reale § per cui vale la relazione:

(4.14) 8 = sup d(Tz, Tx)
M
Sia {y.} la successione definita mediante il seguente procedimento ite-
rativo:

(4.15) Yni1=Tyn, w=0 1, ...

Il seguente corollario & allora di immediata dimostrazione:

CoROLLARIO 4.1. Supposto che T soddisfi alla (2.18) e che per T valga la
(4.14), sia o€ M un punto tale che

(4.16) B={z€X:ds, Ty)<po}<M,
dove
(4.17) e = S[o{d(yo, Tyo))] + S(28);

allora la successione |y, | definita da (4.15) é contenuta in B; inolire
(4.18) AYntr, Tup) < S(B)

Valgono le limitazioni (3.2) e (3.3) con o, =03 e 2% € By, dove B: ¢ la sfera
definita da (4.6) e (4.7) con To= 7.

_La successione { .} ha la proprieta gic enunciata nel teorema 4.1. Infine,
se T gode della sequente proprietd:

(4.19) ATz, Ty) <dqldz, v, Ve y€M,

esiste in B y* = Ty* e abbiamo

(4.20) dy*, o) < S@).
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