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INTRODUZIONE 

Di recente  M. KATETOV (i) [6] ed H. To~e~ [8], es tendendo agli  spazii nor- 
malt  un  r isul tato di H. HAHN, [4], hanno  dimostrato ehe:  

(I). Se f e g sono funzioni reali semicontinue, la pr ima superiormente e la 
seconda inferiormente, hello spazio normale E e risulta f <~ g in  E, esiste uaa 
funzione reale h continua in E tale the sia f <  h < g in E. 

Ancora in [6], KATETOV ha stabilito che:  
(II). Se f ~ una funzione reate limitata ed uniformemente continua nel- 

l' insieme A dello spazio uniforme E, esiste una funzione reale f uniformemente 
continua in E, avente in E gli stessi estremi e h e f  ha in A e tale che per ogni 
x e A s ia  f (~)  = t~x). 

Poich6 la (I) impl ica  un ben note teorema di p ro lungamento  di URYS~O~, 
si 6 condott i  a chieders i  se il teorema di p ro lungamento  ( I I )d i  KAT~TOV non 
possa farsi conseguire  da una  propriet/~ the,  negli  spazii uni formi  sosti tuisoa 
quel la  che per gli spazii normal i  6 espressa dal la  (I). 

A cib si r i sponde nella  presente  Nota in t roducendo (n. 1, def. 1) le (< cop- 
pie di funzioai  reali  an i fo rmemente  separate  in uno spazio u n i f o r m e ,  e sta- 
bi lendo per  esse delle propriet/~ che non sembra siano state gik rJlevate. Tra  
le couseguenze di queste  f igurano,  non solo la prop. (II), come richiesto, ma  
anche, con oppor tun i  aceorgimenti ,  la prop. (I), beninteso,  con r i fer imento  a 
spazii uormal i  non neeessar iamente  uniformizzabili .  Quest 'u i t ima circostanza 
si verifica, appunto,  perch6 le funzioni f e g di cut in (I) sono un i fo rmemente  
separate r ispetto ad uua  eonveniente  s t ru t tu ra  un i forme che pub definirsi  su 
ogni spazio normale,  senza a lcun intervento diret to o indiret to del l emma e 
del teorema di URYSHON, ma con un metodo puramen te  <, set theoretic>>, 
secondo la terminologia  degli  autori  di l ingua  inglese:  dett i  l emma e teorema 

(l) I numer i  indiea t i  in  [ ]  si r iferiscono alla Bibl iograf ia  r iportata  in  f ine della p re -  
sente l~ota. 
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di URYSHO~, al contrario, a causa della (I), ne sono conseguenze. Cib fa 
intravvedere la possibilit~ di subordinare parti  notevoli della teoria degli 
spazii normali  a quella degli spazii uniformi la cui importanza i~ sempre 
crescente in Topologia Generale.  

Una  estensione agli spazi uniformi compatti  di un risaltato W. SI~RPINSKI 
[7], che generalizza i |  teorema di uniforme continuith di CA~TOl~, fornisce an  
ul teriore esempio di topple uniformemente  separate. 

Per  ragioni di brevith, salvo nei casi volta per volta specificati, per la 
terminologia ed il simbolismo qui usati si r imanda a [1], [2] e [3]. 

Va ben rilevato, perb, che nella presente Nora, spazii normali  e spazii 
compatti  non si suppongono separati, cio~ di HAUSDORFF, eontrar iamente  a 
quanto b fatto in [2] ed in [3]. In  altri  termini  supponiamo compatto o normale 
ogni spazio topologico ehe oltre ai consueti assiomi di spazio topologico ~0~) 
ed (0,~} di [2], verifichi r ispett ivamente l 'assioma di BOREL-LEB]~S~UE, o, 
(C) di [2], oppure l 'ass ioma (0'v) di [3]. 

Si tonga presente, inoltre, che il termine • entourage ~) di [2] b stato volto 
in italiano col termine ~ adiacenza >>. 

1. Le eoppie uni formemente  separate di funzioni  reali. 
DEF. 1 - Se f e g 8ono funzioni reali definite netlo spazio uniforme E, 

si dice ehe la~coppia {f, g) ~ uniformemente separata in E so, per ogni numero 
reale 6 ~ 0 esiste un' adiacenza V di E tale c h e s e  ~c' ed w" sono punti  di E 
vicini di ordine V, sin f(x') ~ g(x")-t-6. 

]~ appena necessario ri levare the  una coppia uniformemente  separata 
per una determinata  s t ru t tura  uniforme su E pub non esserlo per una al tra 
s t rut tura  uniforme sullo stesso insieme. 

Dalla definizione consegue anche ehe so (f, g) ~ uniformemente  separata 
in E risulta f<g.  In  generale,  come i~ ovvio, non sussiste la proprieti~ reci- 
proca bench, ,  in qualche caso. come si vedr'~ appresso, la relazione f < g  in 
E, implichi the  (f, g) sia uni formemente  separata.  

Pi:imo esempio, utile per il seguito, di coppia un i formemente  separata 
fornito dalla : 

PROP. 1 - Se f ~ una run,lone reale uniformemente continua e limitata 
inferiormente e superiormente, rispett, dai humeri a e b nell' insieme A (GA ~ ~) 
dello spazio uniforme E, dette f ,  ed fb le funzioni reali definite in E ponendo 
f,(x) - -  fb(X) -~ f(x) per .~ E A ed f~(x~) = a, fb{X) ---- b per x E CA, la coppic~ (f~, fb) 

uniformemente separata in E e te f, ,  ed fb sono entrambe limitate inferior. 
menlo e" superiormente d a a  e b in E. 

DIM. - Sia ~ an  numero reale positivo e V un 'ad iaeenza  di E tale che 
se x' ed a~" sono punti  di A vicini di ordine V, sia If(x ')-- f(w")[ < ~: se x~ 
ed x.2 sono punti  di E vicini di ordine V risulta f~(x ' )<  fb(x")+ 6" 

La seguente proposizione, estendendo agli spazii uniformi un risultato 
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di W. SIERPINSKI (cfr. Introduzione) fornisce un ulteriore esempio di coppia 
uni formemente  separata. 

Se E ~ uno spazio uniforme e compatto, se f e g sono funzioni reali semi. 
continue in E, la prima superiormente e la seconda inferiormente e se ~ f ~ g 
in E, la coppia if, g) ~ uniformemente separata in E. 

DIM. - Sia U il filtro delle adiacenze della s t rut tura  uniforme di E e, 
per  assurdo, supponiamo che esista un numero reale ~0 > 0 tale the  per  
ogni V 6 U  esistano i punti  x ed ~ di E vicini di ordine V e tali ehe sia 
f(~} >g@)  -t- %. Per  ogni V6 U ,  dunque,  n o n  ~ vaoto l ' ins ieme Av dei punt i  

di E tali ehe esista almeno un • 6 E per  eui w ed • siano vicini di ordine V 
e risulti  f ( w ) > g ( ~ ) +  %. Poichb se V~. V~,..., V~ sono adiaeenze di E, posto 

V - - N  V~, r isul ta  V 6 U  ed A v e  ('t Ave, la famiglia (Av)v~v ~ una base 
k=l k ~ l  

di filtro su E la quale, poich~ E ~ compatto, ha almeno un punto aderente 
x, 6 E. Pe r  a h r o  esiste V0 6 U tale che sia : 

(1) g(xo) - -  % / 2 < g(x) per ~ 6 Vo(x,). 

(2) f(x) < f(w,) -4- % / 2 per  x 6 V,(z,). 

Se W 6 U  b tale the  sia W - - - W o W ~ V o ,  essendo x06 .4w , esiste 
x~6 W(xo) n Aw: poich~ ~ W ~  V0 consegue x, E Vo(xo) e quindi, in forza 
della (2) f(x~) < f(xo) + ~o / 2, mentre, essendo xi 6 A w ,  esiste $~ E E tale che x~ 
ed x.~ siano vicini di ordine W e sia f ( x , ) ~ g ( ~ ) - e  %; quindi b f (xo)+ 
+ So / 2 > g(~vt) + s o nonchb : 

(3) f(Xo) > g(~t) 4- ~0/ 

Essendo (w0, x , ) E W  ed (xt, ~ , )6W,  si 

. 

2 

ha (%, ~,)E W c V 0  e quindi 
2 t 6 Vo(~co), il the, per  (1), implica g(2~) > g(xot - %/2  : cib, r ichiamata la (3), 
ha come conseguenza f(x,0)>g(x0) contro la f % g  vera in E. Dunque  per 
ogni ~ > 0 reale, esiste almeno un 'ad iacenza  V di E tale c h e s e  ~v' ed W" 
sono punti  di E vicini di ordine V, sia f(w') <g(w") + ~: per  la def. 1 con- 
segue la tesi. 

appena necessario r i levare che per  f =  g consegue il teorema di uni- 
forme continuit~ di C~TOR per  le funzioni reali continue in uno spazio 
uniforme eompatto. 

2. Ii teorema di separazione per le topple uniformemente separate. 
k tale teorema perveniamo dopo aver r ichiamato u n a  propriet~ degli 

spazii uniformi, dovuta ad A.W]~IL ([9] p. 13, n. 2, teor. 1), della quale diamo 
una dimostrazione l ievemente modificata ehe mette in lace elementi the  ci 
interessano e dopo aver premesso alcune semplici propriet'~ delle funzioni reali. 

PROP. 2. - Per ogni adiacenza V dello spazio uniforme E esisle una 
famiglia (f~0)~0~g di applicazioni equiuniformemente continue di E nell'in. 

A n n a l i  d i  Matematica 52 
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tervallo [0,1] (~) tali che per ogni x o ~ E  sia f~0(w0)--0 e per ogni x ~ V ( x o )  

sia f~o(X) - -  1. 
DI~.  - P e r  r i c o r r e n z a  d e t e r m i n i a m o  u n a  success ione  (V,,),~=o,~ .... di ad iacenze  

2 
simmetriche di E tall  che  sia V~ ~ V e V , + ~ :  V~+~oV~+~- Vn per  n - -  0, 1, . . . .  

Poss iumo de t e rmina re ,  del  par i  per  r i co r renza ,  u n a  success ione  (K,,,),,=0, ~ .... 
di f amig l ie  f in i te  di par t i  di E ~ E tali  che&sm I(~ = ~ ,n ]0_k_.~ ed 

= 
(h ~ ta d iagona le  di E ~ E ) ;  

( m : O ,  1, . . . ;  h - - O ,  1, . . . ,  2""); 

(m ---- 0, 1, ...; k ~-~ 0, 1, ..., 2 "  - -  1). 

P e r  m ~ 0 la Km ~ d e t e r m i n a t a  u n i v o c a m e n t e  da  a). Se K "  ~ cos t ru i t a  
pe r  un  cer to  m in te ro  posi t ivo di guisa  da ve r i f i c a r e  ~) e T), si eos t ru i sca  
I~,,+~ come segue.  S ia  k--~ 0, 1~..., 2"+~;" pe r  k par i ,  cio~ k - - 2 h  con 

h - -  0, 1, ..., 2 " ,  pon iamo:  

pe r  k dispar i ,  cio~ k ---- 2h -)- 1 con h --~ 0, 1, ..., 2 "  - -  1, pon iamo : 

rT(k) TT(h) 

L a  K"+I---~ (U~(k+)l)0_~k_~2 "+~ cost cos t ru i t a  ve r i f i ca  ~) a causa  di (1). Quanto  
al la  ?) se k ~ par i ,  ciob k~- -2h  con h--~0,  1 , . . . ,  2 " ,  per  (1) e (.2) r i s u l t a :  
V~-{-10 IT(k) U (~) - - -  TT(~h*+I) TT(k-~-I) (Jm-~l - ' - -  Vrn-t-10 (Jm-~l ~ U r n - { - 1  ; se k ~ dispar i ,  eio~ k --: 2h -4- 1 

Tr(k) -~--V,n+t V~41o TT(~)C con h - - 0 ,  1, ..., 2 m - - l ,  p e r  (2) ed {1), r i su l t a  V " + l o  ~ + 1  o ~,,  
TT(h~]) TT(2h-~2)~ T7 (k~l)  V,~o U ~ ) ~ . ~  --- u,~+l - -  , , , ,÷i  • In  ogni  caso. dunque ,  la T) ~ vera .  

D a n q u e  la success ione  (K,~),~=0,1 .... cosi d e t e r m i n a t a  per  r i c o r r e n z a  ve r i f i ca  
a), ~) e T)- ~ fac i l e  r i conosce re  che, se k ed m sono in te r i  non  negat iv i  con 

k ~ 2 "  e s e n  ~ un  in te ro  posi t ivo r i su l ta  U(~ k ) - -  TT(~k) __ (~),÷~. I n o l t r e  se k' e k", 
m' ed m" sono in te r i  non  nega t iv i  con k' ~ 2" ' ,  k" ~ 2 "~'' nonch~ k ' / 2 " ' ~  k"/2 )~'' 
r i su l t a  V~, o ~ ,  )~ (~'( ~ U(~k,: ') donde  le conseguen t i  : 

(3) '> c ~,.,, (m', m", k' e k" in te r i  non  negat iv i  con 
k ' ~ 2 " " ;  k " ~ 2 " " ;  k ' / 2 " ' < k " / 2 m " ) .  

v 2  > (m = o, . . .  ; k = o, 1, ...: 

Cib premesso ,  deno t i amo  con Dx l' i n s i eme  dei  h u m e r i  ~ de l la  f o rma  
17 (k) ----k/2 m con  k ed  m in te r i  non nega t iv i  e k ~  2 "  tal i  che  sia (~0, x )~  . ~  • 

P e r  un  p re f i s sa to  x o E E, sia f:~0 la funz ione  rea le  de f in i t a  in E ponendo  

fxo(W) ~ 0, se D~, ~ vuo[o  ed fxo(X)~ sup % nell '  a l t ro  easo. 

(2) S e a  ~ b s o n  n u m e r i  r e a l i  con  [a, b], [a, b), (a, b] i n d i c h i a m o  gl i  i n s i e m i  de i  n u m e r i  

r e a l i  x v e r i f i c a n t i ,  r i s p e t t i v a m e n t e ,  l e a  ~= x "~  b ; a ' ~  x ~ b ; a .~  x ~ b. 
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Dopo eib, essendo per (4} (xo, x)E A ~ Tr(,~) per  m e k interi non negativi 
e k <~ 2 "~, si ha fxo(X,,) -'- 0 ; mentre, per x E CV(xo), essendo x ~ U0(1)(x0) r isulta 

f o(X) = 1. 
Siano ~ > 0 reale ed me intero positivo tali che 1/2'~ < z/2 e poniamo 

V~--V,, , .  Dimostriamo che, s e x '  ed ~" sono punti  di E vicini di ordine 
V~, si ha:  
(5) f o(X') + 

Cib 6 banale per fxo(x) - -  1 ; sin dunque f~o(x) < 1 e sin k~ il numero intero 
tale ehe 1 < k~ < 2"~, (k~ - -  1)/2'~ < f~o(~C) < k~/2"~: deve, ovviamente,  essere 
anehe (k~ + t ) /2 '~  / f~.o(X) ÷ s e, poich~ risulta (w0, x) E ZT(k~) (altrimenti sarebbe 
k~ / 2 m~ E D~ e k~ / 2 ~  < f~o(W)), eonsegue che, se ~ {x, x') E V~(---- V~), per  y) deve 
essere {x0, ~v')E L,~ o U (k~)~ T7 (a~ +1) Da cib e dalla (3) consegue f~o(x')< 
< (k~ + 1) / 2 ~  < fxolx) + s nonch~ la (5). Poieh6 V~ ~ una adiacenza simme. 
trie~ di E la (x, x') E V~ implica f:~o(W) < fx0(x') + ~. In  eonelusione la '(fx0)~0~E 

una famiglia di applicazioni di E in [0,1] ta]i ehe ogni ¢ > 0  reale 
esista un 'ad iaeenza  V~ di J~ per  eui, se x' ed ~" sono punti  di E vicini di 
ordine V~, sin ] f~0(x ' )-  f~o(X")l < ~ per ogni x° E E ed, inoltre, f~0(x.) --" 0 e, 
per  x E GV(m,), f~o(X) = 1. 

Consegue : 
Pl~oP. 3 - Se A' ed A" sono insiemi dello spazio uniforme E e se esiste 

un' adiacenza V di E tale the V(A') ~ A " - - ~ ,  esiste:un'applicazione uniforme- 
mente continua f di E in [0,1] tale che sin f(w) - -  0 per xE A' ed f(x,) - 1 per x E A". 

D I M . -  Per  la prop. 2 esiste una famiglia (f~o)moCE di applica~ioni equi- 
uniformemente  continue di E in [0,1J tali che per  ogni m 0 ~iE sia fmo(m~)=: 0 
e, per x ~ ~ V(x~) sin f~o(X) = 1. L ' inv i luppo  inferione f delia sottofamiglia 
(f~o)~o¢~,, per la equiuniforme eontinuit~ d i  (f~o)~,~,, ~ uniformemente  eontinuo 
in E e si ha 0 < f ~ t  in E. Inoltre per  m~A' ,  essendo O < f ( x ) < i ~ ( x ) = O  
si ha f ( ~ ) =0 ;  per x~EA'  r isul tando V(x~o) N A " = ~  si ha A " ~ V ( z , )  e 
quindi per w ~ A" ~ 1 - -  f~o(a~) --- f(x). 

PaoP.  4 - Se A' ed A" sono insiemi dello spazio uniforme E e se esiste 
un'adiacenza V di E tale che"V{A') N A " - - - ~ ,  comunque si considerino i 
humeri  reali o: e ~ con ~ ~. ~. esi8te an' applicazione uniformemente continua 
g di E in  In, ~] tale the sin g(x~) = o: per x ~ A' e g(~c)--~ per x~ E A". 

D ~ .  - O o n s i d e r a t a  Fappl icazione f di cui alla prop. 3 preeedente,  basra 
assumere g - -  a + f (~ - -  a). 

Ci saranno utili anche le seguenti  osservazioni. 
Denotiamo con ~ una famiglia di funzioni reali definite nell~insieme E con 

le condizioni: 1) per  ogni fE ~ e per  ogni numero reale c ~ (vf)~ ~ ;  2)~per ogni 
h E ~ e g E~ ,  ~ (h + g) ~ ~ ;  3) per ogni fE ~ 6 [ fl  E ~; 4) le funzioni costan~i 
in E appartengono ad ~. Come ~ si possono assumere  p. es. la~famiglia delle 
funzioni reali cont inue in uno spazio topologieo o la famiglia delle fun~ioni 
reali uni formemente  continue in uno spazio uniforme. 
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Osserviamo the  se f, g e h appartengono ad ~ altr6ttanto accade di 
rain if, g } - ~ l / 2 ( f + g - I f - g l t ;  max (f, g ) = l / 2 ( f + g + l f - - g ] ) ;  intrm. 
(f, h, gt questo simbolo indicando la funzione intermediaria ira f, h e g. 

LxRMA 1. - Se ~ ~ ~ ~, ¢ E ~ e se f e g sono funzioni  reali definite 
in E tall the esista un  numero positive ~ per cui r isul t i  f - - ) ~  < ~ < g-4- )~, 
f - -  ~ / 2 _< ,~ < g -4- ~ / 2 in E~ esiste x E ~ tale che s ia]  ¢~ - -  • I < ~/2, f - -  ~/2 < 
< x < < g - + - k / 2  in E. 

DIll. - Basra assumere z- - - in t rm.  ( ~ - ) ~ / 2 ,  ~ 4-) . /2,  ~). 
LE)fMA 2. - Se (~,,) ~ u n a  suecessione di funzioni  di ~ e se f e g sono 

funzioni  reali definite in  E tall che esista un  numero positive a per cui risult i  
f - -  ~/2" < %, < g -4- ~/2" per ogni i ndice n, esiste una  successione (h,) unifor.  
memente convergente in E di funz ioni  di ~ tale che sia f <  lira h ,  < g in E. 

DI~. - Mediante il lemma 1 precedente,  per  ricorrenza, si costruisce la 
successione (h,,) di funzioni di ~ tali che sia h~ = %, f - -  z /2"  < h ,  < g  + ~/2", 

co 

t h,,+l ~ h,, t <~ ~/2" per  n-- -  1, 2 .... La serie ~2 (h~+l - -  h~) b ~otalmente con- 
I¢-=1 

¢t--1 

vergente in E e quindi essendo h~,--h~ + E (hk+l--h~) la sueeessione (h,) 
k-----I 

converge uniformemente  in E e risulta f_< lira h ,  < g .  
Consegue : n--~ 
PROP. 5. - Se (%,) ~ una  successione di funz ioni  reali uniformemente con- 

tinue hello spazio uni forme E e se esistono le funzioni  reali .f e g definite in E 
ed il numero reale ~ > 0 tall ehe f <  %, < g + z/2" in E per ogni n - -  1, 2 ... ,  
esiste una  funzione reale h, uni formemente continua in E e tale the f <  h < g in  E. 

DIM. - Risultando f - - z ~ 2 "  _<:~, < g  4 - z / 2  ", la tesi eonsegue dal lemma 
2 precedence.  

Possiamo dimostrare era il reef. di separazione. 
PROP. 6. - Se (f, g) ~ una coppia uni formemenle separata di funzioni  

reali definite neUo spazio uni forme E e se f e g sono limitate in E, esiste una 
funzione reate h uniformemente continua in E tale cite sia f_<_h < g in E. 

DI~. - Supponiamo inizialmente che sia 0 _< f < g  < 1 in E e, per  ogni cop- 
- - I  

pia di nulnel'i naturali  m e d  n tali che s i a m  < 2" poniamo Am,, ----g([0, m/2"]  
--1 

e B,.~, ----- f ([m/2" 4- 1/2 ~-~, i]); poich~ la coppia (f, g} ~ uniformemente  sepa- 
rata in E esiste ua 'ad iacenza  V di E tale ehe s e w '  ed ~" sono punti  di E 
vieini di ordine V, risulti f(x') <g{~") 4- 1/2% Se fosse V(Am,,~ ~ B,,,~ ~i:~ 
esis terebbero a~" ~ A ..... , ~' ~ B,~,, tall che (~c', a3") ~ V: conseguirebbe m/2"  -t- 
-t- 1/2"+~<_f(x/) <g(x"}  -t- 1/2"  < m / 2 "  -4- 1/2 ~ il ehe b impossibile:  dunque  
V(A,n,) ~ B~n, ~ ~ .  Per  la prop. 4 essendo m / 2 "  4- 1/2 '~+~_< 1, esiste an' ap- 
plieazione uniformemente  continua f,,,~ di E in [m/2'~-~ - 1/2~+ ~, 1] tale che 
sia f,~n(x) = m / 2 "  4- 1/2"+ ~ per ogni w~A,~,, ed f,~,~(X) - -  1 per  ogni x ~ B , , , , .  
Poiehb b f , ~ n > f  in E, posto f,, ~ m i n  (f~,~, f~,n,..., f~_t,n) s i h a  chef , ,  b una 
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applicazione uniformemente  continua di E in [0, 1] e r isulta f,, : > f  in E. 
Inoltre,  faci lmente si riconosce ehe b f , (x)  ~ g(x) + 3/2 ~+~ per ogni x E E.  
Dunque  ~ f ~ f , ,  ~ g - ~ 3 / 2  "+~ in E onde, per  la prop. 5 esis~e uua funzione 
reale h uniformemente  continua in E tale che f ~ h ~ g .  

Nol caso generale, siano a e b gli estremi, rispettivamente, inferiore di 
f e superiore di g: essi sono humeri  finiti ed ha interesse solo il caso a ~ b. 
Le funzioni f ,  - -  ( f - -  a ) / (b  - -  a), g* - -  (g - -  a)/(b - -  a) sono uni formemente  
separate in E ed 8 0 _~ f* < g* < 1 : per quanto sopra esiste la funzione 
reale h* uni formemente  continua in E tale t he  sia f * ~ h * ~ g *  Posto 
h ~ a + h*(b - -  a) consegue la tesi. 

Da questa proposizione e dalla prop. t consegue la (II) di K A ~ o v .  

3. Spazi normal i  e s t r u t t u r e  un i formi .  
Vogliamo ora assegnare sopra ogni spazio normale, non necessar iamente  

separato, una particolare s t ru t tura  uniforme della quale dovremo servirei 
nel prossimo n. 4. 

Premet t iamo ehe, per semplieit~, chiameremo base associata ad uno spazio 

topologico E l ' ins ieme delle parti B di E X  E della forma B --'~ ~) (U~ X Uk) 
k = l  

dove (U~, U~, ..., U,~) ~ un ricovrimento aperto finito di E. 0vviamente  la 
base associata ad E ~ una base di filtro su B X E  ed il filtro da essa gene. 
rato verr~t chiamato filtro associato allo spazio topologico E. 

(Jib premesso stabiliamo che:  
PROP. 7 -  II filtro associato ad uno spazio normale E definisce una  strut.  

tu fa  uni forme su E. 
DI~, - Denotiamo con BE ed UE rispet t ivamente base e filtro associati 

allo spazio E. La proposizione sar'~ dimostrata non appena avremo stabilito 
che BE ~ un sistema fondamentale  di adiacenze di una strutLura uniforme 
su E, ossia che verifica gli assiomi (U'~), (U~) e (U'm) di [2] chap. II, § 1, n. 1. 

Poich~ ciascun BE BE contiene la diagonale di E ed ~ simmetrieo BE 
verifiea (U'~) ed (U'~,). Pe r  stabi'lire IU'm) assumiamo comunque B EBE cio~ 
supponiamo che esista un ricovrimento aperto finito (U~, U~, .... U,~) di E 

tale ehe sin B--~)(UT~ X UD. Poieh~ E ~ normale ([3] chap. IX, § 4, n. 3 
k ~ l  

oppure [5] chap. I, (33.4), (a)) esiste un ricovrimento aperto finito ( V~, V.2, ..., l~) 
di E tale the  per ogni k ~ l ,  2,.. . ,  n sia V ~ C U ~ .  Per  ogni k - - - 1  2, .... n 
CVk ~ aperto ed ~ U~[J(CV~)--E onde, posto A ~ - - ( U ~ X  U~)[J((GVk}x{CVk)) 

r isulta Ak E BE e quindi A - -  (~ A~ E BE, poich~ BE ~ base di filtro. Poieh~ 

( l~,  V.o,..., V~,) ~ r icovrimento di E assunto ~vEE esiste k--~ 1, 2,.. . ,  n tale 
e h e w  E Vk ~ l~ :  consegue faci lmente A k ( x ) ~  Uk e quindi essendo A ( x ) ~ A z l x )  
si ha A(w)~U~ nonch/~ A(x) X A t x ) C  U ~ X  U ~ B .  Si conclude che 
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A o A =  (J A ( x ~ ) X A ( x ) ~ B .  Dunque B~ verifica anche l ' ass ioma (U'H,) e UE, 

avendo BE come br~se, definisee una s t rut tura  uniforme ~ su E. 
0SSEI~VAZIO~E. - 0vviamente,  in generale, la topologia ~,, su E, dedotta 

dalla s t rut tura  uniforme e ~  ~ meno fine della topologia ~ di spazio normale 
data ini~ialmente su E e quindi ogni applieazione di E in uno spazio topolo- 
gico E '  continua per  la ~,,, ~ anche continua per ~.  Inoltre ~ facile convin- 
cersi che ~ ~(, ~ ~ quando e solo quando E i~ regolare. 

Si noter~ anche che la 6"2£ ~ una s t ru t tura  uniforme di sp~zio precom- 
patto (totalmente limitato) e se E 6 eompatto e regolare e quindi normale, 
la 6)~ 6 l ' un ica  ben nota s t rut tura  uniforme su E eompatibile con la topolo- 
gia di E. 

A1 fine di chiarire la portata della precedente proposizione e per preei- 
sure quanto ~ esposto nel pt'ossimo n. 4 ricordiamo che s e i l  filtro associato 
U~ allo spazio topologico E definisce una strut tura uni forme su E~ lo spazio E 

normale. 
Invero se F, ed /~  sono insiemi chiusi e disgiunti  di E, posto U~--~F~ 

ed U. z - ' - ~ F , ,  si ha U, [_J U~---~E e quindi B = ( U ,  XU,) [_J(U~XU~)~U~.  
2 

Assumiamo un 'adiaeenza  aperta  e s immetrica W di E tale che sia W ~ B :  
r isulta W(E~t ~ W ( F . , ) - - ~ .  Invero altrimenti esisterebbero i punti  x~ di F~ 

2 
ed x..~ di F~ tall che (x,, x~)~ W o W ~ B  e quindi sarebbe o (w~, w~)~ U, ~ U( 
e quindi x,~ E U~ - -  0F~ il che ~ impossibile, oppure sarebbe (:~, x~) ~ U~ X U, 
e quindi ~v~ ~ U.~--~F, il che ~ del pari impossibile. Dunque W[F~) e W(F~) 
sono intorni a,perti e disgiunti r ispet t ivamente di F ,  ed F~ ed E ~ normale. 

4. II teorema di separazione per gli spazii normali. 
Supposto che E sia lo spazio normale di eui alla preeedento prop. 7 

supponiamo c h e f  e g siano funzioni reali semicontinue, la prima superior- 
mente e la seeonda inferiormente, ill E e sia f < g  in E. 

In un primo momento sia 0 <  f <  g < I in E e, fissato ~ ~ 0 rea, le, sia n 
- -1  - - l  

ua iutero positivo tale che l /n  < ~. Gli iusiemi f ([0, k/n}) e g ( ( {k -  l l /n  , 1]) 
e quindi anehe la loro intersezione ~ ,  sono ~perti per  k-----1, 2,. . . ,  n. Se 6 
~c E E esiste 1' iatero k ----- 1, 2, .... n tale che (k - -  1}/n < f(x) ed f(x) < k / n ,  e, 
nella seconda disugaaglianza it segno = ~ consentito solo per k - - n .  Poich~ 

g(x) 2> f(x) > [k--  1)/n, r isulta x E Uk ed in conseguenza E - -  tDSUl~ : posto 
k ' . l  

B = tD (Uk X Uk) risulta B E Uz cio~ B ~ una. adiacenza della s t ru t tura  uni- 

forme ~ su E definita da U~ Icfr. prop. 7}. 
Pe r  (x/, x") E U~ X Uk ~ fix') <k/n ,  gix'} > (k --  1}/n e quindi f(x') < k/n = 

= ( k - -  1)In ÷ 1/n <g(x")  + ~ : in conseguenza (x/, x") E B implica f(x') < 
~g(x" )  ÷ ¢: cib dimostra che (f~ g) c~ una eoppia uniformemente separata 
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pe r  °-)X, il che, pe r  la prop.  6 imp l i ca  l' e s i s tenza  di u n a  funz ione  r ea l e  h, 

u n i f o r m e m e n t e  continua,  in E p e r  °'kg e ta le  she  sia [ ~ h ~ g .  

Se si l asc iano  cade re  le l imi taz ion i  0 < f, g _< 1, conse rvando  la  f < g, 
in E ~ immed ia to  r i eondur s i  al easo p receden te .  In  conseguenza ,  nel  easo 
gene ra l s  f ~ g  in E,  per  ogni  n u m e r o  n a t u r a l s  n, esis te  u n a  funz ione  rea l s  h , ,  
u n i f o r m e m e n t e  con t i nua  in E pe r  e~ e ta le  she  sia f < _ h , < _ g +  1/2" :  cib 
pe r  la prop .  5 fo rn i sce  una  funz ione  rea l s  h u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  in E 
pe r  e~ e ve r i f i can te  la f ~ h < _ g  in E. L a h  ~ c o n t i n u a  in E con la topologia  ~;o 
(cfr. prop.  7 osse rvaz ione  a l la  d imost raz ione)  e qu ind i  essa ~ c o n t i n u a  in E 
con ~. D u n q u e  la (I) ~ d imost ra ta .  I1 l e m m a  ed il t e o r e ma  di Ul~YSlZOl~l sons  
sue  i m m e d i a t e  eonseguenze .  
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