Funzioni reali uniformemente separate negli spazii uniformi
ed applicazioni agli spazii normali.

Nota di G1ovANNI AQUARO (a Bari).

A Mauro Picone nel suo 70m° compleanno.

Sunto. « B contenuio nell introduszione.

INTRODUZIONE

Di recente M. Kargerov (!) [6] ed H. ToNe [8], estendendo agli spazii nor-
mali un risultato di H. Haun, [4], hanno dimostrato che:

(I). Se f e g sono funzioni reali semicontinue, lo prima superiormente e lo
seconda inferiormente, nello spazio normale E e risulia f < g in E, esiste uno
funzione reale h continua in E iale che sia f<h <g in E.

Ancora in [6], KaTETOV ha stabilito che:

(IX). Se f ¢ una funzione reale limitata ed uniformemente continua nel-
Uinsieme A dello spazio uniforme E, esiste una funzione reale [ uniformemente
continua in E, avente in E gli stessi estremi che [ ha in A e tale che per ogni
x € 4 sia f(x) = fix).

Poichd la (I) implica un ben noto teorema di prolungamento di URYSHON,
si & condotti a chiedersi se il teorema di prolungamento (II) di KATETOV non
possa farsi conseguire da una proprietd che, negli spazii uniformi sostituisca
quella che per gli spazii normali & espressa dalla (I).

A cid si risponde nella presente Nota introducendo (n. 1, def. 1) le « cop-
pie di funzioni reali uniformemente separate in uno spazio uniforme » e sta-
bilendo per esse delle proprietd che non sembra siano state gia rilevate. Tra
le conseguenze di queste figurano, non solo la prop. {II), come richiesto, ma
anche, con opportuni accorgimenti, la prop. (I}, beninteso, con riferimento a
spazil normali non necessariamente uniformizzabili. Quest’ultima circostanza
si verifica, appunto, perché le funzioni f e g di eui in (I) sono uniformemenie
separate rispetto ad una conveniente struttura uniforme che pud definirsi su
ogni spazio normale, senza alcun intervento diretto o indiretto del lemma e
del teorema di URYSHON, ma con un metodo puramente « set theoretic »,
secondo la terminologia degli autori di lingua inglese: detti lemma e teorema

(Y) I numeri indicati in { | si riferiscono alla Bibliografia riportata in fine della pre-.
sente Nota.
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di UrysHON, al contrario, a caunsa della (I}, ne sono conseguenze. (id fa
intravvedere la possibilita di subordinare parti notevoli della teoria degli
spazii normali a quella degli spazii uniformi la cui importanza & sempre
crescente in Topologia Generale.

Una estensione agli spazi uniformi compatti di un risultato W. SIERPINSKI
[7], che generalizza il teorema di uniforme continuity di CANTOR, fornisce un
ulteriore esempio di coppie uniformemente separate.

Per ragioni di brevita, salvo nei casi volta per volta specificati, per la
terminologia ed il simbolismo qui usati si rimanda a [1], [2] e [3].

Va ben rilevato, perd, che nella presente Nota, spazii normali e spazii
compatti non si suppongono separati, cio® di HAUSDORFF, confrariamente a
quanto & fatto in [2] ed in [3]. In altri termini supponiamo compatto o normale
ogni spazio topologico che oltre ai consueti assiomi di spazio topologico (0]
ed (0, di [2], verifichi rispettivamente 1’assioma di BoREL-LEBESGUE, o,
(C) di [2], oppure 1’ assioma (0;) di [3].

Si tenga presente, inolfre, che il termine «eantourage » di [2] & stato volto
in italiano col termine « adiacenza ».

1. Le coppie uniformemente separate di fumzioni reali.

DEeF. 1 - Se f e g sono funzioni reali definite nello spazio wuniforme E,
st dice che la>coppia (f, g) ¢ uniformemente separaita in E se, per ogni numero
reale ¢ > 0 esiste un adiacenza V di E tale che se x' ed x" sono punti di E
vicing di ordine V, sia f(x') < glx") +e.

F appena necessario rilevare che una coppia uniformemente separata
per una determinata struttura uniforme su F pud non esserlo per mna altra
struttura uniforme sullo stesso insieme.

Dalla definizione consegue anche che se (f, g) & uniformemente separata
in E risulta f<g. In generale, come & ovvio, non sussiste la proprietd reci-
proca benchd, in qualche caso, come si vedri appresso, la relazione f<g in
E, implichi che (f, g} sia uniformemente separata.

Primo esempio, utile per il seguito, di coppia uniformemente separata &
fornito dalla:

Propr. 1 - Se f é una funsgione reale uniformemente continua e limiltoia
inferiormente e superiormente, rispeit. dai numeri @ e b nell’ insieme A (G4 == &)
dello spoazio uniforme E, delte f, ed f, le funzioni reali definite in E ponendo
fal®) = fole) = flx) per £ € A ed folx) = a, folx)="> per x €C4, la coppia (fs, [5)
& uniformemente separaita in E e le fq, ed f» sono enirambe limitate inferior-
mente e superiormente da a e b in B.

DiM. -~ Sia & un numero reale positivo e V un’adiacenza di E fale che
se o ed ®” sono punti di 4 vicini di ordine V, sia |f(x') — f(x")| < e: se «,
ed x, sono punti di E vicini di ordine V risulta fu() < fole”) + ¢

La seguente proposizione, estendendo agli spazii uniformi un risultato
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di 'W. SIERPINSKI (cfr. Introduzione) fornisce un ulteriore esempio di coppia
uniformemente separata.

Se E ¢ uno spazio uniforme e compaito, se f e g sono funzioni reali semi-
continue in E, la prima superiormente ¢ lo seconda inferiormenie e se ¢ f<g
in B, la coppia {f, g) é uniformemente separaia in E.

Dim. - Sia U il filtro delle adiacenze della struttura uniforme di E e,
per assurdo, supponiamo che esista un numero reale ¢, >0 tale che per
ogni VEU esistano i punti « ed Z di E vicini di ordine V e tali che sia
flx) > g|%) +&,. Per ogni V€U, dunque, non & vuoto l'insieme Ay dei punti
& di E tali che esisfa almeno un Z € E per cui x ed Z siano vicini di ordine V
e msultl flx) = g{Z) + ¢,. Poichd se V Vy, .., Vu sono adiacenze di E, posto

V= ﬂ Vi, risulta V€U ed AVC ﬂ Av,, Ia famiglia {4dvjvey & una base

di fﬂtro su F la quale, poiché E é eompatto, ha almeno un punfo aderente
x, € E. Per altro esiste V €T tale che sia:

(1’ Q(To) - 50/2 < g(a‘) per x € Vo(wo)'
(2) fla) < fles) +2,/2 per x € Vy(w,).

Se WeU @& tale che sia Vii/: WoWcC V,, essendo x, EJW, esgiste
x, € Wiee,) ) Aw: poiche ¢ W V, consegue x, € V (x,) e quindi, in forza
della (2) f(x,) < f(x,) + &,/ 2, mentre, essendo m‘EAW, esiste Z, € F tale che wx,
ed x, siano vicini di o1d1ne W e sia f(x,) = g(&,) + &; qumdl & flx )-i—
+&,/2 > g{x,) + ¢, nonchd:

(3) flx) > 9(Z,) + ¢,/ 2.

Essendo (x,, )€ W ed (2, )€ W, si ha (x,, il)éﬁfc V, e quindi
Z, € Vy(x,), il che, per (1), implica g(Z,) > g(x,) — ¢,/2: ¢id, richiamata la (3),
ha come conseguenza fix,) > g(x,) contro la f<g vera in E. Dunque per
ogni ¢ > 0 reale, esiste almeno un’adiacenza TV di E tale che se x' ed o
sono punti di E vicini di ordine V, sia f(x) < g(x”)+¢: per la def. 1 con-
segue la fesi.

B appena necessario rilevare che per f=g consegue il teorema di uni-
forme continuitd di CanToR per le funzioni reali continue in wuno spazio
uniforme compatto.

2. 11 teorema di separazione per le coppie uniformemente separate.

A tale teorema perveniamo dopo aver richiamato una proprietd degli
spazii uniformi, dovuta ad A. WEiL ([9] p. 13, n. 2, teor. 1), della quale diamo
una dimostrazione lievemente modificata che mette in luce elementi che ci
interessano e dopo aver premesso alcune semplici proprieta delle funzioni reali.

Prop. 2. - Per ogni adiacenza V dello spazio uwiforme E esiste uno
faomiglia (fi)xex di applicazioni equiuniformemente continue di E nell in-
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tervallo [0,1] () falé che per ogni x,€E sia fufe,) =0 e per ogni x€CV(x,)
sia fufe)=1.
Dim. - Per ricorrenza determiniamo una successione (V,)u=o,1,.. di adiacenze
simmetriche di E tali che sia V,CV e f7n+1:: w10 Ve iV, per =0, 1,....
Possiamo determinare, del pari per ricorrenza, una successione (Ky)m=o,1,...
di famiglie finite di parti di E>E tali chelsia K, = (U% ost=<am ed

) UP =7, U =T, (A & la diagonale di EX E);
B) U(2h)1-—Uh) (m=0,1,..; h=0, 1,..., 27);
7) Vpo U S U™ m=0,1,.; k=0, 1,.., 2" —1).

Per m=0 la K,, ¢ determinata univocamente da ). Se K,, & costruita
per un certo m intero positivo di guisa da verificare §) e y), si costruisca
K,. .1 come segue. Sia k=0, 1,.., 2"+ per k pari, ciod k=2h con
h=0, 1,.., 2™, poniamo:

(1) U = UY;
per k dispari, cio¢ K =2h+ 1 con h=0, 1,..., 2™ — 1, poniamo:
(2} Uw(i’ﬁ) 1= Vm 410 Uv(nfz)-

La K,.1=(0, ,ﬁ:ﬁl){;q«gmw cosl costruita verifica f) a causa di (1), Quanto
alla v) se k & pari, ciod =2k con h=0, 1,.., 2", per (1) e (2) risulta:
Vit 0 Uy = V,,,+1 o UM = UZ = UED; se ko dispari, ciod k = 2k + 1
con h=0, 1, ..., 2" —1, per (2) Ld{ ), risulta V10 Uy = Va0 Vi 1o U
C ¥V U(h)C U(hT]) U(9h+2)~— U(k“”. In ogni caso. dunque, la y) & vera.
Dunque la successione (Km)m:m,___ cosi determinata per ricorrenza verifica
a), B) e v). K facile riconoscere che, se %k ed m sono interi non negativi con
E<2m e se m & un intero positivo risulta U — Ufffﬁf Inoitre se k' e k7,
m' ed m” sono interi non negativi con ¥ <27, k' < 2™" nonche k'/2™ < k'/2™"
risulta Vo U(k'(C U(k'>donde le conseguenti:

(3) Al A (m, m", k' e k" interi non negativi con
k; _<_ 2ml; k” s 2mrr; kl/ 9m’ < k!l/ 2ml/).
4 AcUP m=0, 1,..; k=0, 1,.., 2m).

Cid premesso, denotiamo con D, l'insieme dei numeri t della forma
t=17%/2™ con k ed m interi non negativi e k<< 2™ tali che sia (x,, x)¢ U,
Per un prefissato «, € E, sia f,, la funzione reale definita in E ponendo

faf®) =0, se D, & vuoto ed f,flx)= sup t, nell’altro caso.
Te Dy

(2) 8e @ < b son numeri reali con [a, 5], [o. b), (a, b] indichiamo gli insiemi dei numeri
reali x verificanti, rispettivamente, le a<Sx<b; o< <bh; a<{z=h
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Dopo cid, essendo per (4) (z,, x) €A U per m e k interi non negativi
e k<<2™ si ha f,(r,) =0; mentre, per x €(V(x,), essendo x ¢ Ué”(wo) risulta
f wo(x) =1.

Siano ¢ > 0 reale ed m, intero positivo tali che 1/2® < ¢/2 e poniamo
V, = Vme' Dimostriamo che, se & ed «” sono punti di E vicini di ordine
V., si ha:
6) Fao®) < Fufot) + e.

Cid & banale per f,(x)=1; sia dunque f,(x) <1 e sia k. il numero intero
tale che 1 <k <2, (k, — 1)/2m < f,(x) < k./2™:: deve, ovviamente, essere
anche (&, + 1)/2™ < f.(x) + ¢ e, poich® risulta (x,, x) € Ui,’f:-) (altrimenti sarebbe
k. j2m €D, e k.| 2% < f,(x)}, consegue che, se & (x, ) € V(= Vi), per y) deve
essere (x,, £)€ V,, o U‘,ﬁi;’c Ui,'f:*'n. Da cid e dalla (3) consegue fy(xr)<
< (k. + 1)/2m <f,(x) + & nonch® la (b). Poich® V. & una adiacenza simme-
trica di E la (x, «')€ V., implica f.{x) < fuf®’) + . In conclusione la (fy )z
¢ una famiglia di applicazioni di E in [0,1] tali ehe ogni e >0 reale
esista un’adiacenza V., di E per cui, se ' ed " sono punti di E vicini di
ordine V., sia |fu(®) — fuf®”)| < e per ogni x,€E ed, inoltre, fy(x,) =0 e,
per x € CV{x,), fulx)=1.

Consegue:

PROP. 3 - Se A’ ed A" sono insiemi dello spazio uniforme E e se esisle
un’ adiacenza V di E fale che V(4') A"=Q), esiste’un’ applicazione uniforme-
mente continua f di E in [0,1] tale che sia f(x) =0 per €A ed flx) =1 per x€ 4",

DiM. - Per la prop. 2 esiste una famiglia (fi)yncz di applicazioni equi-
uniformemente continue di E in [0,1] tali che per ogni x, €F sia fp(x,) =0
e, per x€(0V(x,) sia fuf@) =1. L'inviluppo inferione f della sottofamiglia
(f2)gye 4, per la equiuniforme continuitd di (fz)u.c4, & uniformemente continno
in B esi ha0<f<1 in E. Inoltre per £ €4, essendo 0 <f(x) < fyfx)=0
si ha fla)=0; per x,€ 4’ risultando V(x,)N 4" =& si ha 4"C(V(x,) e
quindi per ® €4" & 1 = ffx) = f(x.

Prop. 4 - Se A’ ed A" sono insiemi dello spazio uniforme E e se esiste
un’ adiacenza V di E tale che ‘V(A) | A" =08, comunque si considerino i
numeri reali « e B con a < B, esiste un’ applicazione uniformemente continua
g di E in [o, B] tale che sia glx) = o per x € 4" e gley=1§ per x € 4",

DiM. - Considerata I’ applicazione f di cui alla prop. 3 precedente, basta
agsumere g = o + [ (§ — a).

Ci saranno utili anche le seguenti osservazioni.

Denotiamo con & una famiglia di funzioni reali definite nell’insieme £ con
le condizioni: 1) per ogni f€§ e per ogni numero reale ¢ & (¢f)€F; 2)lper ogni
he€F e g€F, ¢ (h+g)€F; 3) perogni fEF & |f|€F; 4) le funzioni costanti
in E appartengono ad & Come & si possono assumere p. es. laifamiglia delle
funzioni reali confinue in uno spazio topologico o la famiglia delle funzioni
reali uniformemente continue in uno spazio uniforme.



406  G. Aquaro: Funsioni reali uniformemente separate negli spazii, ecc.

Osserviamo che se f, g e b appartengono ad & alfréttanto accade di
min (f, g)=1/2(f +g—|f—g); max (f, g9=1/2f+g~+|f—g)); intrm.
{(fy b, g) questo simbolo indicando la funzione infermediaria tra f, & e g.

LemMa 1. - Se ¢ 9€&, VEF e se [ e g sono funzioni reali definite
in E tali che esista un numero positivo L per cui risulti f— X <o < g-+ 1,
f—2/2<4d<g+L/2in E, esiste 1€F fale che sia | —t|<A/2, f—A[2 <
<t<g-+1/2 in E.

Dim. - Basta assumere t=intrm. (p — X /2, ¢ + X/2, ).

LeMMa 2. ~ Se (p,) & una successione di funzioni di § e se f e, g sono
funzioni reali definite in E fali che esista un numero positivo o per cui risulli
f—0/2" <o, < g+ 0/2™ per ogni indice n, esiste una successione (h,) unifor-
memente convergente in E di funzioni di & tale che sio f<< lim h,, <g in K.

LA s o
DiM. - Mediante il lemma 1 precedente, per ricorrenza, si costruisce la
successione (k,) di funzioni di & tali che sia b, =¢,, f— /2" <h, <g -+ o/2%

(oo}
[Bpy1— N, | <o/2" per n==1, 2... La serie & (hgys— hy) & totalmente con-
k=1

No—

1
vergente in K e quindi essendo %, =h, + I (x4 — hy) la successione (h,,)
k=1

converge uniformemente in E e risulta < lim h, <g.

Consegue: e

Prop. 5. - Se (9.,) é una successione di funsioni reali uniformemente con-
tinue nello spazio uniforme E e se esistono le funzioni reali f e g definite in E
ed il numero reale s >0 tali che <9, < g+ ¢/2" in Eperogni n=1,2 ...,
esiste una funzione reale h, uniformemente continua in Eetaleche f <h <g in E.

DiM. - Risultando f—o/2" <y, <g +0/2", la tesi consegue dal lemma
2 precedente.

Possiamo dimostrare ora il teor. di separazione.

Prop. 6. - Se (f, g) ¢ una coppia uniformemenle separata di [unzioni
reali definite nello spazio uniforme E ¢ se f e g sono limilale in E, esiste una
funzione reale h uniformemente continua in E tale che sia f<h <g in E.

DiM. - Supponiamo inizialmente che sia 0 <f<g <1in E e, per ogni cop-

—t

pia di numeri naturali m ed % tali che sia m < 2" poniamo 4,,, = g([0, m/2"]
—1

e B,.= f{m/2" +1/2*t1 1]); poich® la coppia (f, g) & uniformemente sepa-

rata in K esiste un’adiacenza V di E tale che se « ed " sono punti di
vicini di ordine V, risulti f(x) <glx”) 4+ 1/2". Se fosse Vi{d,.) [} B =4
esisterebbero "€ A4,,,, ' € B,,.. tali che (x', )€ V: conseguirebbe m /2" +
+ 1/2m < flae) < gle”) + 1/27 <m /2" + 1/2#+1 il che & impossibile: dunque
V(Amn) N Bun =®. Per la prop. 4 essendo m /2" + 1/2¢ <1, esiste un’ap-
plicazione uniformemente continua fu, di E in [m/2” 4 1/2#, 1} tale che
sia fan(e) =m /2% 4 1/2# per ogni ® € A ed fum(x) =1 per ogni x € By,
Poiché & fu., =f in E, posto f, =min (f1,n, fom, ., fan_1,») si ha che f,, & una
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applicazione uniformemente continua di E in [0, 1] e risulta f,>f in E.
Tnoltre, facilmente si riconosce che & f,(x) <glx)+ 3/2%+! per ogni x€E,
Dunque ¢ f<Ff, <g-+3/2*t! in E onde, per la prop. D esiste uua funzione
reale h uniformemente continua in E tale che f<h <g.

Nel caso generale, siano a e b gli estremi, rispettivamente, inferiore di
f e superiore di g: essi sono numeri finiti ed ha interesse solo il caso a < b.
Le funzioni f*=(f—a)/(b—a), g*=I(g— a)/(b — a) sono uniformemente
separate in F ed & 0<f*<g*<1: per quanto sopra esiste la funzione
reale h* uniformemente continna in E tale che sia f*<h* <g* Posto
h=a + h*b — a) consegue la tesi.

Da questa proposizione e dalla prop. 1 consegue la (II) di KaTETOV.

3. Spazi normali e strutture uniformi.

Vogliamo ora assegnare sopra ogni spazio normale, non necessariamente
separato, una particolare struttura uniforme della quale dovremo servirei
nel prossimo n. 4.

Premettiamo che, per semplicitd, chiameremo base associata ad uno spazio

topologico E linsieme delle parti B di B> E della forma B = kn) (U >< Ux)
=1

dove (U,, U,,.., U,) & un ricovrimento aperto finito di E. Ovviamente la
base associata ad E & una base di filtro su EXX E ed il filtro da essa gene-
rato verrd chiamato filfro associato allo spazio topologico E.

Jid premesso stabiliamo che:

Prop. 7 - Il filiro associalo ad uno spazio normale E definisce una strut-
tura uniforme su E.

DiM. - Denotiamo con Bz ed Ug rispettivamente base e filtro associati
allo spazio E. La proposizione sard dimostrata pnon appena avremo stabilito
che By ¢ un sistema fondamentale di adiacenze di una struttura uniforme
sa K, ossia che verifica gli assiomi (U"), (Uy) e (U'w) di [2] chap. I, §1, n. 1.

Poiché ciascun B € Bg contiene la diagonale di E ed é simmetrico Bg
verifica (U’) ed (U'.). Per stabilire (I/'y,) assumiamo comunque B € Bg ciod
supponiamo che esista un ricovrimento aperto finito (U,, U,,.., U,) di E

tale che sia B= U (Ux >< Ux). Poiché E & normale ([3] chap.IX, § 4, n. 3
k=1

oppure [5] chap. I, (33.4), (@) esiste un ricovrimento aperto finito (V,, V,, ..., Vi)
di E tale che per ogni k=1, 2,..., n sia VxCUe. Per ogni k=1 2,.., n
CVi & aperto ed & UpU(CVi) = E onde, posto Ax = (Ux>< Ux)J((0Vx) > (0Vk))

risulta Az € By e quindi A= N A € B, poiché By & baso di filtro. Poichd
k=1

(V., Vi, .., Vi) & ricovrimento di E assunto x € E esiste k=1, 2,..., n tale
che x € Vi  Vi: consegue facilmente Ap(x) C Ux e quindi essendo A{w) Axlx).
si ha Adfx) C Ux nonché Ax) X< Ale) C Ux X Ux © B. Si conclude che
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Ao A = U A(x) > Afx) = B. Dunque Bg verifica anche 1’ assioma (U',,) ¢ Ug,
xE B

avendo By come base, definisce una struttura uniforme 9 su Z.

OSSERVAZIONE. - Ovviamente, in generale, la topologia G, su K, dedotta
dalla struttura uniforme @f, & meno fine della topologia G di spazio normale
data inizialmente su E e quindi ogni applicazione di E in uno spazio topolo-
gico E' continua per la G,, & anche continna per %. Inoltre & facile convin-
cersi che & G, =T quando e solo quando E & regolare.

Si noterd anche che la @f & una struttura uniforme di spazio precom-
patto (fotalmente limitato) ¢ se E ¢ compatto e regolare e quindi normale,
la 9 & Punica ben nota struftira uniforme su ¥ compatibile con la fopolo-
gia di E.

Al fine di chiarire la portata della precedente proposizione e per preci-
sare quanto & esposto nel prossimo n. 4 ricordiamo che se il fillro associato
Uz allo spazio lopologico E definisce una struttura uniforme su E, lo spazio B
¢ mormale.

Invero se F, ed F, sono insiemi chiunsi e disgiunti di E, posto U, = (F,
ed U,=CF,, si ha U JU,=E e quindi B=(U X U)U(U,XU,)<€Ug.

2
Assumijamo un’adiacenza aperta e simmetrica W di E tale che sia WCB:
risulta W(F,) ) W(F,)=®&. Invero altrimenti esisterebbero i punti x, di F,

ed x, di F, tali che (®,.x,) € WoWCB e quindi sarebbe o (x,,,) €U, X U,
e quindi @, € U, = (F, il che & impossibile, oppure sarebbe (x,, «,) € U, X U,
e quindi @, € U, = (F, il che & del pari impossibile. Dunque W{(F) e W(F,)

sono intorni aperti e disgiunti rispettivamente di #, ed F, ed E & normale.

4. Il teorema di sepavazione per gli spazii normali.

Supposto che E sia lo spazio normale di eui alla precedento prop. 7
supponiamo che f e g siano funzioni reali semicontinue, la prima superior-
mente e la seconda inferiormente, in E e sia f<<g in E.

In un primo momento sia 0<<f<<g=<1 in E e, fissato ¢ >0 reale, sia n
—i

un intero positivo tale che 1/n <e. Gli insiemi fl({(), Ein)) e gtk — 1)/m, 1})
¢ quindi anche la loro intersezione Uy, sono aperti per k=1, 2,..., n. Se &
i € E esiste I'intero k=1, 2, ..., n tale che (kK — )/n <<f(x) ed flx)<k/n, e,
uvella seconda disuguaglianza il segno = & consentito solo per k== n. Poichd

w
& g(x) > f(x) > (k — 1)/n, risanlta x€ Ux ed in conseguenza E.= UjU;: posto
”n k-1
B=U{Uy>X Uy risulta B€Ug ciod B & una adiacenza della struttura uni-
fe==1

forme @ su E definita da Ug (cfr. prop. 7).

Per (&, )€U, X U, & fl) <<kn, gix’)>(k—1)/n e quindi flx)<k/in=
=k —1)/n+1/n<gx')+ce: in conseguenza (¢, &') €B implica [flo} <
< glx’) +e: cid dimostra che (f, g) ¢ una coppia uniformemente separata
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per @f, il che, per la prop. 6 implica I esistenza di una funzione reale A,
uniformemente continua in E per 9 e tale che sia f<<h <g.

Se si lasciano cadere le limitazioni 0 << f, g << 1, conservando la f<g,
in E & immediato rieondursi al caso precedente. In conseguenza, nel caso
generale f< g in E, per ogni numero naturale %, esiste una funzione reale h,,,
uniformemente continua in E per @f e tale che sia f<h,<g -+ 1/2": cid
per la prop. b fornisce una funzione reale A uniformemente continua in E
per f e verificante la f<<h < g in E. La k & continua in E con la topologia %,
(cfr. prop. 7 osservazione alla dimostrazione) e quindi essa & continua in E
con %. Dunque la (I) & dimostrata. Il lemma ed il feorema di URYSHON sono
sue immediate conseguenze.
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