
Sulle successioni di funzioni quasi continue 
negli spazi astratti  (~). 

di TU~O V~o~h (a Baa'ib 

A Munro Picone net suo 70 'no compteanno. 

Sunto. - Si  studia una definizione del tutto generate di funzione quasi continua; si enuncia 
e dimostra poi uu teor~ma, concettualmente nuovo~ per te successioni di funzioni eke 
sono quasi continue nel senso generale studiato. 

1. I l  concerto di funzione quasi  cont inua ,  introdotto ne l l ' ana l i s i  matema- 
t ica e l a rgamente  usato da L. TOI~ELLI~ ~ stato generalizzato,  com'~ noto, da  
~ .  PICONE e dai la  Sua  scuola, r ive lando tu t t a  la sua impor tanza  in diversi  
a rgoment i  fondamenta l i ,  p r i ac ipa lmcn te  nel la  teoria  de l l ' i n t eg raz ionc  (~). 

Recen temcn te  G. FmHERA (3) ha  pers ino dato il concerto molto genera le  
di funzione  reale  quasi  con t inua  in un  ins ieme misurabi le  di un  qua lunque  
spazio topologico S.  L a  misurab i l i tk  ~ intesa,  da FICm~RA, con r i fe r imento  ad 
u n a  m i s u r a  o funzione rcalc  ~(e} def in i ta  nel la  famigl ia  ~ degli  ins iemi  
b o r e l i a n i  e di S ;  la funzione ~(e) e supposta  c o m p l e t a m e n t e  a d d i t i v a  ed a 
v a r i a z i o n e  f i n i t a .  In  conscgucnza,  anchc la quasi  cont inu i th  ~ in tesa  con 
r i fe r imento  a l ia  s tessa misu ra  ~(e). 

La  def iniz ione di funzione  f ( P )  quasi  con t inua  pub dars i  in ipotesi  
ancora  pifi general i ,  quando  si supponga :  che  ~{e) a s suma  valori  ('} apparte-  
henri  a uno spazio S '  soddisfacente  ad oppor tune  condizioni  di addit ivit~,  
ed f(P} valori  appa r t enen t i  ad uno spazio topologico S " .  In  questo lavoro 
mostrerb come u n a  tale  genera l i s s ima definizione si adat t i  a buona  par te  
del ia  teor ia  svoita da PICONE senza sostanziat i  cambiament i ,  o re  si agg iunga  
allo spazio S l a  eonclizione d~esser m e t r i c o  e s e p a r a b i l e  (~). Se poi si suppone,  
pifi precisa  uente,  t h e  S"  sia m e t r i c o  e comple to ,  si pub molto fac i lmente  

(i) Lavoro eseguito presso l'Istituto Nazionale per le Applieazioni del Caleolo. 
(e) Cfr. ]YI. PIcoNu e T. VIoLA~ Lszioni sulla teoria moderna dell'integra~ione (Torino, 

Einaudi, 1952) pp. 12~ e segg. Qaesto trattato verr~ considerat% nel seguito del presente 
lavoro~ come fondamentale e richiamato semplicemente con la sigla PV. 

(s) @. FICHERA~ Lezioni sutle trasformazioni lineari, vol. I (Triest% pr. l'Istituto Mate- 
matico dell'Universit~ 1954) pp. 327.330. 

(4) La parola ~ valore ~ ~ qui intesa come sinonimo della parola • pnnto ,. 
(5) La separabilith avrh~ in sostanza, lo scope di regolarizzare i procedimenti eostrut- 

tivi~ nel senso di liberarli dal postulato delle infinite scelte arbitrarie. 
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pervenire anche qui al teorema fondamentale (da considerarsi  come un corol. 
lario di quello di SEVEm~TI-EGoRoFF (6)): s e u n a  successione 

(1) f~(P), f~(P), ..., f,,(P), ... 

di funzioni quasi continue in un insieme lebesghiano I, converge quasi 
ovunque in I, la funzione f (P)  cui essa tende ~ anch'essa quasi continua in L 

2. Ma 1o scope prineipale del presente lavoro non si r iduce ad una 
generalizzazione che potrebbe, forse, non apparire, in sb, nb imprevedibile 
nb difficile (7): Qui, volendo fare opera non indegna del l ' i l lustre  Maestro, 
mi propongo pr incipalmente  di dare la dimostrazione d ' u n  teorema the, a 
quanto mi risulta, b da r i tenersi  del tutto nac re .  Int roducendo ulteriormente,  
in via pregiudiziale, la condizione restri t t iva per S" d 'esser  compatto e sepa. 
rabile, il nuovo teorema (nel quale quello fondamentale,  ricordato alla fine 
del n. 1, r ientra  come case particolarissimo) i) suscettibile del seguente 
enunciate  : 

se t f . ( P )  l ~ una  successione di funzioni  tutte quasi continue in uno 
stesso insieme I, ~ possibile costruire una  funzione f (P)  quasi continua in I 
the, in quasi  tutti  i pun t i  P di I, ~ uguale a u n o  dei valori l imiti  della 
successione. 

I f o n d a m e n t i  d e l i a  t e o r i a .  

3. Quanto precede non assume an significato pienamente  determinate,  
finch~ non si eauneino esplicitamente le propriet~ dello spazio S'  di cui 
sopra. Ritengo the, volendo richiedere ad S' un minimo possibile di restri- 
zioni, non si possa tralasciare a lcuna delle proprie~h gitt imposte da M. FlC~c~E~ 
nella sua fondamentale memoria:  L' intdgrale abstraite d rune fonvtion abstraite 
d' une variable abstraite et son application ~ la moyenne d' un  dldment aldatoire 
de nature quelconque (Revue Scientifique, vol. 82, die. 1944, pp. 483.512). Mi 
limito pereib a r ichiamare succintamente quelle proprieth ~ivi p. 503). 

Se ,/, v" sono due punti  qualunque di S',  esiste in S'  la s o m m a v  - -  v' + v" 
union e ben determinata,  per la quale valgono le propriet/~ commutat iva ed 
associativa. 

L' equazione v' ----- v" -t-- y nell' incognita y, /~ sempre univocamente risolu- 
b i le :  la sua soluzione $ ~ la differenza v ' - -v " .  Si deduce immediatamente  
1' esistenza dello zero 0 - - v -  v, indipendente da v. 

(~) Cfr. PV, p. t39. 
(7) Mi propongo tuttavia di riprendere, in ultra sede~ l'argomento per dimostrarne 

l'intoresse in que'stioni attinenti alla teoria dell'integrazione. 
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Ad ogni p u n t o v  di S', b associate  un  numero  non negative,  la norma 
IIvll di v, nu l l a  s e e  solo se v - - 0  e tale ehe, per  ogni eoppia v', v", va lga  
la l imi taz ione:  

II v ' - -  v" I1 ~ I1 v' it + tt v" 11. 

Inf ine ,  supposto ehe v(x) sia un  punto  di S '  d ipendente  da una  var iabi le  
reale  x e defin(to il 

l im v(~) "-- v o quando l im II v(vc) - -  v0 [I = 0 ,  

b ammessa  la validiti~ del eri ter io di BoLzA~o-GAuc~¥.  
Pe r  ogni ins ieme E di g,  ind icheremo con re(E) la var iazione totale 

del la  funzione  ~(e) su E, eiob F est remo super iore  (finito, per  ipotesi} del l ' in-  
s ieme numer ico  descr i t to  dal le  somme 

II ~(e,)f l  + II I~(e~):l + ... + 11 ~(e , , )II ,  

al var ia re  comunque  del ia  decomposiz ione:  
o o o 

E ---- e~ q- e.~ -+- .. -t- e,  (e~ E ~ ;  i --- 1, 2, . . . ,  n ;  .n intero posit, arbitr.). 

4. Dic iamo che un  i n s i e m e  / ,  dello spazio metrico e separabile S, 
lebesghiano {rispetto al la  massa ~tie)) se, comunque  si assegni  un  numero  ~ ~ 0, 

possibile cos t ru i re  un ins ieme chiuso C~ contenuto  in I e un  ins ieme aper to  
As con tenen te  / ,  in mode che r i su l t i  m(A~-  C~)~ ~. 

Con ques ta  def iniz ione ~ possibile r ipercorrere ,  passe passe, buena  parte  
del la  teoria  di P]cONE re la t iva  agli ins iemi lebesghiani  (Cfr. P V  pag. 111 
e segg. b sia pure  con qualche leggera var ian te  eh 'b -mol to  f~tcile r i levare.  Si 
comincer/~ col d imos t ra re :  

che b lebesghiano il complementare ,  r ispetto ad S~ d~un ins ieme 

lebesghiano ; 
che sono lebesghiani  gli ins iemi  chiusi  e quell i  aper t i  (s); 
ehe condizione necessar ia  e suf f ie iente  aff inch~ un  ins ieme I sia 

lebesghiano ~ che, comunque  si pref issi  un  numero  ~ ~ 0, si possa eos t rui re  
art ins ieme chiuso C~ e un  ins ieme aper to  A~, in mode ehe r isul t i  

C ~ c I c C ~ + A ~ ,  m(A~) < ~; 

che il prodotto e la somma d ' u n a  successione d ' i n s i emi  lebesghiani ,  
sono anch ' e s s i  ins iemi  lebesghian i ;  

e h e l a  dif [erenza di due insiemi lebesghiani  ~ un ins ieme lebesghiano.  

(s) La dimostrazione PV 1 a. 119 vale se S si suppone euclideo (a un numero qua- 
Iunque di dimensioni}. Nel case pi~ generale qui contemplato~ una semptice dimosh-azione 
pub dedursi dal teorema: ogni insieme chiuso di uno spazio metrico e separabile ~ il Iimite 
di una successione non crescente d'insiemi aperti {Cfr. FIC,~IERA~ Ioc. cir., p. 59}. 
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Dope cib si prolungherh la definizione dells, massa is(e) sulla famiglia 
e degli insicmi e lebesghiani (famiglia contenente la ~ e completamente 
additiva al pari della ~'), semplicemeute per passaggio a timite a par t i te  dagli 
iusiemi apcrti  ehe eontengono e oppure (cib ch '6  lo stesso) dagli insiemi 
chinsi the  souo contenuti  in e. E analogamente si prolungherfi, la definizione 
della wlriazione totale re(e). Si dovrh ossevvarc perb ehe la [unzione reale re(e) 
assumel'h sempre valori finiti (sia l ' insieme e limitato o no) (9). 

Infinc si potrh dimostrare the  is(e) ed re(e) sono completamente additive 
SU ~t~ e t c .  

5, Dieiamo ehe una funzione f(P) assumente valori appartenenti  allo 
spazio topologico S", b quasi conlinua (rispetto alla massa ~t(e)) in un insieme 
I di S, se I E ~  e se, comuuque si assegni il numero ~ 0 ,  6 possibile 
costruire un insiemc C~ C I, tale che in esso la f (P)  risulti  continua e sin 

m ( I -  C~) < ~. 

Sussistono |e seguenti  proposizioni (~0). 
Una [unzione quasi cont inua in uu insieme lebesghiano /, b tale anche 

in ogni insieme lebesghia,no U C I .  
Condizione necessaria e suf[iciente affinehb una funzione sia quasi con- 

t inua in uu insieme lebesghiano non timitato, b ch 'essa  sin tale in ogni por- 
zione lebesghiana l imitata di quel l ' ins ieme.  

Una funzione quasi continua in nn insiemc lebesghiano I, ~ definita in 
quasi tutto I :  cio6 l ' eventua le  insieme ~L dei punti  di I nei quali essa non 
6 definita, 6 lebesghiano e tale che ,m,(~)-~ 0. 

Una funzione che sia quasi continua in un insieme I--~Y~, essendo ~ 
[ebesghiano, contenuto in / e tale elm m(~L) ~ 0, ~ quasi cont inua anche in L 

Una {unzione the  sin quasi continua in ogni insieme della successione 
I~, [~, .... /,, . . . . .  5 tale anche negli insiemi 

1 , ~  1,O3 
II I,,, ~ / , , ,  Iim' I , ,  l i m " / , , .  

6. La teoria delle successioni di funzioni quasi cent inue (nella trattazione, 
cosi elegante e feconda di risultati~ esposta da PICO~E) non sembra a questo 
punic potersi estendere scnza introdurre 1 ~ipotesi, pih vestrittiva, the  ]o spazio 
S" sia metrico e complete. In tale ipotesi ci proponiamo di dimostrare la 
segueute proposizione (~), che sembra a l l 'uopo assolutamente fondamentale.  

{ ~} Cfr. la nota.i~% 
tie) Per le dimostrazioni err. I)V, pp. 124 e segg. 
(ii} Analoga, in eerie rood% alia I di PV. t). 1~9, ~ 45. 
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Se f (P)  e ~tP) sono due funzioni  quasi continue in uno stesso insieme 1 
ed a ~ una  costante positiva arbitraria, it lebesghiano l ' insieme la = I[f~p ~ a], 
formato dai lmn t i  P di 1 nei quail  la dishtnza f,~ ~ :> a. 

Infatti,  in virtfi dell ' ipotesi ,  prefissa,to comunque un numero s > 0, i~ 
possibilc costruire due insiemi chiusi C~', C" e due insiemi aperti A~, A~" 
tall che 

E 
C~' C I C C~' + A~', Q" C I C C~" A- A~", mtA~') < . 2 ,  m(A~") < -2 

e che f (P)  sin continua in C~', ~(P) sia ~.entinua in C~". Nel l ' ins ieme chiuso 
C~--C~' Q" r isul teranno continue sin /'IP} the  ~(/)), mentre per  l ' insieme 
aperto A~--  A~'A- A~" si avr'~ m(Aj  < e. I1 prodotto IaC~, c o m e  luogo dei 
punti  del l ' ins ieme chiuso C~ in cui la funzienc (.ontinua ~ P } =  f~ ~ ~ a, 
un insiene chiuso e pertanto, avendosi 

C~ c I C C~ -I-- A~, I~C~ C Ia C I ,  C~ + A~, 

si deduce la tesi enunciata.  
Anatoga,mente si dimostra chr sono I~besghiani gli insiemi 

I [ f ~ =  a]. Saranno percib lebesghiani anc]l(~ glJ in,~iemi 

x[ fv  > all = I[/ o = a I, 

I[f~ < a] e (qualunque sin la costantc rcale b > a) 

I[a ~ f~ _< b] ----- I[[~ ~_ a]. l[f,~ ~ b], ecc. 

Dalla proposizione or ora dimostrata si pub dedurre il teorema:  se le 
fun'~ioni della successione (i) sono tutte quasi continue in uno stesso insieme 
lebesghiano 1, sono lebesghiani sin l ' ins ieme J dei punti di I in cui la tl) 
non converge, sin l ' ins ieme I - - J  dei punti  in eui la (1)converge;  il teorema 
di SEVEmNI-EGoRoFF: se la successione (1) di funzioni tutte quasi con- 
t inue in uno stesso insieme 1, 6 quasi ovunque convergente in I, comunque 
si assegni un s > 0 b possibile costruire un insieme lebesghiano H~ C I, talc 
the  m(Hj  < s e the  la sueeessione (1) converga uniformemente  in I - - H ~ ;  e 
da ultimo il teorema che abbiamo cnunciato alle fine del n. 1 (~*), 

Passeremo ora a l l ' a rgomento propostoci al n. 2. 

(i2) L e  d imos t r az ion i  sono in tu t to  iden t i che  a quel le  di 1)V~ pp. 134-139, o r e  sol tanto  

si sos t i tu i scano  i ~.alori assolut i  i ~ . ( 2 P ) - - f n ( P )  I con le d i s t anze  f,~(P)fn(1J). 

A~anaii di  Mt~temat'tc3a 4~3 
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S t u d i o  d l  u n a  s u c c e s s i o n e  d l  f u n z i o n i ,  

n e l l e  c o n d i z i o n i  p i u  g e n e r a l i .  

7. In  questo numero  d imost reremo due proposizioni prel iminari ,  nelle 
quali  potremo supporre  di nuovo (come fu fatto pr ima del n. 6) t he  lo spazio 
S" (dei valori assunti  dalle funzioni  quasi  cont inue  considerate) sia sempli- 
cemente  topologico. Ferme dovranno perb restate  le ipotesi fatte sui due spazi 
nei quali  s ' in tendono  variare rispeLtivamente il punto  .P e la massa l~(e), 
eio~: S metrico e separabile (n. 4), S' additivo (nel senso del n. 3). 

LEM•A I. - Sia f(P) u n a  funzione quasi continua nell ' insieme I e sia P 
un  qualunque insieme ehiuso di S". L ' ins ieme 

Iv = I[f(P) ( r], 

[ o ~ o t o  da t~lti i p ~ l i  1 ) di 1 ~ei ~uali /'(P) al,lJartie~e a F, ~ lebesgbia~w (':~) 
Infat t i ,  prefissato ad arbitr io un  numero  ~ > O, 6 possibile costruire un.  

insieme Ca chiuso e di continuiti~ per  la f(P), e un insieme aperto A~, in 
modo the  r isult i  

C ~ C I C Q - ~ A ~ ,  m(A~) < ~. 

I1 prodotto IrC~ (come luogo dei punt i  de l l ' ins ieme ehiuso Ca, nei quati 
la funzione cont inua  f(P)  assume valori appar tenent i  a l l ' ins ieme chiuso F} 

un insieme chiuso (~4), donde segue immedia tamente  la tesi, osservando the  

IrC~C I r C  IrC~ + A~. 

LsMMA II.  - Se le funzioni  f,,(P) della successione (1) sono tutte quasi 
continue in I, e se I' ~ un  qualunque insieme chiuso di S", l' insieme F' dei 
p un t i  di I in ciascuno dei qual i  infinite funzioni  f,,(P) assumono valori appar. 
tenenti a F, ~ lebesghiano. 

Infatt i ,  posto 

r isul ta  

I,, - -  I[f~(P) ( r] 

I ~'--  lim" 1,,. 
~ ,---~ O0 

(n --- 1, 2, ...), 

Essendo dunque  ciascun insieme I ,  lebesghiano in virtfi del l emma I, 
anche F' ~ lebesghiano (v. n. 5) c. d. d. 

(i3) Questa proposiziono offre chiara analogia con quMla che abbiamo enunciata e 
dimostrata al n. 6. 

(i4) Cfl'. M. PICO~E e G. I~C~RA, T r a t t a t o  d i  A n a l i s i  M a t e m a t i e a  (Roma, Tumminelli, 
1954) vol. I ,  p. 166~ X. 
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8. Veniamo da ult imo alia dimostrazioue del teorema ehe abbiamo enun- 
ciato al n. 2, supponendo ormai ehe lo spazio S" sia metrico, compatto e 
separabile. 

Per  l ' ipotes i  della eompattezza di S", a preseindere  al pill da uu iusieme 
lebesghiauo ~L tale ehe m ( ~ )  - :  0 (formato dagli eventual i  punt i  d i I  in cui 
al pifi un  numero  finito di funzioni f ,(P) souo definite), in ogni punto P di I 
la suceessione (1} ammet te  almeno un valor l imite:  indichiamo con 6~p, per  
ogni punto  P di I - - ~ ) ~ ,  l ' ins ieme ehiuso C S" formato da tutt i  i valori l imiti  
della sueeessione (1), indi poniamo 

H =  2~ ~)A~e. 
P~ I--~(. 

Sia B ----- (b~, b~, ...) la base di S" e siano Q,.(~) (r= I, 2, ...) i domini, di S", 
circolari  e di raggio ~, i cui centri  sono r ispet t ivamente  nei punt i  b,.. 

Dieiamo Rt~ il primo dei domini  Q,.(1) (r--- 1, 2, ...), sia Qil{1), ehe eontiene 
nel proprio inferno almeno uu punto di H, ed It~ l ' ins ieme (lebesghiano, in 
virtfi del lemma I[) formato dai punt i  P di I - - ~ ' 5 ,  in eiaseuno dei quali  
infini te  funzioni f , (P)  assumono valori  appar tenent i  ad R~ .  

In  virtfi della compattezza di S", se P E I ~ ,  e~pR4~ non ~ vuoto;  inveee, 
se P E I - - ~ / L - - 1 , 1  , si pub evidentemente  dire soltanto che 6~p non possiede 
punt i  interni ad R~ .  

Supponiamo cha sia I--~)7~:~=1,~. Allora, pereorrendo la sueeessione 
{Q~I+~(1) t ( r :  1, 2,...), si trover~ cer tamente  uu ]~rimo dominio R,~, sia 
Qi~(1), soddisfaeeute alle condizioni:  

a) R,~ eontiene, nel proprio interno, almeno un punto di H non 
inferno ad R ~ ;  

b) l ' ins ieme lebesghiano (~) I,.2 formato dai punt i  P di I - - O ' 5 - - I ~ t ,  
in ciascuno dei quali  infini te funzioni f,,(P) assumono valori appar tenent i  ad 
R~.2, non b vuoto. 

Cosi proseguiamo ordinatamente .  Supponiamo d' aver determinato un  certo 
gruppo d i p  domini  circolari  R , ,  R~2 , ..., R~  (con p ~ 1) e, eorrispondente-  
mente,  un certo gruppo di p insiemi lebesghiani  I , ,  I~.~,..., I ~ ,  due a due 
disgiunti ,  tall ehe sia 

Pereor rendo la successione { Q~+~(1) i (r = 1, 2, ...), si troverh eer tamente  un 
primo dominio R,,~+~, sia Q,~+~(1), soddisfacente alle condizioni: 

a) R~,~+~ contiene, nel proprio interuo, almeno un punto di H non 
interno ad R~ -4- R~ Jr- ... -t- Rw;  

(l~) I - - ~ Y ( . - - I i i  ~ lebesghiano come differenza d ' ins iemi  lebesghiani. Ii~ ~ dunquo 
lebesghiano in virtfi del lemma I I .  
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b) t ' ins ieme lebesghiano I t , v +  ~ formato dai punt i  P di I - - ~ - -  
- -  (I,~ -~- I~2 + ... -~- I~),  in ciascuno dei quali  infini te funzioni  f,(P) assumono 
valori appar tenent i  ad R,,~+~. non 6 vuoto. 

S e i l  procedimento  indicato non ha termine,  cioi~ se non si perviene ad 
O 0 O 

an intero p > 0  tale che sia 1--07L--I~,-t-lr~+-1-...-+-I,~+, si verr~ cosl a 
de te rmina te  una successione d ' ins iemi  I~v (p ~ 1, 2, ...) tale the,  come subito 
si riconosce, 

o 0 0 

I - - ~ ) Z = I t ~  I , + . + . . . + I , ~ + . .  

Definiamo, in ogni caso, ne l l ' i ns ieme  I - -~9~ ,  la funzione quasi  cont inua  

F , ( P ) -  b~ (centro di R,++), per  _PEI~++ (p - -  1, 2, ...). 

9. Immaginando  ora di fissare uno qua lunque  degli indict p ~ 1, diciamo 

Ri  p il pr imo dei domini  Q,.~ (r = 1, ,,~ ...), sia Q~, , ehe contiene nel 

proprio in terne almeno un punto del prodotto HR,p, ed IIp l ' ins ieme lebes- 
ghiano formate dai punt i  P di l~v , in eiaseuno dei quali  infini te  funzioni 
f , (P )  assumono valori  appar tenent i  ad R1 p 

Se 6 11++ ::~ I~ p, si r iconosce subito (analogamente f+ quanto sopra, v. n. 8) 

t (1)~ (r---1,  2,...), si dovr~ trovare un ehe, percorrendo la successione QJ'+" 2 t 

pr imo dominio R~ , sia Q~, , soddisfacente alle condi~ioni:  

a) R~ p contienc, nel proprio inferno, almeno un punto di HRlp non 
inferno ad RiP; 

b) l ' ins ieme lebesghiano I~ p formato dai punt i  P di I l p -  ItL p, in cia- 
scuno dei quali  infini te  funzioni f,,(P} assumono valot'i appar tenent i  ad B~ p, 
non 6 vuoto. 

Gosi proseguiamo ordinatamente .  Supponiamo d 'aver  determinato  un certo 
gruppo di q domini  circolari R~ p, Rlp, ..., Rtq p (con q ~  1) e, corrispondente- 
mente,  un certo gruppo di q insiemi lebesghiani  I~ p, I~ ++, ..., Itq p, due a due 

disgiunti ,  tali t he  sia Ilp:#IlP--l-...+I~ ++. Percorrendo la successione Q sq+,. 2 i 

, Q 1 
(r = !., 2, ...) si trover/~ cer tamente  un primo dominie  /~q÷l sia .jq_~ ~ , sod- 

disfacente alle eondi~ioni:  

a) R ~  1 contiene, nel proprio interne,  a.lmeno un punto di HR,, non 
inferno ad R1 p -4- R~ p + ... -4- R~ p ; 

b) rin ieme lebe ghi mo formate aai pnnti P di :% - -  "-+- +t 2 "-t'- . . .  

... ~ - I  t++),, in ciascuno dei quali  infini te  funzioni f,(P) assumono valori appar- 
l p  tenenti  ud Rq+l, non 6 vuoto. 
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Se il procedimento indicato non ha termine,  eio~ se non si perviene ad 
un  intero positivo q tale the  sia 

si verri~ cosl a de te rminare  una  suceessione d' insiemi I~ p (q --- 1, 2, ...) tale ehe 

Ilp r ip  ? r ip ? o 1- o 
Xl -I- x 2  --t-- . . ,  - I - I q P - i  - . . . .  

Dis'poniamo la suceessione doppia I I~ p ItP = 1, 2, ... ; q = 1, 2, ...) in una 
successione semplice the  indichiamo con { I~p}(p - -1 ,  2, ...)('~) e, corrispon- 
dentemente ,  la suceessione doppia  l R q P I ( p - - 1 ,  2, ... ; q----1, 2, ...) nel la  suc- 
cessione sempliee ehe indichiamo con { ~r~2p } (P - -  1, 2, ...), e def iniamo in I - -  ~.~ 
la funzione quasi  cont inua  

F2(P ) = bj~ {centro di R.~), per  P E I ~  (p --- 1, 2, ...). 

I0. Cosi proseguiamo ord ina tamente  e indef ini tamente .  
Supponiamo d' asset  pervenut i  alla costruzione delle successioni  

tI,~}, {I.~},. . . ,  {/,p} ( p - - 1 ,  2,...) 

(per un  certo intero s ~  1) d ' insierni  tut t i  lebesghiani  (l~). Immaginando  di 

fissare uno qua lunque  degli indici p ~ 1, diciamo /~P il pr imo dei domini  

Q , . ~  (r = 1, 2, ...), sia Qh, ~ , the  contiene, nel proprio interno, a lmeno un  

punto  di HR,p, ed I~ p l ' ins ieme lebesghiano formato dai punt i  P di I ,~,  in 
ciascuno dei quali  infini te  funzioni f ,(P) assumono-valor i  appar tenent i  ad 
R1 ~ .  E, dopo eib, r ipet iamo parola per  parola tutto quanto  abbiamo detto al 
n. 9, con l ' un i ca  differenza di sosti tuire scmpre  la coppia d ' ind ic i  lp  (in 
ogni simbolo in eui questa  compare) con la coppia sp, e di sdegliere i domini  cir. 

i 1 

infine def iniamo la funzione quasi  cont inua  

F,+I(P ) ~ b~ (centro di R ,÷ , ,  p), per  P E I ,+ t .  ~, (p -- 1, 2, ...). 

Affermiamo the  la successione 1F,(P) i (s - -1 ,  2,...) 6 convergente  in 
quasi  tutto I, prec isamente  in tutto I - -~ '~ .  Infat t i  se P0 E I - - O L ,  i~ defini ta 
una  ben de termina ta  successione d ' i n s i e m i  

I~ ,  D 1.p, D ... D I~ ,  D ... 

(f~) Si osservi ehe gli insiemi di tale suceessione sempliee risultano due a due disgiunti. 
(i7) Ognuna di queste successioni i~ formata d'insiemi due a due disgiunti (Cfr. la nota 

precedente). 
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tut t i  contenent i  Pa.  Indicat i  allora con 

(2) b~,, bi~,, ..., b~p,, ... 

i centr i  dei corr ispondent i  domini  

si r iconosce subito the,  in virgil della completezza di S", esiste il limite, 
unico e ben determinate ,  della suecessione (2). La funzione f(P) the,  in zoo, 
i~ uguale  a siffatto limite~ r isponde alia test del teorema. Infat t i  si ha, in 
pr imo luogo, 

lim F,(P)  - -  f(P) 
S - - ~ -  00  

in tutto 1 - - 0 5 ,  e pereib f (P)  b quasi  cont inua  in L In  secondo luogo, in 
virtil del la  costruzione indicata,  la suceessione {/,.(Po)} possiede infini t i  ter- 
mini  in R,r,  (qualunque sia s - - 1 7  2, ...), ciob te rmini  la cut distanza da btv, 

1 
(centro di R,r,) non supera  ~ :  tale successione possiede dunque  infiniti  

termini  anche in ogni intorno del punto  indicato con f(Po) e con cib r imane  
dimostrato t he  f(Po) ~ uno dei valori l imiti  del la  succe~sione stessa, e. d. d. 

l l .  Pub essere interessante  r icercare se e come il teorema che abbiamo 
dimostrato,  trovi applicazione al easo ehe i valori assunt i  dalle funzioni della 
successione (1) appar tengano ad uao spazio S" the  sin bensi  metrico, com. 
pleto e separabile, ma non prec isamente  compat to:  anzi, come accade per  
uno spazio euelideo a un  numero  qua lunque  di dimensioni ,  goda della pro- 
prieti~ che siano compatti soltanto i suoi domini limitati. 

U n a  ta le  r ieerca pub essere fatta, nel modo pifl sempliee, comineiando 
col predisporre,  in S", una successione di domini  cireolari  eoncentr ici  F,~ 
(m ~ 1, 2, ...), aventi  raggi ugual i  ai propri  indict. In  corr ispondenza di ogni 
valore del l ' indice  m, dieiamo Gm l ' ins ieme,  lebesghiano in virtfl del l emma II,  
formato dai punt i  P di I - - ~ ' 5 ,  in ciascuno dei quali  infinit i  termini  della 
suecessione (1) eadono in F,, .  t~ evidente the  G~n contiene tutt i  i punt i  P di 
I - - ~  tall ehe e~e abbia a lmeno an  punto  inferno a F,, .  

Poieh~ G, C G ~ C . . . C G m C . . . ,  l ' insierne G - -  lim Gm ~ lebesghiano e 

comprende tutti  e soli i punt i  P di I - - ~ ' 5  in ciascuno dei quali  la (1) possiede 
almeno un valot'e limite. D ' a l t r a  parte, se eonsider iamo le funzioni  della (1) 
come definite in G,, potremo ripetere tutti  i ragionament i  dei nn. 8-10 sol- 
tanto con quaiche  lieve alterazione di det tagl io:  la pifl r i levante d e l l e  quali  
consiste nel sost i tuire atla considerazione d ew  intero spazio S ' ,  quella  del domi- 
nio l~i (assunto come spazio, compatto,  dei valori di infini te funzioni f , (F) ) .  
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Si g iunger~  cost a eos t ru i r e  u n a  ben  d e t e r m i n a t a  funz ione  f(P), quas i  conti- 
n u a  in G~, che  in ogni  punto  P di G, ~ ugua le  a uno  dei va lor i  l imi t i  de l la  (1). 
Ana logamen te  potr~ rag ionars i  succes s ivamen te  sugli  ins iemi  G n + l - - G , ,  
(n ~ 1, 2, ...), assumendo  come co r r i sponden t i  spazi, compat t i ,  i domini  l~n+l. 

Si pub d u n q u e  conc lude re  col seguen te  t eo rema  (~8): 
helle ipotesi fatte per la successione (1) nell' insieme I, la parte G di I forraata 
dai punti  P nei quali la successione ammette almeno un valore limite, ~ lebe. 
sghiana. E possibile costruire una funaione f(P) quasi continua in G, the, in 
ogni punto P di G, ~ uguate ad uno dei vatori limiti della successione (~9~. 

{is) Gfr. il teor. I I  di PV, p. 141. 
(t9) Un' attra generalizzazione della teoria svolta ~ possibile: quella the s' ottiene sup- 

ponendo chela  massa ll(e) sia a variazione finita negli insiemi limitati e di ~ (ma possa 
non esser tale su certi insiemi illimitati d i~) .  IJasciamo al lettore i faeili ritocehi neeessari 
in qualche particolare dettaglio, avvertendo soltanto che nulla eambia nei risultati finali di 
questo lavoro. 


