Soluzioni quasi-periodiche, o limitate, di sistemi differenziali
non lineari quasi-periodici, o limitati (*).

Memoria di Luiet AuErio {(a Milano}.

A Mawro Picone nel suo 70m0 compleanno.

Sunte, ~ Si dimostra, per i sistemi quasi-periodici non lineari, un teorema di esistenza
di soluzioni quasi-periodiche, estendendo un risultalo di J. Favarp, relativo ai sistemi
lineari. Successivamente si studia il comporiamento asinlotico degli integrali dell’ equa-
zione X" —= — AX — ®(X'} 4+ F(i), tipica nella teoria delle oscillazioni non lineari, con
un nwmero qualsiasi di gradi di libertd, supponendo la funzione F(i) limitata, o quasi-
periodica. Si oltiene cosi, tra I'aliro, una applicazione del feorema di esistenza prece-
dentemente provato.

Nelle « Legons sur les foncltions presque-périodiques » il FAVARD dimostra
un suo interessante teorema di esistenza per i sistemi differenziali quasi-
periodici lineari non omogenei, provando che se un sistema di fal natura e
i sistemi traslati e limiti di questi ammetfono ciascuno una wunica soluzione
limilata, questa & quasi-periodica ().

Il teorema di FAVARD & suscettibile di una larga estensione ai sistemi
differenziali non lineari quasi-periodici, che sard indicata nel primo § di
questo lavoro.

Nel secondo § si studia un sistema che & tipico nella feoria delle oscilla-
zioni won lineari, facendo 1’ ipotesi che i secondi membri siano funzioni
limitate della variabile indipendente f. Si dimostra, sotto assai larghe condi-
zioni, esistenza di una soluzione limitata e, nel caso periodico, di una solu-
zione periodica.

Nel terzo § si suppone, pit in particolare, il sistema dissipativo e quindi
traducente il moto di un punto nelle consuete ipotesi della dinamica. Si
dimostra allora che I’integrale limitato & unico e che ad esso sono asintotici,
per ¢ — —+ oo, tutti gli altri integrali.

Nel caso quasi periodico, in virti del teorema dimostrato nel primo §,
Iintegrale limitato risulta inoltre quasi-periodico. Piti in particolare, se il
sistema & periodico oltre che dissipativo, risulta completato (poich® si prova
Iesistenza della soluzione periodica) un interessante enunciato ottenuto alcuni

(*} Istituto Matematico del Politecnico di Milano.
(1) J. Pavarp, Lecons sur les fouctions presque-périodiques, Paris, Gauthier-Villars,
1933, pp. 88.90.
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anni fa da Cacoropponi e GHIZZETTI (%), relativo all’integrazione di un sistema
concernente il motfo dei fluidi. Questo sistema diede origine ad alcune ricer-
che ()} che furono proposte dal mio illustre Maestro, prof. MAURO PICONE,
Direttore dell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Caleolo. A tali ricer-
che pud pertanto aggiungersi la presente.

1. Consideriamo il sistema differenziale nelle incognite z,(f), ..., @,(f):
(1) 2y = full, x,, ..., ®,) k=1,.., n).

Rappresentiamo nello spazio S, (x,, ..., @) le fraiettorie del sistema (1), di
equazioni @, = x,(f); nello spazio 8,4, ({, @, .., ®,) le linee integrali. Pos-
siamo attribuire alla variabile indipendente { il significato cinematico di
tempo e interpretare le x, e { come coordinate cartesiane ortogonali negli
spazi S, o 8,4,

Detto X il vettore di S, avente come coordinate x,, ..., «, e F il vettore
di componenti f,, il sistema (1) equivale all’equazione vettoriale

(2) X' = F(t, X).

Supponiamo che F(f, X) sia una funzione continua nell’insieme aperto
B{t€d, X€A4), essendo J lintervallo —oco<f{< 4 oo ed 4 un insieme
aperto dello spazio §,; inoltre F(f, X) sia, per ogni X € 4, funzione quasi-
periodica di {. Intine, detto I' un arbitrario insieme chiuso e limitato C 4,
F(t, X) sia funzione uniformemente continua del punto (f, X) per t€J, X€T.
In tali ipotesi F{f, X) risulta funzione quasi-periodica di ¢, uniformemente
rispetto a X €I, cioé ammette, in corrispondenza di ogni ¢ > 0, un insieme
relativamente denso di quasi-periodi, dipendenti solo da I Questo equivale a
dire (per il criterio di BocHNER) (‘) che, presa comungue una successione
{h,} di numeri reali, la successione { F(t +h,, X)! risulta compatta rispetto
alla convergenza uniforme nell’insieme chiuso A(f€.J, X €T); tenuto conto
dell’ arbitrarieth di A si pud allora estrarre da {%,} una successione ik, !
tale che la successione { F(f + k,, X)! couverga in 4 e la convergenza sia
uniforme in A. La funzione limite L(f, X) godra pertanto delle stesse proprieta
qualitative di F'(f, X).

Analogamente a quanto & fatto dal FAVARD nel caso lineare (allo scopo
di poter applicare il criterio di BoCHNER), considereremo insieme all’equa-
zione (2) tutte le equazioni
3) X' = L{, X),

(®) R. CaccroppoL1 e A. GH1zZzZETTI, Ricerche asiniotiche per una particolare equasione
non lineare. - Ricerche asintotiche per una classe di sistemi di equazioni differenziali ordi-
narie non lineari, « Atti R. Ace. d’Italia», 1942, pp. 427-440 e 493.501.

(3) B. CaccroprorL1 e A. GH1ZZETTI, loc. cit. in (3); L. Amerio, Un preliminare teorema

@i Analisi per lo studio dei moti con resistenga passiva, « Atti R, Ace. d’Italia>, 1942, pp. 415-428.
(*) Cfr. ad es. J. Favarp, loc. cit. in (1), pp. 77-80.
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ove L(t, X) & un elemento qualsiasi della chinsura della famiglia { F(+ &, X)},
con — oo << b < +- oo, ofttenuto nel modo dianzi indicafo.

Consideriamo ora una qualunque delle (3). Sia X({f) una soluzione:
supporremo sempre oltenuta la definizione di tale funzione in un intervallo
aperto o« B di J di ampiesza massima, tale cioé che la soluzione X(f} non
possa essere prolungata in un infervallo «, — 5, Da™ B.

Pertanto se risulta, per ogni ¢ di o= 8, X(f) €' C 4, con T' insieme chiuso
e imitglo di S, , Uinlervallo « ™ B coincide con I’ intervallo J.

Una soluzione X*(f) di tal natura (X*(f)€I) si dird conlenuta nell in-
sieme I'. Tale traiettoria & manifestamente limitata. La soluzione X(f), conte-
nuta in T, si dird poi separafa nell’insieme A{t€J, X €T) se per ogni altra
eventuale traietioria Z(f) della (3), contenuta in I, risulta, per ogni ¢ di J,

(4) | X¥) —Z(f) | =¢* >0

dove ¢* dipende solo da X*(f). Percid (anche se per la (2) non vale il teorema
di unicitd) due linee inlegrali separate in A non hanno, in S',,.,, punti comuni.

Se la X*(t) €T & unica, la diremo ancora separata in A.

Se le soluzioni Z(l) contenute in ' sono separate in A, esse sono in numero
finito. Infatti le Z{f), sono equilimitate ed equicontinue; se fossero infinite
esisterebbe una soluzione X*(#), di accumulazione al finito per le Z{#), la
quale sarebbe contenuta in I' ma non potrebbe soddisfare alla (4): non
sarebbe ciod separata in A.

Dimostriamo ora che se la (2) ammetle una soluzione X*({) €' anche
la (3) ammette, qualunque sia L{t, X), una soluzione Z(f)€T.

Infatti si ha, per {f, X)€ B, defta {%k,! una conveniente successione di
numeri reali,

)] L{t, X)= lim F{t +k,, X),
n =~ 00
la convergenza risultando uniforme per (§, X)€A.
Inoltre le funzioni X, (f) = X*({ 4+ k,) sono soluzioni delle equazioni

{6) X' =F(t +k,, X)

Le X,(f) sono €I e risultano equicontinue, a causa della limitatezza di
F(t, X) per (f, X)€A. Si pud percid estrarre una successione {k, | tale che
la corrispondente successione X,,‘r(t) converga in J e la convergenza sia uni-
forme in ogni intervallo limitato a ' b. Detta Z({) la funzione limite, sara
allora, per t€J, Z({ €T B noto poi che Z({) soddisfa, per le (5) e (6),
all’ equazione (3).

Piu in generale possiamo dimostrare che se lo (2) ammelle una soluzione
X() tale che risulti X({) €T per t <t < oo, ciascuna delle (3) ammetle una
soluzione Z({f) €l per ogni ¢ di J.

Infatti consideriamo la successione X,(f)=X({+n), con n=1, 2,....
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Le funzioni X, (#) soddisfano alle equazioni
X' =F(+n, X)

e risultano (considerando X,(f) uell’intervallo { — n '™+ oc) equicontinue ed
equilimitate. Si pud allora estrarre una successione {u,} tale che le corri-
spondenti successioni {X, (f)!, {F(f +n,, X)} convergano rispettivamente
in J e in B a due funzioni X(#), F({, X) e la convergenza risulti uniforme
in ogni intervallo finito a¢''b per le X, () e in A per le F(f+mn,, X).
Risultera allora
X'(t)=Ft, X()

e sard X()) €I per ogni ¢ di J. Poiché le funzioni L(f, X), considerate
in (3), si ottengono anche effettuando la chiusura della famiglia F{t+n, X) (0,
da quanto prima si & dimostrato segue la tesi.

Proviamo infine che se le soluzioni €I' di ciascuna delle (3) sono sepa-
rate in A, esse risultano anche equiseparale; esiste cioé un nuwmero o >0,
indipendente dalla L(t, X), tale che, dette Z(f) e Z,(l) due soluzioni €T di

uno qualsiasi delle (3), risulti, in tutto J,
| Z,(t) — Z.(0) | =0

Consideriamo infatti una qualunque delle (3), corrispondente alla fun-
zione L/(1, X) e al valore ¢’ >-0, e un’altra, corrispondente a L"(f, X) e g”" > 0.
Risulta, per una conveniente successione {%,}, ed anzi uniformemente per
(t, X)€A,

L'(t, X)= lim L'({t + h,, X).
W - CO

Siano Z,(f), Z,(t) due integrali €I dell’ equazione
() X'=L'{t, X).

Per quanfo si & visto, si pud estrarre dalla successione { %, } una succes-
sione | k,} tale che le successioni Z,({ +k,), Z,(t + k,) convergano per [€J
a due funzioni Y (f), Y,(#), soluzioni dell’equazione
(8) X' = L"({, X).

Poiché risulta

estr.inf. | Z,(8 + k,) — Z,(t + k.) | = estr.inf. | Z,(f)) — Z,()) | = a,, > 0,

teJ) teJd)
sard anche
9 estr.inf. | Y, () — Y, () | =B.. = «,,
teJ)
ciod le funzioni Y,(f), Y,(f) sono distinte. Se indichiamo allora con Z(f) le
goluzioni €T della (7), in numero di p’' =1, e con Y,(# le analoghe soluzioni
della (8), in numero di p"” =1, si conclude che & p’ <p”. Allo stesso modo

(®) Cfr. ad es. J. Favarp, loc. cit, in (1), pp. 7278,
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si dimostra che & p”" <p’' e quindi p' =p" =p, ciod il numero di soluzioni
contenuie in I' di una qualsiasi delle (3) é indipendente dal secondo membro
L(t, X). Posto poi
o= min oa,, ¢'= min B,
8, k=1,..., ) (7, 1=1,...,p)
segue dalla (9)

o < d".

Andlogamente si dimostra che & ¢ <d e quindi ¢ =¢" =0, ciod le
soluzioni considerate sono equiseparate.

Premesse queste osservazioni possiamo dimostrare il seguente teorema.

Se le soluzioni €T di ciascuna delle (3) sono separaie in A, esse risultano
quasi-periodiche.

Sia, per fissar le idee, X(f) una soluzione della (2), €T.

Dimostriamo che X(#) & quasi-periodica. Presa ad arbitrio una succes-
sione {k,} occorre dimostrare che la successione { X, (f)}={X(f4k.)} @
compatta, rispetto alla convergenza uniforme in J. Per quanto si & gid visto,
si pud supporre senz altro che la successione X,(f) converga per {€J a una
funzione Z(f), con convergenza uniforme in ogni intervallo limitato a'— b:
inoltre risulti in B (ed anzi uniformemente per (f, X} €A)

{10} lim F{§{ +%,, X)=L{ X)

N —C0
ed infine sia

Z2'(t) = L{t, Z(1)).

Per provare che X({) & funzione quasi periodica basta dimostrare che
le X,(¢) convergono alla Z(f) uniformemente in J.

Per quanto si & visto & Z(}) €' ed esiste un numero p >0 tale che, se
Z\() e Z(t) sono due soluzioni €I di una qualsiasi delle (3}, risulti
| Z,(t) — Z,(t) | = 2¢p per ogni £€J.

Ammettiamo ora che le X,(f} non convergano uniformemente in J alla
funzione Z(f) e proviamo, dapprima, che esisfono un numero «, con 0 < a < p,
e tre successioni (le prime due di interi positivi)

m, < My, < .o < My <.
n, < Ny <o < By < r=1,2,.)
by boyoees Bryune
tali che risulti
(11) e < | X(t, 4+ k) — Xl +Ea) | <p.
Infatti, posto
O, ull) = | X(E +Fp) — X[+ %) | {m < n)

sia I,,, , l'insieme chiuso (eventualmente vuoto) dell’asse ¢ in cui & ¢, .(f) < p.
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Po. .3, a causa della convergenza, risulta, per m <m < n,
(Pmy "{O}: I X(km) e X{kn} I S P;

I’insieme I, , contiene, per m <m < w, il punto { =0. Possiamo supporre
m =1 (cio® trascurare le prime m — 1 funzioni) e allora nessun insieme I,, .,
sard vuoto.

Posto
(12) 8m, n = e8br. sup. ¢, (),
(t e Iﬂ’b w
risulta
(13) 8”2, kg —<— p'
inoltre non pud essere
(14) lim 3,, ,=0.

(m, n) ~—>co

Infatti, in tal caso, preso ad arbitrio ¢, con 0 < e < p, esisterebbe un
m, tale da aversi, per m, <m <,

B, n < E

e quindi

T3

m, nlf) < &
RN

my n

Inoltre, per definizione, nel complementare CI,, , di I, , deve risultare

c\o”’ls"(t) - P’

Ma allora, per la continuitd in J, I’insieme Cl,, . & vuoto e quindi I, ,
coincide, per m, <m < n, con tutto 'asse £ Per le (12) e (14}, la convergenza
risulterebbe allora uniforme in tutto I'intervallo J, confro 1'ipotesi.

B pertanto

max lim 8, ,=20>0
{m, n} —» 0
ed esistono due successioni di interi positivi
m, << m, < ... < My < ..
B, <Ny < e < My <

tali che sia

Corrispondentemente si pud trovare in I, . wun punto {, tale che risulti
P nr(tr)Z“,
e quindi, per la (13), la (11) & dimostrata.

7
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La dimostrazione del teorema prosegue ora in modo analogo a quanto @
stato fatto dal FAVARD per il caso lineare (f).
Possiamo estrarre dalle successioni {kmr§, {kn | due successioni {p,}, {v,},
corrispondenti ai valori », dell’indice r, tali che, posto ¢,/ = ty , risulti
lim X(&' +p,)=1U
15 T
1) lim X(, +v)=V

8§ Q0

esgendo U, V due punti di S, soddisfacenti alle limitazioni
(16) a< | U=V |<p

Consideriamo ora le successioni { X(f 4+ £,/ + p) !, { X(E + £ 4 v,) ).

Si possono estrarre, da queste, due successioni {X(! + ¢, + A )},
{ X+t +E,)} (con ¢, = tsp, A, = s, Ep = V:p), le quali convergano in J
a due soluzioni Z,(f), Z,(f) di due equazioni del tipo (3):
(17) Z'=L|t, 7)), Zy = Lg(ty Zy),
risultando in B, ed anzi uniformemente per (f, X)€A,

L, X)= lim F(t+ ¢+ 2,, X),

18 P
(18) Ly, X)= lim F(t+t," + E,, X).

p—>00

Sard inoltre, per le {15} e {16),
(19) @« <{Z0) —Z0)|=|U—-V|=p

Dimostriamo che risulta
(20) L,it, X)=L,{t, X).
Infatti & {2, S {kul, 1§, S {ka} e quindi, per la (10),
lim Ft+ %, X)= lim F{+§,, X)=L{ X)

P> p—

in tutto B, ed uniformemente per ({, X)€A.
Percio, preso ad arbitrio e > 0, sard, per p >p/, (f, X) €A,

21 | Ft+2,, X)—Ft+&,, X)|<e
E poi, per (f, X)€A, p,/ <p.<p,
[Lit, X)— L,¢, X)|<|L(t, X)—Ft+¢t, " + %, X)| +
A+ |F(E4t," 4+ 2y, X)— F(t+¢,"+E,, X)|+ | F(t+8,"+E,, X)— Ly, X)|<3e
a causa delle (18) e (21).

(¢ 4. Favarp, loe. cit. in (1), pp. 89-90.
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La (20) & percid dimostrata. Ne segue che Z,(l} e Z,({) definiscono due
soluzioni €T e distinte della medesima equazione

Z'=L,(¢, X).
Per la (19), non pud aversi, in tutto J,
| Z,() — Z,(t) | = 2

cid che & assurdo. Pertanto le X,(fj convergono uniformemente in J e la tesi
& dimostrata.

CoROLLARIO. ~ Se ciascuna delle (3) ammette una sola traietioria €I,
questa traietforia é quasi-periodica.

Se poi A coincide con tutto lo spazio S, si ottiene I’enunciato particolar-
mente semplice: se ciascuna delle (3) ammetie una sola traiettoria limitaia,
questa é quasi-periodica.

Nell’ipotesi che il sistema sia lineare, quest’ ultima proposizione si riduce
al teorema di FAVARD.

Esemp1o. - Consideriamo dapprima il sistema nelle incognite £(f), 7(!):

LR |
N = .

Si hanno gli integrali particolari {E,(f)=1, 7,(t) =01, {E,()=—1, n,(t)=0}.
Tutte le altre soluzioni sono date dalle formule

C, — et
=g 5o

73(@ ES 023‘

con C, e (, costanti arbitrarie, | C, | + | C, | > 0. Risultano, tra queste,
limitate in J soltanto le soluzioni corrispondenti ai valori {C, >0, C,=0}.

Inoltre ognuna di tali soluzioni ha wno zero (per tzélog 0,).

Facciamo ora il cambiamento di incognite definito dalla trasformazione

% = r(t) | £ cos 9(t) + 7 sin g(f) |
y =r(f) { —& sin ¢(¢) + 7 cos ¢(t) },

con 7{f), ¢(f) funzioni quasi-periodiche, insieme alle loro derivate 7(f}, ¢'(}).
Inoltre o(f) abbia, in J, oscillazione > 2n ed #(f) soddisfi alle limitazioni

O psrit)<v.
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La trasformazione considerata & manifestamente invertibile e le incognite
x(f), y(f) soddisfano a un sistema (che si scrive immediatamente) del tipo

=X x ¥

Y=Y x y),
con X, Y funzioni quasi periodiche di . Alle soluzioni {§,(f)=1, n,(f =0},
{ &(f) =—1, 7,() =01} corrispondono, nel piano (x, y), le traiettorie
i, () = r(f) cos (t), y,(f) = —r(f) sing(f)}, {a,(t) =—r(f) cos ofi), y,(f) =1r(})sinp(f)}-
Per queste, I' & la corona circolare p<< Va*+#y*<<v ed @& inolire

i
e, (8) — 20 + (@) — 9,(8)* 1> =2r(f) = pp > 0. Nessuna altra traiettoria &
contenuta in I', perch® le soluzioni limitate {escluse le due considerate)
passano tutte per 1'origine. Si conchiude che le due traieftorie {x,(f), y,(%)!,
{a,(t), y.{t)} sono separate nell’insieme A,

2. Consideriamo 1’equazione

(22) X'=—4X — ®X') + F(t),
nell’ incognito vettore X{f) = (z,(f),..., #x(f)}, ponendo, dapprima, le seguenti
ipotesi:

a) A =lax| é una malrice quadrata, simmetrica e tale che la forma

1..n
quadratica X gty sia definita positiva;
ik

b) F(f) = (f (1), .., [u(l)) é un vetlore definito nell’intervallo J, continuo e
limitato : risulla cioé, per ogni ¢ di J,

(23) |F(t) | <M

con M costante posiliva;
c) DY) =(9,(Yys s Yn}y s Pul¥ys ey Yn)) € un vettore, funzione continua
del punto Y = (y,, ..., Yn) in tutto lo spazio (y,,.., ¥n), tale che risulli

min lim ®Y)xXY

24 —o e = > 0,

24 Y=~ [Y)[| ¥

(25) min lim [(IJ(Y)]>2E.
Y| —ro0 h

In virth di queste ipotesi, la (22) pud interpretarsi come !’equazione del
moto di un punto materiale, sotto 1’azione di una forza motrice F(t), di
una forza elastica di richiamo — AX e di una forza — ®(X’) la quale presenta
il carattere di una resistensa passiva, almeno per grandi valori, in modulo,
della velociti.

Annoli di Matematicn 14
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Quest’ ultimo aspetto dell’ equazione & tipico nei problemi cencernenti la
Meccanica wnon lineare e, piu in generale, la feoria delle oscillazioni non
lineari. Si noti che, con la (25), non si richiede alla resistenza — ®(X’) di diven-
tare infinita con [X’| ma soltanto di neutralizzare, quando |X'| sia abba-
stanza grande, il lavoro elementare della forza motrice Fi(f). Una ipotesi di
tal natura & gid stata fatta da AscArI ("), per n = 1.

Dimeostriamo che, nelle ipotesi poste, la (22) ammetle almeno una soluzione
X*(t) definita in J e limitata. Inolire ogni integrale, corrispondente ad arbi-
trarie condizioni iniziali, per t =4{, é limitato nell’ intervallo 1" + oc.

Facciamo, innanzi tutto, una trasformazione lineare

(26) U= RX,

dove B = |/ri| ¢ una matrice ortogonale, allo scopo di porre il sistema (22)
nella forma pit semplice. Dalla (26) segue

(27 X = R~'T, (B~ = rui])

Con questa trasformazione, detti V, e V, due vettori, W, e W, i trasfor-
mati, si ha

(28) VX V,=W,XW,.
Applicando la R, si ottiene, per la (22), I’equazione nell’incognita Uf(f),
(29) U’ =— RAR-*U — RO®(R'U') + RF.

1..n
Ora, essendo la forma _Ek a;,15&x definita positiva, si pud scegliere la
)

matrice KB in modo che la matrice RAR-*— N abbia la forma canonica
diagonale :

(80) N=|edul,
essendo p; >> 0 le radici caratteristiche, 9;; il simbolo di KRONECKER.

Posto

@,(U') = R®(R—U"), F,(t) = RF(}),

si ricava, per la (29) e (30), I’equazione
(81) U" = — NU— @(U") — F(i).

Osserviamo ora che, preso un vettore arbitrario V e detto W= RV il
trasformato, risulta, per la (28),

(W=7
e inoltre
(32) O (W)X W=(RO(R*W)) X W= (RD(R~*W)) X (RV) =
=PRI W)XV=V)XT.

(") A. Ascari, Studio asinfotico di uw’equazione relativa alla dinamica del punto,
« Rend. Ist. Lombardo », vol. LXXXYV, 1952, pp. 278-288.
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Pertanto le condizioni a), b), ¢) sono invarianti rispetto alla trasforma-
zione B (cid che era a priori evidente data la natura delle condizioni mede-
sime e di R).

Possiamo percid supporre senz altro che nella (22) la matrice 4 abbia la
forma diagonale. In fal caso la (22) equivale al sistema

(33) oy = — oy — Pul®,’, s @) + fall)

con g,.>> 0. Posto poi x,' = y,, le (33) equivalgono al sistema di 2n equazioni
nelle 2n incognite x,, ¥, «., Tn, Yn:

Xy = Y
Y = — eax — PulYy 5 s Yu) + Falb).

Per dimostrare I’ esistenza nell’intervallo J di una soluzione {a,*(f),
yx*(t) 1 limitata, possiamo seguire un procedimento di uso frequente in pro-
blemi di tal natura, consistente nel delerminare un dominio limitato dal
quale le traiettorie del sistema (34) non possano uscire.

Consideriamo la funzione

(34)

(35) W s U,y Tny Yo) = %k | (Von s 4 B aretg ga)® + ya® |
con &> 0,
Posto
(36) uy = Veu 1ty 4 5 arctg ¥,
Vg = Yx
ciod

Ty = LI aretg v,
Pr
Yo ="V

si stabilisce un omeomorfismo tra i due spazi Sw(®,, ¥, .., U, Vn) e
Senl®@, . ¥,, .oy %n, Yn) che fa corrispondere ai punti non esterni all’ipersfera

- 3

k(W 4 0t = A A>90)
i punti del dominio 4, non esterni alla ipersuperficie &, di equazione
(37) Wiz, 9,5 s Tn, Yu) =A%
Consideriamo ora la funzione
(38) W) = Wiw,(#), y,(0), -, ®alt)y yult))

ove {x,(t), (8, ..., xall), yulf)} & una soluzione del sistema (34).



108 L. Amgrio: Soluzioni quasi periodiche, o limitate, ece.

Si ha, per le (34), (35), (38),

B 1 dW » ‘ — — ’ By ! ’
(39) S df x?h ) (VPk xy + & arctg y,) (VPR T, + '1-—_:;‘];2) + YuYr % =
=3, % (Ve + 3 arctg y,) Vox ya +
8
( Vﬁk ® + 8 arctg i) 7—— T3 g 1+ ."/k)('— Px %y — P + [a) €
== 2 ?/k — 3Vps arctg y, — fx) -+
+ o (Ver @x + B arctg yxlpas + 3Vpy arctg y, — 3V py arotg ys + o4 — ) $ =

SWeno e damig )

" O
T e %k (pr — 3V gy arctg y, — fk)(?/k + 1+ g

AV
-3 g +Z (Voatex + 3 arctg y)®.

Osserviamo ora che, per le (24) e (25), esistono due numeri ¢ ed L con
0<o<l, L>0, tali che per | Y| = L risulti

M+
(40)
QY)Y - h
[®Y)||Y|T 1+0a"
Considerato poi il vettore ¢(Y)=={ Vp, arctgy,,.., Venarctgy,} si ha,
per ogni Y,

)<,

con y costante positiva. Si pud pertanto prendere
G = 3Y(Y) + F(}) risulti, per 0 << 8§ <3,

(41) |G| << M+ 3y < M1 + o).

Per | Y| = L risulta allora, tenute presenti le {40) (41), e osservando che
& necessariamente 0 < h <1 e quindi, per la (41), | G| < |®(Y)]|,

-

3, >0 in modo che, posto

(42) (fD(Y)-—G)xY;zl—-—iq)(Y);[Y|_M¢1+a)|y|=
3?’3’31@(}’”31”% Y= o) Y=

ho ho
22(1_'_ 3 | {1 Y)|+ |G|} |YI22 | O(Y)— G| Y]

-+ )
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Vp,x,+ 3arctgy, Vouttn 45 arctg 4,
14yt T L+ g’ z
Risulta, nei punti della ipersuperficie &, con A > L, per le (35) e (37),

supposto sempre | Y |= L,

Consideriamo ora il vettore H =

i
143) 310 ) — GI><H| <3| @ V)— &| || | 0(Y1—6| | £ (Voror + Saretgy)’ %2
=3 i (I) — @G f Vl" i {”.
Dille (39), (42) e (43) segue allora, per | Y| = L, la disuguaglianza
1dw s
(44) §7m~I®(Y}—GI{un—5\/A’—‘q2}
. . ho
dove si & posto =Y/, pwm.

Sia ora 0 <n=|Y|< L. Posto

p = min Vo, g = max Vp,,

ks I<k=n
N = estr. sup. | DY) — F(i)|,
Osm=L,t8J
risulta
[UY) | < g,
v" P — 772)
"1+y (Vor s + 3 aretg y,)* = “1_1_7;5“
e quindi, per la (39),
1daw N Sp(* — 1)
(45) o = W+ dn +BVE — ) — e

Se vogliamo che in tutti i punti di §;, e per ogni {€.J risulti

dW<O

basta, per le (44) e (45), che 3 e A soddistino alle condizioni

py > BVA —7f, per 1 =L,
(46) ok — n?
2(1:?}? ) > (N + 3gm)n 4+ 3V A — 0?), per 0 <y < L.

La prima delle {46) & verificata se risulta

(47) pL > 3Yar — L2
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Quanto alla seconda si osservi che, posto

wfn) = (N + 3gq)(n + SVA* — 7%),

risulta
o) = Bt + SV =) + (N 31 — ﬁi—-”;:{)
= N + 28¢qn + dqVX® — ¢* — Wi\’i; =3 fqﬁ
=N+87)(2q—~«~v~~ﬁ~N_) +82q$~:—;—jgyjy; .
Percid, se & A*>=>2L% 29> WZN =, risulta o(n) >0 per 0<% <L,

ciod w(n) & funzione crescente.
A maggior ragione questo avverrd se supponiamo

48) 4B>Vﬁ+m—_§>0

Pertanto, se vale la (48), la seconda delle (46) sard soddisfatta se X e
5 < &, soddisfano alla condizione

3p(A* — L7

(49)

Posto allora & = VA* — L’ si ottengono dalle (47), (48) e (49) le condizioni

88 < pL
(60) SpE* > 3(1 4 LN + 8qL)§ + L(1 + L*)(N + 8qL),
0<e<3s,, =<9

(51)

£ (8) = 8(1 4+ LN + 8¢ L) + V&1 + L (N + 8q L) +43pL(1 + L*)(N + 8¢qL)
25p

si oftiene, per 0 <3 <<% <35,

(62) 8<E(

2v \/6

con v costante positiva. Se & allora

(53) 0<5<min (3, )=
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risulfa
€,(3) < &,19).

Pertanto. fissato 3 <. 3, e tale che sia E (3)=E,, si pud prendere & >E,
soddisfacente alle condizioni

(54) £(0) <E<E()

e in tal caso le (B0} saranno soddisfatte.

Nello spazio +S,, il vettore V= {x/(¢), 9,/(}), ..., 2.'(}), y.(£)) spiccato dai
punti di & (con A= V§’+L’, 8:5), risulta orientato, qualunque sia ¢,
verso l'interno del dominio Ay, avente come frontiera 1’ ipersuperficie (i.
Si conchiude che se le condizioni iniziali, per =1, {x.(l)= Zx, Yall) = Fx}
sono tali che il punto (z,, ¥,,.., #», ¥.) appartenga a A3, 1’integrale corri-
spondente a tali condizioni iniziali (o anche un qualsiasi integrale corrispon-
dente a tali condizioni, poich® non & richiesto che valga per la (22) il teo-
rema di unicitd) & prolungabile nell’intervallo £~ - oc ed & contenuto in A3y
per ogni {>>1 (qualunque sia il prolungamento effettuato). Tale integrale &
pertanto limitato nell’ intervallo { ™ 4 oo,

Questo avverrd in particolare per una successione {ay .(f), ¥, (f) 1 di
integrali soddisfacenti alle condizioni iniziali

mk’r(— 7‘)':__‘-0

Y (—’I')::O (r=05 1} 2,-..; t2-—-/r)_

Si ottiene in tal modo una successione di integrali i quali risultano equi-
limitati, e quindi, a causa delle (34), equicontinui. Si pud estrarre allora da
tale successione una successione parziale, la quale risulti convergente in
tutto J (ed anzi uniformemente in ogni intervallo limitato o "~'b) ad un inte-
grale {x}(f), y*(t)} del sistema (34). Poiché tale integrale & definito in tutto J,
ed & contenuto in Ay, la prima parte del feorema & dimostrata.

Per provare poi la seconda parte, basta osservare che, fissate ad arbitrio
le condizioni iniziali {x4(f)= %, yx(f) =7}, si possono sempre scegliere
3, <3, e =E, in modo che il punto P(Z,, #:) sia contenuto in A;. In tal
caso ogni traiettoria passante all’istante iniziale { per tale punto sard conte-
nuta in Ay in tatto Vintervallo §'— + co.

OSSERVAZIONE. - Supponiamo che la funzione F(f) sia conlinua e perio.
dica, di periodo T. Allora, se valgono le condizioni a) e c), la (22) ammelle
almeno una soluzione periodica X(f) di periodo T.

Osserviamo che la soluzione limitata X*(f), di cui dianzi si & provata
P esistenza, non & in generale periodica.

Per provare che esiste una siffatta soluzione X(#). anch’essa contenuta
in Ay, procediamo nel modo seguente.

Fissato X, >, sia @4 ul#,,., ¥u) una successione di polinomi per i
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quali risulti
(55) lim P, m(yg yos & "} - CPk("J; s ey Yn)

s OO

uniformemente in A, Posto @,.(Y) = {@, ulf,ser Yn)yovs Cu,onl¥, s ey Yn)ls
per I’equazione
(56) X"+ @,(X'}+ AX = F(})
vale il teorema di esistenza e unicitd per arbitrari valori iniziali. Inoltre si
ha la dipendenza continua degli integrali da tali valori (cid che si richiede
per poter applicare il teorema di BROUWER).

Sia inoltre {x,, u{t). ¥, mll) o) T mll), Yn, w{f)} una soluzione del sistema
(equivalente alla (56))

(57) Lx' = Y
Y = — PaTr — Pa, m(?/, s oy Yn) fk(t)
e consideriamo il vettore V,, = { &, wm(t), ¥\, m(f), o) @, (), ¥'n mlf)] spiccato

dai punti di 5. Questo vettore, a causa delle (39), risulta, almeno per m = m
abbastanza grande, orientato verso 'interno di Ay, qualungque sia {.

Una consueta applicazione del teorema di BROUWER permette allora di
affermare l'esistenza per il sistema (b7) e per m =m di una soluzione perio-
dica e di periodo T, {Zx ,ull), ¥x,mlf)| € A7,

Lie funzioni | &, ,,(f), 7x, m{f)} sono percid equilimitate: sono inoltre, a
a causa delle (55} e (B7), equicontinue. Si pud estrarre percid dalla loro sue-
cessione una successione parziale {Zy, . (f), ¥s.m (1) | convergente uniforme-
mente in tutto J (a causa della periodicita).

La funzione limite {Z,(f), #x(f)} soddisfa allora al sistema (34) ed &
periodica, di periodo T ().

3. Consideriamo Pequazioune (22) e supponiamo che, oltre alle a), b), ¢} sia
verificala la condizione seguente:
d) risulia
(58) {OU+V)—®U)Ix TV >0

per ogni coppia U, V di vettori con V==0.
In fal caso si pud dimostrare che:
a) vale, per arbitrarie condizioni iniziali date per t =1, anche il teorema
di unicita, almeno alla destra di t;
B) Uintegrale {xX(f), yX(t)| definito in tutto J e limitato (di cui abbiamo

(8) Per aliri teoremi di esistenza di soluzioni periodiche, relativi a sistemi in pit gradi
di liberta, vedasi:

D. Grarri, Forced oscillations for several non linear circuils, « Ann. of Math. », vol. 54,
1951, pp. 262271: S, MizoHATA, On the existence of systems of periodic solutions for several
nown linear circuits, « Mem, of College of Sec.», Kyoto, vol. XXVII, 1952, pp. 115-121.



1. Amerto: Soluzioni quasi periodiche, o limitate, ecc. 113

gid dimostrato 1 esistenza) é unico e ad esso sono asinfotici, per ¢t — ~+ oo
tulti gli aliri inlegrali del sistema.

Osserviamo, innanzi tutto, che anche l’ipotesi d) & indipendente dai
cambiamenti di coordinate eartesiane ortogonali.

Per dimostrare la proprietd a) consideriamo due integrali
Loyt Bul)y ooy anll), Bull) 1y 7u(8) 3u(t)y ors vall), Bult)
del sistema (34) soddisfacenti, per =1, alle medesime condizioni iniziali

arll) = Yul(l) = Zx,  Brlt) = 3lf) = B

Posto poi
Erl(t) = vrlt) — axl?)
Ne(t) = Sx(f) — Bx(?),
risulta
(59) Eelt) = malf) =0
e le funzioni {Ex(t), nxl(f) | soddisfano, per le (34), al sistema
& =Mk
"Ik' = Pkgk - i Cpk(ﬁx(t) + Ny, ﬁ‘"’( ) + 71“) - cPk [P) B”(
Posto U={B,,.., Bul, V=1{7,,.., Ma} e tenuto conto della (58), si

ricava allora

%k (oErlx’ + mame) = — %k { 0By + M5 s Brt ) — @lB, ;o But M =
=~ { QU+ V)—OT) | X V=0,

cio® la funzione

B(O) = | Sk (o’ + ) |2

HE4§

& non crescente. Poiché risulta, per le (59), R{f)=0, sara allora R(f)=0, e
quindi E(f) =0, nx(}) = O, per { =1, cid che prova la proprietd «).
Dimostriamo ora la proprietd ().
Posto
Exll) = aell) — i (?)
() = yxlt) — v (),
{ Exlf), me(f)} risulta, per le (34), soluzione del sistema
E’k =Mk

60
O = — o — ol (0) -+ Ty s 92(0) -+ 1) — Taly P, e, 72O

Annali 'di Matematica 15
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Ne segue, come precedentemente,

(61) f!k { pxbrle’ + e’ | = — lEk For(yd + Ny s YT+ Nn) — Prly*, oo, X)L e =
—{OY*+ H) - QY*) | X H<O,

fl

avendo posto Y*({) = {yx(@), .., ()}, H=1{n,, ., Mn'.
Dalla (61) segue che la funzione

(62) Rty = Egk (erke® 4 M%) :

¢ non crescente ; esiste pertanto finifo il limite

(63) lim R(f) == 0.
t—s o0

Dimostriamo che &
(64) r =0,

La tesi & evidente se per un valore ¢, =1/, essendo ¢ !'istante iniziale,
risulta E(,) = 0, poiché allora sara E(t)=0 per ¢ =>¢,.

Supponiamo percid R(f) > 0 per ogni ¢ > e dimostriamo che vale la (64).

Ammettiamo infatti che sia r > 0. Si consideri I'integrale {Ex(t), nx(f)} a
partire dall’istante iniziale . Preso ¢> 0 valutiamo la misura dell’insieme

aperto E, C (t — 4 oo), in cui risulti
9%
(65) Y =St > e
_ Osserviamo che, per la (63), il vettore H{f & limitato nell’intervallo
I"™ +oc; lo stesso avviene per Y*({f). Inoltre nella chiusura di E,

E,= (|H() "= ¢, risulta | H(f)| =¢ > 0. Pertanto, per {€ E,, sussiste una
limitazione del tipo

(66) {OY* + H)—P(Y*)} X H=wv, > 0.
Dalla (61), integrando tra { e + oo, segue poi, per le (63) e (66),

(67) R‘!(t_)——r2=2/{@(Y*-{-H)—~<I)(Y*)}><Hdt_—.l*>0.
i

Percid, detta p(E,) la misura dell’insieme E, (il quale consta di una
successione di intervalli aperti}, risulta

i
(68} *"(Ee) < %zs

cio® E, ha misura finita.
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B pertanto
min lim H(f = 0.
t— 400
Dimostriamo che ¢
(69) lim H(f)=0.
tes t00

Per questo cominciamo con I’osservare che, se non vale la (69), si ha

(70) max lim |H(})|=23,
e o0
con
0O<e<r
per la (63).
Posto poi
(71 a() =3 o’ = B — | H,
1

si prenda o > 0 ad arbitrio, ma in modo che sia
(72) 0<2e<o<o<r.

Consideriamo solo quegli intervalli a, — b,, della successione E; nei
queli esistono punti 7, tali che risulti | H(ty,) |* = ¢*, mentre in a,,, b, &
| H|* = ¢*. Siprenda poi {/ =1 in modo che, per { =1{/, risulti

rP< AN+ | HE) P <r®+ e
Allora si ha, per a,, >
Aan) =7 —  H(@y) [P =1 —¢’

@) A <r 4+ — |Ht,) P <r' 4+ —q°
e quindi
2
(74) A0 p) — A¥(tp) = 0* — 2e* = % .
Ne segue
() % f 24(hA'(tydt z = | A(tp) — A%a) | = %’f i
By

Ora le funzioni E4(#), n4(f) sono limitate nell’intervallo { ' 4 co. Pertanto,
detta N una conveniente costante positiva, risulta, per { <t < + oo,

ZIAA’I.:QIZI),,p*ﬁ,‘&,{g:Z

} <N

n
2;;: I
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e quindi, per la (74) e (75),

fzfs l [ 24(0A'(t)dt ! < Nbp — @)

ciod

2

o
(?6) bm - Oy, = ﬁ-

Inoltre, per la (68), la misura complessiva degli intervalli @, — b, &
2

<§;. Pertanto il loro numero v soddisferd alla limitazione

N

ow,

T v <

N

c*w,

In particolare, preso e:g, risulta v <
2
Se allora /, =¢' & l’ascissa massima di questi intervalli, per {=>1,
risulta
lHY | <o

e quindi, per V'arbitrarietd di o, la (69) & provata.
E pertanto, per le (53) e (61),

lim A*@)=7r* >0

[ o]
ciod
"
(78) lim Zlk Pkgkg(t) =
te-too 1

Ora si ha, per le (60), posto L={§,, .., §,1,
”n d ” "
?k Eene + Eemp’) = a5 217k Exme == A?k (Ni® — pxbe®) — { ®(Y* + H) — O(Y*)} X L
e il secondo membro — — 7* <0, per le (69) e (78).

Ne segue

”
lim Xk Ek’?k = — o
Emr 00 1

mentre, per essere le &(f) limitate e le nx(f) infinitesime, deve essere
n
lim Ek Ek")k = 0.
tos 00 1

Non pud essere pertanto r >0 e la (64) & dimostrata.
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Supponiamo ova che 1’integrale {E&k(f), n«(f)}, non identicamente nullo,
abbia come suo intervallo di esistenza l'intervallo {, 4 cc e dimostriamo
che risulla
79 lim R(}) = + cc.

tmstot

La (79) & evidente se {, & finito. In tal caso infatti la funzione non cre-
scente R(f) non pud avere, per { — ¢ +, un limite finito p, perché l'integrale
i Ee(?),.mk(?)} risulterebbe limitato nell’ intervallo {,” -+ oo e quindi prolunga-
bile in un pitt ampio intervallo ¢, + oo, con §, < {,.

Supponiamo percid ¢, == — oco. Proviamo che non pud essere
(80) lim R$)=R
t—> 00

finito e > 0. Per questo si ragiona sostanzialmente come nel caso precedente.
Supponiamo che valga la (80), con B > 0 e finito.
Si ha dalla (61), integrando nell’intervallo — oo™ <4 oco e tenendo pre-
sente la (64),

o
R”:?[@@(Y*%—H} — ®(Y*)} X Hdt
—0

e allora, considerando !'insieme E, & J ove vale la (65), si ricava

2

R

Si ha percid

min lim H(#) = 0.
£ o 0O

Dimostriamo che &
(82) Jlim HB=0.

t—s —0

Infatti, se non vale la (82), risulta

(83) max lim |H()|=v
con

(84) 0<y<R

per la (80).

Consideriamo ora la funzione A4°(f) e prendiamo o, con
0<2e<o<y.

Ragionando come precedentemente si dimostra che (per b, <{.") il numero
v degli intervalli a,, — b, di E, nei quali esiste un punto 7, in cui sia
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| H(x,,) | = o verifica la limitazione

2
v<Rl\T

E

dove N & una costante positiva tale che risnlti, per £€J,
| 244" | < N.

Di qui, per V'arbitrarietd di o, segue la (82).
Dalla (79) segue allora
lim 4*¢)=R* >0
tee—c0
e quindi, come precedentemente,

d n ”
lim 3 &k‘nk——- hm ?;‘;(ij—pkEkE)—-——{@(Y*—FH)—@(Y*)}XL%:—R2<O.
-0

£ e —00 dt
Ne segue
lim Zlc Exlie = + oo,

tm>—00 1

cid che & assurdo, essendo le & limitate e le v, infinitesime. Deve percid
essere R =0, ma questo & assurdo poiché richiede R(f)=0 per ogni ¢ di J.
La tesi & percid provata.
In virth di quanto abbiamo dimostrato nel § 1, si conchiude che, se la fun-
zione F(f) é quasi-periodica Uinlegrale {xy*(f), yx*(t)} risulta quasi-periodico (°).
OSSERVAZIONE. - Possiamo indicare dei casi particolari espressivi, nei
quali & soddisfatta la condizione d).
Questa si serive, in forma scalare,

n

T { Qr(U, + U, oy U + V) — Pr(U, 5 ey W) } 0 > 0.

acpk(u 1900y y_n)

Ora, ammessa 1’esistenza e continuitd delle derivate ¢,; = au
i

H

risulta
n

e {Qr®, 4 U, e, Un + Vp) — Uy, oy Un) | U =

—6% Prlt, -+ AV, , oony Uy + A0,) L A =

d

Ek Uk
1

1
] "

[ 21 cpk,(u 4 A, ey U lvn)vw,-) d.

(*) Per un aliro teorema di esistenza, concernente un caso dissipativo con un grado di
liberta, vedasi: G. E, H. REUTER, On certain non-linear differential equations with almost-
periodic solutions, . Journ. Liondon Math, Seec.», vol. XXV, 1951, pp. 215-221.
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Pertanto se supponiamo che in tutti ¢ punic (u,, ..., uy) la forma quadratica
L )
kE' Prf(My 5 ooe s Un)VV;
Iy

sia definita positiva, la condizione d) é soddisfatta

Ammessa questa ipotesi su ®(Y), e inoltre che F(f) sia periodica e che
valga la a), CaccrorpoLl e GHIZZETTI (*) hanno dimostrato che la (22) 0 non
ammette integrali lmilati o, se ne ammette uno, quesio é periodico e ad esso
risultano asintotici, per { — + oo, tutli gli altri integrali.

Osserviamo infine che lao d) risulla soddisfatta se é

(85) oU)=UL(| U)),

con L(|U|) funzione positiva per |U|>0 e tale che |OU)|=|U|L(U])
risulti crescente con | U]|. B questa Iipotesi consueta nello studio dei moti
con resistenza passiva.
Posto infatti W= U + V, risulta
(86) QU+ V)= QU X V={®W)—0U}X(W-U)=
=W)X W+OU)XU—OW)yXUT—OU)X W=
=|WFL| WD +|UPL(|U) = UX WIL(| W)+ LUt =
=| WEL(| W)+ UPL U= U} | WHL(| W])+ L U]

e quindi
@) {U+V)—=UNXV={ WL WH—|U|L(UDH|W|—|TU|}

Poicheé |U|L(|U|) & funzione crescente, il secondo membro della (87) &
=0 qualunque siano U e W. Inoltre il segno = si presenta solo per
| W|=|U|. Ma in tal caso, non potendo essere V=0, deve essere W= U,
quindi —UX W> —|U| | W|. Per le (86) e (87), si conchinde allora che
se é V=0 e se OU) ¢ data dalla (85) (con il comportamento dianzi ammesso)
la condizione d & soddisfatta.

(°) BR. CacciorroLl e A. GHizzeTTy, loe. cit, in (%), pp. 495-497.




