
Soluzioni quasi-periodiche, o limitate, di sistemi differenziali 
non l i n e a r i  q u a s i - p e r i o d i c i ,  o l i m i t a t i  (*). 

~¢lemoria di LUI(~I fl-.MERI0 (a Milano). 

A Munro Picone nel suo 70 mo eompleanno. 

Sunto. - Si dimostra, per i sistemi quasi.periodici non lineari, un teorema di esistenza 
di soluzioni quasi.periodiche, estendendo un risultato di J-. F).VARD, ~'elativo ai sistemi 
lineari. Sueeessivamente si studia il comportamento asintotieo degli integrali dell'equa. 
zione X " ~ -  A X - - ¢ ( X ' ) - ~ - F ( t ) ,  tipica nella teoria dells oscillazioni non Uneari, con 
un numero qualsiasi di gradi di libertY, supponendo la funzione l~(t) limitata, o quasi. 
periodiea. 8i ottiene cosi, tra l'altro, una applieazione del teovema di esistenza preee. 
dentemente provato. 

Nelle <, Lemons s u r  les f o n c t i o n s  p r e s q u e - p d r i o d i q u e s  )) il FAVARD dimostra 
un suo interessante teorema di esistenza per  i sistemi differenziali  quas i -  
periodiei lineari non omogenei, provando ehe se un sislema di tal natura  e 
i sistemi traslati  e limiti di questi  ammettono eiaseuno u n a  u n i c a  so luz ione  

l i m i i a t a ,  questa ~ q u a s i - p e r i o d i c a  (t). 

I1 teorema di FAVARD i~ suscett ibile di una larga estensione ai sistemi 
differenziali  non l ineari  quasi-periodici ,  che sara indieata nel primo § di 
questo lavoro. 

Nel seeondo § si s tudia un sistema the  ~ tipieo nella teoria delle osci l la.  

z ion i  n o n  l inear i ,  facendo l ' ipotesi  ehe i seeondi membri  siano funzioni 
limitate della variabile indipendente t. Si dimostra, sotto assai larghe eondi. 
zioni, l 'esistenza di una soluzione limitaSa e, nel easo periodieo, di una solu- 
zione periodica. 

~e l  terzo § si suppone, pifi in partieolare, il sistema dissipativo e quindi 
t raducente  il moto di un punto netle consuete ipotesi della dinamiea. Si 
dimostra allora che l ' in tegra le  limitato ~ unieo e ehe ad esso sono asintotiei, 
pe~r t--* + c% tutti  gli altri integrali.  

Nel caso quasi  periodieo, in virtfi del teorema dimostrato nel primo §, 
l ' in tegra le  l imitato r isul ta  inottre quasi-periodieo.  Pifi in partieolare,  se il 
s is tema ~ periodieo oltre che dissipativo, r isul ta  completato (poieh~ si prova 
l 'esistenza della soluzione periodiea) un interessante enuneiato ottenuto aleuni 

(*) Istituto Matematico del Politecnico di Milano. 
(~) J'. FAVARD, Lemons sur les fonctions presque-pdriodiques, Paris, Gauthier-Villars, 

1933, pp. 88,90. 
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anni  fa da CAccIo~'~,OLI e G m z z ] ~ I  (*), relat ive al l ' integrazione di un  sistema 
concernente  il mote dei fluidi. Questo s is tema diede origine ad alcune ricer- 
ehe (3) the  furono proposte  dal mio i l lustre Maestro, prof. MAURO PI00~E, 
Direttore de l l ' I s t i tu to  Na~ionale per  le Applieazioni del Calcolo. A tali ricer- 
c he  pub pertanto aggiungersi  la presente.  

1. Consideriamo il s is tema differenziale nelle incognite  ~ci(t), ..., x~,(t}: 

(1) ~h'= h(t, x,, . . . ,  ~, , )  (k--1,.. . ,  n). 
Rappresent iamo nello spazio S~, (xi, ..., x,,) le traiettorie del sistema (1), di 

equazioni x a - - x k ( t ) ;  nello spa~io S',,+~ (t, x t , . . . ,  x,~) le linee integrali. Pos- 
siamo at t r ibuire  alla variabile ind ipendente  t il significato cinematico di 
tempo e in terpretare  le xa e t come coordinate car tesiane ortogonali  negli 
spazi S,, o S',,+~. 

Detto X il vettore di S ,  avente come coordinate ~t, . . . ,  ~, e F il vettore 
di component i  fh, il s is tema (1) equivale a l l 'eqnazione vettoriale 

(2) X '  = F(t ,  X). 

Sapponiamo the  F(t, X) si~ una  fnn~ione cont inua  ne t l ' ins ieme aperto 
B(tEJ,  XEA) ,  essendo J l ' in terval lo  - - ~ t ~ ÷ ~  ed A un insieme 
aperto dello spazio S ,  ; inoltre F(t, X) sia, per  ogni XE A, funzione quasi- 
periodica di t. Infine,  detto l' un  arbitrario insieme chiuso e l imitato C A, 
F(t, X) sia funzione un i formemente  cont inua  del punto (t, X) per t E J~ X E P. 
In tali ipotesi F(t, X) r isul ta  funzione quas i -per iodica  di t, un i fo rmemente  
rispetto a X E P, eio6 ammette ,  in corr ispondenza di ogni a ~ 0, un insieme 
re la t ivamente  dense di quasi-per iodi ,  d ipendent i  solo da P. Questo equivale a 
dire (per il criterio di BOC~ER) (~) ehe, presa comunque  una successione 
{ h,: I di numer i  reali, la successione i F(t ~ - h , ,  X) } r isulta compat ta  rispetto 
alla convergenza uni forme ne l l ' ins ieme chiuso A(t E J, X EI~); tenuto conto 
del l ' a rb i t rar ie t~  di A si pub allora estrarre da i h., } una  successione i k,, ! 
tale c h e l a  successione i F(t + k,,, X) t eonverga in A e la eonvergenza sia 
uni forme in A. La  fun~ione l imite L(t, X) godrh per tanto delle stesse proprieti~ 
quali tat ive di F(t, X). 

Analogamente a quanto 6 fatto dal FAY.anD nel case l ineare (allo scope 
di pe ter  applicare il criterio di BOc~ER),  considereremo insieme aWequa- 
zione (2) tutte le equazioni 
(3) X '  = L(t, X), 

('2) R. CAOCIOPPOLI (~ A. (~HIZZETTI~ Ricerche asintot iche per  u n a  par t ico lare  equazione  

non lineare. - Ricerche as intot iche  per  u n a  classe di  s i s temi  di  equaz ioni  d i f ferenz ia l i  ordi. 

na.rie non  Iineari ,  ~ Att i  1~. Ace. d ' I t a t i a  ~,, 1942, pp. 427-440 e ~93-501. 
(3) ~:~. CACCIOPPOLI e A. GHIZZETTI, ]OC. cir. in (~); L.  AMEI~IO, U n p r e l i m ~ n a r e  teorema 

d i  A n a t i s i  per  lo s tud io  dei mot i  con res i s teuza  pass i va ,  ~ Att i  R. Ace. d ' I t a l i a  ~, i942, pp. 415.4"26. 
(4) Cfr. ad es. J .  F),VhI~D, loc. cit. in (i), pp. 77-80. 
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ore L(t, X) ~ un elemento qualsiasi della chiusura  della famiglia t Fit q- h, X)  t, 
con - - c ~  ~ h ~ - ! - c o ,  ottenuto nel modo dianzi indieato. 

Consideriamo ora una qualunque delle (3). Sia X(t} una soluzione: 
supporre~no sempre ottenula la definizione di tale funzione in  un  intervallo 
aperto ~--~t di J di ampiezza massima,  tale cio~ the la solu~ione X(t) non 
possa essere prolungata  in  un  intervallo ~ -  ~ D ~ -  ~. 

Pertanto se risulta, per ogni t di a i ~, X(t) E F C A, con r insieme ehiuso 
e l imit ato di S,, ,  l ' intervallo a - - ~  coincide con l ' intervallo J. 

Una soluzione X*(t) di tal natura  ~X*(t)EF) si direr contenuta nel l ' in .  
sieme r. Tale traiettoria ~ manifestamente limitata. La soluzione X(t), eonte- 
nuta  in 1 ~, si dir/~ poi separata nell ' insieme A(tEJ,  X E F )  se per ogni alira 
eventaale  traiet toria Z(t) della (3), eontenuta  in F, risulta, per  ogni t di J, 

(4) 1 x*( t )  - z ( t )  I > o 

dove ~* dipende solo da X*(tt. Percib (anehe se per la (2) non vale il teorema 
di unicit~) due linee integrali separate in  A non hanno, in  S',,+~ , pun t i  comuni. 

Se la X*(t) E F ~ unica, la diremo ancora separata in  A. 
Se le solu~.ioni Z(t) contenute in  F sono separate in  A, esse sono in  numero 

finito. Iufat t i  le Z(t), sono equil imitate ed equicont inue;  se fossero infinite 
esisterebbe una soluzione X*(t), di aeeumulazione al finito per le Z(t), la 
quale sarebbe contenuta in I ~ ma non potrebbe soddisfare alla (4): non 
sarebbe ciob separata in A. 

Dimostriamo ora ehe se la (2) ammette una soluzione X*(t) E P anche 
la (3) ammette, qualunque sia L(t, X), una  soluzione Z(t) E r. 

Infutt i  si ha~ per (t, X)E B~ detta t k,~ } una  conveniente sueeessione di 
humer i  reali, 
(5) L(t, X ) - -  lira F(t  q -k , , ,  X),  

la convergenza risultando uniforme per (t, X)E A. 
Inoltre le funzioni X , ( t ) - "  X*( t -~  k,) sono solu~ioni delle equazioni 

(6) X '  ~ F( t  + k , ,  X). 

Le X,(t)  sono E F e risultano equicontinue,  a causa della limitatezza di 
F(~I X) per (t, X)E  A. Si pub percib estrarre una suceessione I k% I tale ehe 
la corrispondente sueeessione X,r(t  ~ converga in J e la eonvergen~a sia uni- 
forme in ogni intervallo limitato a ~--: b. Delta Z(t) la funzione limite, sark 
allora, per rE J, Z(t) EF. ]~ nolo poi ehe Z(t) soddisfa, per Ie {5) e (6), 
all' equazione (3 t. 

Pifi in generale possiamo dimostrare ehe se la (21 ammette una  soluzione 
X(t) tale ehe risult i  X(t) E F per  t - ~  t ~ e %  ciascuna delle (3) ammette una  
soluzione Z(t) E l ~ per ogni t di J. 

Infat t i  consideriamo la sueeessione X ~ ( t ) - - X ( t +  n), con n - - 1 ,  2, .... 
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Le funzioni X,,(t) soddisfano alle equazioni 

x '  = F(t + n, x )  

e risultano (considerando X,(t) ,aell ' intervallo t - - - n ' - - +  oo) equicontinue ed 
equilimitate. Si pub allora estrarre  una successione {n,. } tale the  le eorri- 
spondenti successioni { X,,r(t) i ,  i F{t_+ n,., X) I convergano rispett ivamente 
in J e in B a due funzioni X(t}, F(t, X) e la convergenT, a risulti uniforme 
in ogni intervallo finito a~--~b per le X,.{t) e in A per le F ( t + n r ,  X}. 

Risultera allora 
x'(t) = Fit, x (0)  

e sara X(t) EF per ogni t di J. Poich6 le funzioni L(t, X), considerate 
in (3), si ottengono anehe effet tuando la chiusura  della famiglia F( tq-h ,  X) (~}, 
da quanto prima si 6 dimostrato segue la test. 

Proviamo infine the  se le soluzioni E F di eiaseuna delle (3) sono sepa- 
rate in A, esse risultano anehe equiseparate ; esiste cio~ un  numero ~ ~ O, 
indipendente dalla L(t, X), tale the, dette Z~(t) e Z~(t) due soluzioni E F di 
una qualsiasi delle (3), risulti, in tulto J, 

I Z , ( l ) -  &(t)[ 

Consideriamo infatt i  una qualunque delle (3), eorrisponden~e alia fun- 
zione L'(t, X) e al valore •' ~ 0 ,  e an'altra,  eorrispondente a L"(t, X) e ~"> O. 
Risulta, per una conveniente saccessione {h,  1, ed anzi uniformemente  per 
(t, X )  E A, 

L"(t, X ) =  lim L'(t + h , ,  X). 

Siano Z,(t), Z~(t) due integrali  E F dell 'eqna'~ione 

(7) X ' - -  L'(t, X). 

Per  quanto si 6 visto, si pub es~rarre dalla successione {h. } una succes- 
stone { k,, } tale che le successioni Z,(t -+- k,), Z~(t-+- k,) convergano per t E J 
a due funzioni Y,(t}, Y~(t), soluzioni del l 'equazione 

(8) X'  = L"(t, X). 
Poieh6 risulta 

estr. inf. I Z~(t + k,) - -  Z~(t -t- k.) I --" estr. inf. i Z,(t) - -  g~(t} I --~ %, :> O, 
($ a J~ ff e J} 

sara anehe 
(9) estr. inf. } Y,(t) - -  Y~(t) I - -  ~,~ ~-- a,~ 

(t a J )  

eio~ le funzioni Y,(t), Y~(t) sono distinte. Se indichiamo allora con Z~(t) le 
soluzioni E F della (7), in numero di p ' ~  1, e con Yj(t) le analoghe soluzioni 
della (8), in numero di p " ~  1, si conclude che ~ p ' < p " .  Allo stesso modo 

{~) Cfr. ad es. J. ]~AVARD, loc. cit. in (t), pp. 72-73. 
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si d imost ra  ehe 6 p " < p '  e quindi  p ' - - p "  ~ p ,  eio6 il numero di soluzioni 
contenute in F di una qualsiasi delle (3) ~ indipendente dal seeondo membro 
L(t, X). Posto poi 

a' ~ min ala, (f' "-- min  ~j~, 
¢i, k : l ,  . . .  , p )  (1, l =1, . . . ,  p) 

segue dalla (9) 

An~logamente si d imostra  che 6 d '  _<o s e quindi  ~ ' - - # ' - - a ,  eio6 le 
soluzioni considerate sono eqniseparate .  

Premesse  queste  osservazioni possiamo dimostrare  il seguente  teorema. 
Se le soluzioni E F di eiascuna delle (3) sono separate in A, esse risultano 

quasi-periodiehe. 
Sin, per  fissar le idee, X(t) una soluzione della (2), E F. 
Dimostr iamo ehe X(t) 6 quasi-per iodica .  Presa  ad arbitrio una sucees- 

sione { k,, } oeeorr0 dimostrare  ehe la suceessione { X,.(t) } ~ { X( t  -I- k,,) ! 6 
compatta,  r ispetto alla eonvergenza uni forme in J. Per  quanto si 6 gik visto, 
si pub supporre  senz 'a l t ro  e h e l a  suceessione X ,  it) eonverga per  t E J a u n a  
fuuzione Z(t), con convergenza un i forme in ogni interval lo l imitato a ~-~ b: 
inol tre  r isulfi  in  B (ed anzi un i fo rmemente  per  (t, X ) E  A) 

(10) 

ed infine sia 

lira F(t  "4- kn, X~ "- L(t, X)  
~ O D  

z ' (o  = L(t, z(t)). 

Per  provare the  X(t) 6 funzione quasi  periodica basra dimostrare  ehe 
le X,,(t) cofivergono alla Z(t) uni formemente  in J. 

Pe r  quanto  si 6 visto 6 Z(t) EP e d e s i s t e  un  numero  p ~ > 0  tale che, se 
Z,(t) e Z~it) sono due soluzioni E F 
[Z,(t) - -  Zf l )  I ~ 2~ per  ogni t E g. 

Ammetf iamo era ehe le X,(t) non 
funzione Z(t} e proviamo, dappr ima,  ehe 
e tre successioni (le pr ime due di interi  

tall che risulti 
(11) 

Infatti ,  posto 

di una  qualsiasi" delle (3), r isult i  

convergano un i fo rmemente  in J alia 
esistono un numero a, con 0 ~ a ~ p, 
positivi) 

(r---- 1, 2, ...) 

sin Ira,,, l ' insieme ehiuso (eventualmente  vuoto) dell 'asse t in cui 6 %,, ,(t)  <_ ~. 

m~ ~ m~ ~ ... ~ m,. ~ ... 

n I ~ n , ~ . . . ~  n r ~ . . .  

t~, t~,..., t,.,... 

~ i i ( t , . ÷ k ~ . ) - - X ( t ,  + k . r )  l <_~. 

~.,,,,(t) = I X( t  + k..) - -  X( t  ÷ k .)  l (m < n) 
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Po, _~, a causa della eonvergenza, risulta, per m < m ,< n, 

X(k,,)I _< 

l ' ins ieme Ira,, contiene, per m < m ~ n, il p u n t o t - - -  O. Possiamo supporre 
m---~ 1 (ciob t rascurare  le prime m -  1 funzioni) e allora nessun insieme Ira,,, 
sarh vuoto. 

Posto 
(12) 

r isulta 
(13) 

~m, ,, = estr. sup. ~,,,,(t), 

lnoltre non pub essere 

(14) lira 8,,, ~ = O. 

Infatti,  in tal ease, preso ad arbitrio ~, con 0 ~ e ~ ~, esisterebbe un 
,m~ tale da aversi, per m~ < m < n, 

~m,n d e  

e quindi 

(t ~ In ,  n~ 

Inoltre, per definizione, nel complementare  CIm,,, di I,, , , ,  deve risnltare 

. (0 > e. 

Ma allora~ per la continuiti~ in J, l ' ins ieme CI~,~ ~ vuoto e quindi /m,,~ 
coincide, per m, < m ~ n, con tutto l 'asse t. Per  le (12)e (14), la couvergenza 
r isul terebbe allora uniforme in tutto l ' interval lo J, centre  l ' ipotesi .  

]~ pertanto 
max lira ~ , ~ , ~ - - 2 ~ 0  

ed esistono due successioni di interi positivi 

tall che sia 

m i < m ~ < . . . < m , , ~ . . .  

n I <n,~ < . . .  < n , , < . . .  

3~ 

Corrispondentemente si pub trovare in 1%,~+. 

%~, ,,fl,) ~ % 

e quindi, per la (13), la (11) ~ dimostrata. 

un punto t,. tale ehe risulti 
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La  d imos t r az ione  del  t e o r e m a  p rosegue  ora in modo  ana logo  a q u a n t o  
stato fat to  da l  FAVARD per  il caso l i nea re  (~). 

P o s s i a m o  es t ra r re  dal le  success ion i  ! k m  }, / k% I due  success ion i  i ~, }, t v, !, 
c o r r i s p o n d e n t i  ai va lor i  r ,  de l l ' i nd ice  r, tal l  che,  posto t , ' =  t,.8, r i su l t i  

l im X ( t ;  + t~8) = U 
(15) * ~ 

l im X( t ;  + v~) --- V 
$ ..--*- GO 

essendo  U, F due  p u n t i  di Sn sodd i s facen t i  al le  l imi taz ioni  

(16) ~ < 1 U - -  V[  < p .  

Cons ide r i amo  ora  le success ion i  i X(t  +- t~' + ~,) I, i X(t  + t ;  + v,) }. 
Si  possono  es t ra r re ,  da ques te ,  d u e  success ion i  t X( t  + t ~ " +  X~)!, 

I X( t  + tp"--I- ~p) ! (con t~" "-- t~p, ).p = ~%, ~p "-- v%), le qual i  conve rgano  in J 
a d u e  soluzioni  Zfl) ,  Z~{t) di due  equaz i~ni  del  t ipo (3): 

(17) Z~'~-L,( t ,  Z,), Z(---L~(t ,  Z~), 

r i s u l t a n d o  in B, ed anzi u n i f o r m e m e n t e  pe r  (t, X ) E  A, 

L,(t, X)  - -  lira F(t  + t i '  + ),p, X), 
(18) 

L.2(t , X)  "-- l im F(t + t," + ~ ,  X). 
p . - -~  (:x3 

Sari~ inol t re ,  pe r  le (15) e 116~, 

(19} a < I Z,(0) - -  Z.A0) I - -  i U - -  V t ~ ~. 

D i m o s t r i a m o  che  r i su l ta  

(20) L,(t, X ) =  L~(t, X). 

In fa t t i  ~ t ),~ } c_ f k,, }, t ~p } C t k,, / e quindi ,  pe r  la (t0), 

l im F{t ~ ~ ,  X)  --" l im F(t + ~ ,  X)  - -  L(t, X)  
p ..--*- ~ p .--*- O0 

in  tu t to  B, ed u n i f o r m e m e n t e  per  (t, X)E.A. 
Perc i6 ,  p reso  ad arbi t r io  ~ ~ 0, sarh,  pe r  p ~ P S ,  (t, X )E  A, 

poi, pe r  (t, X) E A, p{ ~p~  ~ p ,  

I L,(t, X ) - -  L~(t, X)  l ~ l L d t  , X ) - -  F(t + t~" + Xp, X)  t + 

+ I V(t + t / '  + ),~, X)  - -  F(t  + t," + ~ ,  X)] + I F(t + t / '  + ~p, X)  -- Ld t  , X) I ~< 3,  

a causa  del le  (18) e (21}. 

(~) J. FAVARD, loe. cir. in (i)~ pp. 89.90. 
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La (20) ~ pereib dimostraia. 1% segae che Z~(t) e Z~(t) definiscono due 
soluzioni E F e distinte della medesima equazione 

Z' = L,(t: X).  

Per  la (19), non pub aversi, in tutto J, 

i z , ( t )  - z , ( t )  I > ~p 

eib che ~ assurdo. Per tanto le Xn(t) eonvergono uniformemente in J e la tesi 
dimostrata. 

CO~OLL:~RIO.- Se c iascuna delle (3) ammet te  u n a  sola traiet toria E |', 
questa traiet toria ~ quasi -per iodica.  

Se po i  A coincide con tulle go spazio S,, si ottiene l ' enuneia to  particolar- 
mente semplice:  se c iascuna delle (3) ammet te  u n a  sola traiettoria l imi tata ,  
questa ~ quasi -per iodica.  

Nell ' ipotesi  che il sistema sia lineare, ques t 'u l t ima proposizione si riduee 
al teorema di FAVARD. 

ESEMPIO. - Consideriamo dapprima il sistema nelle ineognite ~(t), ~(t): 

~ ' - -{ ' - -  1 
~ ' - -  ~. 

Si hanno gli integrali  particolari  f ~j(t)-- 1, ~( t)~-01,  t ~ ( t ) - - -  [, ~2(t)--0 I. 
Tutte le altre soluzioni sono date dalle formule 

[(t) = C, - e"  
(7~ + e ~e 

,~(tl = o /  

con C, e C~ eostanti arbitrarie,  t C~ [ + l  C~ ] ~> 0. Risaltano, tra queste, 
l imitate in J sollanto le soluzioni eorrispondenti ai valori t C~ ~ 0, C~ - -  0 }. 

( 1 ) 
Inol~re ognuna di tall soluzioni ha uno zero per t - - ~ l o g  C~ . 

Faceiamo era il eambiamento di ineognite definite dalla trasformazione 

x ~- r(t) t ~ cos ~(t) + ~ sin ~(t) } 

y - -  r(t) { --~ sin ¢~(t) + ~ cos ¢p(t) }, 

con r(t), ~(t) funzioni quasi-periodiehe,  insieme alle lore derivate r'(t), ¢~'(/). 
Inottre ?(/) abbia, in J, oseillazione ~ 27: ed r(t) soddisfi alle limitazioni 

O <  ~ , <  tit) ~ v. 
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La t rasformazione  considerata  b mani fes tamente  invert ibi le  e le incogni te  
x(t), Y(0 soddisfano a un  s is tema (the si scr ive  immediatamente} del tipo 

x' - -  X ( t ,  y) 

y ' =  y(t, y), 

con X,  Y funzioni quasi  periodiche di t. Alle soluzioni /~,(t)---1, ~ ( t ) = :  0 I, 
{ ~ ( t ) - - - - 1 ,  ~ : ( t ) : 0 1  eorr ispondono,  nel  piano (x, y), le t raiet torie  
i z,(t) -~ r(t) cos ~(t), ydt) --" - -  r(t) sin ~(t)t, t x~(t) : - -  r(t) cos ~(l), y~(t) --- r(t) sin ~0(t)}. 
P e r  queste, F b la corona circolare ~ Vx ~-l-y* ~ v  ed b inoltre 

1 

{ (x,(t) - -  x.~(t)) ~ 4- (yf l)  - -  y~{t)) ~ t ~ - -  2r(O ~ p. > 0. Nessuna  altra traiet toria b 
contenuta  in F, perehb le soluzioni l imitate (eseluse le due considerate) 
passano tulle per  l 'or ig ine .  Si conchiude  che le due traiet torie t x~(t), ydt) t, 
{ x~(t), y2(t) } sono separate ne l l ' ins ieme A. 

2. Consideriamo l ' equazione  

(22) X " =  - -  A X  --  ¢r(X') + F(O, 

nell '  incognito vettore X ( t ) ~  (xfl) ,  ..., x,~(t)), ponendo,  dappr ima,  te seguenti  
ipotesi : 

a) A - =  II ai~ !1 d una  matrice quadrata,  s immetr iea e tale che la forma 
1 . . . n  

quadrat ica Y, a~k~.~k s ia definita posi t iva ; 
ik 

b) F ( t ) ~  (fl(t), ..., fn(t)) ~ un  vetlore definito nell ' intervallo J, continuo e 
l imitato : r isulta cio~, per  ogni t di  J ,  

(23) I F(t) i <~ ~ 

con M costante posi t iva ; 
c) (I)(Y) ~ (%(y~, ..., y,), ..., %,(y~,..., y,,)) ~ un  vettore, funzione continua 

del punto  Y -~ (y,, ..., y,)  in  lutto lo spazio (y~, . . ,  y,~), tale che r isul t i  

(24) min  lim O(Y) X Y  = h > 0 ,  

M 
(25) min l im I~p(Y)[> . 

JYI--*~ h 

In virtfl di queste  ipotesi, la (22) pub interpretars i  come l ' equazione  del 
moto di un  punto  materiale,  sotto l 'azione di una  forza mortice F(t), di 
una  forza elastica di  r ichiamo ~ A X  e di una  forza --  @(X') la quale presenta  
il carat tere  di una resistenza passiva,  almeno per grandi  valori, in  modulo, 
della velocil& 

Annaii  di Matemtttiea I4  



106 L. AMERIO: Soluziord quasi periodlche, o limitate, ecc. 

Quest :u l t imo aspetto de l l ' equazione  ~ tipico nei problemi conoernent i  la 
Meccanica non lineare e, pifi in generale,  la teoria delle oscillazioni non 
lineari. Si noti  ehe, con la (25), non si r ichiede alla resistenza -- (I)(X') di diven- 
tare inf ini ta  con [X'I  ma soltanto di neutral izzare,  quando I X ' I  sia abba- 
stanza grande, il lavoro e lementare  della forza motrice F(t). Una ipotesi di 
tal na tura  ~ gik stata fatta da ASOARI (7), per  n----1. 

Dimostr iamo ehe, nelle ipotesi poste, la (22) ammette almeno una  soluzione 
X*(tj definita in  J e limitata. Inoltre ogni integrale, corrispondente ad arbi. 
trarie condizioni iniziali, per t ---- t, ~ limitato nell 'intervallo t ~-- + ~ .  

Faeciamo,  innanzi  turbo, una  trasformazione l ineare 

(26) U--- RX ,  

dove R -  II r,k H ~ una  matr iee  ortogonale, allo scope di porre il s is tema (22) 
nella forma pifi semplice.  Dalla (26) segue 

(27) Z - -  R - ' U ,  (R- '  ---- II r , ,  II )" 

Con questa  trasformazione,  detti  V~ e V~ due vettori, W~ e W~ i trasfor- 
mati, si ha 
(28) V, × V, = W, X W~. 

Applieando la R, si ottiene, per  la (22}, l ' equazione  ne l l ' incogni ta  U{t), 

(29) U" - -  - -  R A R - ' U - -  RO(R- 'U ' )  + RF.  

1. . .~ 
Ora, essendo la forma .~v as, k ~  defini ta  positiva, si pub scegliere la 

i ,k  

matr iee  R in mode ehe la matr ice R A R - ~ - - ~ N  abbia la forma eanonica 
diagonale  : 

essendo ~i ~> 0 le radiei earat terist iehe,  81k il simbolo di KRONEOXER. 
Posto 

o0(u ' )  = R e ( R - '  V'), Fo(t  = Rr(t),  

si rieava, per  la (29) e (30), 1' equazione 

(31) U" - -  - -  N U -  (I)0(U') - -  Fo(t ). 

Osserviamo era the,  preso un vet tore arbitrario V e detto W ~  R V  il 
t rasformato,  risulta,  per  la (28), 

i w l - I v I  
e inoltre 

(32) (Po(W) X W - -  (RO(R -~ W)) X W - -  ( R e { R - '  W}) X (R V) = 

= ¢ (R- ,  w)  x v = ¢(v)  x v. 

(7) A. ASOARI, Studio asintotico di un'equazione relativa alla dinamica del punto, 
• Rend.  Ist .  Lombardo  2, vol.  L X X X V ,  1952, pp. 278.288. 
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Pertanto le condizioni a), b), c) sono invarianti  rispetto alia trasforma- 
zione R (cib che era a priori evidente data la na tura  delle condizioni mede- 
sime e cli R). 

Possiamo percib supporre senz' altro ctie nella (22) la matr ice A abbia la 
forma diagonale. In  tal caso la (22) equivale al sistema 

(33) x~" ----. - -  ~ x ~  - -  ¢~h(x~', . . . ,  x,~') + fk(t) 

con ~ a ~  0. Posto poi xa' ~ Ya, le (33) equivalgono al sistema di 2n  equazioni 
helle 2n incognite x i ,  y~,  . . . ,  x,~, y,~: 

xa' "-- Ya (34) 
ya' - -  - -  ~,x~h - -  ¢~kiY~, . . . ,  Y,,) + fh(t). 

Per  dimostrare l 'es is tenza nel l ' interval lo J di una soluzione xa*(t), 
yj,*(t}! limitata, possiamo seguire un procedimento di uso f requente  m pro- 
blemi di tal na tu ra ,  consistente nel determinare  un dominio limitato da] 
quale le traiettorie del sistema (34) non possano uscire. 

Consideriamo la funzione 

(35~ 

con ~ ~ 0. 
Posto 

W ( x , ,  y , ,  . . . ,  x,~, y,~) = ~ i (V~-h xa -t-- 8 arctg y,)'~ + y,~ } 
1 

ua -- V ~  xa -t- ~ arctg Ya 
{36) 

va --" y~ 

ciob 

ua 8 arctg va 

Ya - -  va 

si stabilisce un omeomorfismo tra i due spazi S2,~(ui, v i , . . . ,  u,,, v,~) e 
Sv~(~v,; Yl ,  . . . ,  x ~ ,  y,~) che fa corrispondere ai punti  non esterni a l l ' ipersfera  

E, (uh ~ + v~') - -  ),~ (~ > 0) 
1 

i punti  del dominio 5x non esterni alla ipersuperficie ~x di equazione 

(37) W ( x , ,  y , , . . . ,  x~,~, y , ) - ~  ),~. 

Consideriamo ora la funzione 

(38) W ( t ) - -  W(x l ( t ) ,  y,( t) ,  . . . ,  x,~(t), y,,(t)) 

ove I xl(t) ,  y~( t ) , . . . ,  x,~(t), y,~(t) } ~ una soluzione del sistema (34). 
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Si ha, per le (34), (35), (38), 

l d W  ~, ( V ~ x , + S a r c t g y , )  V~x , '+ l_~_ya~]+y ,y  ,' --  

"l 
- -  ~a (¥~w~ + ~ arctg y~) V L  ya -b- 

t 

+ (V,~h xa -I- 8 arctg Ya) 1 + ya - - - - - ~  +" 

"l 
~ Ea ya(¢~a - -  ~ V ~  arctg Ya ~ L) + 

t , 

+ 1 -I-y,~ ( V ~  ~¢a + ~ aretg ya)(~ax, + 8V~ arctgy~ - - 8 V L  aretgya -t- ? ,  -- L) ----= 

. . -=_~,(Ta_8¥~arctgya_._f ,)(ya-I-  ~(V~: ~' + 8 arotg ~')) -{- 

-- ~a 1 -b ya~ 

y,)(-- ~ ,x , - -  c~, -~- fk) t--- 

Osserviamo ora the,  per le (24) e (25), esistono due 
0 < a < 1, L > 0, tali the  per t Y[ ~ L  risulti 

M (1 + ~)~ 
h 1 - - ~  

(40) ~P(Y) X Y h 

I¢(r)llrl  l+a" 

numeri  a ed L con 

Considerato poi il vettore ~b(~Y) ---- { V ~  aretg y~, ..., V ~  aretg y~ } si ha, 
per  ogni Y, 

con ? costanto positiva. Si pub pertanto prondere ~0 ~> 0 in modo the, posto 
G --  &p(Y) + F(t) risulti, per  0 ~ 8 ~ 80, 

(41) [ G l ~ M +  87 ~ M ( 1  + a). 

Pe r  lY t ~ L  risulta allora, tenure presenti  le (40)e (41), e osservando the  
neeessariamente 0 < h ~ 1 e quindi, per la (41), i G I ~ [ (I)(Y) 1, 

h 
(42) ((I)[ Y) - -  G) X Y ~ 1 q--~ I ~(Y) { I Y [ - -  M(1 + a) [ Y [ -=-- 

h M(1 .+ a)' I ha 
= ~ l ¢ ( r ) t l  1 h l¢ (y ) l  I Yl ~ i ~ - ~ t ¢ ( Y ) t  t ](I ~ 

ha ha 
~ 2 1 1 +  ~----~{I ¢(Y)[ + [GIt[ r[  ~ 2 ( l ÷ a i  I ¢(Y)--  G II r I. 
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Consideriamo ora il vettore H ~  Ii Vp-~,x , 
+ 8are tgy ,  

1 + y(~ ' ""' t + y J  J " 1 

Risulta, nei punti  della ipersuperfieie {z, con k > L ,  per le (35) e (37), 
supposto sempre I Y I ~  L, 

(43) ~i{ffP(Y)--G}XH,~--~SI*(Y)--G [ ,Hl~,¢(Y)--GI l ~a(Vp--axa+~aretgy,)" }}---- 

- -  8 ] O(Y) - -  G t VY-' - - I  Yt L 

Dalle (39}, (42) e (43) segue allora, per ] YI ~ L, la disuguaglianza 

1 dW<_i+(r)_ a I { ~ - ~ V  x * - ~ , }  (44) ~ d~ - -  

h ~  
dove si b posto ~ - - I Y [ ,  }~--2(l+z). 

Sia ora 0 _<_ ~ = ] Y] _~< L. Posto 

p ~- min V ~ ,  q - -  max V eh, 
l ~ k ~ n  l g k ~ n  

N~--~ estr. sup. t (I)(Y) - -  F(t)I, 
O_~"q_<L, t ~ J 

risulta 

t +(Y) } <- q~, 

" V E  (VLwa + aretgy~)" ~a 1 + yh 2 ~ 1 + ~  * 

e quindi, per la (39), 

(45) 1 dl/V 

2 ~ b  1 q - ~ '  

So vogliamo che in tutti i punti  di ~ e per ogni t E J risulti 

d W  
dr- < O, 

basta, per le (44) e (45), che 8 e ). soddisfino alle condizioni 

(46} 
~ ~> 8Vk 2 _ ~", 

@(~ __ ~2) > ( N +  8q~) (~  + ~ V k  2 - -  ~),  
I -,I- "~ "~ 

per ~ ~ L, 

per  0 < ~ < L .  

La prima delle (46) ~ verificata se risulta 

(47) ~L > W V -  F-. 
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Quanto alia seeonda si osservi che, posto 

~o(~} = (N + ~qn)(n + ~ V ~  - n~), 

r isul ta  

~)'(~}) - -  ~q(~ + ~ V ~ - - -  w~) + (N + ~q~) 1 V ~  

--- N + 2~q~ + 8~qV~ - ~ N ~  ~'-'q~ 

=N+~ 2 q - -  ~7~ +~q ~ "  

N 
Pereib, se b I: ~ 2L "~, 2q ~ VX~____~, risulta o)'(~) > 0 per 0 _< ~7 --< L, 

eio@ (0(W) ~ funzione ereseente. 
A maggior ragione questo avverr'~ se supponiamo 

V N~ (48) V),~ - -  L '  >_ L '  + ~ - ~  - -  Go > O. 

Per tanto,  se vale la (48), la seeonda delle (46) sari~ soddisfatta se I e 
8 < ~0 soddisfano alia eondizione 

(49) 
8p(i' -- L') 

1 + L ~ > (N + ~qL)(L -}- ~V~ - L~). 

Posto allora ~ = V ~  - L ~, si ot tengono dalle (47), (48) e (49) le condizioni 

~ < ~L 

(50) 8p~ > 8(1 + L~)(N + ~qL){ + L(1 + L2)(N + ~qL), 

Io < %, 

Posto 

(51) 
~,(~) _-- 8(1 + L~)(N + ~qL) + V~:(I + L')"(N + ~qL)' + 4~pL(l + L')(N + 8qL) 

2@ 
si ottiene, per  0 < 8 < 8' <_ 8 o, 

V V 

(52) 2V--  < < 3 '  

con v costante positiva. Se 6 allora 

~ L :  / 
(53) 0 < 8 < r a i n ( 8 ' ,  ~ ,  = 8 ,  



L. AMERIO: Soluzioni quasi periodiche, o limitate, ecc. 111 

r isul ta  

Pertanto.  fissato ~ ~ 8~ 
soddisfacente alle condizioni 

(54) 

< 

e tale the  sia ~ , ( ~ ) ~ o ,  si pub prendere  ~ ~ 0  

< < 

e in tal caso le (50} saranno soddisfatte.  
Nell6 spazio ,S~n il vet tore V----(x~,'(t), y~'{t),..., xj(t), yj(t)) spiccato dai 

punt i  di ~f (con)~----~/~2 + L  ~ ,  ~ _ ~ ) ,  r isul ta  orientato,  qua lunque  sia t, 
verso l ' i n te rno  del dominio h~-, avente come front iera  l ' ipe rsuper f ic ie  ~i. 
Si conehiude  the  se le condizioni iniziali, per  t - - t ,  t w~t~----2h, Yk(t)~ ?/k } 
sono tall che il pun to  (2~, ~ , . . . ,  xn, Yn) appar tenga  a 5~, l ' i n tegra le  corri- 
spondente  a tall condizioni iniziali (o anche un  qualsiasi  integrale  corrispon- 
dente  a tall condizioni,  poichb non b r ichiesto 6he valga per  la (22) il tee- 
rema di unicit'~) ~ prolungabi le  neWinterval lo t-~---~ oc ed b contenuto  in h~ 
per  ogni t ~_ t (qualunque sia il p ro lungamento  effettuato). Tale integrale  
per tanto  l imitato neW intervat lo t ~----t-c~. 

Questo avverr~ in part ieolare per  una  suecessione i a~a,,.(t), y~,,(t) l di 
integral i  soddisfacenti  alle condizioni iniziali  

, ( -  r ) - -  0 

YA, ,,(-- r) - -  0 
(r--~O, 1, 2 , . . ;  t ~ - - r ) .  

Si ott iene in tal modo una  successione di integrali  i quali  r isul tano equi. 
l imitati ,  e quindi ,  a eausa delle (34), equicont inui .  Si pub estrarre alIora da 
tale suecessione una  successione parziale, la quale  r isul t i  convergente  in 
tut to J (ed anzi un i fo rmemente  in ogni interval to l imitato a ~--~ b) ad un  inte- 

* t (34). Poich~ tale integrale ~ definito in tutto J,  grale {x~(t), Yk()} del s is tema 
ed ~ contenuto  in h f ,  la p r ima  parte  del teorema ~ dimostrata .  

Pe r  provare  pot la seconda parte, basta osservare che, fissate ad arbitr io 
le eondizioni iniziali t ~a ( t ) ' -  5~, yhl t ) - -  Yk }, si possono seinpre scegliere 
82 ~ e ~ ' ~  ~o in modo che il punto  P(:vh, Yk) sia contenuto  in 5x,. In  tal 
caso ogni t raiet toria  passante  a l l ' i s tan te  iniziale t per  tale punto sara conte- 
nuta  in 5~, in tut to F intervallo t-~---b c~. 

OSSERVAZIONE. - Supponiamo c h e l a  funzione F(t) sia continua e perio. 
dica, di periodo T. Allora, se valgono le condizioni a) e c), la (22)ammette  
almeno una soluzione periodica X(t) di periodo T. 

Osserviamo che la soiuzione l imitata  X*(t), di cut dianzi si ~ provata  
l 'esistenza,  non 6 in generale  periodica. 

Pe r  provare  che esiste una  siffatta soluzione X(t), anch 'essa  eontenuta  
in 5~-, procediamo nel modo seguente.  

Fissato ~.~ > )., sia ~k,,~(Y~, ..., Yn) un,~ suceessione di pol inomi per  i 
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qual i  r isul t i  
(55) 

un i fo rmemenh ,  
per  1' equaz ione  
(56) 

lira ¢~a,,~(Y, .... , Y,~)-~ ¢~h(Y,,..., Y,~) 

in 5~. Posto ¢ , . (Y)  ~ 1%, , , (y , , . . . ,  y~), . . . ,  v , , , , ( y , , . . . ,  y,) },  

x "  + , , , ( x ' )  + A X  = F ( t )  

vale il t eo rema  di es is tenza e unici t~ per  a rb i t ra r i  valori  iniziali.  Ino l t re  si 
ha la d ipendenza  con t inua  degli  in tegra l i  da tali valori  (cib che si r ich iede  
per  po te r  appl icare  il t eo rema  di BROUWER). 

S ia  inol t re  {x,,,,~(t), y,,,,(t), ..., x.~. re(t), y,~,,,(t) } una  soluzione del  s i s tema 
{equivalente  al la  {56)) 

xh' ~--- Ya {57) 
y , '  - -  - -  e , x ~  - -  ~ ,  re(y,  . . . .  , y,~) ÷ fh( t )  

e eons ider iamo il ve t tore  V,~ ~-- l x'~,,,(t), y',,,~(t), ..., x/n,,~(t), y'~, .~(t) / spiccato  
dai punt i  di ~ .  Questo  vet tore,  a eausa  del le  (39), r isul ta ,  a lmeno per  m ~ m 
abba, s tanzu grande,  or ien ta to  verso  l ' i n t e r n o  di 5~, q u a l u n q u e  s i a t .  

Una  consue ta  appl icaz ione  del t eorema di B n o u w E n  pe rme t t e  al lora di 
a f f e rmare  l 'esistenza, per  il s i s tema (57) e per  m ~ m d i u n a  solu~ione perio- 
dica e di per iodo T, { ~a,,~(t), ~)k,,~(t) I E h~. 

Le  funzioni  l~a,,,(t), ~jk,,,(t) l sono percib  equ i l im i t a t e :  sono inoltre,  a 
a c a u s a  del le  (55) e (57), equ icon t inue .  Si pub es t ra r re  perc ib  dal la  loro suc- 
cess ione  una  success ione  parzia le  {2k,,%(l), ~ . , ~ ( l )  i convergen te  uni forme-  
men te  in tut to  J (a c a u s a  del la  loeriodicit'~). 

La  funzione  l imite  i~a(t), ~a(t)} soddisfa  al lora al s i s tema (34) ed 
per iodica ,  di per iodo T (s). 

3. Cons ider iamo l ' equaz ione  (22) e suppon iamo  the, oltre alle a), b}, c) sia 
verif icata la condizione seguenle:  

d) r isu l ta  
(58) { ~ ( u +  v) - ¢ (u )  I x v > 0 

per  ogni coppia U, V di vettori con V :4: O. 
]in tal c~so si pub d imos t ra re  che :  

a) vale, per  arbi trarie  condiz ioni  in iz ia l i  date per  t - - t ,  anche il teorema 
di unici t~,  a lmeno al la  destra di  t ;  

~) l ' inlegrale { x~(t), y~(t) l definito in  tutto J e l imitato (di eui  abb iamo 

(s) Per altri teoremi di esistenza di soluzioni periodiche, relativi a sistemi in pifi gradi 
di liberth, vedasi: 

D. GaA~'F~, Forced o~cillations for several non linear circuits, ~ Ann. of Math. ~ , vol. 54, 
1951, pp. 26'2--271: S. MIZOHATA, On the existence of systems of periodic solutions for several 
non linear circuits, <, Mem. of College of Sc. ~, Kyoto, vol. XXVII, 1952, pp. 115-121. 
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gi~ dimostrato l 'esistenza) ~ unico e ad  esso sono asintotioi,  p e r  t ~ + c o  

tut t i  g l i  a l t r i  in tegral i  del sistema. 
Osserviamo, innanzi tutto, che anche l ' ipotesi  d) i~ indipendente dai 

eambiamenti  di coordinate cartesiane ortogonali. 
Per dimostrare la proprietA ~) consiSeriamo due integrali 

I ,,,(t), ~,(t), . . . ,  o,,~(t), M t ) l ,  l z,(t),  ~,(t), . . . ,  ~,,(t), ~,,(t)l 

del sistema (34) soddisfacenti, per t--" t, alle medesime condizioni iniziali 

Posto poi 

~(~ )  = z~(ti = ~ ,  ~ (~)  = ~(~)  = ~ .  

~ ( t )  = ~(t~  - ~ ( t ) ,  

risulta 

(59t ~(~)  = ~ ( ~ )  = o 

e le funzioni I ~(t), ~%(t) I soddisfano, por le (34), al sistema 

~ '  - -  ~i: 

,7~' = - -  ~ , ,  - -  t ~,,(~,(t) + ,~,, ..., ~,,(t) + ,~,~) - -  ~ok(~,(O, . . . ,  ~,,(t)) I. 

Posto U------{~,,..., ~ I ,  V~{~qi ,  .... ~,~1 e tenuto conto della (58), 
ricava allora 

~,, (~k~,,~,; + ,~,~,:') = - ~,~ 1 ~o~(~, + ~ , ,  ..., ~,, + , ~ , , ) -  ~,,(~,, . . . ,  ~,,~} ,v, = 
1 1 

= - I ¢ ( u +  v ) -  ¢ ( v )  f x v ~ o ,  

cioi~ la funzione 

i" I 1 

non erescente. Poieh~ risulta, per le (59), R( t ) - -0 ,  sark allora R(O "-O,  
quindi ~ ( t ) =  0, ~ ( t ) - - 0 ,  per t ~ t, cib ehe prova la propriet~ a). 

Dimostriamo ora la proprieti~ ~). 
Posto 

~ ( t )  = ~ ( t )  - -  ~ ( t )  

~k(t) --- yk(t) - -  y~(t), 

{ ~k(t), ~(t)  l risulta, per le (34), soluzione del sistema 

(6ot 
_ _  * , 

si 

Annal i  "di Matematicet 15 
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Ne segue, come precedentemente ,  

(61) E~ { ~' + ~' } =- ~ { ~(y~ 4-~, ..., y* + ~)- ~(y,,, ..., y*) } ~ = 
1 t 

- -  - -  { ¢ ( Y *  + H)  - (P(Y*) I >< H < O, 

aveudo posto Y*(t) - -  i y**(t), ..., y*(t) }, H ~ { ~ , . . . ,  "q, i. 
Dalla (61) segue e h e l a  funzione 

(62) R(t) ---- E~ (8~{~' + ~ : )  
1 

non crescente; esiste per tanto  finito il l imite 

(63) l im R(t) = r ~ O. 

Dimostr iamo che 
(64) r = 0. 

La  tesi ~ evidente se per  un  valore t~ ~ t, essendo t 1' is tante iuiziale, 
r isul ta  R(t,) = O, poich~ allora sar~ B(t) ~ 0 per  t ~ t~. 

Supponiamo percib R(t) > 0 per  ogni t ~ t e d imostr iamo che vale la (64). 
Ammet t iamo infatti  t h e  sia r > 0. Si consideri  l ' in tegra le  { ~k(t), W~,(t) } a 

par t i te  da l l ' i s tante  iniziale /. Preso ~ > 0 valut iamo la misura  de l l ' ins ieme 
aperto E~ ~ ( t - - +  c~), in cui r isult i  

(65) I R(t) i ~ = ~ ~(t) > ~,. 
1 

0sserviamo the,  per  la (63), il vettore H(t) ~ l imitato nel l ' in terval lo  
t ,~-- -~-~;  lo stesso avviene per  Y*(t). Inol t re  uetla eh iusura  di E~, 
/~ ~ ([ H(t)I s ~ .  ~), r isul ta  t H(t) [ ~ ~ > 0. Per tanto,  per  t 6 E~, sussiste una  
l imitazione del tipo 

(66) i ~(Y* + H) -- ~(Y*) 1 >< H~ ~ > O. 

Dalla (61), in tegrando ira t e + 0% segue poi, per  le (63) e (66), 

co 

(67) R"(~)--r~ = 2 J  i o ( Y *  + H) - -  O(Y*) i X Hdt  = I~ > O. 
g 

Pereib, det ta  ~(E~) la misura  de l l ' ins ieme E~ (il quale consta di una 
successione di intervall i  aperti), r isul ta  

~2 

(68) ~(E~) < 2~---~ ' 

eioi~ E~ ha misura  finita. 
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(69} 

(70} 

C O i l  

]~ pertanto 

Dimostriamo ehe 

min lim H(t)= O. 
t ~ q - c ~  

lim H ( t )  - '-  O. 

Per  questo comineiamo con l 'osservare ehe, se non vale la (69), si ha 

max lim I H t t )  l - -  8, 

0 ~ 8 < r  

per  la (63). 
Posto poi 

(7I) A'( t )  - -  ~ ~ k '  - -  R ~ - -  I H t  s, 

si preuda a ~ 0 ad arbitrio, ma in mode ehe sia 

(72) 0 < 2 ~  ~ < ~ ~ r. 

Consideriamo solo quegli intervalli  a m - - b , n  della suceessione E~ nei 
quell esistono punti  x,, tali ehe risulti IH(z~)I ~ ~ C ,  mentre  in a m ,  b,~ 
I H l ~ - -  *~. Si prenda poi t ;  ~ t in modo ehe, per  t ~ t~', risulti 

r.' _< A~(t) + I H ( 0 1  ~ ~ r s + ~s. 

hl lora  si ha, per am ~ ,  t~', 

AS(a , , )  > r ~ - -  ! H ( a , , )  t' = rS - -  ~ 

A ~ ( ~ . )  ~ r ~ + ~ - -  [ H ( ~ , . )  I s < r" + ~s _ ~.. 
(73) 

e quindi 

( 7 4 )  

No segue 

(75) 

A,(a,~) _ A,(~.,) > ~s _ 2~s ~ ~ " 

Tr~ 

- -  I A~(~:.) - -  AS(am) l ~  a~ 

e r a  le funzioni ~a(t), ~k(t) sono limitate nel l ' interval lo ~1--+  ~ .  Pertanto,  
detta N una conveniente costante positiva, risulta, per  t ~  t ~ + co, 

I" I J" r 1 1 
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e quindi, per la (74) e (75), 

~rn 

Ob m 

eio~ 

(76) b. ,  - am ~ 2 N "  

Inoltro, per la (68), la misura complossiva degli intorvalli a ~ - - b , ~  

< ~ . - - .  Per tanto il loro numero v soddisferA alla limitazione za)~ 

l " N  
(77) v < 

~ 0 ) s  " 

In particolare, preso e = ~ ,  risul~a v < ~ :  

So allora t ~ > t ~ '  ~ l ' ascissa  massima di questi  intervalli, 
r isulta 

IH~t) I < ~  

o quindi, per  l ' a rbi t rar ie th  di ~, la (69) ~ provata. 
/~ pertanto, per  le (53) e ~61), 

lira A~(t) - -  r ~ ;> 0 
t . -*  -]-~ 

cio~ 

(78) 

per t ~ t~ 

1¢ 

lira Ek ph~( t )  = r ~. 
t . --~ + c o  I 

0 ra  si ha, per  le (60), posto L m {~t,... , ~, }, 

~'~ (~'~k + ~ ' )  = ~ ~k ~k~k ---: E~ ( ~  - -  ~ k  2) - -  { O( Y* + H)  - -  O(Y*) } X L 
1 1 1 

e il secondo membro ~ -  r 2 <  0, per le (69) e (78). 
hie segue 

1¢ 

t .---.- -¢-O0 1 

mentre, per essore le ~z(t) limitate e lo ~k(t) infinitesime, deve essere 

lira '2~ ~ ---- 0. 
t - - *  +¢x~ 1 

Non pub essere pertanto r > 0 e la (64) ~ dimostrata. 
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Supponiamo ora ehe l ' in tegra le  i~l,(t), ~g t ) t ,  non ident icamente nullo, 
abbia come suo intervallo di esistenza l ' interval lo t o - - - F e e  e dimostr'unno 
ohe r isul ta  
(79) lira R(t) ----. 4- ~ .  

t.--.-t0+ 

La (79) b evidente se go ~ finlito. In  tal easo infatti  la funzione non ere- 
scenic R(t) non pub avere, per t - - - t  o + ,  un limite finito ~, perehb l'inl~egrale 
{~k(t),.~,(t)t r isulterebbe limitato nel l ' interval lo t o - - 4 - o o  e quindi prolunga- 
bile in un  pitt ampio intervallo t , - - -4-0% con t, < t 0 . 

Supponliamo percib t o - - -  0¢. Proviamo ehe non pub essero 

(80) lim R(t) - -  R 

finite e > 0. Pe r  questo si ragiona sostanzialmente come nel ease precedente.  
Supponiamo ehe valga la (80), con R > 0 e finlito. 
Si ha dalla (61), inltegrando nel l ' interval lo - - cx~- - -Fc~  e tenendo pre. 

sente la (64), 

= 2~{ @(Y* + H) - -  (I)(Y*) } X R* Hdt 

e allora, considerando l' insieme E~ C J eve vale la (65), si r icava 

R 2 
(81) t~(E~) < 2(o~" 

Si ha percib 

Dimostriamo che 

min lim H(t) -~- O. 

( 8 2 )  . l i r a  H ( t )  - -  O. 
1~---~ --Oo 

(83) 

c o n  

(84) 
per la (80). 

Infatti ,  se non vale la (82), r isulta 

max lira IH(t) l - -  ~, 
t - -a-  ---oo 

0 < y < R  

Consideriamo era  la funzione A*'(t) e prendiamo a, con 

0 < 2 ~ < a < - f .  

Ragionando come precedentemente  si dimostra the  (per b m <  t/') il numero 
v degli intervalli  a , , - - b , ,  di E, nei quali esiste un punto x,, in cui sia 
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I H ( % , ~ ) I ~  a ver i f ica  la l imi taz ione 
R~N 

V ~ <~e 

dove N ~ u n a  eos tante  pos i t iva  tale che risult i ,  per  t E J, 

I  AA' I lv. 

Di qui, per  l' a rb i t ra r ie t~  di ~, segue  la (82). 
Dal la  (79) segae  a l lora  

lim A*(t) " -  R ~ ~ 0 
t ~ - - - o 0  

e quindi ,  come p receden temen te ,  

l im d '* ~..~_~ d t  ~k ~ ,  = l ira t ~'k (~,  --  pk~ ~) --{ (I)( Y* + H ) -  ag( y*) } X L } - -  - -  R ~ ~ O. 
1 t ~ --00 1 

Ne segue  
v$ 

l im ~.~ ~ } k  = + 0% 
t ..--~ --oo 1 

cib ohe ~ assurdo,  essendo le ~ l imi ta te  e le Ylk inf ini tes ime.  Dove percib  
essere  R = O, ma  ques to  ~ assurdo  poieh~ r ich iede  R( t ) - - - -0  per  ogni t d i d .  

L a  tesi  ~ perc ib  provata .  
In  virtfi  di quan to  abb iamo d imos t ra to  nel  § 1, si conch iude  che, se la f u n .  

~ione F( t )  d q u a s i - p e r i o d i e a  l ' in tegrale  {xk*(t), yk*(t) t r i s u l t a  quas i -pe r iod i co  (9). 
OSSBRVA~IO~E.- Pos s i amo  ind ica re  dei  casi  par t ico lar i  espressivi ,  nei  

qual i  ~ soddis fa t ta  la condizione d). 
Ques ta  si sorive, in forma scalare ,  

~ ,  { ~¢~(u~ + v , ,  ..., u,, + v,,) - -  ~¢~(u, . . . .  , u,,) } v~ > O. 
1 

0ra ,  a m m e s s a  Fes i s tenza  e continuiti~ del le  der iva te  ¢ ~ j -  3~o~(u~, ..., u,,) 
~u t 

risulta 

x~ t ~,(u~ -¢- v~, ..., u,, + v,,) - -  ~,(u~, ..., u,,) } v~ = 
1 

1 

= ~ v~ ~ ~o~(u~ + Xv~, ..., u,, + )~v,~) dX - -  

0 

1 

- * - - , , ,  ,~ ~0k.4(~t + ~ V i , . . .  , $~,-~ ~,V~c)Vkq), d),. 
o 

(9) P e r  un altro t eorema di esistenza,  concornente  un caso diss ipat ivo con un grado di 
liberth~ v e d a s i :  G. E. H. REUTER, 0"~ cer ta in  n o n - l i n e a r  d i f ferent ia l  equat ions  w i t h  a l m o s t -  

per iod ic  solut ions,  . ffourn. L o n d o n  Math.  Soc. , , ,  vol. X X V I ,  1951, pp. 215-2"21. 
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Per tan to  se supponiamo che in tutti i punt i  (u~ , ..., u,,) la forma quadratica 

1 ...~ 
~k~Ui , ..., u,dv~vi 

k,i 

sia definita positiva, la condizione d) ~ soddisfatta 
Ammessa  questa  ipotesi su oP(y), e inoltre che F(t) sia periodica e che 

valga la a), C•CCIOPPOLI e GH]ZZETTI (lo) hanno dimostrato c h e l a  (22) o non 
ammette integrali limitati o, se ne ammette uno, questo ~ aeriodico e a d  esso 
risultano asintotici, per t ~ + cx~, tutti gti altri integrali. 

0sserv iamo infine e h e l a  d) risutta soddistatta se 

(85) ¢(U) - -  UL(I U I), 

con L(IU[)  fun~ione positiva per [ U I > 0  e tale the ¢(u)i---[uIr~([uI) 
risulti  crescente con t U]. ~ questa  l ' ipotes i  consueta nello studio dei moti 
con resistenza passiva. 

Posto infat t i  W~--- U -t- V~ r isul ta  

(86) { (~(u + v ) -  ¢ ( u ) } x  v - - { ¢ ( w ) - - ¢ ( u ) i x ( w -  u)-- 
= ~ ( w ) x  w +  ¢(v)  x u -  ¢ ( w ) x  u - ¢ ( ~ ) x  w =  

=[W[-~L([ WI)+iU[~L(I U[)-- UX WtL([ W[)+L([ U[)I 
~1 WI:L(I Wl)+i UI'~L([ UI)--I UIIWI L(I WI)÷L(i  u I ) t  

e quindi  

(87) t ¢ ( U +  V ) - - ¢ ( ~ Y ) i X  V ~ { I W I L ( I W I ) - -  UIL(J vl)ltl  w l - t  ull. 

Poieh6 I U I L ( ] U  I) 6 funzione crescente,  il secondo membro della (87) 6 
~ 0  qua lunque  siano U e W. Inol t re  il segno - -  si presenta  solo per 
i WI - -  I U[. I~Ia in tal case, non potendo essere V - -  0, .deve essere W:4= U, 
quindi  - -  U X  W >  - - I U i  t WI" Pe r  le (86) e (87), si eonchiude allora the  
se ~ V:4:O e se ¢(U) ~ data dalla (85) (con il eompor tamento  dianzi ammesso) 
la condizione d ~ soddisfatta. 

(9) R,  CAOOIOPPOLI e A. GHIZZETTI~ lee. eit. i n  (2), pp. 495497. 


