
Sull'integrazione delle equazioni di propagazione delle onde 
elettromaguetiche uei mezzi omogenei isotropi e cristallini. 

Memoria di ANGELO TONOLO (a Padova). 

A Mauro Picone nel suo 70 m° compleanno. 

Sunto..  Viene risolto, con quadrature, il problema di CAUCHY per le equazioni dichiarate 
nel titolo. Sia segnalata la forma sotto la quale si possouo mettere gli integrali, quando 
la propagazione avviene in un mezzo amogeneo isotropo, sia esso eonduttore o no. 

La r icerca degli integrali delle equazioni di MAXWELL-ttEaTZ che rego- 
lano la propagazione delle vibrazioni elet t romagnetiehe in un mezzo omoge- 
neo isotropo o eristallino, uniassico o biassico, pub essere eseguita, o nelle 
condizioni di un problema di CAuc]~:~, oppure in quelle di un problema al 
contorno o misto. Sia dal primo ehe dal secondo punto di vista, i lavori 
sono stati numerosi  e vari  i metodi escogitati per risolvere le relative quistioni. 

Laseiando in disparte questo secondo punto di vista, the  potr~ formare 
oggetto di un ' a l t r a  ricerea, e trat tando qui solo del problema di CAUC~Y, 
dirb t he  la prima determinazione generale del eampo elettromagnetieo in 
tutto lo spazio e per qualunque valore del tempo~ suecessivo ad un fissato 
istante, quando il eampo b eonosciuto in questo istante, si trova in una 
Nora del BIRKELA~D (~), ed i~ stata ot tenuta con formule ehe possono eonsi- 
derarsi  come una estensione alle equazioni di MAXWELL-I-IER~Z della elassiea 
formula di PoIssoN relativa al l 'equazione canoniea dei piccoli moti. Sueces- 
sivamente il TEDONE (~), generalizzando alle equazioni in discorso il metodo 
d ' integrazione dei coni caratteristici  del VOLTEI~RA (:% ottenne una formula 
valida nel cronotopo, dalla quale poi dedusse la risoluzione del problema di 
CAuc~Y nello spazio indefinito per le equazioni di partenza. Tanto nel l 'una,  
t he  nel l ' a l t ra  ricerea,  il mezzo ~ supposto isotropo e conduttore, e nella 
Mem0ria del TEDONE, sono anehe ammesse correnti  di convezione. A me 

(l) K. BIRKELAND, Solution g~ndrale des dquations de Maxwell pour un milieux absor. 
bant homog~ne et isotrope~ • Comptes Rendus ~, T. CXX (1895); ¢ Archive de Geni~ve ~, 
T. X X X I V  (1895). 

(~} O. TEDONE, Sull'integrazione delle equazioni di Maxwell, , Rend. Ace. Lineei,, 
s. 5 a, vol. X X V  (1916). 

(s) V. "VOLTERRA, Sur les vib~'ations des corps dlastiques isotropes, ¢ Acta math.,, 
B. 18 (189~). 
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sembra di aver raggiunto un perfezionamento concettuale e formale eseguendo 
la integraT, ione come segue:  si osservi dapprima, come dalle equa~,ioni di 
MAXWELL-HERTZ, si ottenga, come neeessaria conseguenza, F equazione delle 
onde sferiche smorzate alla quale soddisfa , separatamente,  ciascuno dei vettori 
ehe figura helle equaT, ioni di parten~,a. L~applicazione a questa equazione 
della formula di WEBER, permette  subito di assegnare il campo elettromagne. 
rico in tutto lo spa~io e per qualunque valore del t~mpo, successivo ad un 
fissato istante to con i dati di CAUCE¥ in questo istante , pereh~ le deri- 
ra te  temporali  dei vettori, caleolate per t-~-to, si possono eliminare in 
virtfi delle equazioni di MAXWELT,. Una giudi~,iosa trasformazione di integrali 
eonsente poi di presentare  la soluzione del problema sotto una forma assai 
espressiva e di estrema concisione. B,~sta infatti  sostituire helle equarzioni 
di MAXWET,~-HEnTZ, i cui termini sono tutti portati nei primi membri, al 
posto dei vettori che ivi figurano, certe fun~ioni vettoriali del posto e del 
tempo e eambiare segno al eoeffieiente di condueibi l i t~  elettrica, per avere 
senz'al tro gli integrali  riehiesti. Queste funzioni ausil iarie si ottengono con 
integrazioni definite portate sul campo elettromagnetieo iniziale. 

Per  i meT, zi uniassiei o biassici~ le formule risolutive perdono questa 
semplicith, anehe supponendo c h e l a  propagazione avvenga in un mezzo non 
conduttore. ¥ i  si perviene, per i mez~i uniassiei, utilizzando le formule di 
GRi]NWALD-SIGNORINI (4) per 1' integrazione del sistema differenziale del 
second'ordine,  conseguen~,a delle equa~ioni di M A X W E L L - H E R T Z ,  e per i 
mezzi biassici, partieolarizzando le formule generali,  date da HEnGLOTZ ~), 
per l~integrazione, sempre con i dati di CAucn¥, delle equazioni dell 'ot t ica 
eristallografiea, e pifi generalmente,  per quelle della meecanica dei mezzi 
continui. 

Che effet t ivamente le formule finali, sia nei mezzi isotropi ehe cristallini, 
diano le espressioni analit iehe degii integrali delle equazioni di ~[AXWELL- 
HEa~Z, con i daft iniziali arbi t rar iamente assegnati, r isulta provato da Un 
procedimento di ealeolo, purch~, beninteso, essi soddisfino a quelle condi- 
~ioni di regolarit'~ per cui sono lecite le operazioni che si devono effet tuare 
su queste fun~,ioni. 

(4) J. GRiiNWALD~ Ueber die Ausbreitung elastischer rend elektromag~etischer Wellen in 
einaxig kristallinischen Medien, ,( Si tzungsber ichten Akad. ~Viss. ,~ Wien~ ~[ath. naturw.  
Classe~ B. CXI  (190"2). 

A, SIGNORIN[, Sulfa teoria analitica dei fenomeni luminosi nei mezzi cristallini uniassici. 
• Ann.  Se. Norm. Sup. di l:)isa ,~ voi. X I I  (1911). 

(5) G. ~-IERGLOTz, Ueber die Integration li~earer partieller Differentialgleichu~*gen mit 
kostanten Koeffizientem ,, Berichte der  ma~h. phs~s. Klasse der s~eh. Akad.  Wiss.  ~, Leipzig. 
B. L X X V I I I  (1926) e B. L X X X  (1928). 
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P R E L I M I N A R I  

la funzione di BESSEL n o n  

Poniamo 

1. F o r m u l a  di  W e b e r .  
Consideriamo l 'equazione differenziale a derivate parziali del second'ordine 

~U ~ ~ ~ 
(1) h U - - f f ~ -  + m U =  0, 5 - -  

eve x, J], z rappresentano coordinate cartesiano ortogonali dello spazio ordi. 
nario S e t il tempo, ct una costante positiva, negativa, o nulla. S iano:  
P(x, y, z) un punto, comunque seelto di S, t un istante di tempo successive 
a l i ' i s tan te  iniziale t = 0, at la superficie della sfera di centre P e raggio t, 
f(Q), ~(Q) due funzioni arbi trar ie  regolari del punto Q variabile in S, 

o (I i i  ~ 

oseillante di ordine zero e di argomento O. 

i2) 
gt 

(3) 

(41 

¢P(P, t) : l(: j ~O)- d~t , 

gt 

v(P, l) = ¢(P,  0 + ~t r(P,  t) + ~t F(v,  t) - 

t 

~ Io(V~Vt~ - -  r~)dr. - -  [gP(P, r) + F ( P ,  r)] ~ 

0 

I~ note c h e l a  funzione U(P, t) determinata  dalla formula di Weber (4), 
risolve il problema di CAt~caY per  l ' equazione (1) hello spazio ordinario e 
per qualunque valore positive del tempo, cio~ essa soddisfa alla (1) per  
qualsiasi  t ~ 0 ed inoltre si ha 

OU(P, O) _ ~(p), 
(5) U(P, O) = f(P), ......... ~ . . . . . . .  

ovunque si trovi P in S. 

(6) 

2. Formula  di Poisson. 
a) Consideriamo l 'equazione di D'ALEMBERT 

~ U  
- - -  - -  a~h  ~ = 0. 
~t ~ 2 

Annct|i di ~at~matica 6 
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Con la formula di Poisson 

(7) u(P, t) = ¢(e,  t) + ~t F(P, t), 

si o t t i ene  la funz ione  U(P, t} che  r i solve  in tu t to  S e per  q u a l u n q u e  t ) 0  
il p r o b l e m a  di CAVcg~: con le condiz ioni  ini~,iati (5). Net la  (7) le F(P, t), 
(I)(P, t) r a p p r e s e n t a n o  le funz ion i  

(s) F(P, t)--  1 [f(Q) 
4ga. ~ .1-7-  doe'", 

Ot(t) 

(9) ¢(P, t) 1 [~(Q) 
o t  ( t )  

hel le  (8), (9), ot (') deno ta  la super f i c ie  s fer ica  di cen t ro  P e raggio  r - -  at. 
b) P e r  l' equaz ione  pifi gene ra le  de l la  (6) 

(10) ~ U  a s ~ U  b ~S~U CS'2U 
~t' ~ - a ~ - -  - ~ -  = o, 

l ' i n t e g r a l e  U(P, t) del la  (10) va l ido  in tu t to  S e per  q u a l u n q u e  i s tan te  posi- 
~ivo del tempo,  ~ dato da 

(11) U(P, t) -= @(P, t) -+- ~t F(P, /), 

o re  adesso 

(12) F ( P , t ) - .  \ ~- f(Q) . . . .  :=do~% 
a ~ + - - - b  T -  + - - ~ w -  

Or(2) 

1 f~ . /  c~(Q} ................. d°t<s); (13) O(P, t) - -  4 ~ b  (x - -  i) s (y __ ~), (z - -  ~) ~ 

7V 
or(s) 

nel le  (12), (13), ot (~) deno ta  la super f i c ie  de l l ' e l l i s so ide  di cen t ro  P e di equa- 
zione ca r t e s i ana  

- (~ - ~)~ _ t~. (~ ~)s ~- ( y _  ~)~ + _ _  
a s b 2 c ~ 
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3. Formule di Griinwald-Signorini. 
Sia il sistema differen~iale 

(14) 

a~x ?_la~_" ax) 

a 'Y = a ( a y  aX) a =  + + - - .  
at-- ¢ - a'~ a~ Y + (a~ - (3 ~ ~ -ax ~}.  = o .  ~ ~ ~ az'- 

Indiehiamo con ~¢') la superficie della sfera di eentro P(x .  y, z) e rag- 
gio a% z ~'un fissato istante positivo del tempo t ;  con %('-') la superficie del- 
F ellissoide di roia~ione di centro P e di equazione 

- - - e ~ - -  ~, + . - -a t - - -  ; 

con S~ lo spa~io racchiuso fra le due superficie ~ff~) e ¢7ff~; con ~ff~ la super- 
ficie della sfera corrispondeute al l 'el l issoide ¢~(~ nell 'affinit t t  definita dalle 
posizioni 

(3 - (3 . . . . . .  
x . . ~ a X ,  y - " a y  , z - - ~ .  

Essendo, come in prccedenaa, f(Q}, ~(Q) 
Q{~, 7, ~) variabile in S, si ponga 

due funzioni regolari del punto 

(15) ~o~[/', ¢p] _ 4 ~ t  f(Q) - -  (i - -  x) ~ -I- -~ Z - y ~  ' ÷ 
05(2)  

1 f[f(Q)t~ - -  xt + ~(Q}(~ - -  y){~ _ w)t dat(') =1= 

~ t  ( i )  

if[ +---~a f(Q) 4- ¢p(Q)a~-~ d & ,  

8 t 

] (1(i) mv[f' ~] : :  ~ t  ~(Q) - -  f(Q)(~tt ----x) ~x) ++ (TcP(Q)(~-- y)2-- y) (7 - -  Y) d~t C~) + 

+ t [[f(Q)(~Zoo)+-_cp(Q)(7--y) ]dcst'" 
47:a~tJ[ (~ - -  x) ~ + (7 - -  Y)~ (7 - -  Y) :1: 

~ t  ( i )  

+--- 7~-a f ( Q) ~--~y ¢¢(Q) ay'] 
8 t 

x = l o g  [(x, - -  ~)" -,- ~y - 7 ) q - 1 / * .  
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In queste formule vanno presi i segni -t-, secondoch~ si ha a ~ c, 
oppure a < c. 

Siano ora Xo{Q), Yo(Q); Xo(Q), ]bo(Q) , quattro fun~ioni regolari del punto Q 
variabile in S;  le funzioui X(P, t), Y(P, t} definite dalle posizioni 

X.(P, t) = m~[2o, J(o] + ~t to.[Xo, Y<,], 
(17) 

Y~P, 0 = %[0~o, Yo] + ~t '""IX°' Y°]' 

soddis[ano al sistema {14) ovunque si trovi P e per ogni t > O, ed inoltre si ha 

(18) 
X(P,  O) = Xo(P), ]((P, 0) ----- Y0(P) ; 

ax(P,  o) &tP) ,  ~Y(~,_o)_ yo(p). 
~t -- at - -  

Le formule (17) sono state stabilite da GRiil~WALD e da S m ~ o m ~  {'~}. 

4. Formule  di Iterglotz.  
Consideriamo i due sistemi differenziali 

i 80 
1 a=X A X - -  - 

a m 'aT c = ~ ax' 

1 a ' ¥  aO a X  aY aZ 
i _ AY . . . .  0~-- + + - - .  (19)  b ~ 8t ~ e O y '  8 x  By- 8z  

30 1 ~ Z  _ _  A Z  --  ; 

(20) 

i a~U , . ~ / ~ U  aW \  ,~ ~ [~V aU\ 

8~12 .~ ~ [~V auk ,~ 8 [~W ~V~ 

~"W ~ 8 [aW 8V\ b. ~ 0 /SU aW'l 
- 

(6) Ut i l izzando 10 soluzioni e lementar i ,  i l  s is tema (14) 6 stato in tegrato  da P. BU- 
REAU, S u r  l ' i n t d g r a t i o n  des dquat ions de p r o p a g a t i o n  de~ ondes lumineuses  d a n s  les 
m i l i e u x  cr i s ta l l ins  un iaxes ,  (, Comptes Rendus  ,,, t. 226 (1948) o con i metodi funzionali  del 
FANTAPPI~ da E .  L I ~ : s  ESCAI~D% Resoluci6n en f o r m a  f in i ta  del p,roblema de Cauchy sobre 
u n a  hypersuperf ic ie  c u a l q , i e r a  en la equacidn des ondas  con cualquier  ndmero  de vamables,  
y en otras notables  de t ipo hyperbolico con coeficientes constantes,  ,, Collec. Math. ,~, vol. I I  
(19~:9). 
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Poniamo 

i f  t2i) K(P, t) = 8r---~ s~gn [x~ + Y~t + z~ -k- t]d~, 

eve l ' integrazione va eseguita sulle due falde della superfieie di FRES~EL 
di equazione eartesiana 

(.22) H - -  (~ + ~" 4- ~'~)(b"c~ ~ 4- c-'a"~" + a 'b~ ~) - -  

- -  { (b ~ + C)~*" - t-  (c ~ ~- a~}~ ~ q -  (a  ~ 4 -  b ' )~  ~ } 4 -  1 == O, 

1 
do) - -  .4- dhdk 

~(H, h, k) 
v(~ ~, ~) 

rappresenta  il differenziale delia superfieie. Per  la falda interna si deve 
assumere il segno negative e per quella esterna il segno positive. 

Siano Xo(Q), ~ ~(Q), Z0(Q) ; J£o(Q), £o(Q}, 2o(Q), sei funzioni regolari del 
punto Q variabile in S, e faceiamo le posizioni 

I b'c'X°(Q) --= g'(Q)' 
i 

(23) i c2a'~Yo(Q)-- gdQ), (24) 

i a~b~Zo(Q) = gdQ); 

b~o~f~o(Q) _-~ f,(Q), 

c ~a' :re(Q) = f.JQ), 

a~b~2o(Q) : fdQ); 

1 aXe 1 aye 
(25) ~ (Q,  t ) =  . . . .  + - - - -  

. a~ ~ b ~ ~ + c ~ ~ -  + La- - -  b~ -~- ~ 1' 
t 

(26) ¢P(P, t ) =  - f ds f K ( P - -  Q, t - s ) ~ ( Q ,  s)dQ: 
0 

(27) ¢9~,IP, l ) = f K ( P - -  ¢, t)f~{Q)dQ + ~ t / K ( P - -  Q, t)g~(Q)dQ. (~ ~--1, 2, 3). 

In  queste formule dQ----d~d~d~ e le integrazioni rispetto a queste varia- 
bili vanno estese a tutto F asse reale. 

Le funzioni 
8 

x ( P ,  t) A~_¢(p,  t) ~ a,~¢~(P, t), 
2 d~6 I 

3 

' 2 ~y 

i ' 3 3 

, z i P ,  t) = a ~-  ~ ( P ,  t) + G a 3 ~ ( p ,  t). 
2 ~z 1 
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OVO 

(29~ 

A" (1 1~ a * 1 a * 
- -  _ ~ + ~ ]  ~-~ b ~ ~ y ,  

(I !]~' I a" 

A ~ = ~ + b.~] az ~ a s a~ ~ 

1 T- 1 

a~ a~ a~ 
¢=~ +~ +~, 

1 a: 1 a ~ 

o' az' + b-~": a u '  

1 a ~ 1 ~~ 

a ~ ax," + dza "z ~t ~ ' 
t a ~ 1 a ~ 
b "~ ayZ ÷ a~b 2 Ot 2, 

a ~ 1 a" 
A 3 i  ~ - -  _ _  _ _  

a "~ ayaz ' b ~ azax ' 

sono gli integral i  de[ s is tema (19) cho soddisfano alle condizioni  iniziali  

(301 
I X ( P ,  O) = X~(P),  Y ( P ,  O) = Y ,{P) ,  Z ( P ,  0} = Zo(P~ ; 

aX(P,  0) j~o(p) ' a Y i P ,  0) ~r0(p) ' aZ(P,  O) Zo(P). 
at - -  at - -  at - -  

F o r m u l e  ana loghe  valgono per  la in tegraz ione  del  s i s tema [20) con le 
condizioni  iniziali  

(31) 
I U(P, t)-----U,,(P), V(P, t)= Vo(P), W(P, 0)= Wo(P) ; 

~u(F, o}_ Vo(m), ~v(P, o) Vo(P), ~w(P, o)_ Wo(P). 
~t - -  ~t - -  ~t 

Gli in tegra l i  sono dat i  dal le  fo rmule  

(32) 

3 

= ~ ~(P,  t) + z= ~,~,~.(P, t), 
2 

u(P, t} 
1 ' 

3 

I 2 dy 1 
3 

w(P, t} = h v ¢tP, t) + x~ A.~=+=(p, t), 

ore,  per  s immet r i a  con le p receden t i  notazioni,  si 5 posto 

U~(Q) = £(Q~, / 

(33) I Vo(Q)---g~(Q}, (34} 

Wo( q) = b~( ~) ; 

(%( Q) = ~,( Q), 

t <(Q~ = Lie, I, 
~IQ} = LIOJ ; 
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ed inoltre 

135) 

~ ( ~ ~ ) ~'~ 
h '~ ( b ~ + ) ~ .  ~ - ~ + ~  - t - - ~ ,  

~ = _ (c ~ + a ~) ~y~ + ~ + ~t ~ , 

.~ 3" c 2 

Ox2y ' - -  ~y~z ' ~z~w ' 

Le (28), (32) sono le formule che si r icavano da quelle pifi generali  
stabilite da HE]a(~LO~Z nella integrazione delle equazioni dell 'ot t ica cristallo- 
grafica. 

GAPITOLO I. 

EQUAZIO5~I ELETTROMAGNETICHE : N E I  M E Z Z I  OMOGENEI ISOTROPI 

CONDUTTORI. PROBLEMA DI CAUCHY E SUA RISOLUZIONE 

l. Denotiamo con S u n  mezzo indefinito omogeneo, isotropo, condut tore;  
con ~ ,  ~ ,  r ispett ivamente la forza elettrie a e magnetica in un punto di 
coordinate cartesiane ortogonale (~, ~, ~) e alP istante di tempo z; con e, ~t, 
)., 0, il potere induttore specifico, la permeabilit~ magnetica,  la conducibilith 
elei tr ica e la velocit~ della lace nel vuoto. 

Supposto che non vi siano correnti  di convezione, n6 sorgenti di elettri. 
citer, le equazioni di ~[AXWELL-I-IERTZ che regolano la propagazione delle 
onde luminose nella teoria elet t romagnet ica della luce sono le seguent i :  

~E ~ - - a r o t H ÷ b E - - ~ O ,  d i v E - - 0 ,  a ---~ V~ I ~, 
(I) 

--~t q-a- rot E - -  b H =: 0, div H ~ 0, b - -  2~:~, 

e v e  

(1) E - ~  ebt~, H ~ e~qb, t - -  • ! ~ 

e le operazioni rot, div, si riferiscono alle coordinate ~c, 
precedenti  ~, ~, ~ dalle relazioni 

y, z legate alle 
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Dalle (I) si traggono, come conseguenza, le equazioni differenziali  del 
second' ordine 

D~E D ~ H  
(2) A E - -  - -  + b~ E - - -  O, (3) A H - -  - -  + b~ H - -  O. 

Dt ~ ,~ 8t ~ 

Sia proposta  dappr ima  la quist ione di de terminare ,  con quadrature ,  le 
espressioni  delle forze ~ ,  lb in tutto lo spazio indefini to e per  ogni valore del 
tempo • > 0, netI ' ipotesi di conoscere ivi queste  forze al l ' is tante iniziale z :=0. 
Basteri~ riferirsi  alla determinazione dei vettori  E---- E(P,  t), ]zl ~ H(P ,  t). 
Diciamo per tanto Eo(P), Ho(P) i valori iniziali di E ,  H ;  si abbia quindi  

(4) E(P,  O) --- Eo(P), (5) H ( P ,  0) := Ho(P).  

Si osservi the,  in virtfi del s is tema (I), la conoscenza dei valori  iniziali 
Eo, / / o  delle funzioni E ,  H ,  permet te  di assegnare i valori  iniziali del le  

DE DH 
derivate  temporal i  ~ - ,  Dt ' e noi porremo 

8 H ( P ,  O) (6) DE(P, 0) /~,o(p), (7) /-I0(P), 
Dt = Dt - -  

con 

(8) l~o(P ) ---- a rot H o(P) ~ bEo(P), (9) t i c (P)  = - -  1 rot Eo(P ) + bHo(P).  
a 

Poich~ E(P ,  t), H ( P ,  "t) soddisfano al s istema (I) in tutto S e per  ogni t, 
sarh valida la equazione 

D-L(P, t) 
(IO) h E ( P ,  t) + b~..E(P, t) ~ O. .DV 

Allora l ' espress ione  anal i t ica  di E(P,  t) si trova subito mediante  ta 
f o r m u l a  di Weber data nei P re l imina r i ;  abbiamo 

(11) 
DF(P, t) 

E(P,  t) ~ a)(p, t) + Dt + F i P ,  t ) -  

t 

o 

- -  r " - ) d r ~  

ore 

(12) F(P ,  t) f L--'°t(~) d(Yt, 
~t 

(13) 

~t 
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Possiamo dare  alla (11) una  forma assai espressiva. 
A questo scope osserviamo she, in virtfi della (8), si pub serivere 

(14, 4~:(I)(P, t )=a f r°v lJ°(Q) d % - - b  f ~ d a t  ~- 

ot ot 

L'operazione rot '  si r iferisee alle coordinate eorrent i  x', y', z', dei punt i  Q 
della superf ie ie  at, ma ~ facile mostrare  ehe questo oporatore si pub portare 
fuori, dal segno d' integrale,  purch~ venga riferi to alle coordinate x, y, z del 
punto  P (7). 

Si ha  allora 

(15) 

e quindi  dalla (14) 

(16) 

r°t J H~°t( Q~) d°t --= f r°t' H'( Q) dat 
el ot 

¢3t ¢Jt 

Sost i tuendo nel la  (11) ot teniamo 

(17) 4=E(P, t) --= a rot dot -- b dat + 

~t ot 

+ ~tJ--V- ao, + g do, - 

~t °t 
t 
(a'Io(b,t'--r') .rjE,~O) do.- 

- J grFt 
0 Or 

t 

- - J  ~ j r ' 
0 O r a r 

eye con a~, in tendiamo la superf ieie  della sfera di centre  P e 
con 0 < r ~ t .  

raggio r, 

(7) Infat t i ,  pe r  fissaro lo idoo, d iamo alla sfera o t u n o  spostamonto r igido di ampiezza dy 
parallelo a l l ' a sse  y ;  no risulta per  y, l ' accrese imento  dy (le altre coordinate  res tando inva.  

riate), pe r  la eomponente,  ad esempio, Hoix', l ' aecresc imento  ~Hoj~__~dy e per  l ' i n t eg ra l e  ~y, 

t fttol~, d I(P' ) = ' ) - - U  ~t, 

~t 
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Osserviamo ehe 

2 "  

Ne risulta 

t 

t18) ~t 3r 
O" Ol - Ci r 

t 

+ ] ~r~ t  
0 0 r 

e quindi dalla (17), ordinando opportunamente i termini, 

(i~) 
t 

3 t [ Eo(Q! a - -  f31o(bVt" - -  r ~) Eo(Q) 
4r~E(P, t ) =  3 t ~ j  t d t j 3r dr j r da,.l + 

at 0 o r 

t 

(~t 0 ~ r  

t 

t ['Eo(Q) (Olo(bV -- f ,E ! 
- -  b ) j --~ dat - - j  ,-~ dr °(rQ) da, .  1 . 

at 0 a r 

Se quindi facciamo le posizioni 

t 

= - -  Or J r " 
Ot 0 ¢3 r 

t 

J ~r 
~1 t 0 Or 

l a  v a r i a z i o n e  

dyI (P ,  t) =j/OH°I"~B, dy  dart = dyj" fOHolx,~ dott ' 

a t ot 

p e r c h ~  dy r o s t a  lo s t e s so  p e r  t u t t i  g l i  e l e m o n t i  do t d e l l a  s f e r a  a t .  P o s s i a m o  q u i n d i  s c r i v e r e  

duI(P, t) = ~ fHol. ,  dat --  [~HoI., d:t 
dV " ~y) t - - J  ~ t c, d. a, 

at  a t 
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si arr iva alla formula  defini t iva 

(22) E(P,  t ) =  ~'~(e' t) 3t a rot h(P, l) - -  be(P, t). 

Un caleolo perfe t tamente  aualogo al precedente,  porta alla seguente  
espressione del vettore t t ( P ,  t) 

3h(P, t) + 1 rot e(P, t) + bh(P, t). (23) I f (P ,  l ) -  8t a 

D u n q u e :  Se E(P, t), l l (P ,  t) sono integrali delle equazioni (I) in tutto 
lo spazio S e per ogni valore positivo di t, e per essi si ha 

E(P, O) - -  Eo(P), B[o(P, O) = Ho(P), 

le loro espressioni analitiehe si ottengono dai primi membri delle equa~ioni (I), 
sostituendo al poslo delle E(P, t), t t (P,  t) le [unzioni e(P, t), h(P, t) dale 
dalle (20), (21) e cambiando b in - -b .  

2. II r isul tato al quale  siamo giunt i  si pub invertire.  A questo seopo 
denot iamo con E0(Q), tto(Q), ~o(Q), l~Io(Q), quattro fanzioni  regolari  del 
punto  Q variabile in S e tali ehe per  esse si abbia 

(24) div Eo(Q) - -  O, (25) div tt,(Q) = O. 

Con le pr ime due funzioni  E,,(Q), .H0(Q), noi possiamo costruire le 
e(P, t), h(P, t) a mezzo dolle (20), (21), e quindi  le E(P, t), H(P,  t) r ieorrendo 
alle (22), (23). Queste si ident if icano con le espressioni  date dalla formula  
di WEBEa (la I l l )  per  la E(P, t) e quella  analoga per  la t t (P ,  t)), pureh~ 
si assuma 
(26) /~o(Q) ~--- a rot tto(Q) bEo(Q), 

(27) £/0(Q) -"  - 1_ rot Eo(Q) + bHo(Q). a 

Che le funzioni E(P, t), H ( P ,  t), cosi costruite, soddisfino alle equa- 
zioni (I) di MAXWELL-HERTZ, pub essere provato nel modo seguente.  

S appiamo gi~ ehe esse soddisfano a l l ' equazione (10) e a qael la  analoga 
scri t ta per  la H(P, t); inoltre si ha 

E(P,  O ) =  Eo(P), 

E(P, 0) _ &(p) ;  
Ot 

H(P, o)= no(P), 
~n(P,  o) /C(P).  

Dunque,  per  il modo con il quale abbiamo scelto Eo(P), Ho(P), ~o(P), 
Ho(P) - formule (24), (25), (26), (27) - le equazioni (I) sono soddisfatte 

dalle funzioni  E(P, t) H(P, l) per t----0 in tutto S. Dimostr iamo th e  ivi 1o 
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sono per ogni altro t ~ 0 .  /k questo scope, sosti tuiamo al posto delie E, H 
the  figurano nelle equazioni vettoriali  del sistema (I), le (22), (23), e diciamo 
f ( P ,  t), g(P, t) i r isultati  di tale sostituzione, cio~ poniamo 

DE(P, t) + bE(P ,  t), (28) / ( P ,  t) = - -  a ro t  H ( P ,  t) + 0 ~  

0 H ( P ,  t) 
(29) g(P, t) 1 r o t  E(P,  t)-+ b H ( P ,  t). 

--~a 0t 

Poichb E ( P ,  t), M(P ,  t) soddisfaao alia (I0) e a quella  analoga per la 
t l ( p ,  t{, si verif ica the  si ha ident icamente 

(30) h f ( P ,  t) O~f(P, t) 2 Ot ~ +- b'~l'(P, t) = O. 

Danque,  l 'espressione anali t ica di f ( P ,  t) si identifica con quella che 
viene data dalla formula di WEBER. Nel ease nostro ]'(P, 0)---0,  come 
vedemmo. Per  provare che ~ nulla  aacho la derivata temporale di f ( P ,  t) 
per t - - 0 ,  osserviamo the  si ha 

(31) Of(P, t) "E ~t + a rot g(P, t) - -  b f (P ,  t) O- (P, t) - - - - -  - -  Ot 2 + rot 2 E(P ,  t) - -  b~E(P, t), 

donde, tenendo conto della identit~ vettoriale 

rot s E(P,  t) ~ ~ h E ( P ,  t) + grad div E ( P ,  t), 

e della identit~ (10), si ottiene 

(32) Of(P, t) - - ) 7 - - -  + a rot g(P,  t) - -  b f (P ,  t) := grad div E(P, t). 

Ma per t --~ O, f ( P ,  O) --~ O, g(P,  0) ~ 0, div E(P,  0) --- 0, percib Of(P, O) O. 
• 0t  - -  La formula di WEBER applicata  alla (30) d~ pertanto 

f ( P ,  t) = O. 

Similmente si prova che 
.q(P, t) = O. 

Valgono quindi le identitk seguenti  in tutto S e per t ~> 0 

(33) DE(P, t) - - ~  . . . .  a rot H ( P ,  t) + bE(P ,  t) = O, 

~ H ( p ,  
t) + l- rot  E( P, t) - b H ( P ,  t) - -  O. c. d. d. (34) Ot - a 

Da questo si vede subito che 

a i r  E ( P ,  t) - -  O, div H ( P ,  t) - -  0 

per il ratio the  le divergenze dei due vettori sono nulle per t-----0 - - f o r .  
m u l e  (24) ,  ( 2 5 ) - .  
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CAPITOLO II. 

EQUAZION[ ELETTROMAGNETICHE NE][ MEZZI OMOGENEI CRISTAL- 

LIN[  NON CONDUTTORI UNIASSICI  E BIASSICL PROBLEMA DI CAUCHY 

E SUA RISOLUZIONE 

§ 1. - M e z z i  u n l a s s l c i .  

1. I1 mezzo omogeneo indefini te  S sia omogeneo,  cristallino, uniassico, 
per fe t tamente  dielettrico. Assumendo come assi coordinati  un  s is tema di assi 
di s immetr ia  elettrica, denot iamo con X, Y, Z;  U, V, W, le componenf i  

1 1 
della forza elet tr ica e quel le  della forza magnet ica  e indieando con a~ , ~-, 

le eostanti  dielet t r iche principali ,  
e le t t romagnet iche  sono le seguenti  

(I) 

1 3X 3W 3V 
a ~ 3t - -  ~y 3z ' 

i 3Y 3U 3W 
h ~ ~ [ -  ~z ~x ' 

1 3Z 3V 3U 
~* 3t - -  ~z 3y ' 

1 3 X  1 3Y 1 OZ 

le equazioni che regolano le vibrazioni 

(H) 

3U 3Y 3Z 
3t - -  ~z 3y 

V ~Z 3X 
3t - -  3w 3z ' 

3W 3X 3Y 
3t - -  8y  3z ' 

8U 3V ~W 
~:~ + ?~ + %- = o .  

Da queste  si ot tengono i due seguenti  gruppi  di 
par~,iali del seeond'ordine 

(1) 

(2) 

equazioni a derivate  

$"X c, O*X__ c2 3'~X ~ a*X .,, ~ /~ Y 

~ Y  c~3~Y c~3~Y .,3~Y 3 [3Y 
~t-~-- ~ - -  ~y~ - - a - ~  - (a ~ -  c:)~x\~:x- 

I 3~Z c~3~Z c 2 ~ Z  ~32Z .~--p-- ~ - -  ~ - a  ~ = 0 ;  

2 3 / 3 V  OU)  

~ V 

i - a'~,V+.(a ~-~'-)~k~ ~ = o, 
3"W a ~ h W = O "  
3t" ,~ 
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Ancho qui proponiamoci la quistione di trovare, con quadrature,  le espres- 
sioni anali t iehe dei vettori E(P, t), I t (P ,  t) hello spazio indefinite S e per 
ogni valore positive dol tempo, note ehe siano in ogni punto P l e  lore deter- 
minazioni Eo(P , 0), H0(P , 0) all' istante t ~ 0. Faremo le posizioni 

X(P, O) --- Xo(P), Y(P, O) : Yo(P), Z(P, O) ---- Zo(P) ; 

3Y(P, O) 3Z(P, O) ~X(P, O) Xo(P), )[o(P), 2o(P). 

Comineiamo a determinate  Z(P, t). Poieh6 tale componente soddisfa alia 
terza delle equazioni (1), avremo, dalla formula (11) dei Prel iminari ,  

(3) Z(P, t) = O(P, t) + - - - -  
~F(P, t) 

~t ' 

con 

(4) 

f i t  (z) 

(5) F(  P, t) = 4~:a- ~ ( z  - -  ~)2 (Y - -  "0 )~ ( z  - -  ~)~ dzt"~)'  

¢~t (2) 

eve con zt ~-) denotiamo la superfieie dell' ellissoide di rotazione di centre P 
e di equazione 

~ 0 2 0~ ~ 

Veniamo era alla determinazione delle espressioni anali t iche delle altre 
due componenti  X(P,  t), Y(P, t). Queste si ottengono subito r icorrendo alle (17) 
dei Prel iminari ,  perch~ basra osservare ehe le prime due equazione de|  siste- 
ma (I)s i  t rasformano in quelle del sistema (14), scambiando fra lore a e e, ed 

eseguendo pot il cambiamento di variabile z - - -  Si trova cosi 
(% 

(6) x ( t ' ,  t) = co~(Xo, Yo) + ~tO, x(Xo, Yo), 

~7) Y(P, t) = c%(J~o, Y'o) + ~t c%(Xo, Yo), 
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ore, ad esempio, 

1 / [  X o ( O ) ( ~ - - x ~ ) + Y , ( O ) ( ~ - y ) ( ~ _ x ) ] d a t ( , )  
~8) co~(X°, ]¢o) - -  4u-cgt. Xo(Q) I (x - -  i)" + (y - -  ~)2 

~t (t) 

i f lXo(Q)(~ - x,) + Yo(Q)(~ - -  y ) (~  _ x)] d~,"):k: 

~t (2) 

1 f [  Q) ~'X Yo(Q) +++X- ] dSt  ~L 
~ a . ] t  x°( ~ + ~] ' 

s t 

+ 

(9) c%(X°, Yo) - -  ~ ,  Yo(Q) - -  (x - -  ~)~ + (y - -  ~)~ (~ - -  y) 
~t(I) 

1 [[X, ,(Q)(~ - -  x.) + Yo(Q)(~ - -  y) 

+ ~ ] [  i ¥ -  ~ ¥ ( y -  ~)" 
~t (2) 

(~ --Y)] d~/~,:i: 

S t 

In queste formule vale il segno - -  per a > c ,  il segno -~- per a < c .  
Le espressioni analitiche delle U(P, t), V(P, t), W(P,  t), supposto di 

conoscere i v•lori iniziali 

(10) U(P, O)=  U,,(P), V(P, O ) -  Vo(P), W(P, O)-- Wo(P); 

(11) ~U(P, O )  (70(p) ' O_V(P, O)_  ?olp), ~W(P, O) I;Vo(p), 

si ottengono senz'altro dalle (17) e (7) dei Preliminari. Si ha 

(12) u(P, t )=  ~(5%, ?o) + ~,~(~:o, Vo), 

(13) v(P, t) = ~o~(0o, Vo) + ~t ~(U° '  Vo), 

(14) w(P,  t) = ,~(P, t) + ~ F{P, t), 

con ovvio significato dei simboli ai secondi membri (~). 

[s) L e  fo rmule  sevitte in  ques to  n. l si t r ovano  anehe  hel lo due  Memor ie  c i ta te  in  (4) 
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2. 11 risultato al quale siamo giunti si pub invortire. Denofiamo con 
Xo(Q), Yo(Q), Z0(Q); Uo(Q), Vo(Q), Wo(Q), sei funzioni del posto Q regolari in 
tutto lo spazio, comunque scelte, sotlo le condizioni che si abbia in S 

1 ~ X o + ~  ~Yo_~.l ~Zo (I 5) a. ~ ~ ~/ -~- --- 0, 

~Uo ~vo + - -  o. (16) 3~-+ c~ ~ -  

(17) 

Poi assumiamo 
a~ [3 W° 

J~o(Q)-- \ ~  

/3 Uo ~r(Q)-- a I~-~ 

° [~ go Zo(Q)-- c-(-~ 

~Vo~ 

awq N], 
3Vo  
~ /; 

(18) 

3Yo 3Zo gro(Q) = 3; 37 ' 

SZo SXo 
I?0(Q)- O~ - ~--~-' 

~ "  

(22) 

(21) 

o w(P, t!) 
~y ' 

3u(P, t)) 
3z ' 

~V(P,ox t!)., 

3Y(P, t) 
~ z  ' 

3Z(P, t) 

3x(P, t). 
~y 

~X(P, t) + a' (3 V(P, l) 
/ f(e,  t) 

, ~(p, t)__3y(P, t) (3w(P, t) 
I 3t + as 3x 

~Z(P, t) c~ [~U(P, t) 

/ f,(P, t ) - -  3U(P, t) 3Z(P, t) 

~V(P, t) + 3X(P, t) 
i %(P, t ) - -  ~t 3z 

,Or(P, t) OW(P, t )+~Y(P,  t) 

Con queste funzioni noi possiamo costruire le (4), (5) e quindi la (3); 
le (8), (9) e quindi le (6), (7); ed analogamente le (12), (13), (i4). 

Vogliamo provare che le X(P, t), Y(P, t), Z(P, t); U(P, t), V(P, t), 
W(P, t) cosi ottenute, soddisfano al sistema di MAXWELL-HERTZ. Intanto si 
osservi che queste funzioni soddisfano ai sistemi (1), (2), ed inoltre per esse si ha 

(19) X(P, 0)- -  Xo(P), ... W(P, O) --  Wo(P) ; 

_ ~ w ( P ,  o) 
(20) ~X(P,~t O) J~o(P),... ~t - -  gz°(P)" 

Quindi, per il modo oon il quale abbiamo scelto le J~0(P), ... VCo(P), i 
sistemi (I), (II) sono soddisfatti per t---O. Poniamo le X(P, t), ... W(P, l) al 
posto dells X, ... W helle (I), (II) e faeoiamo le posizioni 
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(23) 

1 OX(P, t) 
co(P, t) - -  a " ~x 

3U(P, t) 
co,(P, t ) -  ~ -  + 

Tenure eonto solt~tnto che le 
sistema (1), si vede subito ehe co(l ), 

3he v~ ~ 
(24) 3t ~ -  -- ~ .  -- 

soddisfano al 

1 3Y(P, t ) + l  OZ(P, t) 
+ a ~ 3y ~ 3z ' 

3V(P,  t) ~W(P,  t) b- 
3y ~Z 

X(P ,  t), Y(P,  t), Z(P,  t), 
t) verifica l 'equa~ione 

~ -  ~=o. 

per la (15); inoltre per la 

~f(P, t) 1 ~ ( P ,  t) l ~ ( P ,  t) 
(27) a~ --8~ ~ ...... ~ . . . . . . . . . . . . .  -~ - -  0. a ~ 3y c ~ 3z 

Similmente si prova ehe vale l ' identi th 

(28) 8f,(P, t) 3~,,(P, t) 3~,(P, t) + +- --0. 
c~x 3y 3z 

Le run,toni  f (P,  t), .. ~ ( P ,  t), essendo vineolate da otto equazioni ana- 
loghe alle (I), (II), sono integrali di due sistemi del ripe (1), (2). Ad essi 
possiamo allora applicare le formule di GRt i~W~LD-S~ORI~L Ma per t ~ 0 

sono nulle le f (P,  0), ... $,(P, 0) e le lore derivate temporali  3f(P' O) 3~(P,  O) 
' 3t . . . .  8t 

abbiamo ratio per  J~o(P), Yo(P), Zo(P), si ha pure 3co(P' 0 ) 0 ,  inquantoche 
3t 

le derivate temporali  delle X(P,  t), Y ( I  ), t), Z(P, t), si riducono alle funzioni 
Xo(l )) Y,,(P), Z~iP), al l ' i s tante  iniziale t - - 0 .  Allora, per  la (11) dei Prelimi- 
nari, la co(P, t) ~ ident ieamente nul la .  Analogamente si prova ehe codP, t ) - - 0 .  
Si trova pot agevolmente, tenendo conto di questi  risultati, 

/ 1 ~f(P, t) 3%(P, t) 3+,(P, l) , 3L(P, t) 3,~(P, t) 3~(P, t) 

i a "2 3t - -  3z 3y ' i 3t - -  3y 3z 

(25) J 1 3~(1), t) ~ , ( 1  ), t) ~f,(P, t) (26) I 3%(P' t) ~f(P, t) 3~b(P, t) 

t a "~ 8t - -  ~ ~z ' i ~t - ~z ~x ' 
!_ ~ ( P ,  t)=3f._,(!', t) ~%(P, t). I. 3~,(P, t) 3~(P, t) 3f(P, t) 
c ~ ~t 3y 3x~ ' ~ 3t ~ ~x ~y 

CoLlcludiamo, in particolare, che le derivate temporali dei primi membri 
sono nulle per t ~ 0 .  

Dalle (25) si r icava 

1 ~f(P, t) '1 8~(P, t) . 1 ~ ( P ,  t) 
a ~ .......... 3x - + a :2 By ..... -t- ~.~ ..... 3z--- "-" costante rispetto al tempo t. 

Ma per t - -  0, f(P,  0) = 0, ¢~(P, 0) = 0, +(P, 0) -~-0 ovunque sia P, percib 
la eostante b lo zero. Si ha quindi 

~ 'el l ' is tante t--- 0, co(P, 0) = 0 scelta ehe 
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Quindi le funzioni in discorso sono nulle hello spazio indefinito S e per 

ogni valore positivo del tempo. 

§ 2. - M e z z i  b l a s s l c i .  

1 1 1 
I. Mantenendo le notazioni del precedente  §, e denotando con 

a ~, b ~, C~ 
le ire costanti  dielet t r iehe principal i  del mezzo S omogeneo, eristallino, 
biassieo, non conduttore,  le equazioni e le t t romagnet iche  di MAXWELL-I{ERTZ 
sono le seguent i :  

(I) 

1 3X 3W 3V 

a ~ 3t - -  3y 3z ' 

1 3 Y  3 U  3W 
b ~ ~ - =  3z 3x ' 

1 ~2 3V 3U 
e~ 3t ~ 3~  3y ' 

1 3 X  1 3 Y  l 3Z a ~ 3z +-~ ~ +-;~ ~ = o ;  

(ii) 

3U 3Y 3Z 
3t 3z 3y 

3 V 3Z 3X 
3t - -  3x 3z ' 

~W 3X 3Y 
3t - -  3y 3x ' 

3U 3V 3W ~ + ~ + ~ - = o .  

Da queste scendono, come conseguenza, le seguenti  equazioni differen- 
ziali del second 'ord ine  

(1) 

1 3*X 30 
. . . . . .  - - h X - - - -  
a ~ 3t* "2 3~c ' 

1 3 ~ Y 30 

b ~ 3t ~ 

1 3~Z ~0 
_ 5 Z  . . . .  

e ~ 3t ~ 9 3z ' 

~x 3y ~z 

~=~+ ~* 3~--'-" 

(2) t ~ =  o ~[~ ~ - ~ ~-v , ( ~*V c~ ~ ~V ~V 
- ~  = ax ~x ~ ) - a~ 

) 3 V  _ b  2 3 ~ W ~ 3 [3 W 3 (3 U 

Questi due sistemi sono stati considerati  nei Prel iminari ,  e per essi si 
hanno gli integrali  X ( P ,  t) . . .  W ( P ,  t ) d a f t  dalle formule (28), (32) con le 
condizioni iniziali ivi precisate.  Ora prendiamo queste condizioni Xo(Q), . . .  
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Wo(Q), in modo che si abbia 

(3) 
1 ~Xo 1 8Y o 1 8 Z o  0, 

a "~ 8~ t b ~ 8~7 + ~  ~ 8~ 

(4) 8Vo+SV° +SWo = 0 .  
8~ 

Poi facciamo le posizioni 

(5) , Y,,(Q)--- b~[ 8U° 8W°I, 

8:Yo 
Uo(Q) - -  

8Z. 

Wo(Q) = 8Xo 

8Z, 

8Xo 

8Yo 

Allora r isulta in tatto lo spazio 

1 8Xo 1 8Y o 1 8Zo 
(7) a ~ 8--~- + b ~ 8---v[ + ~ -~-  = O, 

(8) 
800 

= o. 

In  forza dollo (3t, (7), (4), (8) la funziono ~(Q, t) considerata nei Prelimi- 
aar i  - -  formula (25) - -  e quella analoga ~(Q, t) costruita con le Uo,... VVo, 
sono nulle per  il fatto che gli integrali  X(P,  t), ... W(P, 4) e lo loro derivato 

temporali  8X(P, t) 8W(P, t) si identificano rispeitivamonto per  t - - 0  con 
8t ' "'" 8t 

Xo(P), ... Wo(P) e con J;o(P), ... IfVo(P). Le (28), (32) danno allora 

(9) 

3 8 
X(P,  t) - -  ~,~ A~p~(P, t), / U(P, t) "- ~ A~a~P~(P, t), 

3 8 _ ~ 

Y(P, t) = ~ A~(I)~(P, t), (10) V(P, t) = ~ A2~'O~(P, t), 
1 1 

z ( t ;  t) = ~,, a3~,~,(P, t); w(P, t) = ~:,, tLa~,o,,(p, t). 
1 1 

2. Pe r  dimostrare che queste funzioni soddisfano anche alle equazioni 
di M A X W E L L - ~ : [ E R T 3 ,  eseguiremo un calcolo analogo a quello usato nei casi 
precedenti ,  cio~ porremo le funzioni (9), (10) al posto delle X,. . .  W helle 
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equazioni (I), (II) e faremo le posizioni 

f(P, t) aX(P, t) [aV(P, t} aW(P, t)t 

(11~ 
3Y(P, t) . ~[aW{P,  t) aU(P, t)\ ( c¢( P, t) 

3Z{P, t) d,(aU(P, t) aV(P, t!]. 
+(P, t) 

- at + \ -~:~ ~ / '  

(12) 

~U(P, t) 
f,(p, t ) _  at 

~,(p,t)  av(+,, t~ 
-- at 

3 W~P, t) 
+ ,( P, t) _ at 

aZ{P, t) aY(P, t) + - -  
ay az 

aX[P, t) aZ(P, t) 

aYte, t) ax(x,, t). + 
~x ~y ' 

(13) 

1 aXIP, t) 1 ~Y(P, t) 1 aZtl', t) 
to(P, t) - -  a" ax + b ~ a ~  + c/" az 

i oi(p, ~UtP, tj aV(P, t) aW(P, t) t} - -  -~  ~- ~y + ~z 

Per la seelta ehe abbiamo fatto di Xo(I)), ... We(P), le funzioni definite 
dalle (tl), (12), (13) sono nulle per t = O ,  perchb le X(P, t),... W(P, t); 

aX(P, t) aW(P, t! al l ' i s tante  iniziale, si r iducono ulle Xo(P), W0(P); 
~t  ' "' at ' "'" 

X,,(P) .... Wo(P ). Proveremo che lo sono per ogni Mtro valore posifivo del 
tempo. Si verifica facilmente, tenendo eonto ehe le (9), (10) soddisfano ai 
sistemi (1), (2), che si ha 

, 1 ~f[P, t) a~i(P , t) ~+,(P, t) 
! a ~ at - - - ~ - z  . . . . . . .  -~y ...... ' 

(14) b 2i a~(P,at t)O,~,(P,ox, t) af,(P,~z t) , (15) 

I 1 a+(P, t) Of,(P, t) a%(P, t). 
' c* at ~y ax ' 

~L!P,_ t_) = a+(P, 0 a~(p, t) 
~t ay az 

~ , ( I  >, t) ~f(e, t) ~+(P, t) 
I at az a~ 

a+,(P, t) acgP, t) af(P, t) 
at - -  a~ ay 

~kll'istante iniziale le funzioni che figurano nei secondi membri sono 
nulle in tutto S, quindi sono tali anche le derivate temporali in questo 
istante. Dalle (14) si trae 

~f(P, t) i ~ ( t  ), t) 1 8,~(P, t) 
a ~ ~x + b  ~ ay 4 c ~ 8z - - cos t an t e  rispetto al tempo. 
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Ma per t --~ O, f (P,  O) = O, ~(P, 0) = 0, +(P, O t = O, ovunque si trovi P ; 
percib la costante b nulla.  Si ha quindi  

1 8f(P, t) 1 8~(P, t }+~  8~(P, t)=o. 
(16} a" ~x t- b2 ~y ~z 

S imi lmente  si prova ehe vale l ' i den t i th  

[17) ~f,(P, t )+O%(P ,  t) +O~,(P,  t) 0" 
~x ~y ~z 

Dalle (14), (i5), (16), (17t, r isul ta  che le funzioni f ( P ,  t), ... ~p,(P, t} soddi- 
sfano in tut to  lo spazio S e per  ogni t ~ 0 ad un s is tema di equazioni  ana- 
logo a quello di ~AXWELL-HERTZ; percib possiamo senz 'a l t ro  asserire ehe 
le fuazioni in diseorso sono integrali  di due sistemi differenziali  del seeondo 
ordine del tipo (1), (2). Per tan to  le lore espressioni  si identif icano con quelle 
date dalle formule  di I=[ERGLOTZ. ~/[a nel case at tuale le f (P ,  t)... ~l(P, t) e 
lore derivate  temporal i  sono nul le  per  t = 0, quindi  le funzioni f lP ,  t),... 
~ ( P ,  t), saranno nul le  per  ogni altro valore positive del tempo. Ne consegue 
che anche a)(P, t), ~%(P, t) avranno valore zero in tutto lo spazio indefini te  
e per  t ;> 0 (9). 

(9) I r isultat i  ottenuti in questo § e r a n o  gii~ stati eonseguiti nella mia Nota :  In t egra .  
ziorts detle equaziorti  d i  M a x w e l l - H e r t z  ,n el mezz i  c r i s ta l l i n i  biassici,  ~ A.cta P.  A.ead. Nov. 
Lync.~,  Anne L X X X V I I ,  Sess. V I I .  He volute qui riehiamarli~ porch~ i[ lettore possa 
avere rapidamente sott 'oeehio le formule risolutive dei problemi che hanno fatto oggetto 
della presente ricerca. 


