Sull'integrazione delle equazioni di propagazione delle onde
elettromaguetiche nei mezzi omogenei isotropi e cristallini.

Memoria di ANerLO ToxoLo (a Padova).

A4 Mauro Picone nel suo 70™° compleanno,

Sunto. - Viene risolio, con quadrature, il problema di CavcuY per le equazioni dichiarate
nel titolo. Sie segnalaie la forma sotio la quale si possono mettere gli inlegrali, qguando
la propagazione avviene in un mezzo omogeneo isolropo, sia esso condutiore o no.

La ricerca degli integrali delle equazioni di MAXWELL-HERTZ che rego-
lano la propagazione delle vibrazioni elettromagnetiche in un mezzo omoge-
neo isotropo o cristallino, uniassico o biassico, pud essere eseguita, o nelle
condizioni di un problema di CavcHY, oppure in qumelle di un problema al
contorno o misto. Sia dal primo che dal secondo punto di vista, i laveri
sono stati numerosi e vari i metodi escogitati per risolvere le relative quistioni.

Lasciando in disparte questo secondo punto di vista, che potra formare
oggetto di un’altra ricerca, e trattando qui solo del problema di CAaucHy,
dird che la prima determinazione generale del campo elettromagnetico in
tutto lo spazio e per qualunque valore del tempo, successivo ad un fissato
istante, quando il campo & conosciuto in questo istante, si trova in una
Nota del BIRKELAND (!}, ed & stata ottenuta con formule che possono consi-
derarsi come una estensione alle equazioni di MAXWELL-HERTZ della classica
formula di PoIssoN relativa all’equazione canonica dei piccoli moti. Succes-
sivamente il TEDONE (), generalizzando alle equazioni in discorso il metodo
d’ integrazione dei coni caratteristici del VOLTERRA (*), ottenne una formula
valida nel cronotopo, dalla quale poi dedusse la risolmnzione del problema di
CAucHY nello spazio indefinito per le equazioni di partenza. Tanto nell’ una,
che mnell’altra ricerca, il mezzo & supposto isotropo e condutfore, e nella
Menmioria del TEDONE, sono anche ammesse correnti di convezione. A me

(*) K. BIRKELAND, Solution générale des équations de Maxwell pour un milieux absor
bant homogéne et isofrope, « Comptes Rendus», T. CXX (1895); « Archive de Gendve s,
T. XXXIV (1805).

{8) O. TepoxEe, Sull’integrazione delle equazioni di Maxwell, « Rend. Ace. Lineeis,
8. 5%, vol. XXV (1916).

(3) V. VoLTERRA, Sur les vibrations des corps dlastiques isotropes, « Acta math.>,
B. 18 (1894).
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sembra di aver raggiunto un perfezionamento concettuale e formale eseguendo
la integrazione come segue: si osservi dapprima, come dalle equazioni di
MaxwELL-HERTZ si ofttenga, come necessaria conseguenza, 1’equazione delle
onde sferiche smorzate alla quale soddisfa, separatamente, ciascuno dei vettori
che figura nelle equazioni di partenza. I’applicazione a questa equazione
della formula di WEBER, permette subito di assegnare il campo elettromagne-
tico in tutto lo spazio e per qualunque valore del témpo, successivo ad un
fissato istante ¢, con i dati di CAUCHY in questo istante, perché le deri-
vate temporali dei vettori, calcolate per f{==1¢,, si possono eliminare in
virt delle equazioni di MAXWELL. Una giudiziosa trasformazione di integrali
consente poi di presentare la soluzione del problema sotto una forma assai
espressiva e di estrema concisione. Basta infatti sostituire nelle equazioni
di MAXWELL-HERTZ, i cui termini sono tutti portati nei primi membri, al
posto dei vettori che ivi figurano, certe funzioni vettoriali del posto e del
tempo e cambiare segno al coefficiente di conducibilita elettrica, per avere
senz’ altro gli integrali richiesti. Queste funzioni ausiliarie si ottengono con
integrazioni definite portate sul campo elettromagnetico iniziale.

Per i mezzi uniassici o biassici, le formule risolutive perdono questa
semplicith, anche supponendo che la propagazione avvenga in un mezzo non
conduttore. Vi si perviene, per i mezzi uniassici, utilizzando le formule di
GRUNWALD-SIGNORINI (‘) per I’ integrazione del sisiema differenziale del
second’ ordine, conseguenza delle equazioni di Maxwrerr-HErrmz, e per i
mezzi biassici, particolarizzando le formule generali, date da HeErcLoTZ (%),
per I'integrazione, sempre con i dati di CAucHY, delle equazioni dell’ ottica
cristallografica, e piti generalmenie, per quelle della meccanica dei mezzi
continui.

Che effettivamente le formule finali, sia nei mezzi isotropi che cristallini,
diano le espressioni analitiche degli integrali delle equazioni di MAXWELL-
HEerrz, con i dati iniziali arbitrariamente assegnati, risulta provato da un
procedimento di calcolo, purché, beninteso, essi soddisfine a quelle condi-
zioni di regolaritd per cui sono lecite le operazioni che si devono effettuare
su gqueste funzioni.

(1) J. GriiNwaLD, Ueber die Ausbreitung elastischer und elektromagnetischer Wellen in
einawxig kristallinischen Medien, «Sitzungsberichten Akad. Wiss. », Wien, Math. naturw.
Classe, B. OXI (1902).

A, S1GNORINI, Sulla teoria analitica dei fenomeni luminosi nei mezzi cristallini uniassici.
« Ann, Se. Norm. Sup. di Pisa», vol. XIT (1911).

(°) G. HrrGLOTzZ, Ueber die Integration linearer partieller Differentialgleichungen mit
kostanten Koeffizienten, « Bervichte der math. phys. Klasse der siich. Akad. Wiss. », Leipzig.
B. LXXVIII (1926) e B. LXXX (1928).
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PRELIMINARI

1. Formula di Weber.
Consideriamo 'equazione differenziale a derivate parziali del second’ordine
tU A 3t

(1) gU-——W—G—o&U—.O, é‘“éﬁ"”‘a‘f"‘ﬁ’
ove x, j, z rappresenfano coordinate cartesiane ortogonali dello spazio ordi-
nario S e ¢ il tempo, « una costante positiva, negativa, o nulla. Siano:
P(x, y, 2) un punto, comunque scelto di S, { un istante di tempo successivo
all’ istante iniziale =0, o, la superficie della sfera di centro P e raggio ¢,
f(0), 2(Q) due funzioni arbitrarie regolari del punto @ variabile in S,

e =S

la funzione di BESSEL non oscillante di ordine zero e di argomento .
Poniamo

y 1

"2) FP, =g [MP aa,

& WP, = [*Pda,

{4) U(P, é):@(P, g)+§F{P} t}’*‘o“gF(P, §—

—[ Pr+FPr I(VaVit — ¢

B noto che la funzione U(P, f) determinata dalla formula di Weber (4),
risolve il problema di CavcHY per I’equazione (1) nello spazio ordinario e
per qualunque valore positivo del tempo, ciod essa soddisfa alla (1) per
qualsiasi £ > 0 ed inoltre si ha

sU(P, 0)

(5) Uup, O) = f(P)’ 3 = CP(P)’

ovunque si trovi P in S.

2. Formula di Poisson.
a) Consideriamo 1 equazione di D’ALEMBERT

2
(6) U _ AU =0.
o .

Annali di Matematica 6
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o 2

Con la formula di Poisson

(1) U(P, ) =P, {+ 3 PP, 1),

si ottiene la funzione U(P, ¢} che risolve in tuito S e per qualunque ¢ >0
il problema di Cavogy con le condizioni iniziali (5). Nella (7) le F(P, ¢},
®(P, {) rappresentano le funzioni

1 .
(8) F(P, f) = m/ %@dctm’
o
{ .
(9) QP t)= 47?&/-.2] CB(ZQ,) da,®;

o,

nelle (8), {9), o, denota la superficie sferica di centro P e raggio r = al.
b) Per I’equazione piut generale della (6)

*U LBU 30 U
w VU O =Y

(10)

Pintegrale U(P, ¢} della (10) valido in tutto S e per qualunque istante posi-
tivo del tempo, & dato da

(11) U(P, t) = ®(P, t;+—§t F(P, 1),

ove adesgo &

1 f(Q)
(12) F(P, f) = Trae SR [
1/ —8&  (y—m)*  (#— L)
l/ — + X + x
o
1 %(Q)
(13) @Rwﬁﬁ/ g
fe—8°  y—m)  (—C°
(E)V a* + b + ¢t

¢

nelle (12), (18}, ;% denota la superficie dell’ ellissoide di centro P e di equa-
zione cartesiana

(x ;25)2_*_(!/—7))

2+(z_c)2

B P AR
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3. Formule di Griinwald-Signorini.
Sia il sistema differenziale

*X 237 ax,
y BT A @ =)y [ —5) =0 L
(14 Y T Ty

H

Y X
e 2 ;o 2 2
E @Y (@ ’ax(aw 8y)

Indichiamo con o, la superficie della sfera di centro P(x. g, 2) e rag-
gio at, 1 un fissato istante positivo del tempo ¢; con o, la superficie del-
I’ ellissoide di rotazione di centro P e di equazione

@—5 -, =i

2.
3 =T
& o a ’

con S; lo spazio racchiuso fra le due superficie 6.’ e 6.*’; con o,* la super-
ficie della sfera corrispondente all’ellissoide o.” nell’affinity definita dalle
posizioni

- c - -

s y=-1Y F=2z

¢
®=-
a a

Hssendo, come in precedenza, f(Q), ¢(@) due funzioni regolari del punto
Q& v, §) variabile in S, si ponga

1 F(Q)E — ) + 9(Q)n — 9) 5@
10)  wulf, o1 = g [ [f0) = OB A2 gge

Gy

R ”f(Q)(é — 2 +9lQn —9), w)] o, o

dma’t] | E—®) +(n —y)f
g
82
s [ [1@55 + 9@ 2X] as,
Sy
1 ! — - — —
(16) wlf ¢] = Mt‘[ e~ f(_%)éi mo)s) + (q;( ley)* P — y}} doct +

ag®)

1 AQIE — =) + 9(A(n — 9)
4ra®t g E—ax)} + (q— g

(1— )| day &

* gra | |10 + @34 as.;

X =log[lw—&) + (y — 9|2
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{f propag

In queste formule vanno presi i1 segni =, secondoché si ha a >
oppure a < ¢.

Siano ora X,(0), Y.(9); X.(Q), Y,(Q), quattro funzioni regolari del punto @
variabile in §; le funzioni X(P, {), Y(P, ¢} definite dalle posizioni

X(P, f = 0u(X,, ¥ + 5 0.lX,, Y]
(17)
.. 3
Y(P, )= w?}{'XO , Yol + 3 w [ Xy, Yol

soddisfano al sistema (14) ovunque si trovi P e per ogni f > 0, ed inoltre si ha

X(P, O)=X(P),  Y(P, 0)=1YP);

(18) X(P, 0) -
5y =XdP), =Y (P).

Le formule (17) sono state stabilite da GRUNWALD e da SIGNORINI (%}

4. Formule di Herglotz.
Consideriamo i due sistemi differenziali

1 X o8
QEW—E‘W
P 1Y o0 ¢X Y oz
(19) Vb e Ty b=s tay Ta
1 7 a9
oo Tyl T
a*j_bz 3 (ﬁU aw)_ 23V U
%2\ 32 o y(am ay)
#V L9V U 2 (OW 3V
(20) =l ) uly )
3* W <3W oV U W,
K Z-)y oy az) <az % )

(%) Utilizzando le soluzioni elementari, il sistema (14) & stato inmtegrato da F. Bu-
REAU, Sur Uintégration des éguations de propagation des ondes Ilumineuses dans les
milieux cristallins uniaxes, « Comptes Rendus», t. 226 (1948) o con i metodi funzienali del
Fantapris, da B. LiNis Escarpo, Resolucion en forma finite del problema de Cauchy sobre
una hypersuperficie cualquiera en lo equacion des ondas con cualquier nitmero de variables,
y en otras notables de tipo hyperbolico con coeficientes constanies, « Collec. Math.», vol. IT
{1949).
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Poniamo
{21) K{P, ) = 8—11?/Sign [xE -+ ym + 28 + fldw,

ove l’integrazione va eseguita sulle due falde della superficie di FRESNEL
di equazione cartesiana

(22) = (& +1° + TYb°c’E + c’a™y® + a’b*C?) —
— (B + CYE - (cf a4 (@ D) 4 L =

1
e
dw = -+ 3T T B dhdk

A€ 7, Y

rappresenta il differenziale della superficie. Per la falda interna si deve
assumere il segno negativo e per quella esterna il segno positivo.

Siano X,(Q),” Y.(Q), Z,(9); X,(Q), Y.Q), Z,(9), sei funzioni regolari del
punto @ variabile in ‘S, e facciamo le posizioni

| X0 =00, \ B X,(0) = 7.(Q),
(23) ¢ ()= g,(0), (24) ) car¥,(Q) = 1.(9),

L atb*Z(Q) = g9,(9); a*b*Z,(Q) = [,(@);

, LaX, 19Y, 137, (13X, 13%, 13
@) @ =5 e e ‘Lz'é e i e )
(26) O(P, §) = ] ds [ K(P— @, t — 8)9(Q, 5)d0,

&) @uP, )= [K(P— 0, 071040 + 5, [ KIP— 0, (00 (x=1,2 3)

In queste formule d@ = d&dnd( e le integrazioni rispetto a queste varia-
bili vanno estese a tutto 1’asse reale.
Le funzioni

3
X(P, =4 o L (P, 4+, A1e0,(P, 1),

| :

(28) YR =45 @P, z;+z A% (P, 1),

L Z(P, )= Aaﬂ ®(P, t)+ , A% (P, 1),
2
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ove
’ (14_)92 18 1a“+£_g~’_
B /o b oyt ¢t et | b o’
(1, ) g 1o 1 1 &
c? T @ T dal op
1 1y 3 1 2 12 1 2
33 [ e e e+ e
(29) A% = ( b2> W a e b + bt o’
1 & 1 2 1 &
2 __ O . > 9 36— - %
A= ¢* dudy A= a® dydz’ A b* dzox’
o° o* d*
+

sono gli integrali del sistema (19) che soddisfano alle condizioni iniziali

( X(P, 0) = X (P), Y(P, 0) = Y (P), Z(P, 0y = Z(Py;
3 . . .
i ( HEO_ i, TBIA_yp, ZEO_gp

Formule analoghe valgono per la integrazione del sistema (20) con le
condizioni iniziali

U, )= U,(P), V(P, t) = V(P),

W(P, 0) = Wy(P);
(31) dU(P, 0) _ IV(P, 0) _ SW(P, 0)
o = UP), S =T(P), T =P,

Gli integrali sono dati dalle formule

— — 3 . _
U, =82 B(P, b+ 2, A65,(P, o

(32) ) V(P, f)= ?ai (P, t)+2 3B,(P, 1),
3
%z

WP, 4 =42 D(P, t)+2 33 (P, #),
2

ove, per simmetria con le precedenti notazioni, si &

posto
U@ =g.9, Uy(Q) =I:°(Q)
(33) Vi(Q) =9.(0), (34) V(@) =19,
Wi(Q) = 9,(9); Wi(Q) =1(@);
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ed inoltre
] e Wy
A2 = (g2 +a'~’)§%—b2 (aa; +a%)+§;,
(35) A% = — (a* + b’*’)é%Z— c (a—i;-k g—,)-i—%,
At Gzéia_"'y’ A‘gazmazég,%;, m’“:——bgéggia
§=b2c2%+c?a2%+a*bﬂgs~

Le (28), (82) sono le formule che si ricavano da quelle pi generali
stabilite da HErGgLoTz nella integrazione delle equazioni dell’ottica cristallo-
grafica.

CAPITOLO 1.

EQUAZIONI ELETTROMAGNETICHE NEI MEZZI OMOGENEI ISOTROPI
CONDUTTORI. PROBLEMA DI CAUCHY E SUA RISOLUZIONE

1. Denotiamo con S un mezzo indefinito omogeneo, isotropo, conduttore ;
con X, 1, rispettivamente la forza elettrica e- magnetica in un punto di
coordinate cartesiane ortogonale (£, %, {) e all’istante di tempo t; con ¢, ,
A, ¢, il potere induttore specifico, la permeabilitd magnetica, la conducibilith
elettrica e la velocitd della luce nel vuoto.

Supposto che non vi siano correnti di convezione, né sorgenti di elefiri-
cita, le equazioni di MAXWELL-HERTZ che regolano la propagazione delle
onde luminose nella teoria elettromagnetica della luce sono le seguenti:

%-—arotH-*—bE:O, div E=0, a=Vpls
(I)

%—f—!—érOtE—bH:(}, div H=0, b = 2rAy,
ove
1) = eb‘]E, H = e*'D, tx’!:!ep.

e le operazioni rot, div, si riferiscono alle coordinate x, p, 2 legate alle
precedenti & v, { dalle relazioni

w=ElcVep, y=nleVep, s={|cVep.
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! propay

Dalle (I) si traggono, come conseguenza, le equazioni differenziali del
second’ ordine
*FE *H

+ b E =0, (3) AH———g—»« + b0 H = 0.
2

@) AR .

ST

Sia proposta dapprima la quistione di determinare, con quadrature, le
espressioni delle forze X, B in tutto lo spazio indefinito e per ogni valore del
tempo T >0, nell’ipotesi di conoscere ivi queste forze all’istante iniziale t=0.
Bastera riferirsi alla determinazione dei vettori E—= E(P, f), H= H(P, i)
Diciamo pertanto E,(P), H,(P) i valori iniziali di E, H; si abbia quindi

(4) E(P5 0) = EO(P)s (5} H(P, O) = HO(P)

Si osservi che, in virtd del sistema (I), la conoscenza dei valori iniziali
Y, H, delle tunzioni E, H, permette di assegnare i valori iniziali delle

. . o ?H .
derivate temporali —, “=~, e noi porremo
ot ol
R CARURY 77 ) @ HEI_ e,

con

(8) E,(P) = arot H{P)— bE,P), 9 H(P)=— é rot K,(P) -+ bH (P).

Poiche E(P, t), H(P, i) soddisfano al sistema (I) in tutto S e per ogni ¢,
sard valida la equazione

FU(P, 1)

(10) AE(P, ) — "

-+ E(P, {)y=0.
Allora 1 espressione analitica di E(P, #) si trova subito mediante la
forswula di Weber data nei Preliminari; abbiamo
83‘(3, b b

(11) E(P, ) =P, § + 5" + 5 FP, i) —

t
. 9 4 e
_H F(P, )5+ OF, 1| = LoVE—=myr,
(i}

1 [E(Q 1 /'E (&
12 & —_—— LA 13 O — . T
(12) F(P, 1) I [ i ds,, (lo) (P, 1) == | 7 do,.

Gt S
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Possiamo dare alla (11) una forma assai espressiva.
A questo scopo osserviamo che, in virth della (8), si pud scrivere

(14) 4OP, H=a / rot’ B t oF By(@ 45, —p f '}(Q)dc,.

gt
L’operazione rot’ si riferisce alle coordinate correnti «, o, #, dei punti @
della superficie o,, ma & facile mostrare che questo operatore si pud portare
fuori. dal segno d’integrale, purché venga riferito alle coordinate x, y, # del
punto P (7).
Si ha allora

.
(15) @ 45, — f rot #y(9Q g,

e quindi dalla (14)

(16) 4n®(P, 1) = arot]g—%(a@ da, —-be——"}(—Q) do,.

St Gt

Sostituendo nella (11) otteniamo

(17) dnE(P, t)= a,rot} °<Q — bfl%z@d‘" +
Ot
E(Q) bt [ Ey(Q
+ Stf ;g [ o, —
. 'ta”I R(AY t—r) —r”)d E(Q}
oret
aI(bvt — 7 (9 4
[ e dr%a ot} bf Or i,

0

ove con o, intendiamo la superflcle della sfera dl cenfro P e raggio 7,
con 0 <r<i

{*) Infatti, per fissare le idoe, diamo alla sfera o, uno spostamento rigide di ampiezza dy
parallelo all’asse y; ne risulta per y' I'accrescimento dy (le altre coordinate restando inva-

az;lgfw' dy e per l'integrale

riate), per la componente, ad esempio, Hpw, I'acerescimento

I(P, #) :fH‘;’””’ ds,,

S¢
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Osserviamo che

3 —
[ﬁIO(thE—*r)y:t —*2—.
Ne risulta
az b\/t‘——- %) EQ , bt [ EyQ)
(18) atj d/ =5 | P89, +

7‘

8210(6\/#——7'2) E/(Q)
[ drdt dr [ dor,

e quindi dalla (17), ordinando opportunamente i termini,

11 [
n) \ o ) Lo(Q) alo(bvt: - 7'2) EO(Q) (
(19) 4RE(P, t} == §'t %j do Tt / r d’l‘/ p dG,rs -+

13 0

H|Q) 31 (bW? —r) Ho(Q |
[ do, J d j o

-+ a rof | (=

b Ulﬂ‘;(—@ do, —~fal°(bv,§; —") drfE‘;EQ) dc,-g.
7} 0 ]

Se quindi facciamo le posizioni

t e )
2 a2 o)
(20) dne(P, t) = [ E9) do, — ] 3LOVE —17) o f E(Q do,,
¢ or r
0 G,
t e e
) T
(21) drh(P, §) = _j _____ oY) (Q +[aI(,(bvt r )dr[H"(Q) as,
or r
o 0
la variagione
d,I(P, 1) __[aHOIw/ dct_d /6H0W dgt’

Gt
perche dy resta lo stesso per tutti gli elementi do; della sfera o;. Possiamo quindi serivere

dyl (P, t) Holm: o f 8How @
dy 91/_/ ) o ot

¢, d. d.

St Gt
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si arriva alla formula definitiva

(22) EP, )= ?f%%ﬁ — arot A(P, t) — be(P, B).

Un calcolo perfettamente analogo al precedente, porta alla seguente
espressione del vettore H(P, 1)
(23) HP, b :3’3'%’_i)+ %rot e(P, )+ bR(P, i)

Dunque: Se E(P, 1), H(P, {) sono integrali delle equazioni (I) in tutlo
lo spazio S e per ogni valore positivo di t, e per essi si ha

E(P, 0)= E(P), H(P, 0)y= H(P),

le loro espressioni analitiche si ottengono dai primi membri delle equazioni (1),
sostituendo al posto delle K(P, 1), H(P, t) le funzioni P, t), h(P, {) dale
dalle (20), (21) e cambiando b in —b.

2. Il risultato al quale siamo giunti si pud invertire. A questo seopo
denotiamo con E,(Q), H,Q), E/Q), H/(Q), quattro funzioni regolari del
punto @ variabile in § e tali che per esse si abbia

(24) div B,(Q) =0, (25) div H,(Q) = 0.

Con le prime due funzioni E(Q), H,(Q), noi possiamo costruire Ie
(P, t), h(P, t) a mezzo delle (20), (21), e quindi le E(P, §), H(P, {) ricorrendo
alle (22), (23). Queste si identificano con le espressioni date dalla formula

di WeBER (la (11) per la E(P, f) e quella analoga per la H(P, #)), purchs
si assuma

(26) E Q) =arot H(Q) bE(Q,
) H(Q) = — ot B(Q)+bH,(Q)

Che le funzioni E(P, f), H(P, }), cost costruite, soddisfino alle equa-
zioni (I) di MAXWELL-HERTZ, pud essere provato nel modo segunente.

Sappiamo gid che esse soddisfano all’equazione (10) e a quella analoga
sceritta per la H(P, t); inoltre si ha

B(P, 0)= B(P), H(P, 0)= H,P)
L0~ ppy; EB O e,

~ Dunque, per il modo con il quale abbiamo scelto E(P), H(P), E(P),
H(P) — formule (24), (25), (26), (27) — le equazioni (I) sono soddisfatte
dalle funzioni E(P, ¢) H(P, f) per { =0 in tutto S. Dimosfriamo che ivi lo



52 A. Toworo: Sull’inteyruzione delle equaziond di propagasione. ecc.

sono per ogni altro > 0. A questo scopo, sostituiamo al posto delle E, H
che figurano nelle equazioni vettoriali del sistema (I), le (22), (23), e diciamo
f(P, b, g(P, ) 1 risultati di tale sostituzione, cio®é poniamo

Pt)

(28) f(P, t) = — arot H(P, t) + + BE(P, b,

(29) 9(P, t)=—rot E(P, 1) 49 "’ét‘*

Poicheé E(P, t), H(P, f) soddisfano alla (10) e a quella analoga per la
H(P, 1), si verifica che si ha idenficamente
Ff(P, b
o
Dunque, 1’ espressione analitica di f(P, #) si identifica con quella che
viene data dalla formula di WeBER. Nel caso nostro f(P, 0)=0, come

vedemmo. Per provare che & nulla anche la derivata temporale di f(P, f)
per ¢ =20, osserviamo che si ha

31) glf%yz + arot g(P, t) — bf(P, t)=

donde, tenendo conto della identitd vettoriale
rot? E(P, {)= — AE(P, t) + grad div E(P, ¢),
2

e della identitd (10), si oftiene

(P, t)

ot

Ma per =0, f(P, 0)=0, g(P, 0) =0, div E(P, 0) =0, percid
La formula di WEBER applicata alla (30) da pertanto

—bH(P, §).

(30 Af(P, t) — + O f(P, t) = 0.
2

PE(P, 1)

W+ rot* E(P, {)— V*E(D, 1),

(32)

== grad div E(P, ).

f(F, 0)

ot =0.

Similmente si prova che
y(P, §)=0.

Valgono quindi le identitd seguenti in tutto S e per { >0
(33) S22 g rot H(P, t) + bE(P, ) =0,

(34) %{I(—a}tiﬁ+ rot B(P, §) — bH(P, t) = 0. c. d. d.

Da queste si vede subito che
div E(P, }) =0, div H(P, $)==0

per il fatto che le divergenze dei due vettori sono nulle per ¢ =0 — for-
mule (24), (25) —
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CAPITOLO II.

EQUAZIONI ELETTROMAGNETICHE NEI MEZZI OMOGENEI CRISTAL-
LINI NON CONDUTTORI UNIASSICI E BIASSICL. PROBLEMA DI CAUCHY
E SUA RISOLUZIONE

§ 1. - Mezzi uniassicl.

1. Il mezzo omogeneo indefinito § sia omogeneo, cristallino, uniassico,
perfettamente dielettrico. Assumendo come assi coordinati un sistema di assi
di simmetria eleftrica, denotiamo con X, Y, Z; U, V, W, le componenti

della forza elettrica e quelle della forza magnetfica e indicando con ai“ %2

le costanti dielettriche principali, le equazioni che regolano le vibrazioni
elettromagnetiche sono le seguenti

| 10X_aw v WY oz
e T R M 3 8y
1oy _ou aw sv_az_ox
at 3 & o’ ’ A %’

O Vi _av_av W aw_ax_ay
¢t x ATy R’
18X 13Y 134 U3V AW _

=0; \ 5

v TRy e % TR

Da queste si ottengono i due seguenti gruppi di equazioni a derivate
parziali del second’ordine

| X — 2 a.,_)_{ — gf_g_..aﬁagx (ag.__(ﬁ 3(?2..?% —
\ o o oy et y\ox  dy ) -

FY_LBY Y2 L L3 Y 8X)
T Y — @ =g\ ay>
¥z _ ¥4 _ 2 _ 0

w0
BT, 22V 3Uy
v, o 3V AU\
@ “‘ét_z"‘“?v"‘( )aw(ax @)“ )
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Anche qui proponiamoci la quistione di trovare, con quadrature, le espres-
sioni analitiche dei vettori KE(P, {), H(P, {) nello spazio indefinito § e per
ogni valore positivo del tempo, note che siano in ogni punto P le loro deter-
minazioni E(P, 0), H(P, 0) all’istante == 0. Faremo le posizioni

X(P, 0)= X(P), Y(P, 0)=Y,(P), Z(P, 0)=Z,(P);

3X(P, 0)__ 3Y(P, 0) 2Z(P, 0y

et - D‘P)‘ at YO(P)) at — 0

(P).

Cominciamo a determinare Z(P, f). Poiché tale componente soddisfa alla
terza delle equazioni (1), avremo, dalla formula (11) dei Preliminari,

(3) Z(P, b = ®P, §) + @arti__{) ,
con
L 2,9
(4) (D(P, t) 4 ‘ dct(E)}
drate TG Y —
l/(m : A 471) N <i]§l
, P - .
3,
(5) HIE 8 = 47511/26 2 20 2 3 do’zm)
/(96“4&) _*_(.7/—47]) +(z__4§)
6/2)

ove con o, denotiamo la superficie dell’ellissoide di rotazione di centro P
¢ di equazione

— 2 — 2
@=8 W= =0,
¢ ¢ a

Veniamo ora alla determinazione delle espressioni analitiche delle altre
due componenti X(P, #), Y(P, f). Queste si ottengono subito ricorrendo alle (17)
dei Preliminari, perché basta osservare che le prime due equazione del siste-
ma (1) si trasformano in quelle del sistema (14), scambiando fra loro a e ¢, ed

eseguendo poi il cambiamento di variabile p=_ #. Si trova cosi

® X(B, )= 0u(X,, Y) + S0uX,, V),

L )
(N Y(P, )= 0,X,, Yo)+§t6)y(Xo, Y,),
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ove, ad esempio,

/ 1 x) + Y, —~ Y (l
(8) (Z)a:(Xn ’ 1/0) ZM/ { o(Q) l Q)(g g e (?f ‘(_:Q-)g;l? y (E e w)l dO’; ) -+
a0

1 [[X(QUE — @) + Y (@ — ) _
M ;Wztj { (o —8) +(y—nF €= x)] do¥

5@

%%
b Ina [ X (Q) o L Y|(Q) 35533}] as;,

_ P e ER (UL
O oK, Yo =poc | Y@~ TEEZ 2 £ LMD ) ) doo +

y) (1’ ___y)] dgt('z) -

t(i
dra*t ( (6 —&° + (y—m)?®
S¢

I Y
iEdXM)m+n@ X as.
t

In queste formule vale il segno — per a>>¢, il segno -+ per a <c.
Le espressioni analitiche delle U(P, #), V(P, {), W(P, {), supposto di
conoscere i valori iniziali

(10} U<P3 O) = U{)(P)y V(P’ 0) = V{)(P)7 W(P’ O) = WO(P);

: : WP, 0 .
op), g =vep, SRS,

3UP, 0) _

(1) 3

si ottengono senz altro dalle (17) e (7) dei Preliminari. Si ha

(12) VP, )= wull,, V) + S0uT,, V),
. . 3

(13) V(P; t) = wy( Uo ) Vo) ~+ é_t wy( Uo’ Vo)a

(14) WRQ=@R@+§MP&

con ovvio significato dei simboli ai secondi membri (®).

(8) Lie formule scritte in questo n. I si trovano anche nelle due Memorie cilate in (%)



56 A. Toworo: Sullintegrazione delle equazioni di propagazione, ecc.

2. 11 risultato al quale siamo giunti si pud invertire. Denotiamo con
X, Y(Q), Zy(Q); U@, Vi(Q), Wy(Q), sei funzioni del posto @ regolari in
tutto lo spazio, comunque scelte, sotto le condizioni che si abbia in §

10X, 10Y, 12037,

(19) &g—ag+&;—ah—+-b§~§§—_0,
(16) %ﬁ+%’+¥g—ﬂzo.
Poi assumiamo
x@=a (e -), U0 =5,
| v@=eZ-Tg), s v@=2-2
g0 = —5%); o=,

Con queste funzioni noi possiamo costruire le (4), (5) e quindi la (3);
le (8), (9) e quindi le (6), (7); ed analogamente le (12), (13), (14).

Vogliamo provare che le X(P, ), Y(P, ¢§), Z(P, ty; UP, t), V(P
W(P, t) cosl ottenute, soddisfano al sistema di MAXweLL-HERTZ. Intanto si
osservi che queste funzioni soddisfano ai sistemi (1), (2), ed inoltre per esse si ha

(19) X(P, 0)=X,(P), ... W(P, 0)= W,P);
(20) M_(-a’;’_?) = X,(P),... -W_%l.;’m)z W,(P).

Quindi, per il modo con il quale abbiamo scelio le X (P), .. Wy(P), i
sistemi (I), (II) sono soddisfatti per {=0. Poniamo le X(P, ¢),... W(P, {) al
posto delle X, .. W nelle (I), (II) e facciamo le posizioni

g i, =20 e (%31: f)_ 3W§5, t)),
1) ! P, t)__:aY(;;, By (EWé;-", z>_aU<éz:, z>>§
up, =200 4 o (aU g{; h_amp, t));

[P, = él_f_(al';, t)_,_92<91;, t)_aY(az;', f

(22) 5 ¢.(P, t)z__eV(alt’, ) +8X<91:, t)_azg-; h.
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1 OX(P, ) 1 3YIP #)  134(P, §)

@3) B O=0 "% Ta 3y *ta %
U, &) V(P & WP, i)
(P = (aao L oy )+ oz

Tenuto conto soltanto che le X(P, §), Y(P, §), Z(P, #), soddisfano al
sistema (1), si vede subito che w(P, ) verifica 1’equazione

3w 92 92 92
2 s s =0,
@4 o am ay~ % 0
Nell’istante £==0, o(P, 0)=0 per la (15); inoltre per la scelta che
. . . >
abbiamo fatto per X (), Y (P), Z,(P), si ha pure §“i(—]8?’-92= 0, inguantoche

le derivate temporali delle X(P, #), Y(I’, &), Z(P’, t), si riducono alle funzioni
X, Py Y, (P), Z,P), all’istante iniziale #==0. Allora, per la (11) dei Prelimi-
nari, la o(P, {) & identicamente nulla. Analogamente si prova che o(P, {)=0.
Si trova poi agevolmente, tenendo conto di questi risultati,

g L of(P ) d9(P, 1) 03y (P f / 3@_{}_ (P, 1) (P, §)
'\oﬁ A T % ’ ’ T %
13l 839D, b afi P f do,( [ f_3f(P, ) 3P, 1
@5 ) a* ot o , (26) , 2w
[ Lap, 0 _of(r b clcp,_l_i 0, 3P, b P b_ 3P, ) Pt
Vet T T T T \ x| dy

Concludiamo, in particolare, che le derivate temporall dei primi membri
sono nulle per £ =0.
Dalle (2D) si ricava

Lf(P, t) , 13p(P, ¢) 13UP, t_ .
PR S ) I costante rispetto al tempo Z.
Ma per ¢ =0, f(P, 0)=0, 9P, 0)=0, (P, 0)=0 ovunque sia P, percid
la costante & lo zero. Si ha quindi

>
@) 10 f (P, LN 1., (P, b) ) 1 (P, §) —0
ot oy ¢t %
Similmente si prova che vale I’identita
P, 0 | S0P, B, (DD _
cx oYy 3z

(28)

Le funzioni f(P, #), ..$,(P, t), essendo vincolate da otto equazioni ana-
loghe alle (I), (II), sono integrali di due sistemi del tipo (1), (2). Ad essi
possiamo allora applicare le formule di GRUNWALD-SIGNORINI. Ma per {=0
of(P,0) AW (P,0)

T

sono nulle le (P, 0),...4,(P, 0) e le loro derivate temporali



58 A. Towroro: Sullintegrazione delle equazioni di propagazione, ecc.

Quindi le funzioni in discorso sono nulle nello spazio indefinito S e per
ogni valore positivo del tempo.

§ 2. - Mezzi biassici.

1 1
@ B o
le tre costanti dielettriche principali del mezzo § owmogeneo, cristallino,
biassico, non conduttore, le equazioni elettromagnetiche di MaxXwrLL-HERTZ
sono le seguenti:

1. Mantenendo le notazioni del precedente §, e denotando con

13X oW _ 3y ;30 _3Y oz

L a® ot dy %’ T PR T
1oy _aw_aw oV _7_ax
B M % o T %

O . Im

13z _ov_ U IW_ X Y
¢t % % 3y’ T W’
LoX 13Y  1o7_ UV oW

| G th ey Y e wtay e =0

Da queste scendono, come conseguenza, le seguenti equazioni differen-
ziali del second’ ordine

18X _ax-2
o A 2 dux S dy . o
= — 4+ - T
; 1Y _ ,y o dy Oz
@ BTy NI
Lez_,, > T ey e
VW T o o

*U B(BU 9W)_H23(8V 8U>

iy * T A g(er_°Y
ot b d\dw o dy\dx
2 BV _ L2 (RV_3UY_ .3 BW 2V
T 7 e\ ay) 8z(8y "a?)
W_azi(w_ﬂ)mbzi U _ W
oo T T y\dy % o\ 3z Sw)'

Questi due sistemi sono stati considerati nei Preliminari, e per essi si
hanno gli integrali X(P, #)... W(P, #) dati dalle formule (28), (32) con le
condizioni iniziali ivi precisate. Ora prendiamo queste condizioni X, (), ...
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W,(@), in modo che si abbia

109X, 1293Y, 1237,
3) FE Y tew
U, ov, oW,
Poi facciamo le posizioni
=20 _,
U, oW : oZ, X
o B2 hihd J __r__
; oV, 28U, aX oY
e 2 0 0. b1y
Allora risulta in fatto lo spazio
19X, 1293y, 13Z,
@ FETEH ToR
U, v, oW, _
® "af"'*a—ﬁ'—i"——ac =0.

In forza delle (3), (7), (4), (8) la funzione ¢(@), {) considerata nei Prelimi-
nari — formula (25) — e quella analoga (@, {) costruita con le U, .. w,,
sono nulle per il fatto che gli integrali X(P, #),... W(P,-f) e le loro derivate
AIX(P, t)y WP ¥

't u
X,(P), .. W,(P) e con X(P),... W,(P). Le (28), (33) danno allora

temporali si identificano rispeitivamente per {=0 con

3 3
X(P, t) =3, Al®, (P, 1), UP, t) =3, Alsd (P, 1),
1 1L

(
3 \ 3
9) Y(P, t)=Z,80%Q,P, 1), 10y ¢ V(P 21"“ ®,(P, b),
1
3 3
Z(P, b) = 3, A% (P, §); ( W(P, ) =2, ASD (P, ¢).
1

2. Per dimostrare che queste funzioni soddisfano anche alle equazioni
di MAxweLL-HERTZ, eseguiremo un calcolo analogo a quello usato nei casi
precedenti, cio® porremo le funzioni (9), (10) al posto delle X, .. W nelle
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equazioni (I), (II) e faremo le posizioni

, AX(P, 1) AV(P, & WP, 1)
] oY (P, ¢ JWI(P, t) UP, ¢
(11) R ]
, (i (RU(P, §) 23V(P, t))_
', _au(p, 3Z(P, 1) B Q_Y(ji_)
, V(P ) 3X(P, t) oZ(P, 1)
(12) ! cPt” )r t) == (at ) - _’”‘%j*‘) o "“‘%‘i“_’:
/ WP, f) | 3Y(P, t) X(P, #).
\ WP )= ot + aw, B M-a:rjrﬁ’
P, 1 AV
w(P, t):}} BX{’_,_Q_‘__L;EY(P, 4] 115 2z, t)’
(13) a o b oy ¢ %
UP, ) V(P ) WP, ¢
) (P, f)= %m + (ay )+ éz )'

Per la scelta che abbiamo fatto di X,(P), ... W,(P), le funzioni definite
dalle (11), (12), (13) sono nulle per ¢-=0, perchs le X(P, #),.. W(P, {};
oX(P, t) 9W(P,

o8 7T
X,(P), ... W,(P). Proveremo che lo sono per ogni altro valore positivo del
tempo. Si verifica facilmente, tenendo conto che le (9), (10) soddisfano ai
sistemi (1), (2), che si ha

, all’istante iniziale, si riducono alle X (P),... W (P);

1 If(P b)) S (P, ) (P Y Cf P, Y (P, ) de(l 1)
\ a> % T e M Ty e
D1 3P, t) 3 (P, b)) 3f(P Y "o (P, f) _of(P, 1) P,
W s =% —"& » U T
f 1P, ) fi(P, &) 39,(P, ¥, (P, ) (P Yy Of(D 1)
et T dw T dy

All’istante iniziale le funzioni che figurano nei secondi membri sono
nulle in tutto S, quindi sono tali anche le derivate temporali in questo
istante. Dalle (14) si trae

Lof(P, 1) 1 3(P, ) 1 0Y(P,
pel

= costante rispetto al tempo.

@ ox b* By ¢
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Ma per t =0, f(P, 0) =0, ¢(P, 0) =0, ¢(P, 0) =0, ovunque si trovi P;
percid la costante & nulla. Si ha quindi

Lof(P 5 1 ogP 1 3P _

(16) G w6 T %

0.

Similmente si prova che vale 1’identitd

of.(P, t)  dp(P, t) 3P, ¢
1) Al )+<p<ay ) BB,

Dalle (14), (15), (16), (17), risulta che le funzioni f(P, {),... (P, ?) soddi-
sfano in tutto lo spazio S e per ogni # >0 ad un sistema di equazioni ana-
logo a quello di MAXWELL-HERTZ; percid possiamo senz’altro asserire che
le funzioni in discorso sono integrali di due sistemi differenziali del secondo
ordine del tipo (1), (2). Pertanto le loro espressioni si identificano con quelle
date dalle formule di HErgLOTZ. Ma nel caso attuale le f(P, §)...¢,(P, t) e
loro derivate temporali sono nulle per { =0, quindi le funzioni f(P, {),...
$,(P, 1), saranno nulle per ogni altro valore positivo del tempo. Ne consegue
che anche o(P, #), o (P, f) avranno valore zero in futto lo spazio indefinito
e per t >0 (°).

(?) T risultati ottennti in questo § erano gia stati conseguiti nella mia Nota: Integra-
zione delle equaszioni di Maxwell-Herlz nei mesezi cristallini biassici, « Acta P. Acad. Nov.
Liyne.», Anno LXXXVII, Sess. VII. Ho voluto qui richiamarli, perch® il lettore possa
avere rapidamente soft’occhio le formule risolutive dei problemi che hanno fatto oggetto
della presente ricerca.




