Uber Streuungs- und Stabilisierungsfunktionen
bei Differentialgleichungen der theoretischen Mechanik.

Memoria di W. GRoBNER (in Innsbruck).

Mawro Picone zu seinem 70. Geburstag gewidmnet.

Zusammenfassang, - Indem man zu den Lagrangeschen Gleichungen passende Glieder
hinzufiigt, kann man erreichen, dass die Energie des Systems dauernd gegen null
abnimmit, oder nwr auf diskreten Energiestufen stationdr bleibt. Man kann so mecha-
nische Modelle konstruieremn, welche nwr auf vorgegebenen diskrefen Emergiestufen
stabil sind.

Die Differentialgleichungen eines konservativen Systems ktnnen bekannt-
lich (!) mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips aus der sogenannten Lagrange-
schen Funktion
(1 L=T-T

abgeleitet werden: man hat nach den Regeln der Variationsrechnung das
Integral

y 1y
2) Q:JLdt:t]/(TﬂU)dt

stationdr zu machen. Dabei bedeutet T die kinetische, U die potentielle
Energie des Systems. Bei Verwendung allgemeiner Koordinaten u,, u,,..., %,
(entsprechend n Freiheitsgraden), die mindestens zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen der Zeit sein sollen, diirfen wir annebmen, dass T als
quadratische homogene Funktion der Ableitungen u, gegeben ist:

3) T = 3% a,um, (@ = @)

mit Koeffizienten a,,, die stetig differenzierbare Fuanktionen der Koordinaten
u, sind ; ferner ist

4) U={(u),

wo f(u) ebenfalls eine stetig differenzierbare Funktion der Koordinaten wu;
bedeutet.

() Vel. etwa G. HAMEL, Theoretische Mechanik, Springer-Verlag Berlin, Géttingen,
Heidelberg, 1949, 8, 244 ff.
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Die Lagrangeschen Gleichungen des Systems erh#lt man durch Variation
von (2) in der Gestalt

d 3L 3L .
(5) E{; a_u’-i — a_..,“‘ = {’i, = 1, 2, ey n).
Ausfithrlich geschrieben lauten sie mit Riichsicht auf (1), (3) und (4):
/ — . M — e = =1,.., n\.
(%) Mu)=2% a,u, + 22 3, Uylhy 3, u,u, -+ 3, 0 (g=1,.., #

Fibrt man nun die Gesamtenergie des Systems K= T — U ein und
berechnet die Ableitung
- dE _d
E_-Ht—_m(T—i—U),
go findet man nach kurzer Rechnung
da

E=23a,uu, + 3 o W,y 2y + 3

of -
a—dtui-

Denselben Ausdruck bhekommt man aber fiir Sit,M,(u), da bei dieser
Summierung die beiden mittleren Glieder von M,(u) sich folgendermassen
zusammenziehen lassen:

Oy + -+ - 1aaw. Ce aa,m. .o
22 a—z—t—y'u,,upu, -2 u, wu, Uy =2 S, U, U,
Daher findet man endgiiltig :
(6) B =3 u,Mu),

also E==0, E = const., wenn die Differentialgleichungen (5') gelten.

Es kann aber auch der Fall sein, dass ausser den im Potential U
enthaltenen Kriften noch andere Kriifte dem System eingeprigt sind, die
kein Potential besitzen und also auch nicht konservativ sind; dann werden
auf der rechten Seite der Differentialgleichungen (5) und (5') anstelle von 0
gewisse Funktionen X,(u, u) auftreten, welche den von diesen Kriften
ausgelibten Wirkungen entsprechen. Insbesondere konnen auf diese Weise
Reibungskrifte berticksichtigt werden.

Wir betrachten daher jetzt anstelle von (5) die folgenden Differential-
gleichungen :

(5") Mu) =k, =1,.., n)

wo k; irgendwelche stetige Funktionen von » und u sein konnen. Setzen wir
das in die Identitiit (6) ein, so folgt:

(7) E=3ubM{u =3 uk,.
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Nehmen wir z. B. speziell k; = — eu; an. mit positiven Konstanten ¢;, so
liefert (7) die Beziehung : . )
He —Zgu® <0,

d. h. die Gesamtenergie des Systems nimmt dauernd ab, und zwar in einem
den Quadraten der Geschwindigkeiten proportionalen Verhilinis, solange bis
ein Ruhezustand %, = #, = ... = u,, = 0 erreicht ist.

Die Differentialgleichungen (5”) werden also bei dieser Annahme einen
Bewegungszustand des Systems beschreiben, wie er beim Einwirken von
gewissen Reibungskriften tatsichlich vorkommen kann. Es ist klar, dass die
Funktionen k; auf sehr verschiedenartige Weise gewiihlt werden kdnnen, so
dass immer B < O gilt; daher ist die Moglichkeit gegeben, den experimentellen
Erfahrungen durch passende Bestimmung der Funktionen %; moglichst gerecht
zu werden.

Man kann die Funktionen %; als Strenungs- oder Dissipationsfunktionen
bezeichnen, weil sie die Energie des Systems zerstreuen und allmihlich
aufzehren, bis ein Ruhezustand erreicht ist.

Wir wollen nun noch folgenden Ansaiz versuchen:

k; = w,D(E), =12 .., n

wo ®(E) eine Funktion der Energie E bedeutet. In (7) eingesetst, erhiilt
man dacn: ' .
E =2 ui®(H),

also eine Funkfion, deren Vorzeichen, solange das System iiberhaupt in
Bewegung ist (2 u# > 0), vom Vorzeichen der Funktion ®(E) abhingt.

Wihlt man z B. @(E):lwﬁE—, g0 ist £ >0 fir E<E,, und E<O0

9

fir E > E,, d. h. das System gibt, solange seine Energie E > E, ist, Ener-
gie nach aussen ab, absorbiert dagegen Energie von aussen, solange K < E,
ist. Fir B =E, ist £ =0, und dann gelten auch die Differentialgleichungen
(5') des ungestorten Systems.

Wir konnen sagen, diese Funktionen k; sind Stabilisierungsfunktionen
fiir unser mechanisches System ; denn sie bewirken, dass das System aunf der
Energiestufe E = E, stabil bleibt; wird ihm duorch irgendeinen #usseren
Anstoss Energie zugefiihrt oder entnommen, so bewirken die Stabilisierungs-
funktionen, dass binnen kiirzester Zeit der stabile Zustand E = E, wieder
hergestellt wird.

Es ist naheliegend, diesen Ansatz in der mannigfaltigsten Weise zun
variieren; man kann leicht Stabilisierungsfunktionen angeben, die bewirken,
dass das System auf gewissen Energiestufen E,, E,,.. und nur auf diesen
stabil ist. Wenn durch einen von aussen kommenden Anstoss Energie zuge-
fihrt wird, so kann das System diese Energie nur dann im Innern aufnehmen,
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wenn der zugefithrte Befrag gerade der Differenz von zwei Energiestufen
entspricht; ein darliber hinausgehender Energiebetrag kann vom System nicht
absorbiert. werden, sondern wird in entsprechend kurzer Zeit wieder nach
aussen zerstreut. Analoges gilt fiir Energicabgaben des Systems.

In jedem Falle konnen die Funktionen %; noch im weitesten Ausmass
abgetindert werden, um eventuellen weiteren Forderungen Geniige zu leisten.
Aber die Frage, ob es moglich ist, diese hier vom mathematischen Gesichts-
punkte herausgestellten Ansiitze in Problemen der theoretischen Physik zu
verwerten, soll hier gar nicht angeschnitten werden, sondern einer gemeinsam
mit F. CAP zu publizierenden Arbeit vorbehalten sein.




