
F m n i l l e s  d e  s u r f a c e s  i s o p a r a m 6 t r i q u e s  da, ns  l e s  e s p a c e s  

h e o u r b u r e  e o n s t a n t e .  

(Ext ra i t  d ' u n e  ieth 'e ~ M. Beni~mino Segre)  

par  ]~LIE C~k]~TAN (~ Paris), 

. . . .  Les r6sultats que vous avez obtenus sur les families isoparam6triques 

d' hypersurfaees de 1' espaee euelidien ~ n dimensions (') peuvent ~tre 6tendus 

aux espaces h n dimensions ~t eourbure constante n6gative et, en partie, aux 

espa.ees '~ courbure constante positive. Duns les deux cas on peut, d6montrer 

que le probl6me revient a la recherche des hypersurfaees dont routes les 

courbures principales sont constantes, reals, alors que pour les espaces 

courbure coustante n¢igative ou nulte, le hombre des courbures principales 

distinctes ne peu~ d6passer deux, il n ' en  est plus de m~me si l 'espace est t~ 

eourbure constante positive. Le probl6me duns ee dernier cas est compliqu6, 

mais for~  int6ressant;  y ai p u l e  r6soudre compl6tement pour l 'espace g 

courbure const, ante positive ~ 4 ,dimensions; on p e u t  du reste duns le eas 

g~n6ral trouver une loi dormant les eourbures principales, dbs que 1' on connalt 
leurs degr6s de multiplicitY. 

La m6thode que y ai employ6e fair appel ~, une technique diff6rente de 

la v6tre: c 'est  In m6tlhode du rep~re mobile, apparent6e, comme vous le 

savez, /~ la m6thode des congruences normales de G. RICCL 

1. Prgliminaires.  58 suppose la forme fondamentale de l 'espace,  g n 

dimensions et de courbure r iemannienne eonstante (', d~compos6e en une 

somme de n carr~s ¢o~] q-~%~'+ ... + ~%~, avee les formules de structure 

(1) I ¢0,' = [¢04 mkd, 

off l 'on  a 

(2) o~j ----- - -  %i - -  7~,¢% ; 

les g~k sent les coefficients de rotation de gmcI.  

(t) << Rendic .  L i n t e l  % V I  s., *27, 1938, p. 203-9_07, 

Ar~na.li di Matematica,, 8erie IV, Tome X~rII, 23 
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Soit f une fonet ion jou i s san t  de la propri6t6 que ses deux  parambtres  

di f f4rent ie ls  a , f  et A~f soient des fonct ions  de f: Je  supposera i  que le n i~m+ 

vcc teur  du rep6re r ec t angu la i r e  a t tach6 ~ la d6composi t ion en carr6s est 

normal  aux  hyper su r faces  de n iveau  de la fonct ion f ;  la ~liff6rentielle d f  est 

alors un  mul t ip le  q~co de c%; q~ est pr4cis6ment  la rac ine  carr6e de a~f, 

done une  fonct ion de f, de sorte que ~o est une  di f f6rent ie l le  exac te  dr. 
D'ofi  il r6sulte le r6sul ta t  b ien connu  que les hyper su r faces  de n iveau  de la 

fonc t ioa  f fo rment  une  famil le  d ' h y p e r s u r f a c e s  paral lbles et que cette famil le  

est eonnue  ribs q u ' o n  en eonnai t  une  hypersur faee .  

De la propri6t6 de la forme to~ d ' e t r e  une d i f f6rent ie l le  exaete  r6sul te  

% , ' =  0, et par  suite, d' apr~s (1), 

(3) [+, o,,,~] = O; 

cela signif ie  que les c%, sont des combinaisons  l in6aires  de to,, c%,..., o),_~ 

avec un  tab leau  de coeff ic ients  sym6tr ique.  
Or la forme quad ra t ique  co~ %,,, qui  est la seconde forme fondamen~ale  

de 1' hyper su r face  t = - C  te, peut  4tre ramen6e  ~ une somme de carrds par  un  

choix  convenable  des n -  1 premiers  vee teurs  du  rep6re ;  on peut  done poser  

(4) ~oi, , = a~ ¢oi (ne pas sommer), 

formule  dans  laqueUe les a, sont les n - - 1  courbures  pr inc ipa les  de l 'hy-  

persurfaee .  
In t rodu i sons  m a i n t e n a n t  le param~tre  diff~rent iel  A f. Les  d6riv6es eo- 

var ian tes  f~ de la fonct ion f par  rwpport au repdre choisi son~ 

f, =o ,  L =o,. . . ,  L ,_ ,=  o, f , .= 

on a d~autre part~ en d6s ignant  par  D l e  symbole  de la d i f f6rent ia t ion  co- 

var iante ,  
- -  ~'(i,~to~ = - -  ~aio)~ si i ----- 1, 2 , . ,  n - -  1 ; 

Df~ d f i - -  df, 
dq~ : ~to~ si i :-- n ;  

est 6v idemment  une  fonct ion de f. On a done 

Nous arr ivons ainsi  /~ la conclus ion su ivan te :  
L a  condition ndcessaire et suff isante pour que Aft soit u~+e fortction de f, 

en supposant que h~f soit d~]~. une fonction de f, est que les hypersurfaces de 
niveau de la fonclion f soient toutes ~t courbure moyenne constanle. 
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2. Les courbures  pr ine ipa les  des hype r su r f aces  de niveau. - -  La  d~ri- 

ra t ion ext6r ieure  de F6qua t ion  (4) donne~ en tenant  compte de (1)~ 

(5) (ak - -  a,)[(% o)~,]- t - [o~,(da,-  L ' -e  a,:'%~)]--~ O, 

l ' i nd i ee  de sommat ion  k va r ian t  sen lement  de 1 h, n - - l ,  comme du reste  

dans  routes les f o r m u l e s  qui  suivront .  Comme la. p remiere  somme du p remier  

membre  ne cont ient  a u c u n  te rme en [o)~(%] puisque  lo. forme o)¢¢ est identi- 

quemen t  nutle,  on a 

(6) da, : (C -~ a,2)~o,~ q - . . . ,  

tes ter:mes non indiquds ddpendant  l in6a i rement  de ¢o,, t%,. . . ,  o)~_~. Mais 

comme d a , - t - d a ~  + . . .- t-da,~_, ne d~pend que de ~%, nous en d~duisons 

-v 2 2 
d(a, q -  a~ -J- ... q- a ,~_~)~ [(n - -  1)C + a i -I- a~ -4- ... -t- a,~_11%~ ; 

o 2 2 
par  sui te  a [ - J - a : - 4 - . . . - ~  a,~_~ est aussi  une  fonct ion  de f. L a  cons idera t ion  

de sa di f f~rent ie l le  montre ,  en tenant  compte de ( 6 ) e t  par  un  calcul  ana- 
3 9 3 logue au pr~c6dent~ que a~ + a~ q - . . . - ~  a,~_~ est ~galement  une  fonct ion de f, 

et ainsi  de suite.  D;0fi r~sul te  le th~orSme: 

Les hypersur faces  de n iveau  de la foncl ion f o,nt toules leurs courbures 
pr inc ipales  constantes. On a de plus 

(7) da~ -~ (C + a.~~)%~ ~ (C -t- a~)dt. 

R~ciproquement  soit E une  hype r su r face  par t ieul i~re  h courbures  prin- 

c ipales  cons tan tes ;  les hype r su r faces  paral l~les fo rment  une  [amilie isopa- 

ram~tr ique .  I1 suf f i ra  de fa i re  la d6mons t ra t ion  dans  un  espace de courbure  

cons tante  dgale h 1. Si Fort pose a ~ - - t g 0 , ,  la courbure  pr inc ipale  corres- 

pondan te  de l ' h y p e r s u r f a c e  paral l~le 5 E h ]a dis tance t e s t  tg(0~-I ~/); elle 

est donc cons tan te  sur  cet te hypersur face .  

3. Une f o r m u l e  fondamen ta l e .  

l ' en semble  des termes  en [t%(%]; nons obtenons 

- a,)y ,h = - 

[ormule  d ~o~ nous t i rons deux  conclus ions :  

1 ° le coeff ic ient  Y~h est nu l  si a~ ~ a~ =~= ak: 

(8) 

(9) 

- Revenons  h l '~qua t ion  (5) et annu lons  

(ne pas sommer), 

Y~lh'- 'O si a~ - -  am =4= a~ ou a t , : a , ~ : 4 : a ~ .  

2 ° On a, pour  ai ,  ak, ah dist incts ,  

(a~ - -  a~)y~ih -~- (ai - -  a~)Tih~ - -  (a~ - -  a~}7~h~ (a~, ak,  ah distincts), 
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ce qui permet de poser 

(10) ~ ' ~  __ h~ 

6~i - -  (~k ~ 

la quantit~ k~hh 6ta,nt sym6trique par rapport  h ses trois indices (~). 

Cela pos~ d~rivons ext6rieurement  l '~quat ion (2) 

(2) ~o~j : ~,~:%, 

oit nous supposeron.s essentiellement at =~: aj, et 6gatons dans les deax  membres 
l ' ensemble  des termes en [~o~%]. En tenant compte des 6quations (t), dans 

lesquelles Findice  de sommation peut  prendre la valeur  n, nous obtenons 

on encore 

formule darts laquelle l ' indice de sommation r va.rie de 1 h n - - 1 .  

Si dans le second membre on donne h r une valeur  fixe relic que 

a , . =  a~, les coefficients T,ojj, y~j~, yj~.~ s ' annulent  en tenant compte de (8); il 

en est de m~me si a+ = % ;  il suffit done de donner h r les valeurs pour 

lesquelles a,. est different de a~ et de c~:. En tenant compte de {tO), on 

trouve alors la formule fondamenlale 

(11) 

la sommation 

a,. 4 :  ~ ,  a : .  

C + a~a:: = 2 Z - kiJ~ 
, (c~ - a,)(c~: - a , ) '  

6tant effectu6e par rapport  aux indices r pour lesquels 

4. Gas oh l ' bype r su r f ace  n ' admet  que deux courbures principales dis- 

t inctes.  - -  Dans ee cas, le second membre  de l '6quat ion ( t l ) e s t  nul et 

l' on voit que le produi t  des deux courbures principales de l' hypersurface est 
dgal d la courbure r iemannienne changde de signe de l'espace ambia~t. 

Changeons de notations et d6signons par  des lettres latines i, j , . . . ,  les 

indices correspondant  h a i  = a e t  par des lettres grecques ~, ~,..., les indices 

correspondant  ~t a ~ = b  ( a b = -  C). D'apr~s (8), tons les coefficients yi~l,., 

y ~  et y~,, sent nuls;  on a done 

( t )  O n  a a u s s i  Yl~in = 0 s i  a t :  ==~ a i .  C e t t e  r e l a t i o n  s e r a  u t i l i s d e  u u  n ° 4.  
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Les  fo rmules  (1) donnei l t  d ' a b o r d  

o) / - -  [o~, ~o~,] + a[~o~ %], 
(12) 

0) . .  ! ~ = [~ ~i] - (c + ~ ) [ o ~ o ~ ] ,  
puis  

113) 

i81 

~o~' = [~o~ o)~] + b[,,~ %], 
~ ' =  [~%, % ~ ] -  ( 0 +  b2}[(o~ ~o~]., 

Supposons  d ' a b o r d  la 

peu t  supposer ,  d ' ap r~s  (7), 

Posons  

d ~ o~t 

(12't 

et 

c o u r b u r e  de l ' e s p a c e  posi t ive  et 6gale ik 1; 

b -------- cot t. 

(0~ ---- sin tt'o~, 

(13') 

O i l  

a = tg t, 

o) i =  ¢ O S ~ 6 3  i ,  

¢oiu z sin l 6)i, t%, = - -  cos 16h, 

En r e m p l a c a n t  darts (12) et (13), on obt ient  

t c o / =  [6)k o~lci], 

i 6) '  

Ces fo rmules  m o n t r e n t  que  les d e u x  formes  d i f f~rent ie l les  E S)~ 2 et E 5)= ~ 

de c o u r b u r e  cons tan te  ~gale h 1. Supposons  la p r e m i e r e  fo rme h p sont  

var iab les  et la seconde  ~ q var iab les  (p + q  = n - - 1 ) .  On p o u r r a  r6a l i ser  la 

p r e m i e r e  au moyen  de p + l  va r i ab les  u t ,  u2,. . .  , u1+ ~ dont  la somme des 

carr6s  est 6gale h 1, et la seconde  au  moyen  de q +  1 nouvel les  var iab les  

up+2, % + 3 , . . . ,  u~+~ dont  la somme des carr6s  est aussi  ~gale h 1. On a u ra  
alors  

~o~ + o~)~ + ... + o)p = du;  + du~ -t- ... + duv+l , 
2 2 ~ 2  2 v ,~ 

et pa r  suite,  pou r  le ds  2 de l ' e space ,  

2 o 9 
ds ~ -= cos 2 t (du~ + ... + d u p + j  + sin ~ t (du~+2 + ... + d u ~ + j  + dt  ~. 

Posons  enf in  

x ~ = c o s t u i  ( i = l ,  2 , . . . , p + l ) ,  x ~ = s i n t u ~  ( a - - - - p + 2 , . . . , n + l ) ;  

on cons ta te  imm6d ia t emen t  que  F on a 

ds 2 dx~ + dx~ + + d 2 • . .  X n + l ,  
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la somme des carr~s des n - 4 - 1  var iab les  ~tant 6gale h 1. On r e t ro u v e  le ds ~ 

de F h y p e r s p h 6 r e  de r a y o n  i de l' espace  euc l id ien  h n q - 1  d imensions ,  c' e s t -  

L -d i re  le ds  ~ de 1' espaee  sph~r ique  h re d imensions ,  et F on voit  que  les 

h y p e r s u r f a c e s  i sopa ram~t r iques  sont  donneies pa r  l ' ~q u a t i o n  

(14) 

ou enco re  

( t 4 ' )  

x~+.~ -~- ... -I- x,,e~ = tg ~ l(x~ -~- ... ÷ x~+d,  

cos 2t = x; + ... + ~)+~ - -  (~c~+.~ ÷ ... + x;~ ~d. 

P u r m i  ces h y p e r s u r f a c e s  d e u x  sont s inguli~res,  e ' e s t  cel les  qui  corres-  

h t = 0  et t = ~ ;  la p r e m i e r e  donne  ponden t  

la seconde donne  
x p ÷  2 - -  ... - -  Xn÷ t :--- O; 

~ l  . . . . . .  3 ~ p +  i -~ -  0 : 

t o t a l ement  g6od~siques compl~ment  

de mani~re  h r e spec t e r  la r e l a t ion  (7). Nous  poserons  encore  

o ~ - c h t 6 ~ ,  ~ % =  sh t 6)~, 

~ o ~ n = - - s h t @ ,  ~ o ~ , = - - e h t ~ .  

Les  fo rmules  (12) et (13) p r e n n e n t  m a i n t e n a n t  la fo rme  

= [6)1~ ~%i], (12") 
t (I),. t ~j = [~o~k ~ , i ]  + [~ ~]; 

(13") I ~ ' =  [~%~]' ,0~ ~' = [~o~  ~o~]  - [~  ~]. 

Les  d e u x  formes  d i f f~ren t ie l l es  Z 6)~ ~ et E6)~ ~ sont  la p r e m i e r e  • c o u r b u r e  

cons tan te  - -  1, et la  seeonde  h c o u r b u r e  consta, n te  - t  1. On les r~a l i se ra  en  

posan t  

" ~ = du~ + ... + d u ~  d u ; , + t  , X c~; = ~ ° - -  ° ~ du~ ~ t d . . .  + d u ; ~  , 

avec  n q - 1  var iab les  li~es p a r  les re la t ions  

2 2 2 2 
q~n-}- i  ~ U t - -  . . .  - -  U p  = l ,  UI~-I-1 -4- . . .  - { -  ' ~ n  = 1 .  

ee sont d e u x  vari~t~s o r thogona les  et 

compldmenta i re s .  

Supposons  m a i n t e n a n t  ]a c o u r b u r e  de i ' e s p a c e  udgat ive  et ~gale ~ - -  t. 

On peu t  pose r  

c~ - - - - - - th t ,  b = - -  e t h  t, 
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On ~u ra  a lors  p o u r  le d s  "~- de l'espace 

ds  "2 ~-- ch'-' t(du~ + ... + du~ ~ .2 o - -  du~,+,) + sh ~ t(dup+~ + ... + du;,) + d t  ~. 

I1 su f f i r a  de pose r  

et  l ' o n  a u r a  

~ V e C  

( i = l , . . . , p , n + i ) ,  x ~ - - - - s h t u ~  ( ~ - - - p + l , . . . , n ) ,  

d s  ~ = dx~ + dx~ + . . .  + d x :  d 2 

"~ 2 2 

On a r e t rouv~  la r e p r e s e n t a t i o n  de CAYLEY-KImI~ avec  l ' a b s o l u  

2 "2 2 2 
~ t  + ~.2 -{- "'" - ] -  9¢n - -  ~ n + l  - - -  O. 

Les  h y p e r s u r f a c e s  de n i v e a u  sont donn~es  pa r  l ' ~ q u ~ t i o n  

xp~,  + . . .  + x~, --~ th °- t (x~+l - -  x, - -  ... - -  wp), 

q u ' o n  p e n t  enco re  6cr i re  sous  la  f o r m e  

"~ 2 2 2 2 
(15') ch  2t--~ x ~ - i  - -  x,~ ... x p  + xp+l  + ... -+- x ~ ,  

le second  m e m b r e  ~tant  une  fonc t ion  f don t  les d e u x  p r e m i e r s  p a r a m ~ t r e s  

d i f f~ren t i e l s  sont  des  f0nc t ions  de  fi 

P o u r  t ~ 0 on a une  h y p e r s u r f a c e  s ingul i~re  d'  dqua t ions  

c~est une  vari~t~ l in6a i re  t o t a l e m e n t  g~od6sique it p d imens ions .  

5. Cas oh les c o u r b u r e s  p r i n e i p a l e s  son t  t ou t e s  dgales e n t r e  elles.  - -  

Si C - ~  1, on peu t  pose r  la  c o u r b u r e  p r i n c i p a l e  c ~  t g t  et on r e t o m b e  sur  

les  f o r m u l e s  (141 en s u p p o s a n t  p ~ n -  1: on ob t i en t  l e s  h y p e r s p h b r e s  de 

cen t r e  f ixe  
"2 2 2 2 

x~ + x~ +-  ... -I- x,~, = cot 2 1 Xn+l ; 

7T 

p o u r  t - - 9 ,  on t rouve  le po in t  x ~ -  - - x ~ , - ~ - 0 ,  cen t r e  c o m m u n  des  hyper -  

spheres .  

Si C = - - 1 ,  on t rouve  en posan t  soil  a = - - t h t ,  soit  a = c t h t ,  les 

h y p e r s u r f a c e s  ob t enues  en d o n n a n t  dans  (15) it p la  v a l e u r  n - - 1  et la  

v a l e u r  0, it s avo i r  
2 2 2 2 

(16) x,, ~ th ~ t (xn+l - -  x ~ -  ... - -  x ,  -1), 
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e~ 

+ x ~ +  + x ~ : t h  ~ t x  ~ {171 x, , ... ,~ 4 1. 

Les  h y p e r s u r f a c e s  (17) sont  des  hype r spbres  de cen t r e  ~c~ : x~ . . . . .  x , , - - 0 ;  

les h y p e r s u r f a c e s  (t6) soul  les dquidistantes de l ' hyperp la ,n  x ,  = 0. 

Ma,is il y a encore  une  so lu t ion  qui  ne se d6dui t  pas des r6sul ta ts  

du n o 4, c ' e s t  cel le  qui  co r r e sp o n d  h a = l  (le c~s a - - ~ l  n ' e n  est pas 

distinct).  En  posa~nt 

(0 i ~ '-  e ~ t ~ ) i  ~ 03in ~ e - t ~ ) i  

les ~quat ions  (1) d e v i e n n e n t  

(18) 

el les p rouven t  que  la fo rme  

peu t  done poser  

(% -t- o)[, + ... + co,,~_t est  de e o u r b u r e  uu l l e ;  on 

ds" - -  e - " ( d u ~  + du~ + ... + dui~_~) 4- d t  ~, 

OU o n c o r e ~  el l  posant e t :  un, 

ds ~ _ du~ + du~ + ... + du~ ~ 

Les  h y p e r s u r f a c e s  u~,-~ C te sont  des horisphdres. Dans  la r ep r6sen ta t ion  

de CAYLEY-KLEIN~ t 'a,bsolu 6taut  ta. q u a d r i q u e  

.~ 2 2 

x~ + x~ + ... + x,+ - -  x~,+ ,-t = O, 

la fami l le  d ' h y p e r s u r f a e e s  i sopaxam+tr iques  c o r r e s p o n d a n t e  peu t  s ' 6c r i r e  

9 ~ 2 
(19) x~ -1- x~ + ... + x;, - -  x,+~ + e ~t (x,~+~ - -  x~) ~ - -  0. 

6. G6ndral i tds  slut" le cas oi l  il  ex i s t e  plus  de deux  cou rbu re s  p r i n c i p a l e s  

d i s t i n c t e s .  - -  R e p r e n o n s  la f c r m u l e  f o n d a m e n t a l e  (11) 

, i  j r  
(11) C + aia, j : 2 E ............. 

(d~ - -  a , ) t ~ j - -  a,)" 

5Tons a l iens  en d~duire  que  le cas oi~ les hypersur faces  admet tent  p l u s  de 

deux  courbures pr incipales  dist inctes ne p e n t  se prdsenter que dans  u n  espace 

~t eourbuxe posit ive.  

Supposons  q u ' i l  y air p c o u r b u r e s  p r inc ipa l e s  dis t inctes ,  pa r  e x e mp l e  

a ~  a~,...~ a v e t  soient  v~, v 2,. . . ,  v v l eurs  degr~s de mul t ip l ic i t6  tespec t i f s  
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(v~ + v.~ + ... 4- vp ~-- n - -  1). Posons  

2 Y ~ v  ( i , j ,  k =  1, 2, . . . ,  p ;  i :#:]=~k) .  
(20) ?@ ~- (ai - -  a~,)(a~ - -  a~,)(ct~ - -  ate) 

la somme 6rant 6 tendue h tous les indices  a: ~ 1, 2, . . . ,  n -  1 pour  lesquels  

a ~ : a ~ ,  i~ tous les indices ~--~1, 2, . . . ,  n - - 1  pour  lesquels  a ~ = a c  , h tous 

les indices -f = 1, 2,. . . ,  n -  1 pour  lesquels  a v ~ a , .  Les  ~,j~,~ sont 6videm- 

ment  an t i sym6t r iques  par  rappor t  ~ leurs  trois indices. ]~ous poserons en 

outre 
k 4 i ,  j 

k 
on a 6videmment  

i :~ j  
(21) ~ ~# = O. 

J 

Cela pos~ l '~qua t ion  (11) peut  s '6cr i re  

(22) v~v~(C + a,#j) = ~(a~ -- a~). 

Si l ' o n  y regarde  ?# comme donn6e, on obt ient  une re la t ion  homograph ique  

entre  ai et aj,  et toutes  ces re la t ions  homograph iques  ont les m~mes points  

unis ± V -  C. I1 en  r6snlte a priori  l' ex is tence  d' une re la t ion entre  ~ij~ ?jk, ~Z~. 

En 61iminant en effet  ak entre  les 6quat ions  (ik) et (jk) et comparan t  

l ' 6qua t ion  (ij), on t rouve 

(23) ~ 2 ~ .  v~ v i v~U -~- VjVa~ki~i -4- VkV~?q~.jk -t- V~Vj~jk~k~. 

C'es t  cette re la t ion  qui  va nous fourn i r  le th~orbme annonc6.  

Remarquons  d ' a b o r d  que les quant i t6s  ~j ne peuvent  (~tre routes nulles,  

s inon en effet  on aura i t  a i a j - - -  C; il existe au  moins une  courbure  ai non 

nulle,  et on anra i t  alors a~(a~ ak~ ~ 0 ,  d ' o ~  aj  ~ a h ,  cas exclu.  Supposons  

done ~ > 0. L a  re la t ion  (21) pour  i = 2, combin6e avec l ' in6ga l i td  ~:~ < 0, 

mont re  que 1' une  des quant i t~s  ~-2~,-.., ~2p est positive, soit ~3 > 0 .  De mSme 

s i  nous  supposons  ~ < 0 ,  on peut  supposer  93, > 0  et a insi  de suite. I1 

a r r ive ra  n6cessa i rement  un  moment  of~ F on aura  la suite d ' in~ga l i t6s  

~ > O, ~ ~ 0 , . . . ,  ~ q _ , q  > O, avec ~q~ > 0 pour  un  indice i ~ q - -  1, aucune  
des quant i t6s  ~q_ ~, ~ n' ~tant  posi t ive pour  k < q - -  1. Mais alors la formule  (23) 

pour  les indices  i, q - -  1, q mont re  imm~dia tement  que C est positif.  C. Q. F. D. 

Nous avons done r6solu compl~tement  le probl~me pour  C ndgat if  et les 

solut ions sont donn~es par  les  formules  05) et (19). Mais il n ' e s t  pus r~solu 
compl~tement  pour  C positif.  

Anna~i di Matemat iea ,  Ser i e  ]~V~ Tomo X V I I .  24 
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7. On peat  cepeadant  donner le moyen de trouver la loi qui fonrnit en 
fonetion de t les courbures  principales des hypersurfaces  isoparam6triques, 

connaissant  le nombre p des courbures  distinctes et leurs degr6s de multi. 

plicit6 v,, v:, . . . ,  %. Supposons C - - - l ;  nous posons, d 'apr~s  (7), 

ai - -  tg h , 

off h ne diff~re de t que par une constante. L '~quat ion  (22) s ~ c r i t  alors 

(22') ~# - -  v~v~ cot (h - -  tj), 

et les relations (21) deviennent  

j==~i 
(21') E ViVj cot (t~ - -  tj) - -  O.  

J 

Le probi~me consiste h r~soadre ces p ~quations, qui se rgduisent du reste 

h p - -  t, aux p - -  1 inconnues h - -  tj. 

Figurons duns un plan les p droites 5~ de coefficients angulaires a~ 

passant  par un point fixe O, et donnons-nous  l 'ordre  dans lequel elles se 

suec~dent quand on tourne autour  de 0 duns un sens d6termind. Supposons 

qu 'on  rencontre successivement  les droites A,, 52,-.-, @ :  on aura  les 

in~galit~s 
(24) O<t~- - t~  %t~--t~ < . . . < t ~ , - - t ~ < ~ .  

Consid~rons p variables r~elles u~, u~, . . . ,  u~ assujet t ies ~ satisfaire aux 

m~mes in6galit6s 
O < u ~ - - u ~ < u  a - - u ~ < . . . < u p - - u ~ < r ~ ,  

et formons la fonction essentiel lement positive 

1,2,...,p 
F(u) = II [sin (uj - -  ud]'+~v/; 

les 6quations (2i') expriment  que routes les d6rivOes partielles du premier  

ordre de cette fonction s ' annu len t  pour  u~----h. I1 est facile de voir que la 
fonction F atteint son maximum absolu pour ces valeurs (suppos@s exister). 

En effet la formule de TAYLOI¢ donne 

F ( u ) - - F ( t ) =  2 t j ) ~ v j  , avec v i - - h - t - O ( u ~ - - t  d 0 < 0 < 1 ) .  

Mais le calcul des dOriv~es partielles de F conduit  pour le second membre  

la valeur  
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On a done F ( u ) ~ . F t t ) ,  saul si u i - - h - ~ u j - - t  i, c ' e s t -~-d i re  saul  si on 

augmente les h d 'une  m~me constante arbitraire. 

I1 r~sutte de lh, que le syst~me {18')ne peut  admettre qu 'une  solution 

pour les dif[6renees h -  t~, si 1' on Suppose les l~ assujett ies aux in~galit6s (21). 

Mais la fonction F(~t) admet 6videmment an maximum absolu lo rsqu 'on  

assujett i t  les u~ h c e s  iu.6galit6s; i l  y a done une loi et une seule qui donne 

les courbures principales des hypersurfaces isoparamdtriques lorsqu' on se donne 

l' ordre darts lequel se succ~dent les droiles h 5,~ , . . . ,  h~. I1 est clair que si 

routes les courbures principales sont simples, les angles t~ consdcutifs different 

entre eux de et on peut  supposer  
n - - l '  

( i~ ) ( i = 1 , 2 , . . . , n - - 1 ) .  a~ ----= tg t + n _  1 

Si l 'on  se donne simplement les v~, il y aura autant  de solutions qu ' i l  

existe d' ordres diff6rents pour les droitcs 5~, deux ordres n' 6taut pas regard6s 

comme diff6rcnts si, en inscrivant  g, c6t6 de chaque droite h~ t ' en t i e r  v~ cor- 

respondant, les deux figures consid6rdes pr6sentent la m~me suite d 'ent iers  

et darts le m6me ordre, soit qu 'on  suive les droites les deux lois darts le 

m6me sens de rotation, soit qu 'on  les suive la premi6re lois dans un sens 

la seconde fois dans le sens contraire. Si t o u s l e s  cutlers v~ sont 6gaux, il 

n ' y  a 6 v i d e m m e n t  q u ' u n e  solut ion,  celle qui a 6t6 indiqu6e plus haut ;  

pour p = 4, il y a 3 solutions si les 4 indices de multiplieit6 v~ sont distinets, 

deux solutions s ' i ls  sont au hombre de 3 on de 2 distinets, une solution 
s ' i l s  sont 6gaux entre eux. 

8. Le cas de i 'espace sphO'ique ~ quat re  dimensions. - I1 n 'es t  pas 
6vident h priori qu '~  une des lois qui viennent  d ' e t re  indiqu6es i l  cor- 
responde toujours une famille d 'hypersur faces  isoparamdtriques. On peut 

montrer  facilement qu ' i l  en est ainsi pour n : 4 ;  c e l a  r~soudra en m~me 

temps compl~tement le probl~me des familles d 'hypersur faces  isoparamd. 
tr iques dans l ' espace  sph~rique ~ 4 dimensions. 

Nous avons ici v~ : v~ = v~ : i et on peut  supposer 

Ct~ : tg t - -  , 

Les formules {22') donnent 

7: 1 
---- ~,~ ~ - -  cot ~ - -  V3 -- ~ 3 ,  
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d '  o,k, d '  a p r b s  (20), 

i 

; ~ ' ~ -  2 V ~  (~'  - (%~)(~' - (%~)((%~ - (%~) = 
1 s i n  (t, - -  t~) s i n  (t~ - - / :~)  s i n  (t~ - -  t,) __ 3 

- -  2 V 3  c o s  ~ t, c o s  ~ t~ c o s  ~ t~ - -  16 c o s  ~ t, c o s  ~ t~ cos  ~ t~" 

5~ous  p o u r r o n s  p r e n d r e  

O n  a a l o r s ,  

(9{2 - - - -  

~ s  c o s  t, COS t~ OOS ~ ~ -  

d ' a p r b s  (2) e t  (10), 

)',~3 cos l.~ cos t, 1 +, 
o ) , - -  s i n ( t .  2 - t ~ )  (9~-- 2 c o s t , '  

)~,~ c o s  t 3 COS t~ 1 o)~ 
(9.z = s i n  (t~ - -  t~) (9~ = 2 c o s  t~ ' 

) , ,~  c o s  t~ cos  t~ 1 (ga 
% :  s i n  (t, - -  t~) (9 :+= V 2  c o s t ~ "  

(%2 - -  (%a 

~ , 2 3  

a I - -  c/,,_, 

I1 e s t  d o n e  u a t u r e l  d e  p o s e r  

(25) +, ----- 2~)~ cos  t~, 
d '  oil  

(26) (%4 ~--- 26h s in  t~, 

a v e e  

(9.~ = 25)e c o s  te,  

(924 ----- 25)~ s i n  t 2 , 

(93 --~" 2¢b3 c o s  t 3 

(%4 - -  26)~ sin t~, 

(27) (9s3 = - -  ~),, (9:, = 6)s, ¢o,, :=  - -  6) 3 . 

L e s  f o r m u l e s  d e  s t r u c t u r e  (1) d o n n e n t ,  a p r 6 s  s i m p l i f i c a t i o n s ,  

(28) ~ , ' = [ ~ # ~ ] ,  c % ' = [ ~ ] ,  ~ ' = [ ~ # ~ ] ;  

l a  f o r m e  d i f f ~ r e n t i e l l e  q u a d r a t i q u e  6)~ + 5)2z-+ - ~ e s t  d e  c o u r b u r e  1. 

O n  p e u t  a r r i v e r  a u x  h y p e r s t t r f a c e s  c h e r c h @ s  e n  c h e r c h a n t  c e l l e  p o u r  

l a q u e l l e  l ' u n  d e s  c o s  t l  e s t  n u l ,  p a r  e x e m p l e  c o s  ta ,  c a r  a l o r s  le  ds" 

= ~)'2 ~ 2 ds ~ 4 c o s  ~ t ~  -+- 4 c o s  2 t~ 2 4 -  4 c o s  ~ t~% 

se  r f d u i r a  ~ u n e  s o m m e  d e  d e u x  c a r r 6 s ,  ~t s a v o i r  

(29) 

d s  ~ = 3 ( ~  + 6)~). 

O n  a u r a  d u  r e s t e  p o u r  l a  s u r f a c e  a i n s i  c o n s i d 6 r 6 e  

i (9~ = 0 ,  (94 = 0 ,  

( 9 t 8  " - - -  - -  ~ 2 ,  0323 = - -  ~ 1  

0),4 ---  5), ~ ¢%a = 5)~. 
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Les deux formes asymptot iques de cette surface sont 

+5o,~ + %%~ = - -  2 V3 6h~.~, 

+,+,4 + +~+~4 = Vi~ ( ~  - +~),-~ 
de sorte que la eourbure normale d' une courbe quelconque 

surface est 

V3 V ( ~ -  ~)~ + 4+~+~ _ 
3 ( ~  + ~ )  V3 ' 

trac~e sur la 

elle est constante. Or M. BO~UVKA a demontr~  (') que toutes les surfaces 
de i ' espace  elliptique ~t 4 dimensions dont routes les eourbes ont la m~me 

courbure  normale eonstante sont les surfaces reprdsentat ives des polynomes 

harmoniques  du second degr~ h ~trois variables et sent applicables sur la 

sphere, ou plut6t sur Ie plan elliptique. Nous pourrons prendre duns l ' espace  

sph~rique ~t 4 dimensions rapport~ aux coordonn~es x, ,  x2, x ~  x4, xs, dont 

la somme des carr~s est ~gale h 1, pour representer  la surface consid(~r~e, 
les formules 

(30) ~ = V ~  vn,, x.~=Y~wu, x~ = V ~  uv,  

off u, v, w sont trois param~tres li~s par  la relation 

(31) u ~ + v  ~ + w ~--- 1. 

Les hypersurfaces  parall~Ies s' obtiendront en cherchant  l' enveloppe, duns 

l ' espace  sph~rique h 4 dimensions, des hypersph~res de rayon t ayant  leurs 

centres aux cliff,rents points de la surface. Ces hypersph~res ont pour 
~quation g~n~rale 

U ~ - -  ~ / 
(32) V 3 v w x , + V 3 n ,  u x ~ + V 3 u v x 3 + V ~  ......... 2 x ~ +  ~w ~ u~ 4-v~\ ) ~  = cos t. 

Leur  enveloppe est fournie par  les relations 

V 3  +vx, + V 3  u~3 - V 3  vx4 - vx~ = ).v, 

en tenant compte de (32), on trouve ) , - - 2  cos t. Pa r  suite l ' enveloppe a pour  

(~) ¢ Comptes  r e n d u s  ~ 187, pp. 334-336, 1928. 
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6quation 

V ~ x ~  

2 cos t 

- -  V 3  x~ - x~ - -  2 cos  t V 3  x,  

V 3  x, =x~ - -  2 cos  t 

- -  0, 

ou encore, en d6veloppant, 

3V3~ .~ 
3 ( ~  + x~}x 5 _ 3(x~ + x~)x~ + - ~ -  Ix; -- x~)x4 + 3V3 x, x~x~. (33) cos 3t = x~ ~- 

Telle est l '0quat ion des hypersurfaces  isoparam6triques cherch~es. On 

voit que si F on est duns l 'espace sphdrique, on retrouve la m0me hyper- 

2T: 
surface quand on a u g m e n t e t  de ~-;  si Fon  est duns l 'espace elliptiqu 6 il 

7~ 
suffit d ' augmen te r  t de ~.  Dans ce dernier  cas il n ' y  a qu 'une  hypersurface 

singuli6re, c 'es t  la surface (3t}. Duns le premier cas, il y en a deux, h, 
savoir la surface (31) et son antipode. Les 0quations de ces surfaces peuvent 

se mettre  sons la forme 
~P 
~,~ T 3x~ = 0 (i = :  1, 2, .... 5), 

en d6signant par P l e  polynome qui est au second membre de (33). 
Oil peut v6rifier h posteriori d ' u n e  mani6re simple l ' isoparam6trisme 

des hypersurfaces  (33). Pour que le polynome P jouisse, duns l 'espaee sph6- 
r ique h quatre dimensions, de la propri6t6 que 5~P et A'2p sont des fonctions 
de P, il suffit  que les deux param6tres diff6rentiels A p et A p,  calculds 

duns  l'espace euelidien ~ 5 dimensions~ deviennent,  sur l 'hypersph6re  de 

rayon 1, des fonctions de P. Or on trouve faci lement  

\ ~ x d  = '2 + "'" + x~) = 9, 

la v6rification est ainsi faite. Cette remarque  suggbre le probl~me de trouver, 

dans l 'espace euclidien h n dimensions~ t o u s l e s  polynomes homog6nes P 
tels que A p et A.~P soient, ~ des facteurs constants pr~+s, des puissances 

de x~ x 2 + . . .  + x~; si n est impair, cela exige du reste que A2P soit nul. 
Les polynomes qui se sont pr6sent6s au N ° 4 (formule 14), jouissent  6vi- 

demment  des deux propri6t6s en question. 



dans les espaces ~ courbure constante 191 

J ' a j o u t e r a i  enf in  que  les h y p e r s u r f a e e s  (33) admet t en t  un  g roupe  de 

d~p laeements  t rans i t i f  it t rois pa ram~t res  de l ' e s p a c e  ambiant .  I1 serai t  

int~cessant  de savoir  si toute  h y p e r s u r f a c e  it cou rbu re s  p r inc ipa le s  cons tan tes  

d' un espace  ~ c o u r b u r e  cons tan te  posi t ive admet  un  g roupe  de d6p lacemen t s  

r igides  t r ans i t i f ;  il en  est aiusi  si les c o u rb u re s  p r inc ipa les  sont au  h o mb re  

de d e u x  au  plus  dis t inetes ,  mais cela n' est pas ~vident  dans  le cas con t r a i r e  (~). 

(~) Pendant l'impression, j 'ai  pu d~termiaer toutes les families isoparamgtriques h 
trois courbures principales distinetes; elles n'existent que dans les espaces ~ 4, 77 13 et 25 
dimensions. Elles fer(~nt l'objet d'un prochain article. 


