Familles de surfaces isoparamétriques dans les espaces

a courbure constante.

{Extrait d’une letfre & M. Beniamino Segre)

par EvLis Cartax (3 Paris).

... Les résultats que vous avez obtenus sur les familles isoparamétrigques
d’ hypersurfaces de 1’espace euclidien & » dimensions (‘) peuvent étre étendus
aux espaces & # dimensions & courbure constante négative et, en partie, aux
espaces & courbure constante positive. Dans les deux cas on peut démontrer
que le probléme revient & la recherche des hypersurfaces dont toutes les
courbures principales sont constanfes, mais, alors que pour les espaces &
courbure constante négalive ou nulle, le nombre des courbures principales
distinctes ne peut dépasser deux, il n’en est plus de méme si 1’espace est a
courbure constante positive. Lie probléme dans ce dernier vas est compliqué,
mais fort intéressant; j’ai pu le résoudre complétement pour 1'espace &
courbure constante positive &4 4 dimensions; on peut du reste dans le cas
général trouver une loi donnant les courbures principales, dés que 1’ on connait
leurs degrés de mulfiplicite.

La méthode que j’ ai employée fait appel &4 une technique différente de
la votre: c’est la méthode du repére mobile, apparentée, comme vous le
savez, & la méthode des congruences normales de G. Riccr

L. Préliminaires. — Je suppose la forme fondamentale de I’ espace, & n
dimensions et de courbure riemannienne constante €, décomposée en une

somme de # carrés o+, 4 ... + 0,?, avec les formules de structure

o,/ =[m, i),

Wy = [0 0] — Clo, )],

(1)
ot on a
(2) Wj == — Wy ==Y j30p;

les v, sont les coefficients de rotation de Rrccr.

{1) « Rendie. Linecei », VI s, 27, 1938, p. 203-207,
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Soit f une fonction jouissant de la propriété que ses deux parambdtres
différentiels A f et A,f soient des fonctions de f. Je supposerai que le mitme
vecteur du repére rectangulaire attaché & la décomposition en carrés est
normal aux hypersurfaces de niveau de la fonction f; la différenticlle df est
alors un multiple o, de w,; v est précisément la racine carrée de A f,
donc une fonction de f, de sorte que w, est une différentielle exacte di.
D’on il résulte le résultat bien connu que les hypersurfaces de niveau de la
fonction f forment une famille d’hypersurfaces paralléles et que cette famille
est connue dés gu’on en connait une hypersurface.

De la propriété de la forme o, d’étre une différentielle exacte résulte
w, =0, et par suite, d’aprés (1),

(8} ((’31' wm} =0 ;

cela signifie que les v, sont des combinaisons linéaires de ®,, w,,.., ®
avec un tableau de coefficients symétrique.

Or la forme quadratique o, o,,, qui est la seconde forme fondamentale
de I"hypersurface ¢ = (', peut étre ramenée & une somme de carrés par un
choix convenable des w — 1 premiers vecteurs du repére; on peut donc poser

(4) W, = 0, 0; (ne pas sommer),

formule dans laquelle les @, sont les # —1 courbures principales de I hy-

persurface.
Introduisons maintenant le paramétre différentiel A,f. Les dérivées co-

variantes f; de la fonction [ par rapport au repére choisi sont
fi=0,1,=0,.., =0, [ =19;

on a d’autre part, en désignant par D le symbole de la différentiation co-
variante,
= PV ina®@n == — Pa; 8i d== 1, 2,..., n-— 1 5

Dfy=df— [ = Afi — faYinn®n == dp = do, sid=mn;

& est évidemment une fonction de f. On a done
Af=fy+lpto+ln=0— (@ By e+ OO

Nous arrivons ainsi & la conclusion suivante:

La condition nécessaire et suffisante pour que A, soit une fonction de t,
en supposant que AF soit déja une fonction de t, est que les hypersurfaces de
niveaw de la fonction t soient toutes & courbure moyenne constante,
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2. Les courbures principales des hypersurfaces de niveau. — La déri-

vation extérieure de I'équation (4) donne, en tenant compte de (1),

() (@ — a0, 0] 4 [0fda; — C+4a;w,)] =0,

I'indice de sommation k variant seulement de 1 & n-— 1, comme du reste
dans toutes les formules qui suivront. Comme la premidre somme du premier
membre ne contient ancun terme en [w;v,] puisque la forme v, est identi-
quement nulle, on a

(6) da; = (C + a*)w, ...,

les termes non indiqués dépendant linéairement de v, , w,,.., w,_,. Mais

comme da, 4 da, + ... +da,_ ne dépend que de v, , nous en déduisons

A, 4+, 4.+ a, ) = [0 — )0+ & + &} + . - a0, ;

par suite a4 a2+ ...+ @,y est aussi une fonction de f. La considération
de sa différentielle montre, en tenant compte de (6) et par un calcul ana-
logue au précédent, que @’ + o+ ... + @, est également une fonetion de f,
et ainsi de suite. D’ ot résulte le théordéme:

Les hypersurfaces de wiveau de la fonction T ont foudes leurs courbures
principales constantes. On a de plus

(7 da; = (C + a;’)w, = (C +- a?)dt.

Réciproquement soit X une hypersurface particuliére & courbures prin-
cipales constantes; les hypersurfaces paralléles forment une famille isopa-
ramétrique. 11 suffira de faire la démonstration dans un espace de courbure
constante égale & 1. Si on pose a,=tg¥0,, la courbure principale corres-
pondante de I’hypersurface parallele & X a la distance ¢ est tg (0, +1); elle
est donc constante sur cette hypersurface.

3. Une formule fondamentale. — Revenons a I’équation (5) et annulons
I’ensemble des termes en [, w,]; nons obtenons

(@n — QY nin = (@, — AV nin (ne pas sommer),

formule d’o% nous tirons deux conclusions:
10 le coetficient v, est nul si a;, =a, Fa,:

(8) Ykm”-——-"o si Qi = ay ::}:OL,i ou ah:ah:]:ai.
20 On a, pour a;, @, a, distincts,

9) (@x — Q)Y sin = (@5 — @n)Yina = (@ — ORlYnri (@i, @, ay distincts),
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ce qui permet de poser

A
(10) Tikn == @ fha;’

la quantité A, étant symétrique par rapport & ses trois indices (‘).
Cela posé dérivons extérieurement 1’ équation (2)

2) Wy == Vijps

ot nous supposerons essentiellement a; =k a;, el égalons dans les deux membres
I’ ensemble des fermes en [w;®,]. En tenant compte des équations (1), dans
lesquelles 1'indice de sommation peut prendre la valeur n, nous obtenons

Z(ariYrgs — Yirfreji) — (O = tit;) = Z¥ije(Virj — Yirihs
[ r
ou encore
C+ aion; = 2?('{ iri¥rjj & TiirYiri = YrifYije = Yiri¥jrids

formule dans laquelle I’indice de sommation r varie de 1 & n — 1.

Si dans le second membre on donne & » une valeur fixe telle que
@, = a;, les coefficients yrj, vijr, Yjri S annulent en tenant compte de (8); il
en est de méme si a,==a,; il suffit donc de donner & r les valeurs pour
lesquelles a, est différent de a; et de a;. En tenant compte de (10), on
trouve alors la formule fondamentale

1 1 JONS Xﬁﬂ"l

la sommation étant effectuée par rapport aux indices » pour lesquels

U = Gy O

4. Cas ot I’hypersurface n’admet que deux courbures prinecipales dis-
tinetes. — Dans ce cas, le second membre de 1'équation (11) ést nul et
Ion voit que le produit des deux courbures principales de U hypersurface est
égal & la courbure riemannienne changde de signe de I’ espace ambiant.

Changeons de mnotfations et désignons par des lettres latines 4, j,..., les
indices correspondant & a;==a et par des lettres grecques =, §, ..., les indices
correspondant & a,=>5 (ab=— €). D aprés (8}, tous les coefficients yi,
Yisg €t Yis. sont nuls; on a donc

w;, == 0.

{4} On a aussi vy, =0 si a;==a,. Cette relation sera utilisée an n? 4.
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Les formules (1) donnent d’abord

f 0] = [(”k U)ki] -+ a[u)i (!)"],

(12) , . )

oy = [oi o] — (0 + a)w;0,],
puis
(13) ] wo‘l = [(Dﬁ (DBO‘] + b[ﬂ)a mn]?

{ W, = [0,y 0ye] — (O 4 0?)[o, wg].,

Supposons d’abord la courbure de 1’ espace positive et égale & 1; on
peut supposer, d’aprés (7),
a—=tgt b=—cobl
Posons
w; == costd;, ,=sinid,,
d’ott
Wiy = SIN1®;, 0, —=— cosld,,

En rempla¢ant dans (12) et (13), on obtient

{ ® = [®r o,

(12) , -
[ oy = [0 i) — [@:d),

et

(13) | O =0 0p]

0o g = [y 5] — (@, Gg]-

Ces formules montrent que les deux formes différentielles T o2 et @,
sont de courbure constante égale 4 1. Supposons la premidre forme a p
variables et la seconde & ¢ variables (p +¢=n—1). On pourra réaliser la
premiére au moyen de p-+1 variables u,, u,,.., u,,, dont la somme des
carrés est égale a 1, et la seconde au moyen de ¢ -+ 1 nouvelles variables

Upasr Wpagyees My, dont la somme des carrés est aussi égale & 1. On aura
alors

~ 2 ~ 2 ~ 2 2 2 A
O + O A ..+ Oy = AUl + AU+ ... + dup
2

Dpr1 -+ G)Z 2+ G)Z_l = du;ng + du;th T Cluig
et par suite, pour le ds® de 1’ espace,
ds® = 008* ¢ (dUZ ~+ .o 4+ dtty 1) + 8in® ¢ (dup o + .o -+ datyys) + dE
Posons enfin
xi=costu; (i=1,2,..,p+1), Ty=sintu, (e=p-+2,..,0n+1);
on constate immédiatement que ’on a

ds® = dae? + dc’ + ... + dity,1,
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la somme des carrés des n -+ 1 variables étant égale & 1. On retrouve le ds®
de I"hypersphére de rayon 1 de I'espace euclidien &4 n-+1 dimensions, ¢’ est-
a-dire le ds* de ! espace sphérique & » dimensions, et 'on voit que les
hypersurfaces isoparamétriques sont données par I’ équation

2 2 . 9 2
{14} xp+2 —+ ...+ L1 = tgg i(.B; —+ o xp+1),
O encore
2 2 ; 2 2
(14) cos 2t = &7 + ... + Tpg1 — (Xpp2 oo+ Lppa).

Parmi ces hypersurfaces deux sont singuliéres, ¢’ est celles qui corres-

pondent & { =0 et = g; la premiére donne
Lppy = v =Xppqey = 0
la seconde donne
€, =.. =2y, =0:

ce sont deux variétés totalement géodésiques complément orthogonales ct
complémentaires.
Supposons maintenant la courbure de Vespace négafive et égale & — 1.

On peut poser
o= —thi, b=—ctht,

de maniére & respecter la relation (7). Nous poserons encore

w; = chid;, w, = shito,,

e = — shid;, w,, = —chid,.
Les formules (12) et (13) prennent maintenant la forme

E & = [0 Wil

§ (,l)ij’ = [mik U)lcj] - [G)i G)]],

(12
(13")

Les deux formes différentielles X &; et X @®,® sont la premiére & courbure
constante — 1, et la seconde & courbure constante -+ 1. On les réalisera en
posant

o 2 4 2 2 2 w2 2 2
Yy == dui T o dup — dun+1 , L0, = d%p [ PP adu,,,

avec n - 1 variables liées par les relations

2 2 2 2
Uppt — U — e — Up =1, Upps .+ Uy = 1.
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On aura alors pour le ds’ de I'espace

ds® = ch® H{das} + .. + dul — ditn 1) +sh? Hding 11 + .. 4 dug) + di*.
Il suffira de poser

o =chiw; (i=1,..,p, n+1), T, =shin, {a=p-1,.., n)

et on aura

P 3 3 2 2
ds* = da} - dol + ... + da, — dayq,
avec

3 3 2
Ljpyy — X — X2 — e — &y == 1.
On a retrouvé la représentation de CavrLeY-KLEIN avec |’ absolu
P 3 2 2
]+ 5 A o = Xy — X =0,

Les hypersurfaces de niveaun sont données par I’ équation

{15) oc;_;,_l 4 oo+ @y, = th? tomys — x— .. — m_f)),

qu’on peut encore écrire sous la forme
15 ho 2 5 2 2 2
{15) ch2t=2p 1 — &} — ... — Xy + Tpt + oo - X,y

le second membre étant une fonction f dont les deux premiers paramétres
différentiels sont des fonctions de f.
Pour { =0 on a une hypersurface singuliére d’équations

m]”-}‘t = m;o+2 T= e = wn = O;

¢’est une variété lindaire totalement géodésique & p dimensions.

5. Cas ou les courbures principales sont toutes égales entre elles. —
Si =1, on peut poser la courbure principale @ =tg{ et on retombe sur
les formules (14} en supposant p=wmn -—1: on obtient les hypersphéres de
cenfre fixe

9 2 2
& + X+ oo+, = cot® L,
k1 .
pour = 5, on trouve le point x, = .. =w, =0, centre commun des hyper-

sphéres.

Si U= —1, on trouve en posant soit ¢ = —th{, soit a = cth{, les
hypersurfaces obtenues en donnant dans (15) & p la valeur w—1 et la
valeur 0, & savoir

(16) @, = th t(wi+1 — 2 — .. — wi._l),
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(17) PO SR AR I xy = th*{ a’,;*l

Les hypersurfaces (17) sont des hyperspéres de centre i, = x,=.. =z, =0;
les hypersurfaces (16) sont les dquidistantes de I’ hyperplan =, = 0.

Mais il y a encore une solution qui ne se déduit pas des résultats
du n® 4, o’est celle qui correspond 4 a =1 (le cas a = —1 n’en est pas
distinet). En posant

w; = 67, Wy = e,

les équations (1) deviennent

(18)

s G)’i( == [(Oik, G)Iny

% wij, = [wi ﬂ)/;j} 5

p " w2
elles prouvent que la forme &) + @) 4 ..+ &, est de eourbure nulle; on
peut donc poser

ds® = e*!(du] + dul + ... + dui_l) 1 dt?,

ou encore, en posant el =u,,

_du} -+ dul ...+ du,}

E2
uﬂ’l

ds?

Les hypersurfaces u, — C' sont des horisphéres. Dans la représentation
de CavrLey-Kiein, I’absolu étant la quadrigue,

2 » 2 2 ;
X ] A s A+ Xy — T = 0,
la famille d’ hypersurfaces isoparamétriques correspondante peut s’ écrire

; 2 2 2 2 2 —
{19) @ A i e A+ Xy — Ty + (0 — ) =0

6. Généralités sur le cas ol il existe plus de deux courbures principales
distinetes. — Reprenons la formule fondamentale (11)

¥ —_—9y )‘;‘
{11) U+ a0y == 2 ,: (d¢ ——761%)]6?:7—;7607,) .
Nous allons en déduire que le cas ow les hyperswrfaces admettent plus de
dewx courbures principales distinctes ne peut se présenter que dans un espace
a courbure positive.

Supposons qu’il y ait p courbures principales distinctes, par exemple
Gyywes @ ©F solent v, v,,.., v, leurs degrés de multiplicité respectifs

@, ,
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(v, + v, + .. +v, =n — 1). Posons

2

22)‘3? . . )
. bg, k=1,2,., p; ki h),
G — iy — aga; —ay 0P E=L B D TR

(20) ik = |

la somme étant étendue & tous les indices @ =1, 2,..., » — 1 pour lesquels
@, = a;, & tous les indices f =1, 2,..., n — 1 pour lesquels az=a;, & tous
les indices y==1, 2,..., » — 1 pour lesquels a, = a,. Les p;; sont évidem-
ment antisymétriques par rapport 4 leurs trois indices. Nous poserons en

outre
ki, j
pi=—pi= I pik;

k

on a évidemment
i
(21) 2 p;; =0.
J

Cela posé I’ équation (11) peut &’ écrire
(22) Vavi( O 4 aay) = piflas — o).

Si on y regarde p; comme donnée, on obtient une relation homographique
entre a; et a;, et toutes ces relations homographiques ont les mémes points
anis V- C 11 en résulte a priori I’ existence d’ une relation entre p;j, pji, pwi-
En éliminant en effet a, entre les équations (ik) et (jk) et comparant &
I’ 6quation (éj), on trouve

2
(23) V? VjQVkO == VY RPriPy - YrViPiiPir — ViViPinPi -

C’ est cette relation qui va nous fournir le théoréme annoncé.

Remarquons d’abord que les quantités p; ne peuvent &tre toutes nulles,
sinon en effet on aurait a;a; = — C; il existe au moins une courbure @; non
nulle, et on aurait alors a;@; — ay) =0, d’oit @, =a,, cas exclu. Supposons
done p,, > 0. La relation (21) pour i =2, combinée avec !’ inégalité p,, < 0,
montre que I’une des quantités p,,,..., p,, est positive, soit p,, > 0. De méme
8t nous supposons p, <0, on peut supposer p,, >0 et ainsi de suite. Il
arrivera nécessairement un moment ou lon aura la suite d’ inégalités
2 >0, 0,5 >0,..., Pa—1,q > 0, avee py; > 0 pour un indice ¢ < ¢ — 1, aucune
des quantités p,_, , n’étant positive pour & << g— 1. Mais alors la formule (23)
pour les indices i, ¢ — 1, ¢ montre immédiatement que C est positif. C. Q. . D.

Nous avons donc résolu complétement le probleme pour C négatif et les
solutions sont données par les formules (15) et (19). Mais il n’est pas résolu
complétement pour C positif.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XVII. 24
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7. On peunt cependant donner le moyen de trouver la loi qui fournit en
fonction de # les courbures principales des hypersurfaces isoparamétriques,
connaissant le nombre p des courbures distinctes et leurs degrés de multi-
plicité v,, v,,..., v,. Supposons C'=1; nous posons, d’apres (7),

a; = tg tq;j
oL #; ne différe de f que par une constante. L’ équation (22) &’ écrit alors

(221) Pij — ViV cof (tt — t;)

et les relations (21) deviennent
) jEi
(21 ) 2 ViV cob (t@ — tj) =0.
J
Le probléme consiste a4 résoudre ces p équations, qui se réduisent du reste
4 p—1, aux p — 1 inconnues & — ;.
Figurons dans un plan les p droites A; de coefficients angulaires a;
passant par un point fixe O, et donnons-nous I'ordre dans lequel elles se
succédent quand on tourne autour de O dans un senms déterminé. Supposons

qu on rencontre successivement les droites A, A ..., A,: on aura les
inégalités
(24) O<t, —t, <t,— 1t <..<t,—1, <m

Considérons p variables réelles u , u,,..., u, assujetties a satisfaire aux
mémes inégalités
0 <wy, —uy <uy, —u, <..<ty—u <T,

et formons la fonction essentiellement positive
1,2,..,p
Fw)= II [sin(w; —us)]""";
i<y
les équations {21) expriment que foutes les dérivées partielles du premier
ordre de cette fonetion s’ annulent pour u; ={;. Il est facile de voir que la
fonction F atteint son maximum absolu pour ces valeurs (supposées exister).
En effet la formule de TAYLOR donne
: 1 , o*Flw) ; ;
) — F(t) = 3 (20; — til(w; — L) Soou,” aveec v;==1l;+0(u;i—1t) (0<<H <)
Mais le calcul des dérivées partielles de F conduit pour le second membre

a4 la valeur

Ly vivillws—t) — (w;—4)F
2 i< sin® {v; — v))
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On a done Flu) < Fif), sauf si w; — §;=wu; —{;, ¢ est-a-dire sauf si on
augmente les #; d’une méme constante arbitraire.

Il résulte de la que le systéme (18) ne peut admetftre qu’une solution
pour les différences #; — f;, si 1’on suppose les {; assujetties aux inégalités (21).
Mais la fonction F(u) admet évidemment un maximum absolu lorsqu’on
assujettit les u; & ces inégalités; 4l y o donc une loi et une seule qui donne
les courbures principales des hypersurfaces isoparamétriques lorsqu’ on se. donne
U ordre dans lequel se succédent les droites A,, A,,..., Ay. Il est clair que si
toutes les courbures principales sont simples, les angles 7, consécutifs different

enfre enx de nl_l" et on peut supposer

ai:tg<i +J—1> i=1,2 .., n—1).

n—1

Si Von se donne simplement les v;, il y aura autant de solutions qu’il
existe d’ordres différents pour les droites 4;, deux ordres n’ étant pas regardés
comme différents si, en inscrivant & coté de chaque droite A; I’entier v; cor-
respondant, les deux figures considérées présentent la méme suite d’entiers
et dans le méme ordre, soit qu on suive les droites les deux fois dans le
méme sens de rotation, soit qu’on les suive la premiére fois dans un sens
la seconde fois dans le sens contraire. Si tous les entiers v; sont égaunx, il
n’y a évidemment quo’une solution, celle qui a été indiquée plus haut;
pour p =4, il y a 3 solutions si les 4 indices de multiplicité v; sont distinets,
deux solutions s’ils sont au nombre de 3 ou de 2 distincts, une solution
s’ ils sont égaux entre eux.

8. Le eas de Pespace sphérique & quatre dimensions. — Tl n’est pas
évident & priori qu’a une des lois qui viennent d’&tre indiquées il cor-
responde toujours une famille d’hypersurfaces isoparamétriques. On peut
montrer facilement qu’il en est ainsi pour n=4; cela résoudra en méme
temps complétement le probléeme des familles d’ hypersurfaces isoparamé-
triques dans !’espace sphérique & 4 dimensions.

Nous avons ici v, =v,=v, =1 et on peut supposer

T

m:tg<i— g‘); (Lz::ﬁgt, o, = ﬁg<t+§>

Les formules (22') donnent

i
Pig == Pyy = Py, = — GOt 5 == —

1
3 Vé":Pms;



188 E. Carran: Familles de surfaces isoparamétriques

d’ o, d’aprés (20),
2

1
Mgy = — é"{/% (@, —a,)a, — a)a, —a)=
1 sin(t, —¢,)sin(f, —4,)sin ({, —¢,) 3

- 2V3 cos® ¢, cos® £, cos’ 1, ~ 16 0o8* 7, 008 £, cOs” I,

Nous pourrons prendre

X 05 COR £, COS I, COS by = -

4
On a alors, d’aprés (2) et (10),

0, = Xioq wi____&g%eos {, cos tgw :_1_“.)_1._.

@, — a, sin {f;, —4,) 2cost,’
0y, = R 0, = higg 008 by cO8E, L @,

a; — o, sin (t, —¢) 7 2co8t,’
w,, = Xios o, = 1123' cos f, cos f, o = 1__ Ly

a, — a, sin{f, —1¢,) 7 V2 cos ¢,

11 est donc naturel de poser

(25) w, =2®, cos l,, w,=2d,c08f,, w,=2d,c081,,
d’ott

(26) o, =26,sini,, v, =20,sint, o,=20,sinl,,
avec |

(27) Wy, =— B, 0, =0, 0,=-—0,.

Les formules de structure (1) donnent, aprés simplifications,
(28) 631’::{6)26)3}’ 6)2,:[6)36}i]7 6)3’:{6)46)2};

la forme différentielle quadratique ®; +- @~ @, est de courbure 1.
On peut arriver aux hypersurfaces cherchées en cherchant celle pour
laquelle U'un des cos?; est nul, par exemple cos?,, car alors le ds’

ds® = 4 cos® {,®; + 4 cos® 1,2 + 4 cos® £,6}
se réduira a4 une somme de deux carrés, & savoir
ds® = 3(&} + ®)).

On aura du reste pour la surface ainsi considérée

/ - .
\w, =V3a,, o, =V3a,,
29) w, =0, ) o, =0, )
}wm:”‘"‘mz; Wyg == — O,
Lo, = &, Wy, = &,
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Les deux formes asymptotiques de cette surface sont

0,0, + 0,0, = — 2 V3 8,,,

0,0, + 0,0, = V3 (@ — &),

de sorte que la courbure normale d’une courbe quelconque tracée sur la
surface est

elle est constante. Or M. BorRUVKA a demontré () que toutes les surfaces
de I’espace elliptique & 4 dimensions dont toutes les courbes ont la méme
courbure normale constante sont les surfaces représentatives des polynomes
harmoniques du second degré a ‘trois variables et sont applicables sur la
sphére, on plutdt sur le plan elliptique. Nous pourrons prendre dans I’ espace
sp.hérique 4 4 dimensions rapporté aux coordonnées x,, x,, x,, «,, ,, dont
la somme des carrés est égale & 1, pour représenter la surface considérée,
les formules

(30) 2, =V3ow, x,=V3wu, x,=7V3uy,
—u? —— p? 2 2
v, =V3" 2@, msxw‘zﬁﬁs—;{—@‘

ol u, v, w sont trois paramétres liés par la relation
(1) w -+ v 4wt = 1.

Les hypersurfaces paralléles s’obtiendront en cherchant 1’ enveloppe, dans
’espace sphérique & 4 dimensions, des hypersphéres de rayon ! ayant leurs
centres aux différents points de la sarface. Ces hypersphéres ont pour
équation générale

- _ _ T k4
(32) V3 uwx, + V3 wuw, 4+ V3 uvw, 4+ V3~ 5 Y, ( — %—;—@)m = cos L.
Leur enveloppe est fournie par les relations
V3w, 4- V3 va, + V3 ux, — ux, = lu,
V3w, 4+ V3 ux, — V3 va, — v, = ),
V3 vx, + V3 ux, + 2w, = w;

en tenant compte de (32), on trouve A =2 cos {. Par suite I’enveloppe a pour

(*) « Comptes rendus », 187, pp. 834-336, 1928,
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dquation
V3ax, — o, —2cost V3w, V3w,
V3, — V32, —x, — 2cos ¢ Vi, =0,
V3, V3=, 2, — 2 cos ¢

oun encore, en développant,

3. 3V3 i,

(33) cos3t:w§+§($;+x§)ae5-3(x§+m§)m5+ ~\2/— (w? — ade, + 3V 3 x,2,, .
Telle est I’équation des hypersurfaces isoparamétriques cherchées. On
voit que 8i 'on est dans 1 espace sphérique, on retrouve la méme hyper-

2
surface quand on augmente ¢ de -gTE; si 'on est dans Iespace elliptique, il

suffit d’augmenter ¢ de g Dans ce dernier cas il n’y a qu’ une hypersurface

singuliére, ¢’est la surface (31). Dans le premier cas, il y en a deux, &
savoir la surface (31) et son antipode. Les équations de ces surfaces peuvent

se¢ mettre sous la forme

%$8¢)&i20 (t=1,2,...5)
en désignant par P le polynome qui est au second membre de (33).

On peut vérifier & posteriori d’une maniére simple I isoparamétrisme
des hypersurfaces (33). Pour que le polynome P jouisse, dans I’ espace sphé-
rique & quatre dimensions, de la propriété que A P et A,P sont des fonctions
de P, il suffit que les deux paramétres différentiels A P et AP, calculés

dans U espace euclidien & 5 dimensions, deviennent, sur 1’hypersphere de
rayon 1, des fonctions de P. Or on frouve facilement

AP )
Z; (a%) =9+ xl+ ... + ) =9
#P _

. S =

la vérification est ainsi faite. Cette remarque suggére le probléme de trouver,
dans D espace euclidien & #» dimensions, tous les polynomes homogénes P
tels que A,P et A,P soient, & des facteurs constants prés, des puissances
de ®! + 22+ .. + xi; si n est impair, cela exige du reste que A,P soif nul.
Les polynomes qui se sont présentés au N° 4 (formule 14'), jouissent évi-
demment des deux propriétés en question.
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J’ajouterai enfin que les hypersurfaces (33) admettent un groupe de
déplacements transitif & ftrois parametres de I’espace ambiant. Il serait
intéressant de savoir si foute hypersurface & courbures principales constantes
d’un espace & courbure constante positive admet un groupe de déplacements
rigides transitif; il en est ainsi si les courbures principales sont au nombre
de deux au plus distinctes, mais cela n’ est pas évident dans le cas contraire (*).

(!) Pendant I'impression, j'ai pu déterminer toutes les familles isoparamétriques 2
trois courbures principales distinctes; elles n’existent que dans les espaces & 4, 7, 13 ot 25
dimensions. Elles feront 1'objet d’un prochain article.




