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d 'un corps de hombres alg(~briques fini. 

Par CLAUDE CHABAUTY (~ Paris). 

I n t r o d u c t i o n .  

Soit  /~ r6soudre  en  en t i e r s  r a t ionne l s  X~ l' 6qua t ion  

~1) N o r m e  (X?% + ... + X~(%) = +--- 1 

oh les o)~ fo rmen t  une  base  des en t ie r s  d ' u n  corps  de nombres  a lg6br iques  K 

de degr6 n (~). A une  tel le  so lu t ion  co r r e spond  une  uni t6  a = X,(o, ~ ... + X~<% 

de K, et r 6 c i p r o q u e m e n t  les composan tes  d ' u n e  uni t6  de If, pa r  r a p p o r t  ~ la 

base  consid6r6e,  fou rn i s sen t  une  solut ion de (1) en  en t ie r s  ra t ionnels .  L ' e x i -  

s tence  et la s t r u c t u r e  des solut ions  nous  sont donc donn6es pa r  le th6or6me 

de DIRICELE~: Les  uni t6s  de K forment ,  pa r  r appor t  ~ la mul t ip l ica t ion ,  un  

g roupe  ab61ien r adme t t an t  une  base  mi n i ma  form6e de r 616ments d' o rdre  

inf in i  et d ' u n  616ment d ' o r d r e  fini,  et l ' o n  a r== r ,  + r  2 - - 1 ,  r ,  d6s ignant  

le n o m b r e  de corps  r6els, 2to le nombre  de corps  complexes ,  p a rmi  les n 

corps  conjugu6s  de K.  Nous  appe l l e rons  r le h o m b r e  de DIRICHLET de K.  

Le  r6sul ta t  c lass ique  de THUE ('~) sur  ]es solut ions  en cu t le r s  r a t ionne l s  

d ' u n e  6qua t ion  F(X,  Y ) =  1 off F est une  forme homogbne  h coef f ic ien ts  

ra t ionnels ,  peu t  s ' i n t e r p r 6 t e r  comme su i t :  S ' i l  y a une  infini t6 d ' u n i t 6 s  dans  

un  module  de d imens ion  2 de n o mb re s  de K, les uni t6s con tenues  dans  ce 

module  sont  routes  les uni t6s  d ' u n  sous -co rps  q u a d r a t i q u e  r6el de K, multi-  

pl i6es par  une  uni t6  f ixe de K. 

P l u s  g6n6ra lement ,  on p e u t  se p ropose r  d~dtudier  des condi t ions  de pos- 

sibili t6 h l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  inf ini t6  de solut ions  en en t ie r s  r a t ionne l s  h 

l '  6qua t ion  (1) ~ l aque l le  on ad jo in t  u n  c e r t a i n  n o m b r e  d' 6qua t ions  a lg6br iques  

(2) Fj(X~,. . . ,  X , j  = 0 j - =  t, 2, ..., h 

(t) Apr~s tes expressions: ~ degr6, ou cmTs eonjuguds d'un corps de n(Jmbres algd- 
briques ~ ~, module % nous supposons toujours qu'il est sous-entendu << par rapport au 
corlos R des hombres rationnels ~. 

(~) A. THUE, . Journ. fiir ~Iath. ~: Bd. 135 (1909). 
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dont nous pouvons, sans restreindre la g6n6ral i t6.du probl6me, supposer les 

coefficients rationnels. {Le eas envisag6 par T~UE correspond ~ un syst6me 

(2) form4 de n - - 2  6quations lin6aires, homog6nes, ind6pendantes , sur les X~). 

On obtient faeilement des conditions suffisantes assez larges, que dolt 

remplir  le syst6me d' 6quations (1), (2), pour  qu ' i l  ait une iufinit6 de solutions 

en entiers rationnels XJ. Alors l ' ensemble  des unit6s de K qui correspondent 

ees solution, a une s t ructure  assez simple: A condition de n6gliger peut -  

~tre un nombre fini d ' en t re  elles, il est constitu6 par la r6union des 

616merits d ' u n  nombre fini de sous-groupes  de r on de classes de P par  

rapport  "~ des sous-groupes.  On peut  conjecturer  que ces conditions suffi- 

sautes sont aussi n6cessaires, et que les solutions du syst~me out toujours 

cette st~:ucture. C 'est  ce que confirme le rgsultat  de T~u]~ qui donne une 
condition n~cessaire et suffisante ~ l ' ex is tence  d ' une  infinit~ d 'uni t6s  dans 

un module de dimension 2, et le r~sultat analogue que nous 6tablirons dans 

ce travail pour certMns modules de dimension 3. Mais rien de pareil  n ' es t  

d~montr~ darts des cas plus g6n6raux, et l 'on  obtient des conditions n~ces- 

suites qui ne sont pus suffisantes. 

Les r~sultats ant6rieurs h c e  travail, autres  que ceux de THUE, con- 

cemen t  encore le cas off (2) est un syst~me d '6quat ions  lin6Mres et homo- 
gbnes. En approfondissant  les m~thodes d 'approximat ion  diophantiennes de 

T~UE, C. SIEGEI~ a montr6 (:~) que darts un module de base 1, % o~ +- .... , o/-~ 

du corps K=R[<o]  de degr6 n, il n ' y  a q u ' u n  hombre fini d'unit6s quand s 

6st suff isamment petit  par rapport  h n (n ~ 4s 4 - 2 s ~ q  - 1). En se servant 

d ' une  m~trique p - ad ique  convcnable, T. SKOLESf (*) a montr~ qua pour un 

corps de degr~ ;5 ayant  4 corps conjugu6s imaginaires, il n ' y  a q u ' u n  hombre 

fini d 'uni t6s  dans un module de dimension 3. 

Les r~sultats de ce travail  concernent  te cas suivant :  les 6quations du 

s3~st~me (2) sont en g~n6ral de degr6 queteonque, mais la vari~t~ alg~- 

br ique W d~finie dans l ' e space  de X , , . . . ,  X,, par ies 6quations (1) 

et (2) est suppos~e form6e de eomposantes irr6ductibles de dimension 

s ~ n -  r - - 1 ,  r ~tant toujonrs le hombre de DIRICHLET de K. Le r~sultat 

central est le suivant:  
A tout ensemble ~ d' une  inf ini ld d' unitds de K appar tenan t  h une varidtd 

algdbrique W de d imens ion  s correspond au  moins u n  sous-groupe ~ de r 

ayan t  les propridtds suivanles  : 

(3) C. S~EGE~, ~, M ~ h .  Ze i t .  ~,, Bd .  10 (1921). 
(4) T. SI~OLEM, <, 1V[ath. A n n a l  ,,, Bd .  111 (1936). 
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1 °) II y a au  moins  une  classe de F/y qui  conticnt  u n  sous-ensemble 

in f in i  de " Co. 

2 °) Entre  ~ ~ r + s -  1 quelconques des co~juguds d' une  uni td  s a p -  

pa r t enan t  & y, soient ~(q~), ..., ~(%}, il y a une  relation 

(3) ~(q~}mq, ... d%)m% __~ 1 

les exposants  mq, , ... , m %  dtant des enliers ral ionnels  non  tous nuls,  ne d@en- 
t 

dant  que du  choix des conjuguds, mais  non  du  choix de ~ darts y. 

Nous donnons deux types d 'appl icat ions  de ce th6or&ne, en examinan~ 

la compatibilit6 des 6quations (3) avec la nature du groupe de GALOIS G 

de /~, ou avee la nature de la vari6t6 W. 5;ous obtenons ainsi les r6sultats 

suivants : 

1. ° Pour  toule une  catdgorie de corps de nombres algdbriques finis, qui  

(;onlient en part icul ier  tous lee corps de degrd premier~ et t o u s l e s  corps dont  

le gro~tpe de Galois est le groupe symdtrique,  i l  ne peu t  y avoir une  infinitd 

cl ~ uni t@ appar t enan t  ~ une  varidtd algdbrique de d imens ion  ~_ n - r -  1. 

2. ° L'  cxistencc d' une  inf ini ld d' uni t@ clans u n  module de nombres algd. 

briques de base (1, ct, ~)~ oit le corps K ~ R[% ~] a au  moin8 4 corps conjugttds 
complexes, admet  une condi t ion ndcessaire et suf f isante  analogue & celle trouvde 

p a r  THuE pour  Its modules  de d imens ion  2, d~ savoir que Ic module  considdrd 

contienne le module  des nombres d' u n  certain sous-corps  de K. 

Nous en d6duisons que l ' indgali ld 

C lx+Y -vz l (Ixt +1 Yl + l z l )  

oi~ n c s t  le degrd de K - ~  R[a, ~], to*qours assujett i  & avoir au  moins  4 conju. 

gu@ imaginaires ,  n ' a  qu' un  nombre f ini  de solut ions en entiers rat ionnels  X ,  

Y ,  Z, quelle que soit la constante rdelle posi t ive  c. 

Le ehapitre I e s t  consacr6 g F6tude  des vari6t6s alg6broYdes dans un 

espace off les points sont des syst6mes de n nombres pris '  dans un corps 

p - ad ique  alg6briquement ferm6. Nous d6montrons principalement que ces 

vari6t6s sont localement d@omposables en vari6t6s irr6ductibles, et que chaque 

616ment irr6ductible est susceptible d ' une  repr6sentation param6trique locale 

de << WEXERSTRASS >>, le nombre de param6tres inddpendants ddfinissant la 
dimension de l'61dment. 

Dans le  chapitre II, nous consid6rons un << groupe abdlien multiplicatif  

de p o i n t s ,  de X ' ,  P, de <~rang)) r, r < n - - 1 ,  dent les points de base ont 

pour eoordonndes des hombres algdbriques. 5Tous supposons qu 'une  varidt6 

a lgdbrique W de X '~ de dimension s ~ n - - r  contienne un ensemble 

A n n a l i  di  Ma tema t i ca ,  Serie IV, Tomo XVII ,  17 
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infini ~ d 7416mcnts de I'. Nous 6tudions les relations entre W e t  P par l ' in- 

term6diaire de sous-vari6t6s alg6briques de t/V et de sous-groupes de P 
<< minimaux >> par rapport  ~ 1' ensemble ~. Nous utilisons des transformations 
de 17espace X ~ (congruences) et des proe6d6s de composition de vaxi6t6 (pro- 

duits de vari6t6s). Ils nous permet tent  de eonstruire duns X '' une vari6t6 

a!g6brique W de dimension ~ s-4- r - -  1 contenant tous les 616ments d ' a n  

sous-groupe convenablement  ehoisi de P. I1 en r6sulte un th6or6me analogue 

au th6or6me (3.1}. 
Duns le ehapitre III ,  nous supposons que le groupe P e s t  Ie groupe des 

points ayant  pour coordonn6es une unit(~ de K et ses  eon jug l : t 6e s ,  le th6or6me 
pr6c~dent donne alors le th6or6me (3.1}. Nous en faisons eusuite los appli- 
cations mentionn6es plus haut  ~t des 6quations diophantiennes partieuli6res. 

Une partie de ces r6sultats a 6t6 r(~sum6e duns trois notes aux << Comptcs 

Rendus de 17Acad6mie des Sciences de Paris  >> (s}. 
3{onsieur GARSrlER m ' a  donn6 de pr6eieux conseils durant  la r0daction 

de ce travail. Je  suis heurex  de l ' en  remercier .  

CIIAPITRE I .  - S 6 r i e s  e n t i 6 r e s  h c o e l ~ c i e n t s  p - a d i q u e s .  

Corps p-t~diques. - -  Rappetons quelques d6finitions et propri6t6s des 

corps p-adiques  qui nous seront utiles par la suite t~). 
Soit R le corps des hombres rationnels, p un nombre naturel  premier.  

Tout hombre q de R peut se mettre  sous la forme q--pZq'7 oil ), est un 
entier rationnel, q' un hombre de R 6gal au quotient de deux cutlers de R 

premiers  entre  eux, dont aueun n Test multiple de p ;  p~" s 'appelle  la partici- 

pation de p h q, ), l 'o rdre  de q (pour p). 0n  appelle valeur absolue p-adique 

d e q ,  q u e l ' o n  n o t e r a l q l p ,  l e n o m b r e r 6 e l ( 1 ) ~ q u a n d q = l = 0 .  Onpose t01v  = 0 .  

On a: 

(1) I I q ' °  q'~ lv = I q, iv" i q~ iv (2) i )qq~" q~) - -  ~'(q') d- ),{q~) 
I q, + q~ [~ - -  3~ax ([ q, I~, I q~ [~) t ),(q, + q~) = Miu (x(q,)7)~(q~)). 

Si l 'on prend comme distance de deux ~16ments q~l q~ de R7 tq~--q,  ].7 
R devient un espace m6trique. Sa fermeture  topologique R~ s' appelle le corps 

(.5) ,~ C. R. 7,, t .  202, p. 2117, J-uin 1936; t. 20~t, p. 942, Mars 1937; t. 2051 p. 9431 No- 

vembre  1937. 
(st Pou r  leur  ddmonstrafion, Of. CHEVALLEY~ ,< Th6se <., Paris~ 1933, Sur  la thdorie du 

corps de classe7 chap. V, p. 407-~23~ et << Jouru .  of the facul ty  of sciences ,,, Tokyo, 1933. 
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de~ hombres rationnels p-adiques. La valeur absolue p-adique  d6finie dans R 
induit m~e valeur  absolue p -ad ique  clans Rp. 

0n  sait (~t que pour tout corps on pent  former des extensions cdgdbri- 

q'tlement fermdes (e. h. d. darts laquelle tout polynSme d 'une  variable ~ coef- 

ficients dans le premier corps se d6eompose en un produit  de facteurs 

lin~aires) qui soient alg~briques sur ce corps, et de telles extensions sont 
6qnivalentes. Soit Hp 1' une d'elle.  Soit q un 61~ment de H~,, x " +  a y ' - ~ - t  -... 

... + % ~ - 0  I' ~quation irr6ductible ~ coefficients clans R~ "~ laquetle satisfait 

q, ~t l ' o rdre  de la no~rme a ,  de q, on d6montre que l~ valeur  absolue 
p- 

(;; I q [p = est un prolongement de la valeur  a bsolue d6finie dans R~ et elle 

satisfait encore aux relations (1}. Nous appellerons ~ : - ~  l 'ordre  de q, il 

satisfait aux relations (2). 

Les nombres de Hp d 'ordre  ~ 0  sont dits e~diers p-adiques. Its forment 

un anneau E~ dans H , .  Ceux d 'o rdre  nul ont aussi leurs inverses dans E~; 

ils sont dits unilds p-adiques. Ils forment un .groupe ab~lien multiplicatif.  
Les entiers et les unit6s alg6briqaes sont des entiers et unit~s p-adiques .  

La valeur  absolue 19-adique fait du corps Hp un espace m6trique, mais 

il n ' es t  plus e0mplet, comme .l '~tait R ,  (une suite de hombres de Hp,  con- 

vergente au sens de CAUcn¥, n ' a  pas n6cessMrement une limite dans H~). 
Les relations (1) entra inent :  

TK~OR~ME 1.1. - -  La, condition ndeessaire el suffisante pour  qu 'une  

suite a,~ d'dldments de Hp soit convergente au sens de Cauchy, esl que 
lim (a,~ t+t - -  a.) -- O. 

Soit Ifp un sous-corps de Hp qui soit une extension alg6brique finie 

de R~. I1 y a (6} dans K~ un hombre =, entier p -ad ique ,  qui n ' es t  pas une 

unit6 p -ad ique  et dont l 'o rdre  est minimal. L 'o rd re  de tout nombre de K~ 

est un mul t ip le  de celui de =, de sorte que tout nombre de K~ pent se 

mettre sous la forme r:eu, ~ entier rationnel, u une unit~ p -ad ique  de K~. 

Les seuls id~aux de l ' anneau  des entiers de K~ sont les id~aux (~)", le seul 

ideal premier  est (~). En part icul ier  (p) est un ideal de la forme (~)e. Le 

nombre de classes de testes de l ' anneau  des entiers de K~ par  rapport  

] ' ideal  (r:), est un nombre fini pz. Cela permet de d6montrer  que K~ est 
]ocalement compact {de route suite infinie d'61~ments born6s de K~, on peut 
extraire  une suite eonvergente au sens de CAUCHY}. 

(7) Cf. Van tier ~rAEnDEN, Moderne Algebra; Bd. 1, § 60. 
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On d~montre aussi (~) que Ka peut  ~tre obtenu en adjoignant "~ R~ un 

nombre 0, alg~brique sur  R, et que K v est la fermeture  topo!ogique de 

K=-= R[0] pour la valeur  absolue p-adique .  Donc K,, est complet et les suites 

convergentes qu' on peut  extra,ire d' une suite infinie d' ~l~ment.s born6s de h~ 

convergent  vers un ~l~inent de / ~ .  C' est la propri~t~ de compacit~ en soi. 

To,d sous-co,Ts de Hp qui est une extension algdbrique finie de Rv est loca. 

lement compact ere soi. 

Sdries ~ coefficients p-adiques .  - -  Dans la suite, nous considdrerons des 
syst~mes de n valeurs  x~,.., ,  x~, prises dans H~ comme un point d ' un  

espace X ~, produit  direct de n espaces Hp.  La m~trique p - ad ique  definie 

dans H ~  induit dans X ~ une topologie qu 'on  peut  engendrer  par la mdtrique 
n 

Dist (A~A2) ,-~ E ] a.2~ --  a~ lv, par  exemple. Nous appellerons voisinage d ' u n  
i = 1  

point  Q de X ~~ un domaine de X ~ contenant pour certaines valeurs des 

nombres  rdels positifs mz t o u s l e s  points tels que 

i x~ ~ X~Q I p ~ m l  ( i =  1, 2,..., n}. 

Nous consid~rerons des s~ries de puissances enti~res rationnelles positives 

de n variables x~,..., x,, 

A. ~-- ~ ~h~ ... hnOg~ hi ... xnh~ 
hi , . ,  h,~ 

Oh nous supposerons que les coefficients appartiennent &, une m~me extension 
algdbrique finie Kp de Rp~ de sorte que si la s~rie converge qua nd on substi tue 

aux x~ des valeurs  x~ ° de H~,  elle converge vers un hombre du corps topo- 

logiquement  complet  K~[x,°,..., x,,'~]. Par  d~finition, une fonetion analytique 
de n variables x~,..., x,, est la somme d ' u n e  telle s6rie dans son domain e 

de convergence. 
Appelons hauteur d' un terme de la s~rie le hombre naturel  h = h t + ... q- h,,. 

D 'apr~s  le th~or~me (1.1), on a: 
T ~ E O U ~ E  1.2. - -  La  condition ndcessaire et suffisante pour qu' une s&ie 

multiple E bh ...... t,, (h,, . . . ,  h , = 0 ,  1, 2,..., + ~ o )  converge, est que la valeur 
h t ," ,  hn 

absolue du terme gdn~ral tende vers ~dro qua, nd h croit inddfiniment. 
Ce th~orSme donne pour la convergence des s~ries une condition beaucoup 

plus  large qn ' en  analyse ordinaire. Aussi d~s qu~nne sdrie g coefficients 

p -ad iques  est convergente, elle aura  des propri6t6s qui en analyse ordinair< 
caractdrisent  les sgries absolument convergentes. En effet~ du thd, or~me (1.2) 
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rdsulte que:  toute s~rie extr~ite d ' une  s6rie p -ad ique  convergente A, est 

elle-mOme eonvergente. Soit une suite de telles s~ries partielles A~. Soit h,, 

la plus petite hauteur  des termes de A figurant  duns A~, sih,~ eroit ind4fi- 

niment avec n alors I A,, [p tend vers z~ro. Done:  

T~oR~:~E  1.3. - -  Si on somme les termes d' une s4rie convergenle par  un  

prvcddd quelconque qui dpuise t o u s l e s  termes de la sdrie, on obtient la ~name 

limite qu'avee le procdd~ qui ddfinit la sd~ ie (~). 

Du th6orc~me (1.2} r4sulte aussi que si une sdrie entiOre ~ n variables est 

convergente pour  x~---~ bi elle converge uni formdment  pour  tout le domaine 

[ Xttp ~ [ bilv. Si tons les b, sont ~ 0 ,  nous appellerons un tel domaine un 
cube de convergence. 

Si une suite de points Q de X ~ tend vers le point Qo de coordonn4es x~(,, 

on finit par  avoir [x~l s : I x , : 0  I~ pour les valeurs de l ' indiee i telles que 
x, o=~0;  il eJ~ r6sulte que si une s6rie enti~re converge pour  une suite de 

points de l ' espace  des variables~ elle converge pour tons les points limites 
de la suite, 

On d6montre a, is6ment que si la somme d 'une  sdrie entidre est nulle dans 

to#t u n  voisinage de l'origine~ la sdrie est identiquement nulle, c. a. d. tons 

ses coefficients sont nuls. 

TH]~OR$3ME 1.4. - -  Si une sgrie entidre f(x~,..., x=) converge au voisinage 

de l' origine, si l 'o~ f a i t l e  changement de coordonndes (xi-~ai + yi}, ai dtant 

un point  oi~ f .converge, et si l' on ordonne la sdrie obtenue par  rapport aux  

puissances des yi, on obtient une sdrie entidre ?~(y~, ..., y~) qui a m&ne domaine 

de convergence que f, et m~me somme que f aux  m~me~s points. (I1 n 'y  a done 
pus de prolongement  analytique). 

En effet, eonsid4rons la s6rie entigre h 2n variables F(x~, ..., ~c~, y~, ..., y,~), 

obtenue en subst i tuant  duns f, xs + y~ k x~. Si [ admet le cube de conver- 

gence [ x ~ [ ~ = l p ' ~ ¢ l ~  , raisons le changement  de variables x , / = x ~ / p ' ~ ,  

y /  == y , / p ' ~ .  Appelons f', ?', F ' ,  les fonetions eorrespondantes.  Comme f '  
converge pour  l x / l ~ - - 1 ,  le va,leur absolue p-ad ique  de ses coefficients tend 

vers 0 qnand la hauteur  de leur indiee eroit ind~finiment. Comme chacun 

des coefficients de F '  est 4gal h u n  coefficient de f '  multipli6 par  un entier 

rationnel, ils ont aussi eette propri~t6, et F '  admet Ie cube l ~ c ~ t ~  1, 

(s) Le th4orbme (1.3) est valable plus g4n4ralement pour tout~ s4rie d'414ments d*un 
espace veetoriel norm4 qt~eleonque lorsque ]~ sgrle est commutativement convergente c. a. d. 
qu~elle reste con~ergente apr~s un changement quelconque de l~ordre de ses termes {cf. 
BA~ACH, Opdratio~s lindaires, p. 240). Les sgries p-adiques sont un exemple de s4ries qui 
peuvent c~tre commutativement convergentes sans 6ire absolument convergentes. 
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i Y~ ]p ~ 1 comme cube de convergence. Pu isque  pour un syst&me de vuleurs 

a/ ,  b/, des x/,  y,' en valeur  absolue ~ 1 la valeur  de [ s' obtient en sommunt 

les termes de in s4rie convergente F'{c~/; b() suivant une loi qui les ~puise 
~'la ' tous, il r6sulte du th6or~me (1.3) que ,~  ~ + b/)== F ' (a ( ;  b(). Mais le meme 

th6or~me montre que ~a'(b() converge alors vers la m~me vuleur. Donc, duns 

tout domaine oil f converge, ~ converge vers la m6me vuleur; et r6cipro. 

quement  puisque f et ~ jouen t  un r6te sym6trique. 

On d4duit facilement du th6orbme (1.4): 

T~EOR]~<E 1.5. - -  Si  une sdrie enli~re est identiquement nulle, duns tout 

un  voisinage d ' u n  po in t  d$t domaine de convergence, elle est idenliquement 

nulle. 

RE~IARQUF~. - -  Ayant  ddfini eomme en analyse ordinaire, les d6riv6es 

particlles d ' u n  polyn0me en x~...~ x~ par rappor~ aux diff6~'enies variubles~ 

et celles d ~une sdrie enti~re f (x~, . . . ,  x~) comme obtenues  par la d6rivution 

terme, h, term% on volt facilement que si f converge duns le cube I ~  Ip = l a~ I~ 

ses d6riv6es convergent  aussi duns le m(~me cube. On a donc F interprdtution 

des coefficients du d6veloppement de [. et du ddveloppement de ~a(Y~ '" ,  Y~)-~ 

~- f {a~-4-y~ , . . . ,  a~ + y,~ p~r les formules de ){Ac-LAuRI~ et TAYLOR 

~ = "2 bh,, ~,,y h, ... y ,,.. _ _  ~ 1 [ly ~f ~f {? 
h t ,.. .~ h n ~'t 

On d~montre de m~me "~ l ' a ide  du th6or~me (1.2) l 'ana.lyticit6 d 'une  

[onction analyt ique de fonctions ~naiytiques" 
TI~I~OI~]~ME 1.6. - -  Soient A une sdrie entidre de n variables x~, ...~ x~,, 

convergente darts un  voisinage D de x~ . . . . .  x n - - 0 ;  B~ . . . ,  B ,  dee edries 

enti~res de m variables, y~ , . . . ,  y,~ convergentes dane un  voiein(~ge D' de y~ =--... 

• . . ~ - y m : = O ,  nultes pour  y ~  . . . .  ym==O; si nous effectuons duns A la 

substi tution x~---~ Bi~ i ---~ 1, 2~ ..., n, on oblient une s~rie enli~re A' en yi qui 

converge pour  tous lee eysl~mes de valeurs dee y~ cle D' qui donnent dee eyet~mes 

de valeurs des x c¢ppartenant ~ D. 

Et ]e th4or~me: 
TnEOR~[E 1.7. - -  Soient A~, . . . ,  Ar des sdries enli~res de n variables 

x, , . . . ,  x , ,  convergenlee duns un  voisinage de x ~ -  - - x ,  := (), lelles que la 

, atr oe r e t  n  o o, ee I] soil  r  our = . . . .  O. 

Soient B , , . . . ,  B . ,  n sdries enti~res de n variables y~, . . . ,  y,~, convergentes au, 

voisinage de y ~ - -  - - y ~ = 0 ,  tellee que la matrice ~ n lignee et n eo- 

lonnes soil de rang n pour y ~ -  - - y ~  = O. EITectuons darts les A la 
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substitution X i = B~, i = 1, 2, ..., n, les A devienne~,t des [bnclions des y lelles 

Idd~tux de s o ' i t s  entib~res eonvergentes .  - ....... Consid6rons routes  les s6ries  

ent i~res  de n va r i ab les  x~ , . . . ,  x,~ ~ coeff ic ients  dans  H~) 

A = Z ar,~ ..... h,~x, h~ ... x]~,~ (h~ ,..., h~-----0, 1, 2,..., + ~ {  
hi ,..., h n 

sa t i s fa i sau t  a u x  condi t ions  su ivan te s :  c h a c u n e  d 'e l leg est c o n v e r g e n t e  duns 

un  vo i s inage  de l ' o r i g i n e  et ses coef f ic ien ts  sont duns une  m~me ex t ens ion  

a lg~br ique  f in ie  de Rp.  El les  f o r m e n t  u n  a n n e u u  d ' in tdgr i t~  U,~. 

P o u r  l ' a n n e a u  ana logue  duns  les s6ries dont  les coef f ic ien ts  sont  des 

hombres  ~ complexes  ord ina i res ,  iI y a des th~or~mes c lass iques  r e n se i g n a n t  

sur  la s t r u c t u r e  des id6aux  et des vari~t6s des z6ros de ces id6aux.  Les  

m~mes probl~mes  se posent  p o u r  U,~. Nous  y t r o u v e ro n s  des  r @ o n s e s  ana- 

logues,  p r i n e i p a l e m e n t :  le rdsu l ta t  que  p o u r  la vari6t6 des z6ros d ' u n  ideal  

p remier ,  il y a une  r ep r5sen t a t i on  p a r a m 6 t r i q u e  de << WEIERSTnASS ~>. P o u r  

les ob ten i r ,  nous  d~mont re rons  en t re  616merits de U,, une  ident i t6  c o n n u e  

dans le cas c lass ique  sous le nora de fo rmu l e  de WEIERS~RASS. Nous  r~f6- 

r e rons  pour  le d6tail  des ddmons t ra t ions  de ses cons6quences  ~ un  m6moi re  

de W. RUCKEnT (~), (m6moire  d6sign6 duns la sui~e par  W. R.), car  elles en 

sont d6dui tes  pa r  des procSd6s p u r e m e n t  alg~briques,  va lables  encore  dans  le 

e a s q u e  nous  consid6rons .  

Donnons  que lques  d6f in i t ions  pr6alables .  Un 6himent  de U~ sera  dit unitd 

quand  il ex is te  un  ~16ment B de U~ tel que  AB.-.= 1. Alors, on a n6eessai-  
cX) 

r e m e n t  A(0 .... , 0)=1=0. L ' i d e n t i t 6  [ 1 - -  a) -L = E a '~ et une  ma j o r a t i o n  fac i le  
n=::0 

p e r m e t t e n t  de d~mont re r  que  cet te  condi t ion  est su f f i san te  p o u r  que  A soit 

une  unit6.  D e u x  ~l~ments A, B de U,~ seront  dits dquivalents s' il ex is te  une  

uni t~  C de U~ tel le  que  A = B C .  

Si A(0, ..., 0~ w j  =t= 0, A sera  dit  rdgulier en x ,  de degr6 s, s 6taut  la p lus  

pe t i t e  pu i s sance  de x,~ h coef f i c ien t  non  nu l  duns A(0,. . . ,  0, ~c3. P a r  nn  

e h a n g e m e n t  de eoordonn6es ,  po r t an t  s eu l emen t  sur  x ~ . . . ,  x~_~, on peu t  

t ou jour s  a m e n e r  un  ~l~ment A h. ~tre r~gut ie r  en  x,~ 

Si A est un  po lyn6me  en  x,~, /~ coef f ic ien ts  non  unit~s de b~,_~ (anneau  

ana logue  ~ U,, pou r  les s6ries ent i~res  en xt , . . . ,  x,~_~), g l ' e x c e p t i o n  du  t e rme  

(o) W .  tlUCKERT, (< Math. Annal. ~), Bd. 107 (1932), p. 259-281. 
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de plus hau l  degr~ x~ ~ dont  le coeff ic ient  est 1, A est dit  un  polyn6me di. 

stingud en x,~ de degr~ s. 

D~montrons  alors la 

FORMCLE DE WEIERSTRASS. - -  Soil F un  ~ldment de U . ,  rdgulier en x~ 

de degrd s, ~ tout dldment A de U~ correspondent les dldments B el C de U , .  

C dtaut en x .  un  polynome de degrd ~ s - -  1, lets que l' on ait identiquement 

A ~ F B + C .  

Prenons  un  vois inage de z6ro I x~ Ip--~l )~ ip su f f i s amment  pet i t  pour  que 

t X l  A et Y y convergent  tous deux.  P~r  u n  changemen t  de variables  xi ~--~- 

i== 1,.. . ,  n, A e t  F donnent  deux  s6ries que nous cont inuous  h appeler  A 

et F, convergentes  pour  [x, '[p ~ 1, dont  les coeff ic ients  ont une  va leur  

absolue p - a d i q u e  qui tend  vers z6ro avec l ' i nve r se  de la h a u t e u r  d e  leur  

indice.  P a r  une  ehangemen t  de var iables  x+~ -~- )-~- avec I l~ su f f i s amment  

petit ,  nous obtenons que le coeff ic ient  de x,( ~ dans  F soil te plus grand  de 
[ 

coeff ic ients  des pures  puissances  de x~, et en fa isant  ensui te  $ . / ' :  ;;,-~ ces 

{i : 1,.:., n - -  1), avee ]k" [p assez petit,  nous  obtenons que ce coeff ic ient  soit 

Ic plus g rand  de tons les coeff ic ients  darts F.  

Dans le c o r p s  Kp alg~brique f in i  sur  R~, qui  cont ient  les coeff ic ients  

de F et A on peut  t rouver  un  nombre  r: tel que tout  hombre  a du corp% 

se met te  sous la forme a : =  ::~e, s 6taut  une  uni t~ p - a d i q u e  du corps, 

c ' e s t - h - d i r e  un nombre  d ' o r d r e  z~ro. Comme les coeff ic ients  de F et G 

tendent  vers z~ro quand la h a u t e u r  de leur  indice croit  ind~finiment ,  il n ' y  

en a q u ' u n  nombre  f ini  de m~me ordre, on peut  donc @ r i t e :  

A = ~hlg0 ÷ ~ g ,  ÷ ... + ~ g ~  ÷ ...) 

Ies g, ~tant des polyn0mes  en x~ , . . . ,  x~, h. coeff ic ients  un i t@ de K2~, de m~me 

pour  F, avec cette r e m a r q u e  que fo se r~duit  h % x f  

F ~  ~h ' (~0x~/+ ~f ,  + ... ÷ uql~ + ...}. 

5Tous pouvons supposer  h~---h'~-O, ~0-~-1, car uous  ne consid~rons pas 

comme cl i ff , rents  deux  41~ments de U~ dont  le quot ient  est une  constante.  

Cousid6rons des ~Iements de U+,, B, C: 

B ~ E ~qbq C ~ -  Z 7~qOq 
q~=0 q--O 

bq et cq t~tant des ~16ments de U~,~ h d6terminer .  L ' i d e n t i t 6  A ~ £_:B + C est 
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6quivalente  au  syst~me de l ' i n f in i t 6  de congruences  A------FB-t-C (rood. rcq) 

(q ~ 1, 2,... h. l ' inf ini) .  Ce syst~me est sa t is fa i t  s ' i l  en est de m6me pour  le 
O " systbme d ' u n e  inf ini t6 d 6gaht6s:  

(q) aq = x,~sbq + f~bq_~ + ... + [Qb o d- Cq 

obtenu en 6galant  les coeff ic ients  des dif f6rentes  pu issances  de r~. 

Supposons  q u ' o n  a,it pu, pour  q = O ,  I , . . . ,  h - - 1 ,  d6 te rminer  des 616ments 

de UI~ , bq, co, qui  sa t i s fassent  aux  6gui l t , s  d ' ind ices  (0), (1),...~ ( h - - 1 ) ,  et 

qui soient des polyn6mes e a x , , . . : ,  x~ ,  ~ coeff ic ients  d ' o r d r e  ~ 0, les Cq de 
* 8 degr6 ~ s --  1 en x,~. Alors, posant  da --~ aq - -  x,q, be - -  ... - -  fqbo, d h e s t  encore 

un polynome en a~i,... , x,~ /~ coeff ic ients  d ~ ordre ~ 0. La  re la t ion (q) s '6cri t ,  

pour  ff = h :  

(h) dh = xn~bh + ca 

dh est connu.  Si on prend  pour  b~, c1~, respec t ivement  le quot ient  e t l e  reste  

de la division de dh suivant  les puissances  d~croissantes  de x~, par  x~*, 

l '~gal i t6  (h} est sat isfai te  et bl~ et c~ sont des polynomes  en x ~ , . . . ,  x~, ~ coef- 

f ic ients  d ' o r d r e  ~_ 0, ch 6rant de degr6 ~ s - - 1  en x~,. Nous formons done 

u~insi par  r~currencc  tous les polynSmes bq, cq. 
-]-O'5 

q Dans v ~ b(~ d~velopp~ suivaut  les monOmes en x~ .... , x, , ,  le coeff ic ient  
q = 9  

du mon0me x, ~', ... x~(~ est 6gal ~ E e~ ...... ,.,~,q 7: ~, s~.~ ..... ,,~,q 6ta.nt le coef- 
q = 0  z 

f ic ient  de x~ ~'~ ... x,,~,~ dans  bq, coeff ic ient  qui  est d ' o r d r e  _~0, le te rme 

g4n6ral de cette s6rie tend vers 0 et c ' e s t  toujours  un  nombre  de K~,  

cette sdrie converge vers une l imite  b~.l ..... ~ de K~ d ' o r d r e  ~ 0 ,  done 

B ~ -  E b,. ..... ,,.,~x, ~ , . .x~(~ converge pour  [x~l~ == 1 et tons ses coeff ic ients  

appa r t i ennen t  ~ K~.  B e s t  done un  616ment de U~,. De m~me C, qui en 

outre,  est un  po lynome en x,~ de degr¢ ~ s - - 1 .  Et  ils sa t is font  b ien /~ 

l ' i den t i t¢  A ~ F B  d-C .  On a done trouv6 les ~16ments eherch~s. 

APPLiCATiOnS. - -  P rcnons  A := x~, s. A F correspond un ~61~ment B 

tel que F B = =  A - - C  soit un  pol~nome en x~, h coeff ic ient  duns U~_, ,  dont  

le te rme de degr6 ]a plus ~Iev6 est x S .  On mont re  fac i lement  que B e s t  

une  unit~ de U,,,~, que A - - C  est un  polynome dis t ingu6 en x,~ et q u ' i l  est 

u n i q u e m e n t  d6ternnn~ (Cf. W. R., p. 262). On a done le 

L]~isIsIE DE WEIERSTRASS (±0). _ _  To~.~t d ldment  d e U . ,  rdgu l i e r  en Xn, de 

(to) Voir pour une d6monstration directe Th. SKOLEIV[, <, ]~Iath. Ann. ~), 111, 1936, p. 399. 
Mais le lemmc de ~¥EIERSTI~,ASS n e  nous suffirai~ pus pour obtenir la repr6sentation para- 
mdtrique dont nous avons besoin pollr des vari~t6s a]gdbro~cles. 

Ann~*ti, dt  ,lfa, reJ~c~t.~ce~, ~ o r i e  I V .  T o m o  X V I I ,  18 
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degrd s, est dffuivalent & u~ polyndme dislingud dR degrd s en x , ,  uniquemenl 

ddterndnd. 

Comme cas par t ieul ier  pour les ~l~ments de degr6 1 en ~, ,  on a l e :  

TH~OR~ME DE L' INVERSION. - -  A dtant un  dldment de U.  tel que A = 0 

~A . 
el ~ ~ O, ~ t'origine, l' dquation A ~ 0 ddfinit x ,  comme fbnction analytique 

de x , , . . . ,  x,_~ au voisinage de x, . . . .  ~ x,_~ ~ O. 

Par  r(~currence, on obtient le th6or~me analogue pour les fonetions im- 

plicites de plusieurs  variables. 

T H E O R ~ M E  G~N]~RAL DE L ' I N V E R S I O N .  - -  Soient F~,...,  Fh, h fonet~ons 

analytiques des h + m variables u~ ,. . . ,  u~, x , ,  .... xm, nulles quand les n e t  

les x sonl nuls, conve~yentes au voisinage de ce systDne de valeurs, et telles 

D(F~,.. . ,  Fh) soit diffdrent de zdro quand les x que le ddterminant fonctionnel D(u~,..., u~) 

et les u sent nuls. Alors les dquations F~ = 0 , . . . ,  Fh = 0  ddfinissent les u 

eomme fonclion, s analytiques des x, nulles pour les x nuts, et eonvergentes 

duns un  voisinage de ce syst~me de valeurs des x. 

Varidtds algdbroides. - -  Appelons varidtd algdbro~:de en 0 (x~ . . . . . . .  x,, = 0) 

l ' ensemble  des points de l ' espaee  X '~ qui son~ des zdros communs h u n  

syst~me d'dlOments de U,~. 
La formule de -W-EIERSTRASS permet,  par  r6eurrence, sur Ie nombre des 

variables, de dSmontrer la propri~t~ triviale duns U0 = H~ qui est nn corps, 

que dans U~ tout ideal a u n e  base finie (Cf. W. R., p. 264) et par consequent  

pent se repr~,senter eomme intersection d' un hombre fini d ' iddaux  primaires. 

A chaque id6al primaire est attach6 un id~M premier (qui poss~de la 

m~me vari~t~ d e  z~ros). La condition n~cessMre et suffisante pour  qu 'une  

vari~t6 alg~bro'~de soit irrdductible (c 'es t -h-di re  qu 'e l le  ne puisse ~tre re- 

pr6sent6e comme la somme de deux vari6t6s alg6bro~'des en 0 dent aueune 

ne contient l 'autrel  est que sou id6al propre (c' es t -h-di re  l ' id~al de tous les 

616merits de A s ' aanu lau t  sur tout un voisina,ge de 0 de la varietal) soil 

premier.  I1 en r~sulte:  
T~]~ORE~]~ 1.8. - -  //i~r~e varidtd algdbro:~de en 0 est ddco~nl)osable duns un 

voisinage de O, en un nombre fini de varidtds algdbro:ides ere O, irrdductibles. 

Soit alors 3 un idPal premier de U,~, I I  le corps quotient de l ' anneau  

de classes de restes U~U3. On trouve (Cf. W. R., p. 266-269}, qu'apr~s,  au 
besoin, une subst i tut ion lindaire et homog~ne non singuli~re sur les variables, 

il y a, k des variables, soient x~, ...., x~, telles qu' on air t ' i somorphie  II,, ~ hk,  

ha 6rant le corps quotient de L ~  ~o un 616merit atg6brique sur Un satisfaisant 
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h une 6quation irr6duetible dans Us,, g(~o) =: ~f d- g~(o s-t + ... + gs =- 0, off 

les gi sent des 616ments non unit6s de Uk. On en d6duit (Cf. W. R., p. 275-280): 
THI~OR~'IE 1.9. - -  Une va, ridtd de X ~', algdbro:~:de en O, irrdductibte, ad,met 

an  voisinage de 0 une  reprdsentatio~t para4ndtrique << de ¥(EIERSTRASS >> 

Ph(x, , . . . ,  xk ,  ~) (h = 1, 2, ..., n - -  k) 
t 3 )  xj,+,,---- D I x , ,  .... x~,) 

les Ph grant des poly~dmes de degrd s -  1 en (~, db coefficients dlgments de Uk, 

~o sa t i s fa i san t  6, u~e dqztation irrdductible glo))~ ~o ~ + g~mS-~ + ... + g~ ==0 oie 

lee g~ sent  des ~ldments de Uk nu t s  dt l' origine, D dtant le d i s e r im inan t  de 

l' dquation g(~,~) =:~ 0. 

Tout  syst~me de valeurs  x~,..., xk de Hp su[ f i samment  petites, telles que 

D(x,, . . . ,  xk )@0,  don~te p a r  ces formules  s points  de la varidld vois in de 

l' origine, el tout po in t  de ta varidtd su[ f i samment  voisin de l' origine~ tel que 

D(x~, ..., xk) :4: 0, est a i~si  obtenu. 

Les points de la vari6t6 tels que Dtx ~ .... , x~,}@:O seront appel6s poin ts  

rdguliers de la vari6t6. Sil n ' y  a que des points r6guliers (s-= 1) la vari6t6 
alg6bro~de sera dire r6guliere. 

L ' ensemble  des points qui fournit  une reprPsentation param6trique,  telle 

que ~3), sera appel6 un dldment de WEIERSTRASS. Le thdor6me (1.9) peut  

s '6noneer  ainsi:  les po in l s  d ' u n e  varidtd V, algdbro:t'de en O, irrdd~elible 

forme~t, azt voisinage de O, u n  dldment de WEIERSTRASS, ~ condi t ion de 

n6gliger au  besoin les poi~ds d ' u n e  w'aie sous-varidtd algdbro:tde de V. Le 
nombre k est dit ]a dimension de l'61~ment. C'est  aussi par d6finition la 

dimension de la varitSt6 alg~broide irr6ductible V ear on d6montre (Of. W. R., 

p. 274 d qu' il ne d6pend pas de la fagon dent on a ehoisi les variables x~ ,..., x~,. 

On montre aussi que les composants irr6ductibles d 'une  vraie sous-vari6t6 
alg6bro~de de V o n t  des dimensions < k. 

D6montrons maintenant  quelques eonsdquences du th4or6me (1.9) qui 

nous seront utiles pour ta suite. Les points de la vari6t6 V, tels que 

D(%,...~ x , ) =  0 sent les z6ros de l ' id6al  (~', D). En leur appliquant  le th6o- 
r~me {t.9j, on obtient f inalement:  

T~]~OR~5~]~ 1.10. - -  On obtient t o u s l e s  po in t s  apl )ar tenant  d~ u n  voisina.ge 

de l' origine su f f i sammen t  pet i t  d ' u n e  varigt6 alggbro~:de, en O, irrdductible, en 
rdun i s san t  u n  hombre fini d' dlgments de WEIERSTRASS. 

Parmi eeux-e i  l '616ment de W]~I~,RS~]aASS qui donne les points r6guliers 
de V sera appel6 l'61dment de WEIEI~STRASS principal. 

Les ~16ments de WEIERSTRASS de dimension z6ro fournissent un nombre 
fini de points. I1 en r6sulte: 
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T~Eon~z~E 1 . 1 1 . -  Si  deux varidtds algdbro~des en O, ont e~ commun 

une infinitd de points  convergenls en O, elles ont en commun au moins un  

dldment de WE~ERSTn~SS de dimension au moins 1, qui  contient une infinitd 

de ces points.  

Nous appellerons dld,ment paramdtrique de centre 0 l ' ensemble  des points 

(i = 1, 2, ..., n) 

off les f~ ~tant des fonctions analyt iques d~finies au voisinage de t~ . . . . .  t~ ~ 0 

et nulles pour ee syst~me de valeurs.  
Soit F l ' id~al des ~l~ments de U,~ qui s ' annulen t  sur tons ces points. 

On d~montre facilement que cet ideal est premier. La vari~t~ alg~bro,ide des 

z~ros de l ' id~al F sera dite la varidtd algdbro~'de de l'dldment. Elle contient 

tous les points de F ~l~ment param~trique; mais par contre, celui-ei  n ' e n  

repr~sente pas n~eessairement tous les points voisins de 0 quand on donne 

aux (j des valeurs voisines de 0. 

Si la matriee fonctionnelle "--"11~i! est de rang s en 0, done au voisinage 
l I J E I  

de 0, nous dirons que l '~lOnent param~trique est r~gulier de dimension s; 

en effet le th~or~me de F inversion permet facilement de montrer  que la 

variOt~ alg~bro~de de l 'gl~ment est r6guli~re en 0 et de dimension s e t  que 

dans ce cas, l '~l~ment param~trique donne toute sa vari~t~ alg~bro~de au 

voisinage de 0. 

Si la matriee fonctionnelle ]]~f~]] est ~<en gt~n~ral ~> de rang s au voisinage 

de 0, mais non au point 0 meme, ]a vari6t6 alg6broYde de l '~l~ment n ' e s t  

plus n@essairement  r~guli~re en 0. On voit imm~diatement qu 'e l le  est de 

dimension ~ s .  On peut  montrer, q u ' e n  fait, elle est exaetement  s. 
En faisant un changement  de coordonn~es eonvenable et en util isant 

encore le th~0r~me de l ' inversion,  on voit aussi  que si J e s t  un ~l~ment de 
WEIERSTRA.SS de dimension k, A un point de J, le voisinage de A sur J e s t  

un ~ldment r~gulier de dimension k. 
~Nous d~montrerons d ~autre par t :  
TI:fEOREME 1.12. - -  Soit V une varidld irrdduclible algdbro~'de en 0~; soit A 

u n  poin t  rdgulier de l 'dldment de W ~ : ~ E R s ~ S S  pr inc ipa l  de V. Si  tout un  

voisinage de A est contenu dans une varidtd algdbrique W ,  alors W contient 

route la varidtd V au voisinage de O. 

P(x ,  , . . . ,  x~_ i ~) {h :-= 1, 2, n --  k) la representat ion de WE~- S o i t  x +.h = x, ,)  " "  

ERS~R~SS de V, valable dans le domaine ]x~l v, .... I x ~ l ~ m  pour les 
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points rdguliers D(x,, . . . ,  xk) ~ O. Soit Q(x~,..., x,~) :---0 l ' une  des 6quations 
alg~briques qui d~finissent W; Q,(x~,..., xh; (o) le r~sultat de la substitution 
aux xk+l~ de leurs valeurs en fonction de x, , . . . ,  x ~  o~; Q,.{x,,..., x~) 
--=-~orme (Q, (x,, . . . ,  xh; to)): le produit  des expressions obtenues en rem- 

plaCant o) par ses conjugu~s dans Q,; Q2 est un 6l~ment de U,, qui converge 

dans tout le domaine I x, Ip,..., I x~, I~ ~ m .  Si a , , . . . ,  a ,  sent les coordonn~es 
du point r~gulier A de l '6none~ ( ta ,  !~,,..., !a~!,, < m ) ,  Q~ est nul  pour tout 

le ~oisinage du syst~me de valeurs a, ,...7 ak, donc (th¢or~me 1.5) Q~ est 
ident iquement  nul. Pour  t o u t  syst~me de valeurs x, , . . . ,  x/, en valeur 

absolue p-ad ique  ~ m ,  il y a done un des s points correspondants sur V 

(s degrd de F ~quation de m) qui est sur la ~ari~t¢ alg~broi'de (Q) d' ~quation 
Q =--O, (Q)eont ient  done l 'origine.  Si (Q) ne contient pas V, eomme V est 
irr~duetibl% son intersection avec V se compose d ' u n  hombre fini d'~l~ments 
de dimensions ~ k - - 1  dent la projection sur l 'espace des x~,..., x~ ne peut 

recouvrir  tout un voisinage de l 'or igine de cet espace ~ k dimensions. 

(Q) contient done V tout entier. En appliquant ce r~sultat aux ~l~ments 
d ~une base de V~ on obtient done le r~sultat '~ d4montrer. 

RE~_~RQUE. - -  Si on remplace le polynome en x , , . . . ,  x,~ par un ~l~ment 

quetconque s de U,~, ta d~monstration d e m e u r e  encore valide. Doric on 
pourrait  remplacer  darts l' 6nonc6 (1.12) les roots vari4t~ algSbrique par vari~t6 
alg~bro~de en 0. D ' au t r e  part, iI en r~sulte que si un ~l~,ment de U,, n 'es t  
pas ident iquement  nul  sur V, tout point de V pour lequel il est ha l  est 
timite des points pour lesquels il n 'es t  pas nul. Si on applique ce r~sultat 

au diserimin'ant de l '~quat ion de ~o on voit que tout point de V qui n'est 
pas rdgulier pour une reprdsenlat'ion de Weierstrass donnde, est limite de points 
rdguliers. ~Nous mentionnons seulement ces propridt6s que nous n 'aurons  pas 
h utiliser. 

Fonctions exponenticl les  et logar i thmes p-adiques .  - -  I1 est bien connu 

qu 'on  peat  d~finir darts H~ des fonctions analogues aux fonctions exponen- 
tielles et logarithmiques de Fanalyse  classique. Considdrons la s~rie: 

R3 ~ X n 1 ~ - x + ~ - - j - . . . + ~ + . . .  

p~ d6signant la plus haute  puissance de p ne d6passant pas n, on a 

ordre.!-~.T) ~ n ordre (x) p -  1 -t-p~(p__ 1) " 
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1 
La s6rie est done eonvergente si ordre Cv)~p-Z---1 et elle repr(~sente alors 

une fonetion analyt ique d e  x que nous d6signerons par  Exp (x). 

On v~rifie par un ealcul formel, valable quand les Exp x~, Exp x~ con- 

vergent, que 
Exp (x~ + x,) ~--- Exp (x~)-Exp (~). 

Consid6rons la s6rie 

On a: 

~ 1)~ '~ ~- -  ~=+. . .  + (-- ~- + ...; 

Ordre ( ~ )  ~ n. ordre (~) - -  ordre (n}. 

La  s6rie converge done si ordre (~} > 0, e 'est-/~-dire si ~ est un entier 

p -ad ique  qui n' es~ pas une unit6 p-ad ique .  E1]e repr(~sente alors l~ne fonction 

analyt ique de x qffe nous d6signerons par Log (1 q-~}. 

Pour  y~ et y~ suff isamment voisins de 1, Log y , ,  Logy~ et Log y~y+ sont 

d6finis et on v~rifie par  un ealeul formel L o g ( y , . y ~ ) = L o g y ~  + Logy~.  
Pour  x suff isamment  petit L o g ( E x p x )  est d6fini et on v6rifie formel- 

lement  que sa valeur  est x. De m~me po.ur y suff isamment voisin de 1, 

Exp (Log y) est d6finie et sa valeur  est y. Les fonctions E x p x  et Log y sont 

des fonctions inverses. 
Soit a u n  nombre tel que Log a existe. La fonction Exp (x Log a) est 

une fonetion analyt ique convergente pour x suff isamment voisin de z6ro~ et 

Exp (x~ + x2) Log o~ = Exp (x~ Log a). Exp (x~ Log a). 

1 
Si ordre (Log a ) />  ................ alors E x p ( x L o g a )  converge pour tou~ x entier 

p - 1  
p-adique ,  en part icut ier  pour  tout x entier  rationnel. On voit que cette 

fonction coincide, pour x = - q  entier rationnel~ avee a << i~ la puissance q ~>, 
les puissances enti~res rationnelles ~tant dCfinies ~ partir  de la multiplication 

et de l ' invers ion eomme d ~habitude. Pour  abr6ger~ nous la d~signerons par  a x. 

Les nombres pour lesquels a ~ existe et converge pour tout y entier 

p-adique,  sont des unit~s p -ad iques  suffisamment voisines de 1. Nous les 

appellerons unitds p-adiques dislingudes. 
TIt]~ORI~ME 1.13. ~ Si Kp est une extension algdbrique finie de Rp, il y a 

u n  hombre naturel  m tel que pour  toute unitd p-adique ~ de Kp, ~ soit une 

unitd p-adique distingude. 
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Soit -n 1~¢ degr6 de /~, sur R , ,  alors on peut  t rouver n entiers p - ad iques  

de h~, tels que tout cuvier p -ad ique  de /~, soit de la fvrme 

X,(5~ q ... q -  X,,zm~, 

les xi dtant des entiers de _gp. Chacun des xi peut ~tre mis sous la 
-}-co 

forme E a~p i, les a, ~ a n t  pris parmi p en~iers rationnels incongrus (mod p). 

Doric, Egf, d~signant F anneau des cutlers p -ad iques  de K,,, h ~tant un hombre 

uaturel  quelconque, le hombre C(h) de classes de restes de EKp modulo 

l ' id~al principal (p~'), est fini. 

Pour  tout ~l~ment z de EK,,. premier "h p, donc unit~ p-ad ique ,  on a 

e C(h)-I == 1 q- ~ avec ordre {~) ~_ h 

1 
il nous suffira donc de prendre h > p _ _  1 poln" que la valeur  corresl)ondante 

de C(h 1 -  t donne le hombre m cherch~. 

C, HAPITRE I t  - G r o n p e s  a b 6 1 i e n s  d e  p o i n t s .  

0pd, 'ations sur  ies points et varifitds de X '~. 

Co~'C, RUSlVCES. - -  Soit, comme dans le chapitre pr6c~dent, X '~ le produit  

topologique de n espaces Hp; un point de X '~ est un systbme de n nombres 

x , , . . . ,  x,~, de H,,, que nous appellerons les coordonn~es du point. Nous d~fi- 
nirons le produit Aa--=A, .A,  2 de denx points  A, ,  A~ de X ~, comme ~tant le 

point ayant pour coordonn~es les produits  des coordonndes de m~me indice 

de A~ et de A~. D~signons par  { X ' }  l ' ensemble  des points de X ~ qui n 'on t  
aucune  coordonn~e nulle. Ils forment un gronpe ab~lien par  rapport  /~ la 

multiplication que nous venous de d~finir. Si nous multiplions tons les points 

de X ~ par un m~me point A de I X'~}, nous obtenons une transformation 
de X n en lui-m~me que nous appellerons nne congruence. L'ensemble  de 

toutes les congruences forme un groupe abdlien isomorphe g { X ' } .  Deux 

figures formdes de points de X ~ qui se correspondent  dans une m~me con- 

gruence seront dites congrues. C' est ~videmment une relation transitive. Uue 
congruence 6tant une t ransformation affine non singuli6re de X ' ,  deux 

figures congrues ont en m4me temps le caract6re d '4 t re  une vari6t6 alg6- 

brique irr6ductible, tie dimension s~ ou d ' e t r e  une vari6t6 alg6broYde irr6- 
ductibie de dimension s, 
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~-¥ar ig tds .  - -  Soient  A, , . . . ,  A,., r poin ts  de X "  de coordonn6es  

a~,...~ a~t; . , . ;  a~.~,..., a,.~ Nous  supposons  que  F e n  a r < n ,  que  les Log(aij) 
existent~ et que  les r vec teu r s  

(1) (Log (aj~), ..., Log (aj~)) {j--~ 1, 2, ..., r) 

sont  l in6a i rement  ind6pendan t s  par  r appor t  h Hj, .  Alors  pou r  des w l e u r s  

des param~tres  y suf f i sammen~ vois ines  de zdro l Yil~ ~ c~ les exponen t i e l l e s  nil 
sont  d6finies  et sont des f o n e t i o n s  ana ly t iques  des y. Le  point  

(2) x~ = Exp  (y~ Log  a~i .e ... + y~ Log a~) (i = 1, 2, ..., n) 

= . . .  

pour  i Y ~ l ~ c ~  engendre  un  dl6ment  r6gulier~ ayan t  pou r  cent re  le point  
(1, . . . ,  1), et de d imens ion  r. Une  telle vari6t6 ou ses vari6t6s congrues  

( 3 )  = . . .  = 2 ,  . . . ,  

(off q~,. . . ,  q ~  01 seront  d i tes  des ~-varidtds de d imens ion  r. 

On voit  f ac i l ement  que  si 
(b,,, , . . . ,  b,,,,) (m = 1, 2 .... , n - - r )  

sont  n - - r  vec teurs  l in6a i rement  inddpendants ,  dont  chacun  est orthogom,1 h 

tous lea vec teu r s  (1)~ les 6quat ions  impl ic i tes  

(4) b,,~ Log x~ + ... A- b,,~ Log  x,~ = 0 (m = t, 2, ..., n - ~'~ 
q~ q,~ 

d6f inissent  la m~me vari6t6 que  les 6qua t ions  pa ram6t r iques  (3). 

Les ~-varidlds jouent exactement par raTport au groupe des congruences, 

le rSle des varidtds lindaires pa~: rapport au gvoupe des tra~slations. En effet.  

soient  y~*,..., y,o u n  svst~me de va leurs  des exposan t s  telies que  I Yil~ ~ c, 

posons  

les fo rmules  

Ct~fi ° q~" --~ qi .li ... aYS (i = 1, 2, ..., n) 

%~Yt' Yr' ~ . , .  t3) x~ = ~ ~ .,. a,,.~ t'i - -  1, '~, , n 

pour  ] y ~ ' l p ~ c  fourn i s sen t  les m~mes points  que  les i~ormules (3). On voit 

q u ' u n e  ~t-varidtd est invarianle globalement par  la co~lg~'uence q~ti fail passer 
de l 'uu  ~ l 'autre de deux quelconques de ses points. I1 en rCsulte q u ' u n e  
i~-va.ridt~ cst  b ien  d~finie quand  on sait  q u ' e l l e  est congrue  8 une  ~-var i6t6  
donn~e, et q u ' e l l e  passe  pa r  un  poin t  donn6 (qu ' i l  fau t  suppose r  appa r t en i r  

a l X "  1). 
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Soit Q, (q, .... , q~,) un point de I X "  t. Consid¢rons la t ransformation 

(5t x i = Log . ( i = 1 ,  2, ..., n~ 

Soit v u n  voisinage de Q, v le voisinage correspondant de l 'origine.  Sup- 
posons v suffisamment petit pour que la transformation soit biunivoque et 

bianalytique. Nous appellerons v u n  voisinage propre de Q. Duns la suite de 

ce chapilre nous supposerons toujours poux toutes les dtudes locales que nous 

ferons, que t o u s l e s  points, les dldments de varidlds, les voisinages considdrds, 

sont intdrie~trs au voisinage propre d ' u n  m~me point  fixe de t X n l .  

Par  la t ransformation (5), aux ,~-vari~t~s passant par des points voisins 
correspondent  des vari~t~s lin~aires de m~mes dimensions, voisines de 1' origine 

et r~ciproquement.  Aux congruences voisines de la transformation identique 
correspondent des translations d 'ampli tudes  voisines de z~ro. Moyennant la 
restriction indiqu¢e, et grfi.ee h la transformation (5) et au th6or~me (1.12)on 
volt facilement que:  

HA grant u n  dldment algdbro~de irrdduclible au voisinage d ' u n  poin t  A, 

et IB le voisinage sur  H~ d ' u n  point  B rdgulier de HA, si IB eat contenu 

duns une ~-varidtd M, ]-I~ tout entier est contenu dans M. L n  particulier, si 

on ~wnIre q~ze I s  est une ~-varidld, il en rdsulle que H~ est une p,-varidtd. 

0u  obtient ais~ment aussi grace h M transformation (5), la d~monstration de 
la r~eiproque d 'une  proposition ~none~e plus haut :  

Si IA est un  dldment rdgulier de centre A, et si pour  tout point B de IA il y 

a ,van voisinage de ce point  sur  IA congru ~. u n  voisinage de A sur  IA, IA est 
u ne ~-varidtd. 

Produ i t  de deux varidtds. - -  Neus appellerons produi t  de deux figures 

F~.F~, formdes de points de X ~, la figure F 3 - -  F~-F,  formde par l ' ensemble  
des points produits d ' u n  point quelconque de la premiere par un  point 

que]conque de la seconde. Nous appellerons inverse d 'nne  figure F, la fi- 
gure F - '  form~e par l 'ensemble des points inverses des points de F qui 
n 'on t  aucune coordonn@ nulle. Nous nous occuperons de figures qui ne sont 
tout enti~res dans aucun des hyperplans de coordonn~es xi :=0.  Duns ces 
conditions, F~ : F ~ . F  2 contient au moins une figure congrue h E~ et une 
figure congrue ~ /Ts, et F -~ existe. 

Le produi t  de deux varidtds algdbriques irrdductibles ('~), W ,  de dimen. 

(li) Une  vari6t6 a lggbr ique  W est dite i r r~daet ible  qnand son id6at propre  (W)  dans 
l ' a n n e a u  des polyn0mes  en x t , . . . ,  x n ,  est premier.  C ' e s t  une  irrgductibi l i t6 gtobale, dif- 

AnnaZi di Matematica~ Serie IV, Tomo XVIi,  19 
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sion s~, W~ de dimension s , ,  est une varidtd algdbriflue irrdductible Wa de 

dimension s a ~ s~ ~- s.,. 

En offer, le point g6n6rM de W~ admet une reprOsentation param6trique~ 

los coorcl'onn6es 6taut des fonctions alg6briques de s~ param~tres;  de m~me 

W. 2 avec s~ autres paxam~tres. Done les coordonn6es du point g6n~ral de W 3 
sont des fonctions alg6briques de s~ + s, param~tres. I1 en r6snlte que W;, 

est une varlet6 alg6brique irr6dnctible de dimension ~ s~ + s~. 

On verrai t  de f~¢on anMogue que 8i W e s t  une varidtd algdbrique irrd. 

ductible de dimension s, non .tout enti~re silude dans un  hyperplan de eoor. 

donnde, W -~ est une varidtd algdbrique irrdduetible, de dimension s. 

In tersect ions  de ~-wr id tds  et de varidtds algdbriques. 

LEMME 2.1. - -  Soit W une varidtd atgdbrique irrdduclible de X", de di. 

mension s. Soit A u n  point  de W,  non singulier et non situd dans un  des 

hyperplans de coordonndes. Soil Mx une t,t-varidtd de dimension r, passomt 

pa,r A. Supposons flue M A n  W soil, au voisinage de A, un. dldment rdgulier IA 

de dimension k ~ 1 et qu' il n ' y  ait pas  de varidt6 algdbrique de dimension 

infdrieure & s qui contienne I x .  Alors en tout point  Q de W dtranger & une 

w'aie sous-varigtd algdbrique w de W,  l'interseclion NQ n W (3{q dtant la 
F-varidtd congrue & M~ passant  par  Q1 est un  dldment rdgulier Iq de di. 

mension k, flui d@end analytiquement des coordonndes locales de Q, qua nd on 

fait  varier Q sur  W au voisinage d' un  point  Q0 dtranger & w. 

Soient 
/#,,(,m, ..... x,,) = 0 (h = 1, 2, ..., f} 

los 6quations qui d6finissent W 

b,~t Log x~ - -  -~- ... + bmr L o g '  a~--xz'~' = 0 
a n ~q~ 

(m : 1, 2, ..., n - -  r) 

celles de Mx, les n - -  r veeteurs (b,m,..., b,,,) 6tant par hypoth6se lin6aire. 

ment ind6pendants. Cellos de Me,  Q ~tant un point queleonque ~le { X "  I, 

fd ren te  de l ' i r r d d u c t i b i l i t d  locale d6f in ie  au chapitPe I pour  tou te  var id t6  alg6bro~de. L a  
d i m e n s i o n  s de TV, dSfinie a lgdbPiquement  h p a r t i r  de cot id6al  de polyn6mes,  coYncide en  
tout  po in t  a v e c l a  d i m e n s i o n  ddf in ie  l oca l emen t  cmnme au  chap.  I. On ddmon t re  q u ' i l  exis te  
une  r ep rdsen ta t ion ,  comme fone t ions  algdbPiques de s param~t, res~ des  coordonnges  de tons  
los po in t s  do W 6 t r ange r s  ~ n n e  v r a i e  sous -va r id td  de ~V ou comme on d i t  du  po in t  

ggngra l  de ~V. 
(Cf. V a n  de r  ~¥AERDE~ Moderne Algebra. tome II~ chap.  13). 
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de eoordonnges qi ..... q,~, sont 

b.,, Log x, - +  , . .+b ,~ , .LogX~=--O.  (m = 1, 2,..., n - - r )  
q, q~ 

Consid6rons les systgme d' 6quations aux diff~rentielles totales 

ax,  ~-~ -t- ... -l- dx,, ~ ~- O ( j -= l,  2 , . . . ,  f)  
ID) 

d x  I br~l b.~,~ + . . .  + d x , ,  - - -  = O. ( m  - -  I ,  2 ,  . . .  n - -  r )  
X I X.I~ 

I1 est satisfait quand le point {x,,..., x,) parcourt  l'~16ment I~ qui est une 

vari6t6 int6grale g k dimensions de (D). D 'ant re  part, (D)es t  nn syst~me 

d'6quations lin6aires et homog~nes par rapport aux dx, dont les coefficients 

sont des fonetions rationnelles des x. Son rang a done la mgme valeur p en 
tons les points de W, saul pent-~trc  sur unc vraie sous-vari~t~ alg6brique 
de la variSt6 alg6brique irr6duetible I/V. Nous d6signerons pa r  iv la r6union 
de eette sous-vari6t6 avee eeltes qui portent les points singnliers de W e t  
les intersections de W avec les hyperplans eoordonn6es, s ' i ls  n '6taient  d6j~ 
eontenus dans la premiere,  w e s t  une vraie sous-vari6t6 alg6brique de W. 
I1 est impossible que IA soit eontenn tout entier dans w done p e s t  ~gal 

h n - - k .  En un point queleonque Q,, de W ~tranger g w le syst~me (D) peut 
done ~tre r6solu par rapport h k variables auxil iaires d{ i , . . . ,  d{l, sous la forme 

(D'} dx~ == g~id~ + ... -l-. g ~ d ~ .  (i = 1, 2, ..., n) 

Les gij sont des fonctions rationnelles des x, et les k vecteurs (gj~,. . . ,  g.j,~) 
sent l in6airement ind6pendknts. Les conditions d' int6grabili t6 de (D')sont des 
6qnations alg~briques en x. Comme elles sont v~rifi6es sur IA,  elles sont 
n6eessairement ident iquement  v6rifi~es sur tout l~ ~. 

Soit maintenant  

(1) x~ = f~(t, , . . . ,  t,) ( i -= 1, 2, ..., n) 

l '616ment r~gulier, de dimension s, qui repr6sente W an voisinage de Qo 

(Qo correspond ~t t~--  - - t , - -~  0). Substituons tes f aux ;c dans (D). Les 
premieres 6quations de (D) sont identiquement vOrifi~es, les n - - r  restantes 

forment un syst~me (D") eompl~tement intOgrable. On peut l '~erire g ] 'a ide 
de k 616ments auxil iaires d~ , . . . ,  d0~, sous la forme 

(D") dt~ = lhflO, -t . . . .+ h~flO~ (j = 1, 2, . . . ,  s) 

les hij 6tant des fonetions analytiqnes des t, au voisinage de t, = . . . .  t, = 0, 

et les k vecteurs h s dimensions (h,~,..., h,s) ~tant l in6airement independants.  



148 C. C ~ u x u ~ :  S u r  les dquat ions  d i o p h a n t i e n n e s  lides a u x  un i /ds  

On peut  ea lculer  le d6veloppement  en s6rie des t su ivan t  les puissances  

ent ibres  posit ives de k var iables  aux i l i a i res  0 , , . . . ,  (t,,. En  effet  les condi t ions  

d ' in t6grab i l i t6  6rant i den t iquemen t  v6rifi6es, on obt ient  les d6riv6es par t ie l les  

des t pa r  rappor t  a u x  0 pour  les va leurs  ini t ia les  h ~ eomme fonet ions anMy- 

t iques  des t? ~ grace aux  fo rmules  

3 3 

d' o~1 

= t ; ' l  
. . .  

t~ = tj + h, j ( t ,  °, .. , tg)O, + ... + h/,.j(t~ °, ..., t~.°)O~ + ... 

. . .  + . . . . .  , , , , ( t ,  , . . . ,  i v ,  + . . .  + + . . . .  

On vdrif ie  a isdment  que cette sdrie, consid6r6e comme sdrie en 0 , , . . . ,  0~,...,  

t~ °,..., /,°, converge pour  les t o et 0 assez peti ts  (en supposant  q u ' o n  air fai t  

au  besoin un  ehangemen t  de var iables  0 a =plY(t j ,  N 6rant un  nombre  na tu re l  

assez grand). Subs t i tuons  aux  t les express ions  qu' on vient  de caleuler ,  dans 

les ~quat ions (1), on obt ient  

(2) x~ ..... ~ ( t , " ,  . . . .  t2', 0 , , . . . ,  %) (i = 1, .~,~ ...,  n) 

les fonet ions  (I)i 6tant  des fonet ions  anMyt iques  des t '  et des O. Pour  

O ~ -  --Ok = O, elles se r(~duisent 'X 

x~ = O~(t~ °, . . . ,  t~ °, O, . . . ,  O) ~-- f~( t , , . . . ,  t,) (i = 1, 2, .. . ,  n)  

et reprOsentent  tout  18 vois inage de Q0 sur  1~\ 
Si on y laisse t~ °,..., t, ° f ixes et si F e n  fair var ier  les 0 alors (2) repr6- 

sente un 616ment IQ de d imens ion  k, r6gul ier  au tou r  dn point Q (q, , . . . ,  q,~) 

de }V, eor respondan t  ~ 0~ . . . . . .  0 k - -  0. I1 est 6v idemment  sur  I45 D ' a u t r e  

part ,  il sa.tisfait /~ 

& c  ~ --b'~l + ... -4- d x ~  b.,,__ - -  0 ( m  = 1, 2,  . : . ,  n - -  r)  
X. h X, n 

compte des condi t ions  ini t iales ,  on voit q u ' i l  es* snr  la done,  en t e n a n t  

ix-vari6t6 MQ 

lj = 1, ..., s) 

....... t- ... + b ~  Log - -  = 0 (m = 1, 2, ..., n - - r )  
q~ q,~ 

qui est la ~-vari~t~ eongrue  '~ M passant  par  Q. I o appar t ien t  done '~. 

W[-] MA, eomme il est de d imens ion  k, il eonst i tue  tout  le vois inage de Q 

sur  W N  M Q ,  le l emme est d~montr6.  
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Ln~.~r]~ 2 . 2 . -  Conservons les notat ions et les hypotheses du  lemme 2.1. 

Supl~osons en entre qu ' i l  n' existe pas  de ~t-varidtd de d imens ion  infdrieure it r 

qui  contienne IA.  Alors il existe une  varidtd algdbrique ~r  de d imens ion  

s ~ s "t- r - -  k conlenc~nt 3I•. 

Prenons  an  point Qo de I/V, Otranger /~ w e t  situ6 sur  1A. C' est toujours 

possible, puisque w ne peut  contenir  IA. Alors Q~ 6rant un point de M~, MOo 

est ident iqae h MA. Soit 1Q. !e voisinage de Qo sur /A, e 'es t  un 616ment 

rggulier de dimension k qui repr6sente W [-] MQo au voisinage de Q0; W e t  MQo 

sent Ia vari6t6 alg6brique et la lx-vari~t6 de dimension minima contenant IQo. 

Util isons la repr6sentation param6tr ique (2) du lemme pr6c6dent pour ie 

voisinage de Q~, sur W. Soit C une eourbe alg6brique irr~duetibIe, situ6e 

sur l~ r, passant  par  Q,, et r~gulibre en Q~,. On pent la d6finir an voisinage 
de Q~ par l ' in term6diai re  de (2), en se donnant l e s t  eomme fonetions analy. 

t iques eonvenablement  ehoisies d' un par~lmbtre 

t~ = u~tO (j = 1, 2 , . . . ,  s) 

et en laissan~ les 0 nuls. Nous supposons que grftce '~ une congruence con- 

venable snr la figure initiale les eoordonnCes de Q(, sent 1, .... 1. Formons la 

variOt6 alg6brique W~--= IV-C- ' .  Elle est irr6dactible et eontient W eomme 

sons-varlet6. Elle est done de dimension s 1 ou s. Dans ee dernier cas, 

elle coincide avee g .  Elle contient les points de l'616ment param~trique 

x~ = q)~(t~ . . . .  , t~, 0 , , . . . ,  % ) ~ - ' ( u , ( ~ ) , . . . ,  u~(~), o , . . . ,  o) 
(i = 1, 2, . . . ,  n). 

C'est  m~me la vari6t6 alg6bro~de de eet 61~ment. 

Donnons /~ ~ une valeur fixe ~0 et faisons t, =-=u,(~°),..., t , ~ - u , ( ~  °) et 

faisons varier  les 0. On obtient ainsi un 616ment IQ' eongru h [q ~ MQ f~ W 

d'apr6s  le lemme pr6e6dent, (Q 6tant le point de eoordonn6es x~ = (I)i(u~t~),... 

..., u,{~°), 0,..., 0)). Faisons 0~ = . . .  = 0a := 0 dans la repr6sentation param6- 

tr ique de Iq'. On obtient le point Q~{1,..., 1). Done [Q' appart ient  ~t Mqo. 
I I e n  r6sulte que l '616ment param6tr ique 

(J~) x i = ~9~(u~(~), ..., u,(~), O, .... , O~)(I)~-'(u,(~) .... , u~(V~), O, ..., O) 

(i == 1, 2, ..., n) 

appart ient  ~ W ~ MQo et qu ' i l  contient des t~16ments congrus -~ ehacun des 
6ldments r6guliers de dimension k, IQ = B r [~ MQ, pour  ehaque point Q de la 
eourbe C voisin de Qo- 

Si tons ces 61onents [Q sent congrus h IQo, qnel que soit le choix de la 

eourbe algObrique C passant par  Qo, ils sent congrus ~ IQo quel que soit Q 
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sur W dans tout un voisinage de Q.; en part icul ier  quel que soit Q sur Iqo. 

Tous les voisinages sur Iqo sent congrus, Iqo est done une ~t-vari6t6. Mais 

alors comme MQo est la ~-vari6t6 de la plus petite dimension contenant [Qo, 

IQo coincide avec MQo; c' es t -~-dire  avec MA, et k est 6gal h r. W e s t  el le-  

m~me la vari6t6 alg6briqne W cherch6e. 

S ' i l  n ' e n  est pas ainsi, on pourra  choisir la courbe alg6brique C de 

fagon qu ~un des IQ, Q 6rant sur C, ne soit pus eongru ~ IQo. J~ sera n6ces- 

sairement  de dimension plus grande que k. L ' in tersect ion de I~:~ et MQo est 
au voisinage de Qo une vari6t6 alg~bro~de. I1 S a au moins nne de ses com- 
posantes irr6ductibles, soit H~, qui contient J j ;  soit k, la dimension de H, ;  
on a k, ~ k - ¢ - 1 .  Soit A~ un point de H~ r6gulier et 6tranger aux autres 

composantes de ~ ~ MQo. Le voisinage de A~ sur H~ est un 616ment r6- 

guIier IA~ de dimension k~, qui repr6sente route t' intersectioI~ I~:~ [~ MA~ au 
voisinage de A~ (MA, est identique h MA). On volt facilement que W~ est la 
vari6t4 alg6brique de dimension minima contenant  [A~ et que MA-=-_~IA~ est 

la ~t-vari6t6 de dimension minima contenant  IA~. 
On peut  done op6rer ik par t i r  de ~ , ,  de dimension s,-----s q-1~ IA~ de 

dimension k, ~ k + 1 et MA~ ( ~  MA) comme on vient de faire /~ part ir  de W, 

IA, MA. 0u  bien, k~ == r, IA~ est identique h MA~ done h M:~, ou bien on peut 
construire -W.~ de dimension s~ ~--- s~ ~ 1, telle que VV2 ~ M& air au voisinage 
de A, une composante irr6ductible eontenant  I,~ et de dimension k.,~k~-~ 1, etc... 
Au bout de r - - k - - 1  op6rations au plus, on arrive done ~ une vari6~6 ~1~, 
telle que W,,, ~ M~,,, air une composante de dimension r, e 'est-~t-dire que W~ 

contienne M~,,~ c' es t -~-dire  MA. W,, est de dimension ~ r t - s -  k. C' est la 

vari6t6 W cherch6e. 
Remarquons que le r6sultat pent ~tre trivial si Fon  n ' a  pas r q s - - k ~ n  

car alors W peut ~tre l ' espace X ~ tout entier. 
LEM~E 2 . 3 . -  Si ttne varidld algdbrique de dimension s contient une 

~-varidtd, entre s + 1 queleonques des eoordonndes d ' u n  point de la t~-varidtd, 

soient Xq,~..., x%+~, il y a u n e  relation 

Nql N q s + l  - -  Cq~ ,.., q s + l  
~'q~ ' " " '  ~qs+l 

oi~ les exposants ~Nq ..... , N%+ t sont des entiers rationnels, non tous nuls et 

Cq,,...,%+~ un nombre diffdrent de z~ro inddpendant du choix du point sur la, 

~-varidtd. 
Nous pouvons, pal' uue congruence, amener  le centre de la ,~-vari6t G 

au point de coordonn6es 1,..., 1. Soient M la t~-vari6tG W la vari~td alg6- 
brique (toujours de dimension s), d6duites des premi6res par la congruence.  
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s l - t  coordonu@s d 'un  point de W, soient x~ .... , x~+_~ sent li~es par  une 

5quation algdbrique 

f ( x ,  , ... , ~ .~+,)  = O. 

Soient b ..... , b,~ les coordonn@s d ' u n  point de M autre que le point de 

coordonn@s 1,..., 1, alors M contient aussi le point de coordonn~es b~h,..., b h 

quelque soit le hombre naturel  h. Donc W le contient aussi, et l 'on  a 

• . . ,  b~+l) = 0. f(b/~ h 

Soit v le nombre de termes dans f. Ecrivons les ~quations pr@~dentes pour  

h--= 1, 2, .... ,+. On a ainsi, entre les coefficients de f ,  v ~quations lindaires et 

homog~nes dont les coefficients sont des mon6mes en b~, . . . ,  b , ,  et dont le 

d6terminant est un d6terminant  de vA~ DEI~ ~![ONDE. P o u r  que ces ~quations 

aient une solution non triviale, il faut que ce d~terminant soit nul, donc 

qu ' i l  nit deux colonnes 6gales, ce qui entraine l '6galit~ de deux mon6mes 

en b~,..., b~+~. On obtient un hombre fini de vari~t6s alg~briques, chacune 
d~finie par une 6quation du type 

x N', ..., x S i  t-~ = 1 

(les N 6taut dos entiers rationnels non tous nuls), dont ]a r~anion dolt contenir  

tous les points de 3/. Comme 3// consid6r6 eomme vari6t6 algdbro~de est 

irr6ductible, l ' une  des varigt6s pr~c6dentes doit contenir  M tout entier. Eu 

revenant  /~ la t~-vari6t~ initiale par la congruence inverse de la premibre, on 
trouve la propri6t6 annonc@. 

Groupes abgliens de points i~ bases flutes. - -  Consid6rons des points h n 
coordonn6es, qui soient des hombres Mg6briques, formant un groupe ab61ien F 

par  rapport  h la mult ipl ication d6finie au ddbut de ce chapitre et poss6dant 

une base minima finie ~ r g6n~rateurs d 'ordre  infini e t r '  g6n6rateurs d' ordre 

fini. Nous appellerons r, le r a n g  du groupc et nous supposerons r > n. So ien t  

(a , , , . . . ,  a , J , . . . ,  ( a ~ , . . . ,  a~.,~), les coordonn6es des points de base d 'o rdre  fini, 

(a ' , t , . . . ,  a',~),..., (a',.,~,..., a',.,~ d celles des poin.ts de base d 'o rdre  infini. Alors 
un 616ment quelconque du groupe I ~ a pour coordonn6es 

a t  = ~ t t  "'" l r  == 11 n r '  

a n - -  cbJn t  a~*rCbt~$~t I ~tTlg:trr 

les exposants  m 6tant des entiers rationnels. 

Choisissons comme il est toujours possible, le nombre naturel  premier p, 

de faqon que les coordonn~es des 61~ments de base, et par suite eelte d ' un  
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616ment queleonque du t roupe ,  soient des unitgs p-adiques .  Formons le 

corps It~ et l ' espaee  X"  d6finis pr6e6demment. Nous eonsiddrerons les 
616ments de 1 ~ eomme des points de P'espaee X ' .  

Nous dirons qu~un sous-groupe  ~- de r e s t  disti~kyud s ' i l  admet une base 

minima form6e de points dont les coordonn6es sont des unit6s distingu6es 

de H~. Ces points de base scat  tons des 616meats d 'o rdre  infini de -( ear la 

seule unit6 p -ad ique  distingu6e qui soit racine de l 'nni t6 est 1. Lea r  hombre 

est done 6gal an rang du sons- t roupe .  

Soit Kp l 'extension finie de R~, qu 'on  obtient en adjoignant h R~) les 

eoordonn6es des points de base. D' apr~s 18 th¢or~me t.1.14) il existe uu hombre 

naturel  ho tel que, pour toute unit6 p -ad ique  u de Kp, u h~° soit une unit6 

p -ad ique  distingu6e. 

Posons 

Le groupe 

a~} ° ~ b d. ( i =  1, 2,..., r ;  j - -  1, 2,. . . ,  n) 

b'*~ ... b'", (i = 1, 2, n) 

o~t les m~ scat  des entiers rationnels, est ua  s o n s - t r o u p e  d' indice fin.i de P, 

qui  est dis t ingug.  
Pout" un sous-groupe queleonque ,(, l ' in terseet ion de y et de l' a nous 

fournira done un sons - t roupe  7* do ,( d ' indiee  fini par  rapport  ~ 7 (done de 
m~me rang que y) qui est distingu6. 

Nous appellerons dimens ion  d' un sous-groupe d i s t i n g ~  y* 

• d ~h cm~ ( i  - -  1 ,  '), n )  

le nombre d (au plus 6gal au rang de "(*) de veeteurs lin6airement ind@en- 

dants par rapport  '~ H, parmi les veeteurs  formant << la base logari thmique >> 

de ,(*. Nous entendons par  1~ I ts  veeteurs  ayant chaeun pour eoordonn6es 

les logarithmes p -ad iques  des eoordonn6es d ' u n  m~me point de la base 

distingu6e de y*. Soient (0~, . . . ,%~) , . . . ,  (ca~,...,ca,,), les po!nts de base eor- 

respondant  ~t d de ees veeteurs  l in6airement ind6pendants. La lx-vari~t6 de 

dimension d 

, . . .  e: 'l~', ( i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n )  

eontient tous les points de y* pour lesquels los m scat en valeur absolue 

p-ad ique ,  suff isamment voisins de z6ro. Nous appellerons 17l la lt-varidtd 
de y*. On voit faeilemeut q u ' u n  ensemble infini ~ d'~16ments de y*, a au 

moins un point d 'accumula t ion ,  soit C, et que la ~t-vari6t6 C. Iy*f eongrue 

h l,,*l'et~ passant par  C~ contient un sous-ensemble  infini d'~,16ments de ~ 
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s ' accumalan t  autour  de C. On a l e  m~me r6snltat pour l ' ensemble  d 'une  
infinit6 d'~16meuts appartenant  ~ une m~me classe de 1~/~ ". 

Soit 6 l ' ensemble  d ' u n e  infinit6 d'~l~ments de F, nous dirons q u ' u n  

sous-groupe 7 de rang 9 est m i n i m a l  par rapport  h ~ pour la classe ey 
de I'/¥ si les deux conditions snivantes sont remplies:  

1 °) la classe c?, de r / ?  eontient un sons-ensemble infini 6~ de ~ ;  

2 ° ) il n ' y  a pas de so}ls-groupe y' de F, de rang moindre que celui 

de "5 tel qu' il ~ air une classe de I~/y contenant an sous-ensemble  infini de 6~. 

Si ~( est minimM par rapport  /~ 6 pour  la elasse ey le sons-groupe 

distingu6 ?*--~ ~" n l'a est minimal par rappor~ h g, pour l ' une  au moins des 

classes de F/~,* dont la r~union forme la classe c~(, car cel les-ci  sont en 
hombre fini. 

Si 6 est un ensemble infini d'61dments de F il y a tonjours au moins 

un sous-groupe minimal, doric au moins un sous-groupe distingu6 minimal 
par rapport  ~ 6~. 

~$ 6rant encore l ' ensemble  d ' une  infinit6 d'616ments de F, nous dirons 

q u ' u n e  wr i6 t6  alg6briqae W irr~ductible est m i n i m a l e  par rapport  h, 6 si: 

1 °) elle eontient les 61~ments d ' u n  sons-ensemble  infini 6~ de 6, et si 

2 °) il n ' y  a aueune de ses varlet6 alg6brique2 de dimension inf6rieurs 
h~ celle de l~ qui contienne les 61~ments d ' u n  sous-ensemble  infini de ~ .  

Si les 61t~ments de 6 sont contenus darts une vari6t6 alg~brique de di- 
mension s il y au moins une v a r i ~  alg~brique minimale par  rapport  h 6 
de dimension ~ s .  

T ~ o ~ [ E  2.4. --- Soi t  I ~ u n  groupe abdlien mult ipl i~a.t i f  de poin ts  ~e coor. 

donndes algdbriques, de rang  r infdrieur au  nombre n de coordonndes des 

points .  Soi t  

(i) l ;) , (x, , . . . ,  x,,) = 0 (h---- 1, 2, ..., s') 

u n  syst~me d 'dquat ions  algdbriques ~ coefficients algdbriques dont les premiers  

membres forment  la base d ' u ~  iddal de po lyn&nes  premier  de d imension  s. 

SuTposons  que les dldments de P sa t i s fa i san t  4 (1) forment  u n  ensemble in f in i  6. 

A tout sous-ensemble in f in i  ~' de 6 correspond au  moins  u n  sous-groupe 

de F a y a n t  les propridtds suivantes:  

1 °) il  y a au  moins  une  classe de F/7 qui  contient u n  sous-ensemble 

in f in i  d' dld,ment de 6'. 

2 °) Posons ~ ,-= s + r ; entre o quelconques des eoordo~ndes d' u n  dldment 

de "5 soient xq ..... , x% i l  y a une  relat ion 

x ,N~ ... w, Nqz ~ 1 

. 4 ~ a l i  dl i [a .ge~t ica,  Serif) "[~'~ Tomo X V I I ,  20 
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o2 les exposants  N sont  des eutiers rat ionnels  non tons nu l s  inddpendants  du  

choix de l' dldmenl duns  y. 

(Ces rdsultats  dev iennent  t r i v iaux  si l ~ on n ' a  p a s  s ~ n - -  r --  1~. 

Choisissons p de fa~on que les coordonn6es des points d' une base de P 

soient des unit~s p-adiques.  Supposons les points de F repr6sent~s dans 

l 'espace X "  construit  ~ l ' a ide  du corps p-adique H, .  D6signons par W l a  

vari~t~ alg~brique de X ' ,  de dimension s, d~finie par les 6quations(1). Soit y* 

un sous-groupe de F distingu6, minimal  par rapport h F ensemble ~' pour 

une classe de P/y*. Soit ~" le sons-ensemble infini de ~' dont cette classe 

confient les ~16ments. Les 61@lents de ~" sont dans W de dimension s, done 

il y a une vari~t~ algCbrique gZ o (sous-vari~t~ de W) minimale par rapport 

8" et de dimension s o < s. Soit 80 le sons-ensemble infini de 8" dont elle 

eontient les ~l(~ments. 7" est encore gvidemment minimal par rapport h 8o 

pour la elasse de P/~,* eonsid~r~e plus hunt. I1 y a au moins un point d 'ae.  

cumulat ion C des 61~ments de 8o. Soit Mc la ~-vari6t¢ eongrue h la ~-vari6t~ 

t~;*l de y* et passant par C. E l l e a  une dimension d ~ r ,  Elle contient un 

sous-ensemble infini 8c d'61dments de 8o eonvergents vers le point C, et 

aucune ?-varigt6 de dimension plus petite ne peat  eontenir uu sous-ensemble 

infini de ~c. ~zo et Mc o~t une infinit6 de points communs convergen~s en C. 

Lear  intersection es~ au voisinage de C u n e  varidtg algdbro~de qui a au 

moins une composante irrddue~ible H de dimension k ~  t eontenant un 

sous-ensemble infini ¢+c" ' de 8c. H ne peut ~tre eontenu dans une vari6t6 

algdbrique de dimension moindre que eelle de W~, une telle sous-vari6td 

eontiendrait  les 616ments du sous-ensemble infini ~ de ~o ee qui est con- 

tradictoire avee le ehoix de W0. Soit A un point r6gutier de H e t  non situ6 

sur une autre des eomposantes de W0 ~ Me.  W o ~ MA est au voisinage de A 

un 61~ment analyt ique r~gulier IA de dimension k ~ 1. Et IA ne peut ~tre 

eontenu darts aucune vari6t6 algdbrique de dimension inf6rieure ~ s o car uue 

~elle sous-vari6t6 eontiendrait  H ee qui est impossible. Id ne peat  ~tre 

contenu duns aueune }-variSt6 de dimension infdrieure ~ eelle de /~IA~ ear 

nne t e l l e  ,~-vari6t6 contenant [A contiendrait  I[, done F ensemble infini ~ ' ~ C ~  

ee qui est impossible. On peut done appliquer h W,, le lemme 2.,. [1 en 

rCsulte que 2gd est eontenu dans une vari6t6 alg6briqne irr~duetible W de 

dimension s ~ _ s  0 d - d - - l ,  ~ s A - r  - l - - s - -  1. I1 en r6sulte d 'apr~s  le 

lemme 2.3 que s coordonn@s d ' u n  point de MA sont li~es par une relation 

~ N _ _  x q~ eonstante. 

Done pour tes coordonn~es des points de la ~-vari6t~ de y* et f inalement 

pour oelles des 616ments de tout )* on obtient les relations annone~es. 
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Nous pouvons ajouter  ce compl6ment h l '6nonc6:  

p grant u n  hombre na, turel premier tel que lee coordonn@s des dldments de 

base de F soient dee entiers p-adiques ; to~tt eous-groupe de P distingud pour  

ee choix de p, et min imal  p a r  rapport & ~' pour au moins une elaese de F/~[ 

fournit  un  soue-groupe ayant  les proprields indiqudes darts le thdorbme 2.4. 

CHAPITRE III. - E q u a t i o n s  d i o p h a n t i e n n e s .  

Considdrons le syst6me d '6quat ions  diophantiennes ~ r6soudre en entiers 

rationnels X~ 

(I} ~ (1) Norme (X~% -t- ... q- X,~%~) = ± 1 

t E ( x i , . . . ,  = o (j = 1, 2, . . . ,  

06 (%, . . . ,  ~o,J repr6sentent  une base d ' u n  corps de hombres alg6briques 

fini K de degr6 n, et 06 les 6quations (2) sont des 6quations alg6briques 

en X , , . . . ,  X .  (que nous pouvons s a n s  restreindre la g6n6ralit6 du probl6me 
supposer ~ coefficients rati6nnels). 

A tonic solution (A~,..., A , )  en entiers rationnels de l '6quat ion (1) cor- 

respond un entier de K, ~ = A,% + ... q-A.,~o,~ dont la norme est ~ 1, c ' e s t -  

~-dire une unit6 de K. R4ciproquement  les composantes d ' une  unit6 de K 

par rapport  a la base (%,. . . ,  ¢%) fournissent  une solution en entiers ra- 
tionnels de (1). 

Nous repr6senterons dans la suite tout hombre a de K par le point 

ayant pour coordonn6es les n conjugu6s de ~ par rapport  au corps des 
hombres rationnets 

X t  ~ ~(1) __  O~ ~ ~ 2  : ~  ~ ( 2 )  , . . ~  X ~  ~ O~ (n) 

dans 1' espace X:  ~ (X" est toujours  le produit topologique de n corps p-adiques  

identiques au corps p -ad ique  alg6briquement ferm6 H , ,  qu' on a consid6r6 dans 

les chapitres pr6c6dents, le choix du nombre naturel  premier p 6rant indiff6rent). 
La transformation liu6a.ire non singuli6re 

xi =: X~% (~) + ... + X,,o),~ ") (i =-- 1, 2, ..., n) 

off %(~),..., (o./'') sont les conjugu6s de o ) i -  %m peu~ ~tre interpr6t6e comme 

un changement des eoordonn6es dans X ' ,  L e  systbme I d4finit une vari6t6 
alg6brique W de X"  qui a, pour 6quations en x 

(I') z, ,  = +_ 1 
f (2') f dx , , . . . ,  x,,) = O. (j--= 1, 2, ..., m) 

Nous appellerons du m&ne nora le hombre de/;2 et le point qui le repr6sente. 
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De la sorte l 'dtude du syst,~me I est, l 'dtude des unit,ds de K appart,en~tnt, 0 

la varidtd algdbrique W. ~-ous (Snoncerons en g~n~ral les r~sultats que nous 

obtiendrons sur le syst~me I dans ee lan!~'age g~om~trique. 

Le thdor~me de DIRI¢~LET sur les unit6s d ' u n  corps algdbrique fini 

nous apprend que ces unit~s forment un gronpe ab~lien par rapport h Ia 

multiplication~ admet tant  une base minima h r g~n~rateurs d 'ordre  infini, 

et un gdndrateur d 'ordre  fini. r~ que nous appellerons le hombre de Dirichlet, 

de K, est d~fini de la fa¢on suivante:  soient r~ le nombre de corps r~els, 

2r 2 le nombre de corps complexes, parmi les n corps conjugu~s de K, 

K ( ' - - - K ,  K"), . . . ,  K ( ' ,  on a. r = = r ,  + r ~ - - l .  

Les corps K( '~ . . . ,  K C'" ~tant isomorphes, les 61~ments conjugu~s '~ ceux 

d ' une  base minima des unit0s de K forment des bases minima des unit4s 

des corps conjugu~s correspondants. On volt que les unit4s de K sont re- 

pr~sent~es duns X "  par un groupe ab~lien multiplicatif  de points dont les 

coordonn~es son~ des unit~s p-adiques ,  et ce groupe est de rang r ~ n. Nous 

pouvons donc lui appliquer le th~or~me (2.4}. Nous obtenons ainsi:  

THEOm~ME 3.1. - -  Soil ~ l' ensemble, supposd i~fini, des unit,ds d ' u n  corps 

de nombres algdbriques K de degrd n, de hombre de DIRIC]~LE~ r, qui appar- 

t iennent  it une varidtd at,gdbrique W de dimension s. A tout sous-eusemble 

inf ini  ~' de ~ i l  correspo~d au moins un  sous-grottpe "( du groupe F des 

unitds de K, ayan t  les propridtds suivant,cs : 
1 °) it  y a au moins une classe de F/y qni  conlient un  sons-ensemble 

inf ini  d' dldment, de ~' ; 
2 °j ~ quelconques des conjuguds d ' u n  dldment, d~ ,~ soient, s% ~, ..., e(qo ~ , 

sat is font  it une relat ion inddpendante du choix de l' dldment dans  o; 

(3) stq,) Nq' ... a(%) ~¢q~ --= 1 

les ~N dtant des entiers rat,ionnels non tous nuls, el, z it, ant  dgal & r '~ s. 

(Le rdsultat devient, tr ivial  si l' on n ' a  pus  s ~ n --  r - -  1). 
Nous avons donc obtenu une condition n~cessaire pour F existence d ' une  

infinit~ de solutions en entiers rationnels au systbme I. Nous donnerons 
deux types d 'applieat ions de ce r~sultat h des syst~mes I specialists, soit 

quant  h ]a nature du corps K, soil quant h la nature de la vari~t~ W. 

1 ° - Nous avons obtenu pour Ies unit~s de K appartenant  au sous- 

groupe '; et leurs eonjuguds des relations (3) rationnellcs enti~res k coef- 

ficients rationnels. En effectuant sur les conjugu~s des permutations du 

groupe de G ~ O l S  G de K (nous entendons par 1~ le groupe de GALOIS de 

l '~quat ion rat ionnellement irr4ductible d ' u n  ~l~ment primitif  de Kb nous 
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obtenons de nouvelles relations dont nous examinerons la eompatibilit6 pour 

eertains types de groupe de GM~o~s. 

2 ° - Comme il y a u n e  elasse de I'/'( contenant une infinit6 des unit6s 

si~u6es sur IV, les unit~s correspondantes de y sont sur une vari6t6 1¥ 

congrue h. W. Nous examinerons la compatibilit6 des relations (3t avec les 

4quations de ]/l' quand les ~quations (2) du syst~me I sont lin~aires et 

homog6ries (probt~me des unit6s dens un module}. 

Premigre  application. - -  Soit G le groupe de GA5o~s de K. Une operation 

de g est une permutat ion entre les hombres conjugu~Ss de K 

~ ( i )  CZ(~) 

~(h,),--., ~(h,~). 

Dans l 'espace des n variables x~,.. . ,  x,~, los transformations (X~Xh, . )  cor- 

respondantes, nous donnent une reprdsentation du groupe de GA~oIs dans X ' .  

Etant  donn6 un veeteur issu de l 'or igine darts X" ,  il lui correspond par ees 

transformations, des veetenrs que nous appelons les transform6s du veeteur 

donn6, par les permutations de G. 

Consid6rons le corps K du thdorbme (3.1) et supposons qu 'uue  infinite 

d 'uni t6s  de K appart iennent  ~ une vari6t6 alg6brique W de dimension 

s ~ n -  r - - 1 .  Le sous-groupe ,( mis en 6vidence dens le th6or6me (3.1) cst 

d 'o rdre  infini. I1 contien~ done au moins une unit6 ~ qui n 'es t  pas une 

racine de l 'unit6,  n -  1 de ses eonjugu6s, soient a(~),..., z("-~)~, satisfont h une 

relation s(~)r'~,..., ~("-~)~;,-* = 1, les N~ ~tant des cutlers rationnels non tous 

nuls. On en d6duit eu multipliant  au besoin membre '~ membre cette 6galit6 

et 1 % a h t 6  ... = 1 une relation 

5 ( i ) m  t . . .  ~(~)ft~qz ---- 1 

off les m sont des entiers rationnels non tous ~gauxe t  tels que m~+. . . - t -m,  =4=0. 

Consid~rons le vecteur M h coordonn6es enti~res rationnelles x , - - m + , . . .  

. . . ,  x , , - - ' m , ,  et les vecteurs transform6s de ~Tf par les permutations du 

g r o u p e  de GALOIS de K. Supposons qu' aucune sous-vari6t~ liu6aire de 

l 'espace de repr6sentation ne contienne M et ses transformds. On pent 

choisir n de ees ~'eete{lrs l in~airement ind@endants,  soient 

~ , ( m , ,  , . . . ,  m~,,) 
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L ' u n i t 6  a consid~rde sa t i s fa i t  a u x  n r e l a t i o n s :  

a( 1)m*~ ... e (~*)m~'~ : 1, 

e(i)m," ... ~ @0m''  : 1. 

L e  d6termina.nt  des  m~  est =4=0. Soit  d sa va leu r .  C ' e s t  un  h o m b r e  en t i e r  

r a t ionne l .  Donc  les ~qua t ions  

y~ml~ -I- ... d-  y ,m , , ,  = d 

y p u ~  ÷ ... ÷ y,,m,,~ = 0 

. . . . . .  • * . . . . . .  • 

ydn~,, q-  ... -t- y,,m,,,, = 0 

ont une  so lu t ion  en en t i e r s  r a t i o n n e l s  q~, . . . ,  q ,  non  tous  nuls .  De 

on t ire  a i n s i  

(s(1)m~ ... e(n)m~ )q~ ... (e(l)m,~ ... e(n) m,-~ )q~ ==- 1 

t e(')) a ---- 1 

et s se ra i t  une  r a c i n e  de l ' un i t6 ,  ce qni  est  c o n t r a i r e  h F hypoth~se .  

Si, au  con t rMre ,  le v e e t e u r  M e t  ses con jugu6s  sent  dans  un  m ~ m e  

s o u s - e s p a c e  l in4a i re  L, c e l u i - c i  est  un  s o u s - e s p a e e  i n v a r i a n t  dans  la  repre-  

s en t a t i on  eonsidCr6e de G, et il est  d~fini  p a r  des 4qua t ions  "h coef f ic ien t s  

r a t ionne l s .  I1 y a t ou jon r s  darts ee t te  r ep r6sen ta t i on ,  que l le  que soil  la  n a t u r e  

de G, d e u x  s o u s - e s p a c e s  i n v a r i a n t s  r a t i o n n e l s  t r i v i a u x :  le s o u s - e s p a c e  

~ -t- ... -t- x,~ = 0 et le s o u s - e s p a c e  x., . . . . . .  x~,. L con ten~n t  le v e e t e u r  31 

6 t r a n g e r  /~ ees d e u x  sous-espaees~  ne p e u t  ~tre eon fondu  avee  l ' u n  d ' e u x .  

On a done  le th6or6me s u i v a n t :  

T~EORE~IE 3.2. - -  Soienl  K u n  corps de hombres algdbriques de degrd n, 

G son groupe ~ de GALO~S. Supposo ns que la reprdsenlatio~ de G darts u~  

espace de d imens ion  n p a r  des permuta t ions  des n coordonndes soil ralion- 

nel lement  compl~lement rdduile q u a n d  o~ ct mis  en dvidence les sous-espaees 

invar ia~ l s  l r i v iaux  x, = . , ' = X n  el x, q - . . .  ÷ x n = 0 .  Alors it esl impossible 

qu ' i l  y ait une  inf ini td d 'un i lds  de K a~vparlena~t de une  varidtd algdbrique 

de d imens ion  s < n - -  r - -  1, r ddsigna.nt le hombre de DIRICELET de K. E n  

part ieul ier ,  il n ' y  a qu'u~,  hombre f ini  d 'un i tds  dans  u n  module  de d imens ion  

h ~ n -- r de nombres de K. 

L a  v a l e u r  de la  l imi te  imposde  '~ h est  n - - r  et non  n - - r - - l ,  ca r  

q u a n d  on a s su je t t i t  des unit@s de K i~ ~tre su r  un  modu le  de d i m e n s i o n  h, 

c ' e s t - i ~ - d i r e  su r  u n e  vari@t6 l in~a i re  de d i m e n s i o n  h, on les a s su j e t t i t  p a r  1~ 

m ~ m e  i~ ~tre sur  l ' u n e  des d e u x  vari@t6s alg@briques de d i m e n s i o n  h - - 1 ,  
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in te rsec t ions  ~Lvee l~t vari6t~ lin~,aire pr~,eddente des vari6tds x, ... x,, = -b 1 

(CL d6mons t r a t ion  du th6orb, me (3.41). 

Comme exemple  de tels corps,  il y a, d' abord  5v idemment  los corps  a,ya, nt 

pour  g roupe  de Galois,  le troupe symdtrique. En c![et,  s ' i l  y avai t  un  sous -  

espaee  i nva r i an t  au t re  que  les sous -e spaces  i nva r i an t s  to t a l ement  o r t h o g o n a u x  

E~ x, :-- . . .  = ~c et  E., x,--1-.., w,, == 0, il y au ra i t  un  so u s - e sp a c e  i nva r i an t  

E~ in t~r ieur  et non  iden t ique  t~ E~, done de d imens ion  ~ n - - 2 .  I1 y au ra i t  

done  uu  po in t  t~ coordonn(~es a, , . . . ,  a,, non  routes nnl les  e t .non  tou tes  ~gates, 

sa t i s fa i sant  h une  r e l a t i on  

ai l t~  j -~- ... -F  c ~ n _ ~ t ~ z _  l = 0 

h, coef f ic ien ts  non tous nuls,  a insi  q u ' h  route r e l a t ion  d6dui te  de ee l l e -e i  

en y r e m p l a c a n t  a , , . . . ,  a,, p a r  une  p e r m u t a t i o n  que l conque  de e e u x -e i .  

Supposons  que  m~, pa r  exemple ,  soit  =~=0. E f f e c t u o n s  la p e r m u t a t i o n  

qui  6change  uti en m,,, en la i ssant  les au t res  inehang~s,  on voit que  a~ = a,, 

et pareonst~quent ,  grhce  h u n e  p e r m u t a t i o n  convenab le  de G, a,  == a i que ls  

que  soient  i e t  j ,  ce qui  est eon t r a i r e  k l ' hypo th~se .  

Un au t re  exemple  de tels c o r p s  est donn5 pa r  les corps  de degrd n 

premier. En  effet ,  l ' o r d r e  du  gToupe de GALoIs G est un  mul t ip l e  de n, en 

ve r t u  d ' u n  th(~or~me de CAuefr~- ('-~), G eon t ien t  un  ~16ment d ' o r d r e  ~t. Une  

p e r m u t a t i o n  d ' o r d r e  n s u r n  61~ments, n 6rant p remier ,  est ngeessa i r emen t  

fol 'mde d' un  seul  cycle,  pu i squ e  1' o rdre  d' une  p e r m u t a t i o n  est ~gal an p. p. c. m. 

du  u o m b r e  de t e rmes  de e h a q u e  cycle.  S ' i l  y avai t  u n  so u s - e sp a c e  i n v a r i a n t  

r a t i onne l  au t re  que  E~ et E~ darts la r ep r6sen ta t i on  consid~r~e de G, il y 

au ra i t  un  vee t eu r  ~ eomposan te s  r a t ionne l l e s  a~ , . . . ,  a,~, non  toutes  ~gales, 

et de somme non  nul le ,  tel que  ses n t r ans fo rm6s  p a r  la p e r m u t a t i o n  cycl ique ,  

raise tout  h~ l ' h e u r e  en 6vidence,  et ses puissances ,  ne soient  pas  ind6pen-  

dantes ,  Le  d 6 t e r m i n a n t  

a t c¢ ,~  . . .  a ~ _  1 c / / n  

h = ~2 a3 "'" ~ ,  (ti 
• . . , • . , . . . . . . 

( / ~ a  C ~  1 - - "  Ct':,t--~ 0 ~ ' ~ -  t 

sera i t  done nul.  Or, il est b ien  eonnu  que  

--- (a, + % + ... + a,,,)(a, + a ~ ,  + ... + a , &  

(ai -I- a ~ , _ ,  + + ~--1 

(v2) SPEISER, Theorie der Gruppen yon endticher Ordnung, p. 64 
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~, , . . . ,  {,>_~ 6rant  les r ac ines  de l ' 6 q u a t i o n  

x ~ - -  1 
oc- -1  - x " - ~  q - ' " q - ~ q - 1  = 0  

qui est r a t i o n n e l l e m e n t  i r r6due t ib le  p u i sq u e  n est p remier .  

Le  f a e t e u r  % + ... + a,~ est q= 0 p a r  hypoth~se,  supposons  qne  le f a c t e u r  

% -t- c~e{ t -t- ... + ct,,¢~ pa r  ex e mp l e  soit nul .  On a anssi  1 -t- ~., -t-.. .  + ,~ 

et eomme les a.~ sent  des n o mb re s  r a t ionne l s  non  tous nuls,  et non  tons 

6gaux,  on t i r e ra i t  de ces d e u x  re la t ions  une  6qua t ion  g coef f ic ien ts  r a t i onne l s  

de degr6 n - - 1  p o u r  {~, ce qui  est impossible .  5 est donc :4=0, on a r r ive  

une  con t rad ic t ion .  

On a done le r6su l ta t  su ivan t :  

TI~I~ORI~I~[E 3.3. - -  Les rdsultals du thdor~me 3.2 s 'appl iquent  en parti- 

e~dier g tons les corps pour lesquels le groupe G est le groupe symdlrique, et 

it t ous l e s  corps de degrd n premier. 

P a r  exemple ,  posons  0 = 2 ' / %  alors  p o u r  K--=R(0) ,  n = 2 9 ,  r , ~ l ,  

2r.~ ----- 28, r = = 1 4 ,  n - - r = 1 5 .  I1 n ' y  a done q u ' u n  nombre  f ini  de solut ions  

en  cu t l e r s  rat~ionnels X~ ~ l ' 6 q u a t i o n  

Norme  (Xo + X,O -t- ... + X ~  Ot*) = ~- 1. 

D e u x i 6 m e  app l i ca t ion .  - -  Sans  fa i re  d ' h y p o t h b s e  sur  le g roupe  de Galois  

de K, nous  6 tud ions  m a i n t e n a n t  une  inf ini t6  d' uni t6s de K a p p u r t e n a n t  h u n  

s o u s - m o d u l e  du  modu le  de d imens ion  n p a r  r a p p o r t  au  corps  des ra~ionnels,  

que  f e r m e n t  les nombres  du corps  K. 

P o u r  6 tud ie r  les nni t6s  a p p u r t e n a n t  "X un  modu le  de hombres  a lg6br iques ,  

on peu t  6v idcmmen t  suppose r  que  la base du  module  a 6t6 amen6e  ~ l a  

fo rme 1, % , . . . ,  ~Zh--t pa r  divis ion pa r  une  des unit6s con tenues  dans  le 

modu le  initiM. 

Soit  K =  R[%, . . . ,  %_, ]  le corps  obtenu  en ad jo ignan t  % , . _ ,  al,-~ au 

corps  R des ra t ionnels .  Soit  n son degr6. Repr6sen tons  tout  h o m b r e  de K 

comme d ' h a b i t u d e  pa r  le poin t  a y a n t  p o u r  coordonn6es  ce h o m b r e  et ses 

eonjugu6s .  Les  points  du  module  sent  sur  la var i6t6  l in6ai re  L de d imens ion  h 

{L) .z~ == X o  + X , ~ , " '  + ... + X , , _ , ~ / ' )  (i  = 1, 2, . . . ,  n )  

duns l aque l l e  les X~, .... Xh_~ f e r m e n t  un  svst6me de eoordonn6es  cart6- 

s iennes.  Les  uni t6s  sent  sur  1' une des varidt6s 

(N) x ,  ... x ,  - -  + 1 (~ ' )  ~,, , . . . ,  x , ,  = - -  1. 

L ' i n t e r s e e t i o n  d ' a u  moins  l ' u n e  d'elles~ soit 36 avec  L con t ien t  u n e  inf ini t6  
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d 'uni t6s  de K. Cette intersection W a pour 6quation en X~ 

v :¢~0 ~ 1. (w~ i l  (Xo + x ~  ° + ... + ~ - ,  ~ - , ,  = 
i::=l 

Cette 6quation ne peut 0tre une identit6 en X~, car une telle identit4 en- 

trainerai t  la proportionnalit6 d ' a u  moins deux faeteurs du produit. Soit 

v ~(i) X(Xo + X , ~  ~) + ... + J~h--~h--lJ " ~  ... --I--~-h--I h--1 ~ ~¢r (J) "k 
-,T (i) 

X o -}- 2~io: ~ 

il en rOsulterait 
0~(~ ) ~ j )  ~(i) ~(j) 

ce qui est en contradiction avee le fai~ que K a 6t4 d~fini comme 4gal 

R[:¢ t , . . . ,  ~_ , ] .  W est donc une sous-vari6t6 alg6brique de L dont les 

composantes irr6ductibles sont de dimension h - - 1 .  (On pourrait  d6montrer 

faeilement qu 'e l le  est en fait irr6duetible). 

Supposons que, r ~tant toujours le nombre de DIRIOItLET de K, on air 

h -  1 ~ n - - r ,  alors il r6sulte du th6or6me (3.i) qu' iI y a u n  sous-groupe 7 

du groupe des unit6s de K ,  dont les coordonn6es satisfont ~ une relation 

Xl Ni ... ~ N n t i  = 1 

les N 6rant des entiers rationnels non tous nuls. En ]a eombinant h la 

relation k laquelle satisfont tes coordonn6es de routes les unit6s eonsid6r6es: 

~ i  " " ~ n  = 1 

on peut toujours obtenir uae relation homogbne 

x~' ... ~ = ~ (q, -, ... + q,~ = o) 

oCt les q, sont des entiers rationnels non tous nuls, ~ laquelle satisfont les 

coordonn6es de tous les ~14ments de "(. D' autre part, nous savons ~ussi qu ' i l  

y a au rnoins une classe de P/y qui contient une infinit6 des unit6s situ6es 

sur W. Soit eo an  repr6sentant de cette elasse. Posons 

e(l) q' ... e ('~)% C - -  0 

il y a done une infinit6 des unit4s situ4es sur W qui sont aussi sur la 

sous-vari4t6 C de L d ~6quation 

(o) ~] (x0 + x i ~ i  ') + ... + . ~ _ ~  ~(Oh_l~,~ = ~ 

Comme pour P6quation de ~g~ on d6montre que celle-ci ne peut Otre une 

Annal~ di Mo~tematica, Serie :IV, Tomo XYII .  2~ 
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ident i t6  en X~. Comme q, t . . . - t-q~ : 0 elle re]?r~sente ~n c6ne dans L. 

W n ' 6 t an t  pas an  c6ne ne peut  avoir  en c o m m a n  avec C qu8 des vari6t6s 

de d imens ion  h -  2 en nombre  fini. On a done le th6or6me:  

Tt~ORE~E 3.4. - -  Soit ~I u n  module d' entiers algdbriques de dimension h, 

de base (1, ~ , . . . ,  ~]~_,). Soient n le degrd, r le nombre de D~R~0HLE~ du corps 

K - ~ R [ % , . . . ~  ~_,] .  A tout ensemble infini ~ d 'uni tds  de K situdes sur M 

correspond u n  so~ts-ensemble infini  ~' de ~ dont les dldments sont sur  une 

varidtd de dimension h -  2. 
Appl iqaons  ce r~sul tat  h u n  module  de d imens ion  2: comme une vari6t6 

a lg6brique de d imens ion  z6ro se redui t  h u n  hombre  fini de points,  il ne 

pea t  exis ter  d ' e n s e m b l e  inf in i  ~'. D ' ~ u t r e  part ,  l~ condi t ion r ~ n - - 2  peut  

se met t re  sons la fo rme :  18 corps K n ' a  pas tous ses conjugu6s r6els. 

On a done:  
TtII~OR]~E 3.5. - -  K - - ~  R[(z] giant un  corps de hombres algdbriques de 

degrd n, dont les corps conjuguds ne sont pas  tous rdels, il ne peut y avoir 

q u ' u n  nombre fini d 'uni tds  du corps dans le module de base (1, ~). 

On en dedui t  f a c i l e m e n t :  f(t) dtant une dquation algdbrique de degrd n 

coefficients rationnels, qui est ralionnellemenl irrdductible el donl les racines 

ne sont pas  routes rdelles, l 'dquation 

~,, I X \  

n ' a  qu' u n  nombre fini de solutions en entiers rationnels X, Y .  

C'es t  le r4sulta~ de T~UE, res t re in t  an  cas off l ' 6qua t ion  f ( t ) n ' a  as 

routes ses racines  rOelles; il est obtenu i n d 6 p s n d a mme n t  de l ' 6 tude  de l 'ap-  

p rox ima t ion  des hombres  a~lg(~briques par  les hombres  ra t ionnels .  Le  t ravai l  

de M. SKOLE)[ 8it6 dans  l ' i n t r o d u c t i o n  donna i t  d6j~. ce r6sutta, t. 

Le  th4or6me (3.4) appl iqn6 au cas d ' u n  module  de d imens ion  3, nous 

mont re  que si r ~ n - - 3 ,  et si ~ d6signe l ' en semble  d ' u n e  inf ini t6  d ' un i t6 s  

contenues  dans  18 module ,  ~ admet  an sous-ensemble  inf ini  ~' dont  les 

616ments appa r t i ennen t  h une  cm~rbe alg~brique.  Eu u t i l i san t  alors un  r6- 

sul ta t  de M. S~EGEL sur  les courbes  a lg6briques  c8ntenant  une inf ini t6  de 

points  dont  les coordonn6es sont des ent iers  ra t ionne ls  ou d e s  ent iers  d ' u n  

mOm8 corps a lg6brique fini,  nous  pouvons  d6mont~'cr un  rOsultat p lus  pr6eis. 

Ce rOsultat, ~ l ' e n c o n t r e  des pr6c~dents~ n ' e s t  plus ind6pendant  des t r a v a u x  

sur  1' approx ima t ion  des nombres  algObriques, pu isque  le th6or6me de M. SIEG~EL 
q u ' o n  uti l ise,  t ire de 1~ sou origine.  

L ~ E  3.6. - ...... Soient K un  corps algdbrique de degrd n e t  ({% , . . . ,  ¢%) 

une base des entiers de ee corps. Soit (N) la va,ri~td Norme (X~(% .d-.,. + X~%) ~ 1. 
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Supposons qty.' une courbe algdbrique irrdductible C contienne une infinitd de points 

& eoordonn&s X , , . . . ,  X ,  e nti&es rationnelles, de IN), alors i[~ dolt contenir un 

sous-eorps quadratique rdel k et Ies poinls entiers de C correspondent ~ des un i t& 

de K qui forment une elasse de testes d~t groupe des unitds de K par  rapport 

au sous-groupe des unitds & norme positive de k. 

Le ,m~me rgsultat subsisle si on subslitue ~ N la varidtd (N') 

~Norme (X5% + ... + X,,%) : - -  1. 

L a  courbe  C e o n t e n a n t  une  infini t~ de points  ent iers ,  admet  ('~) une  

r e p r e s e n t a t i o n  p a r a m 6 t r i q u e  des Xi  pa r  des  po lyn0mes  en  t e t t  -~, done 

P,(t) 
~ --~ X , %  ") + ... + X # %  ") - -  th ~ (i = 1, 2, . . . ,  n )  

On a x t ... x,~----I, done  x~ = ),~t'~, tes ~ d6s ignant  des cons tan tes  et les m~ 
~t 

des en t ie r s  rat, ionnels  w e e  E m ~ 0 .  Soien t  x , - - % " )  les coordonn6es  d ' u n  
i ~ 1  

point  en t i e r  f ixe de C, x~ ~ ( ~  ee]les d ' u n  poin t  en t i e r  q u e l c o n q u e  de C~ 
e,) 

les %~i) ~<, sont des uni tds  de K et leurs  conjuguSs.  Posons  u~:---- % ( t )  Y 

% , . . . ,  % ,  sont les conjugu~s  d ' u n e  m~me unit~ de K ;  on a pour  f ~ l ~ . . . ,  n ;  

g - - l ~ . . . ,  n 
u~nf m~ "~  +t~g'. 

Soit  T m la t r an s fo rma t ion  du  g roupe  de GA],OlS de K qui  t r a n s f o r m e  ur 

en uv;  ce t te  t r a n s f o r m a t i o n  est p e r m u t a b l e  avec F 616ration i~ une  pu i s sance  

en t i6re  ra t ionne l le .  On a done 

et p lus  gOn6ralement  

Uf g ~-~ Tfg ~,f y 
° !.,. 

?~f ~ l f g U f  + J ~ ~ . q U  

(;4) m q  o \ t ' ]  
n - ~ -  ~ t , g . ~ f  . 

Soit  Q l ' o r d r e  de Try ; donnons  ~ q la v a l e u r  Q. I1 v ient  

• _ _  ~ f  . 

O o m m e  i l  y a u n e  i n f i n i t 6  d ~ u n i t ~ s  ~ d o n e  d ' u n i t ~ s  u d i f f ~ r e n t e s ,  e l l e s  n o  

(t3) C.-L. SI~GEL~ ,, Abh. l:)reuss. Akad. ~Viss. ,,, 11. 1, 1999, p. 45. 
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peuvent toutes 0tre des racines de 1' unit6, done m~ ~ m Q, et comme mr, mg 

sont des entiers rationnels, Q un hombre naturel, ca a m g =  ± m r .  Les 

exposanls m~ ne soul done susceplibles que de deux valeurs au plus ± m, 

done u,)-~-t±% Les unil6s u ont done au plus deux conjugu6s dist incts;  

done elles sont rationnelles ou quadraliques. Comme il y a u n e  infinit6 de 

ees unit6s distinctes, ce sont des unit6s de corps quadratiques r6el. 

II' y a un hombre fini de sous-corps quadrat iques r6els de K, il y e n  a 

donc un, soil k qui contient une infinit4 des unit4s u. La  eourbe C' d'4qua- 

tion x ~ - - ±  t~ '~ a done une infinit(~ de points communs avec l 'hyperbole H 

qui porte les unit6s ~t norme positive de k, ou avec l 'hyperbole  H '  qui porte 

les unit6s h norme n6gative de k. Elle est done confondue avee H ou H'.  

Dans les deux cas, on volt que C correspond h H dans l ' une  des transfor- 

mations X~'--(~)x, (i ~ 1,,2,.. . ,  n). Le r6sult~t subsisterait si on 6tait parti 

d ' une  courbe C situ6e sur 27'. La  propri6t6 6nonc6e dans le lemme en r6sulte 

imm6diatement.  

TIt]~Otl~ME 3.7. -- Soil un  module ~I 3 de nombres algdbriques de base (1, a, ~). 

Supposons que le corps K ~  R[~, ~] air au moins deux paires de corps 

conjuguds i,maginaires. La  condition ndcessaire el suffisante pour  qu' il y air 

une infinitd d 'uni tds  de K appartenant  ~ ~3,  e st que M~ contienne deux 

hombres % ~, dont le quotient soit un  hombre quadratique rdel 0 ~ ~, ~ dtant 

une unild de K. Soil ~ l 'unitd fondamenlale du sons-corps k--=-R[0] de K, 

toutes les unitds ep~" (n, entier rationnel) apparliennetd ~ M 3 et routes les 

unitds contenues darts M 3 ~ u7~ nombre fini d'exceptions pros, sont donndes 

par  cette formule. 
K ayant au moins deux paires de conjugu6s imaginaires, son hombre 

de DIrRICKLET satisfait ~ F in6galit($ r ~ n - - 3 .  On peut done appliquer le 

th6or~me 3.4. 
De tout ensemble infini des unit6s de K a ppartenant  au module, on peut 

extraire un sous-ensemble infini dont les 61Onents sont situ6s sur une courbe 

algdbrique. Cette courbe dolt 6tre, en vertu du lemme precedent, la trans. 

form6e d' une hyperbole portant les unit6s h norme positive d ' u n  sou+s-corps 

quadrat ique r~el k ~/7[0] de K, par une transformation (~v~p(~)~c~) ~ 6rant 

une unit6 fixe de K. Le module _71I~ contient done le module de base (% ~p0) 

transform4 du module des hombres de k. I1 contient  done routes les unil6s 

donn6es par la formule e~s", s 6rant l 'uni t6  fondamentale de k, el n u n  entier 

rat ionnel 'quelconque. Si les unit6s de Ma ne sont pas, ~ un hombre fini 

d 'exeepl ions  prbs, donn6es par cette formule, le raisonnement pr6c6dent 

montre que M~ contient encore un autre module de base (~p', ~'O'), 0' 6tant aussi 
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un hombre quadrat ique r(fel, appartenant  ~ K. Mais ceci est impossible. En 
effet, % ~0, ~', >'0', ~ormeraient une base (surabondante) de M 3. Ils ne seraient 

pas rat ionnellement  ind~pendants;  - serait le quotient de deux nombres 

quadrat iques r6els, donc un nombre totalement r~el. Le module M a' 'de base 

1, ~ -~' ~i 0' ne contiendrai t  que des hombres totalement r~els. Comme M~ 
0' ~ '  qo 

1 
contient le hombre 1, M a' contiendrait  le nombre ~,  qui serait donc tota- 

lement r~el; % et par consequent ¢~', auraient  aussi eette proprietY, et M a 

serait compos~ de nombres totalement r~els, ce qui est eontraire aux hypo- 
theses. Le th~or~me est donc d~montrd. 

Remarquons qu e si ]e degr~ de K est impair, K ne peut avoir de sous- 
corps quadratique.  I1 ne peut y avoir qu' un nombre fini d 'unit~s dans M~. 
Si en part iculier  K est de degrd 5, nous obtenons le r~sultat de M. S~oLEM, 

cit~ dans F introduction. C'est aussi d 'a i l leurs  un cas part iculier  du th~o- 
r/~me (3.3) puisque 5 est un hombre premier.  

Nous allons maintenant  d~duire du rdsultat pr~cefdent u~ th~or~me sur 

F approximation de 0 par des formes lin~aires et homog~nos h trois variables 

coefficients algdbriques, pour des valeurs entibres rationnelles des variables. 
Consid~rons une telle forme, nous pouvons sans restreindre la g6n~ralit~, 

l 'dcr i re  X + Ya .+ Z~, a et ~ ~tant des entiers alg~briques. Soit n l e  degref 
de K = : R [ ~ ,  ~]. Posons H ~ t X t + I Y I + t Z t  (la valeur absolue ~tant la 
valeur absolue ordinaire). Comme :Norme (X + Ya -+- Z~), pour X, Y, Z entiers 
rationnels quelconques, est n~eessairement un entier rationnel , il est trivial 

eo qu' il y a une constante positive c 0 telle que I X + ]z~ + Z~ [ > ~ quels que 

soient X, ]7, Z enti.ers rationnels. Nous allons d~montrer le r~sultat plus 
pr(icis suivant : 

TIn, On, ME 3.8. --- Si le corps K ~ R[a, ~] de degrd n a au moins deux 
paires de corps coujuguds imaginaires, l'indgalitd 

e 
I X q -  Y ~ q - Z } l <  H , _  ~ o4 ( H = l X I + I Y t + i z i )  

n 'a  qu 'un  hombre fini de solutions en entiers rationnels X, Y,  Z, quelte que 
soit la constante positive c. 

Posons 

A----- m a x ( l ,  { :¢"'t, I}ml,.- . ,  t a°"l ,  t }'"' {). 
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Supposons que l ' in6gal i t6  air une  inf ini t6  de solut ions en ent iers  ra t ionnels  

X, 3:-, Z. Soient  ~ = X - t - Y ¢  I -Z~  les ent iers  de K eor respondant  h ces 

solutions.  On a 

Norme ~ = (X -~- Y~ + Z~) ~I (X -~- Y~z (i) + Z~ ")) 
i=2  

donc 
0 

t Norme qo t --< ~ A" -~H '~ - '  =-- c'. 

Ainsi les nombres  I Norme c?] 6tan~ des ent iers  raf ionnels  born6s, ne peuvent  

p rendre  q u ' u n  nombre  fini  .de valeurs .  Les  id6aux p r inc ipaux  {~} ne repr6- 

sentent  q u ' u n  i lombre fini  d ' i d 6 a u x  dist inets .  I1 y a au moins  un  de ees 

id6aux qui  est idenf ique  ~ l ' id6a l  pr ineipM d ' u n e  inf ini t6  de nombres  ~?, 

soient %,  q h , ' " ,  q~m .. . . .  

On a (%)=@,~) ,  done q%.__A=a, s 6tant  une  uni t6  de K.  I1 y a done une  
% 

inf ini t6  d ' u n i t d s  duns le module  de base , ; - ,  . Alors on pent  facile- 

ment  mont re r  grace au  th6orbme 3.8 que K eont ient  un sons-corps  qua- 

dra t ique  rdel k = R [ 0 ] ,  que le module  ini t ia l  eont ient  nn  sons -module  

(),,),())~ et que les hombres  c? cor respondant  aux  solut ions en ent iers  ra t ionnels  

de i ' in~gal i t6  6tudi@, sont g, un nombre  f ini  d ' excep t ions  prbs, des nombres  

de ee sons -modu le  ~ - =  ;,(X'-t-X'O), X',  Y'  6rant des ent iers  ra t ionnels .  

Posons  H' = 1X'i  + ] Y' !, 0 ~tant  quad ra t i que  i X '  -l- Y'(} I / n'  a qu'  un  
, ~ S ( , i - t - c t  

hombre  f ini  de solutions,  quel les  que soient les eons tantes  r6elles posit ives c" 

et q. 3[ais on volt fae i lement  q u ' i l  y a une  eons tan te  posit ive c'" telle que 
c 

H ' <  c'"H. Une inf ini t6  de ees nombres  ne pent  done sat isfa i re  "~ [ ~ 1 <  j~/~ 

pu isque  n est~ sup6r ieur  h 4. On arr ive done h une cont rad ic t ion  et le th6o- 

rbme est d6montr6.  
Notons que :  le r~sul tat  du  th6or~me (3.8) n ' e s t  plus pr6cis que eelui  

q u ' o n  pent  t i rer  des rdsul ta ts  de SI]~GEL (<< Math. Zeit. >>, Bd. 10, 1921) que 

quand  n e s t  < 57. 
REZV[ARQUE. - -  L ' e x e m p l e  s imple auque l  nous fais ions a l lus ion duns l ' in-  

t roduet ion,  de vari6t6s a lg6briques  eon tenan t  une  infini t6 d' unit6s de K est 

Ie su ivan t :  Supposons  que K eont ienne  des uni t6s  s sa t i s fa i sant  avee leurs  

eonjugu6s ~ uu  systbme de re la t ions  

~c" ~3" ... s~"/% = -+- 1 t j  = 1, 2, ..., h) 

les N 6tant des ent iers  ra t ionnels  non tons nu l s ;  toutes les unit~s du sons-  
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groupe 7 engendr6 par ces unit6s, satisfont h ees relations. Si au moins 1' une 

d 'el les n' est pas une racine de l 'unitd,  ce sous-groupe est d 'ordre  infini, et 

lu varidt~ algObrique 

...x~ =:1 ( j = l ,  2,...,h) 

<< eontien~ une infinit6 d 'uni t~s ~> duns notre repr6sentation habituelle des 

nombres de K. 

De mOme ~ 6runt une unit~ quelconque de K 

7 . N~zj ~(t)Nij  ~(n)Nnj 
(W*'} x~'-' ... x,, =: ... ( j :  1, 2, ..., h) 

contient une infinite d 'un i t6s :  toutes les unit~s de la elasse de I~/7 de 

rcpr6sentant ~. 

Soient W,*, W~*,... les vari~t6s alg~briques irr6ductibles de dimension 

minima du type W*, contenant au moins une unit6 de K non racine de 

l 'unit~, donc un sous-groupe d 'ordre  infini de i 7. La conjecture dont nous 

parlions duns t ' in t roduct ion est la suivunte: si une vari6t6 alg6brique V 

confient une infinit~ d 'unit6s,  c 'es t  qu 'e l le  contient comme sous-vari6t(Ss, 

des vari6t6s 147, *, ou des vari~t6s congrues h des vari6t~s I¥,* en nombre 

fini, et que les sous-groupes ,-~ de r ou les classes de r/~'~ correspondant h 

ces sous-vari6t6s ont tons leurs ¢l~ments conte~us dans V, et donnent toutes 

les unit6s contenues duns I7, h u n  hombre fini d 'unit~s pr~s. Alors si V. est 

un hyperplan passant par 1' origine (unit~s duns un module) les sons groupes ,{, 

mis en 6vidence seraient n6cessairement les groupes des unit6s de sous- 
corps de K. 

Remarquons que pour une v,~ri6t6 u]g~brique V quelconque cette derni~re 

propriet~ des y~ n 'est  s~rement pas n6eessaire, eomme on peut le voir par des 

exemples simples. Par  exemple, consid6rons le corps k form~ par l 'adjonct ion 

i~ un corps k~ de degr~ p~ premier, d ' u n  corps de degr~5 p~, premier. Soit N, 

lu wlri6t6 ulg6brique portaat  les unit6s ~. norme positive de k,,  h~ la vari6t~ 

portant sur ]es unit~s h norme positive de k~, la vari~t~ N~.N~ duns la 

~'epr~sentatien habituelle de k, contient tontes les unit~s d'~:m sous-groupe 

du groupe I ~ des unit6s de K, qui n 'es t  s~:~rement pus le groupe des unit~s 

d 'un  sous-corps de K, ni Ia r6union d ' u n  nombrc fini de classes de 17 
par rapport '~. de tels sous-groupes. 

Les r~sultats obtenus dans ce travail sont bien en accord,avee lu conjecture 

6uone6e. Duns le cas 6tudi6 par le th6or~me (3.2), il ne peut exister de 

vari6~6 W* (autre que les vari6t~s triviales, d' 6quations x~ ... x,, ~ +_-1), et 

notes trouvons que sur aucune des var%t~s que nous consid~rons il no peut y 
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avoir une infinit~ d ~ unit~s. Dans le th4or~me (3.7) la condition n6cessaire et 

,~uffisante obtenue, pou r  1' existence d ' une  infinite d 'uni t6s  dans les modules 

de dimension 3 consider~s, est que la vari~t~ lin~aire que d~finit le module, 
contienne une vari~t~ eongrue i~ la vari~t0 form0e par les 2 hyperboles 

portant  les unit4s d ' u n  sous-corps quadrat ique r~el de K, hyperboles qui 

sont bien des vari(~t~s W*. Et l 'on  a bien ainsi toutes les unit6s contenues 

dans le module, ~ un nombre fini d ~exceptions prbs peut-0tre.  


