
Un teorema tbndamentale della, geometria sulle superficie 

algebriche ed il principio di spezzamento. 

~[emoria di BENLA~II~O SEGI~ (a Bologna). 

Sunto.  - S i  d imos t ra  per  la p r i m a  vol ta  compiu tamente  con soli mezz i  algebrico-geometrici  
i l  teorema s~dla eomp]etezza della serie earatterist ica di  u n  s i s tema cont inuo completo 
di curve tracciate  sopra  u n a  superficie algebrica; e se ~e deduce u n  nuovo principio di 
spezzamento concernente i p u n t i  di  collegamento di  u n a  curva  riducibile,  l imi te  d i  u n a  
curva  i rr iduc ib i le  var iab i l e  sopra  u n a  superfieie algebrica~ dal  quale discende u n  signi. 
ficato algebrico-topologico pel  gen~re geometrico del la superficie. 

P r e f a z i o n e .  

1. La geometria sopra una superfieie algebrica, F, si oeeupa preeipuamente 

delle proprietY, invariantive dei sistemi algebrici di curve tracciate su F. In 

tale studio si possono -- anche dal punto di vista storieo -- net tamente di- 

stinguere due tempi, nel primo dei quali - -  eulminante col quadriennio 1896-1900, 

e dominato dalle idee del CASTELNUOVO e dell' ENRIQUES - -  le ricerche sono 

per to pig l imitate ai s i s t e m i  l i n e a r i ,  mentre nel seeondo - -  sboeciato 

col quadriennio 1904-1908, e dominato dalle idee del SEVERI-  gioca in modo 

essenziale la eonsiderazione dei s i s t e m i c o n t i n u i (ossia dei sistemi alge. 

briei irridueibili,  generalmente non lineari n~ totalmente eontenuti  in aleun 

sistema l i nea re ) e  la fondamentale teoria della base dovuta allo stesso S~]- 
V E R I  ('). 

Era i r isultati  pifl salienti del primo periodo vi ~ il teorema di CASTEL- 

~uovo  (1897), da eui subito diseende il teorema di R~E~cA~T-Ro0~ sulle super= 

fioie, ohe assegna l'irregolarit~, della superficie come valore massimo della 

defieienza della serie earatterist ica dei sistemi lineari completi tracciati  su essa 

(onde, in partieolare, ogni sistema lineare complete 6 a serie earatteristiea 

oompleta sempre e solo ehe la superfieie sia ~'egolare). La  eonsiderazione della 

serie caratterist iea adempie qui all 'uffieio importantissimo di ponte di passaggio 

fra la geometria sopra le superfieie e la geometria sulle curve algebriche; per 

(i) Veal. B. S~c~I~E, L a  geometr ia  i n  I t a l ia ,  da l  Cremona a i  g iorni  ¢iostri, questi  
,, A n n a l i  ,~, serie IV ,  t. 11 (1933}, p. l .  
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i sistemi lineari di curve, tale nozione fondamentale 6 stata sfrut tata da 

C. SEGRE (t887) e pot dal CAS~ELNUOVO sul piano, e quindi dall 'E~nlQUES 

e dal CASTEL~UOVO sulle superfieie algebriehe. 

A1 SEVEt~I 6 dovuto (1904) il potente strumento offerto daIl 'estensione di 

quel eoncetto ai sistemi continui di curve, nonch~ l ' introduzione - -  su ogni 

eurva di F - -  della cosl delta serie carat ter is t ica virtnale (la quale, natural- 

ment% pub anehe in part ieolare r isul tare effettiva). La potenza del nuovo 

eoneetto si dimostrb subito nella seoperta del primo legame generale, cosi a 

lungo cercato, ehe il SEYERI riesci a porre fra l ' i r regolar i th  di una super- 

ficie e Fes is tenza  su questu d~integrali sempliei di 1 a specie. 
Fra  le applieazioni pi6 immediate ehe lo stesso SEVEnI fece del con- 

cetto medesimo, va mentovata  lu semplicissima dimostrazione del teorema, 

anter iormente Stabilito dalF E~nlQUES, affermante la non regolarit~t di ogni su. 

perficie che contenga un sistema continuo di curve non appartenenti  ad un 

medesimo sistema lineare. Questo risultato pub senz'al tro venire inver~ito 

fpoggiando sul citato teorema di CASTEL~UOVO), ore si ammetta  che ogni  st. 

s terna c o n t i n u o  c o m p  l e t o (ossia n o n  ampl iab i l e )  di  curve  tracciate  sopra  u n a  

super f ic ie  algebrica,  F, debba avere  la  ser ie  cara t t e r i s l i ca  c o m p  l e t a : e Bib, 

come ha osservato F ENRIQUES, fornisce una notevole caratterizzazione delle 

superficie algebriche irregolari.  
I1 teorema in corsivo (il cut reciproco ~ evidente): sussiste effet t ivamente 

sotto certe limita.zioni~ che sembra non si possano completamente evitare, ma 

che per  nulla  restringono la port~ta delle importautissime applicazioni che 

me son state fa, t te;  esso costi tuisce veramente  ~n g~mglio vitale, al qu~le fra 

l 'al tro si collegano alcune delle rieerche di SnvEnI e quelle di CAS~EL~UOVO 

sul t 'es is tenza degli integrali semplici di PICAnD annessi  ad una superficie 

irregolare, ed i molteplici risultati  che dipendono dalla considerazione della 

varieth di PIC~RD di una superfieie~ la cut introduzione si deve al CASTEL- 

~UOVO. Lo diremo percib brevemente  i l  t e o r e m a  f o n d a m e n t a t e ;  ad 

esso ~ principalmente dedic~to il presente lavoro:  onde non saranno fuori 

di luogo 18 par t ieo lareggia te indicaz ioni  storiche e bibliografiehe che lo con- 

ceruono, che passiamo ad esporre nel n. ° suecessivo (:). 

2. I1 precedente enuneiato del teorema fondamentale trovasi in un lavoro 

di ElqRIQUES I~), nel quale -~ mediante la  rappresentazione di F su di un 

(e) Cfl'. in proposito (trarme the ?el coatenuto dell~ultimo capoverso de] n. 2) O. ZAo 
[{ISKI, Algebraic Surfaces~ ,, Ergebn. der Math. >,~ t. IIL 5 (Berlin~ Springer~ 1935), p?. 82-88. 

(~) ~F. EI,~RIQUI+;S, Sulla proprietor cavatteristica delle superficie algebriche i rregolari, 
~, t~end. Ace. delle Seienze di Bologna >,, nuova serie, ~, 9 (1904-5)~ p. 5. 
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piano m u l t i p l o -  la determinazione dei sis~emi continui completi sulla F 

viene ricondotta alia costcuzione dei sistemi continui di curve plane dotate 

di certe singolarit~t ed aventi opportuni contatti con una curva fissa. La 

dimostrazione -- di carattere i n f i n i t e s i m a l e -  data ivi dall'E~RIQUnS per 

ii teorema fondamentale, ~ perb soltanto valida per le superficie di genere 

geometrico p , q -  0, e preeisamente per curve a serie caratterist ica non spe- 

ciale su esse tracciate, come assai pifi tardi pose in evidenza il S]~¥EnI (~); 

e che per stabilire tale teorema non bastino in generale considerazioni di 

carattere infinitesimale, risulter~ ancora meglio dal l 'esempio - - c h e  qui 

addurremo nel n. 6 --  di un  sistema continuo completo di curve piane del 

tipo suddetto, la cui serie caratteristica ~ non speciale e completa sulla 

curva generica, raentre ~ incomplcta e speciale su di una sua curva parti- 

colare (i cui caratteri  proiettivi non differiscono da quelli della curva gene- 
rica del sistema). 

Poco dopo la comparsa del suddetto lavoro di E:NRIQUES~ il SEVERI espose 

un ' a l t r a  costruzione, pifi semplice e diretta, dei sistemi continui completi di 

curve tracciate su d i u n a  superficie (s}; ma, anche colFindagine del SEVERI, 
il teorema fond~mcntale restb acquisito solo per p ~ - - 0 .  

La prima dimostrazione rigorosa e generale del f a r o  che sopra una su- 

perficie algebrica di irregolarith q - ~ p g - - p ~  > 0  esiste sempre uu sistema 

continuo ~ q  di eurv% uua generica delle quali r isulta l inearmente disequiva- 

lente con tutte le altre, si deve al POI:NCAn]~(~); ed 6 opportuno notare che tale 

dimostrazione si vale in modo essenziale dello strumento traseendente, nono- 

stante la natura  algebrica del risultato. La costruzione del Po~cA]~]~, succes- 

sivamente semplificata - -  sempre perb coll 'uso di mezzi trascendenti  - -  dal 

Snv~1¢,~ (~) e dal LEFSCHETZ (~), permise al primo di questi Autori di stabilire 

la eompletezza della serie caratteristica, su]la curva generica di ogni sistema 

continuo completo di curve generalmente irriducibili  e ari tmeticamente effet- 

tire. Da ques t ' u t t ima  restrizione ci si pub svincolare nel modo indieato da 

(4} F. SnVE:~L Sul la  teoria degl ' integrali  semplici di 1 ~ specie at~parte~eq~ti ad una  
superficie algebrica (~ota  V)~ ~ Rend.  R, Ace. Naz. dei Lincei  )>~ serie V~ t. 30 (1921)~ nora 
a pi~ d i p .  297. 

(~) F. SnVnRI~ f t#orno al ta costruzione dei sistemi completi non lineari cl~e appartengouo 
ad una  s~perficie irregolare~ • Rend.  del Circo]o mat. di Pa le rmo >>, t. 20 (1905)~ p. 93. 

(a) I~. POINCARE~ Sur  les courbes tracdes sur les surfaces algdbriques, ~< Ann.  ~cole norm. 
sup. ,~>; serie III~ t 27 (1910)~ p. 55; IK. :PO]~¢An~ Sur  tes courbes tracdes sur une sue'face 
atgdbrique~ ~< Sitzungsber.  Berl in.  math. Ges, ~>, t. i0 (1911). 

(7) S. ~EFSCItETZ, L 'Ana ly s i s  situs et la Gdomdtrie alggbriqu% ¢ M4m. des Sciences 
math. >~ n. 4:0 (Paris~ Gau th ie r -¥ i l l a r% 192~)~ § VI .  
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B. SE~RE (s~, il quale (servendosi del precedente risultato di SEVERI) provb 

the,  se esiste - -  effettiva -- la serie caratterist ica sopra una eurva irriduci- 

bile di una superficie 1% tale eurva sta (almeno) in un sistema continue 

completo di F, segante su essa la serie caratterist iea eompleta. 

I1 teorema fondamentale  restava cosi finora acquisito (colle limitazioni indi- 

cate), soltanto per via t rascendente;  ed una questione che si imponeva, di gran- 

dissima importanza per la Geometria algebrica, era quella di dare di esso una 

d i m o s t r a z i o n e  c o n  m e z ~ i  a l g e b r i c o - g e o m e t r i c i  adeguati  alla sua 

natura.  Nuove ricerche in tale intento sono state fatte, in questi ult imi anni 

dall ~ ENmQU~S (~) ; pare perb a chi scrive che le argomentazioni di questo Autore 

cadano sotto alcune serie obiezioni (qui specifieate nel n. 6), onde la questione 

segnalata r imaneva tut tora in attesa di risposta. 

3. Nella prima parte di questo lavoro daremo quella ehe, dope quanto 

precede, ci pub essere consentito di chiamare 1 a p r im  a d i m o s t r a z i o n e 

a l g e b r i c o - g e o m e t r i c a  d e l  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  Taledimostra-  

zione muove dalla costruzione dei sistemi continui completi nella forma datale 

nel 1905 dal SEVER~ - -  integrata eel metodo deWintersezione di falde lineari, 

esposto da questo Autore nel 1921 - -  e sfrutta l ' impor tante  nozione di serie di 

equivalenza su di nna curva ridueibile, introdotta e sviscerata dallo stesso 

SEVER~ nel 1932 (,0}. L ' i d e a  nuow~ su cui essa s ' i m p e r n i a  - -  e che cosliluisce 

l 'ele~,ento essenziale del suecesso - -  si vale di u n a  ol)~vortut~a serie di equiva- 

lenza su  di u n a  curva riducibile, definita co,he limite di u n a  serie l ineare sopra 

u n a c u r v a  irriducibile variabile, e del fatto ehe la dimensione della prima 

non pub r isul tare inferiore alla dimensione della seconda. 

La  suddetta dimostrazione conduce in pari tempo in mode spontaneo, e 

senza useire dall '  ordine d' idee algebrico-geometrico, al seguente p r i n c i p i o 

(s) B. SE(~Rn, ~Sulla comple tezza  del la  serie cara t t e r i s t i ca  di  u n  siste~na con t inue  di  

curve i r r iduc ib i l i  t racciate  s'~ di u n a  superficie algebrica~ ~, Rend.  del Circolo mat. di Pa.  
lermo )), t. 55 (1931), p. 4~3. 

(v) Cfr.: a) F.  ENRIQUES, S u l l a  classi f icazione delle s~,perficie algebriche par t i co larmen te  

d i  genere zero~ (< Rend.  Seminar io  mat. R. Univ .  ~ o m a  ~, serie III~ t. 1 {1931-33)~ p. 7, § 6; 
b) ~.  EN[tIQUES~ L a  propriet& cara t t e r i s t i ca  delle superficie algebriche i rregolar i  e le curve 

i ~ f i n i t a m e n t e  vici~e~ ~ Rend.  R. Ace. Naz. dei  Lincei  ~)~ serie VI~ t. 23 (1936)t, p. "459; 
c) ~. ENRIQUES~ Curve i ~ f i n i t a m e n t e  vieine 8opra ~ $ a  superficie algebrica~ ,~ Rend.  Seminar io  
mat. ]~. Un iv .  R o m a ~  serie IV~ t. 1 (1936-37)~ p. 1~ con u n ' A d d i z i o ~ e  a p. t t 9 ;  d) F. E~RIQuEs, 
Curve i n f i n i t a m e n t e  v ic ine sopra  ~t.~a su~erficie algebrica, ~ Rend.  R. Ace. Naz. dei Lincei  ~b 
serie VI ,  ~. 25 (1937).2, p. 193. I n  a) la quest ione t rovasi  solo impostata;  e b) non  ~ che u a  

r iassunto di c). 
(~0) ]~ SEVERI 7 Un nuovo campo di  q'icerche ne l la  geometr ia  sopra  u ~ a  supe~'ficie e 

sopra  u ~ a  va.riet& algebrica~ ~ Mere. R. Ace. d' I ta l ia  ~ t. 3 (1932), Mere. ~ .  5. 
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d i s p e z z a m  e n t o, stabilito in tut ta la sua generalitk nella seconda parte 

del lavoro : 

Se una eurva, E algebricce irriducibile -- variando con continuit~ sopra 

una~ superficie algebrica F, di genere geomelrico pg - -  viene a spezzarsi in  due 

distinte com ponenti irriducibili, C e D, di cui (almeno) uno~ abbia la serie carat. 

teristica effettiva, le C, D ammellono in generale di conseguenza non meno di 

p ~ q - 1  p u n t i  d i  c o l l e g a m e n t o  (ossia punti  comuni, ehe non sono Iimiti 

di punti  doppi di E). Piit precisamente, supposto - -  come aecadr~ in generale - -  

ehe ~CD) eonsti di pun t i  distinti, i p~nt i  di collegamento possono essere in nu. 

mero ~ pg solo s'essi risultano l inearmen~ dipendenti rispetto alte curve cano. 

niche impure di F. 

Questo principio di spezzamento permeate intanto (n. 12) di dare una 

nuova definizione, di carattere algebrieo-topolegico, pel genere geometrico p q. 

Esso arreea inoltre una notevole prec!sazione al principio di degenerazione di 

ENRIQUES, secondo eui, se una curva E algebrica irriducibile - -  variando 

con continuRh sopra una superfieie algebriea F - -  viene a spezzarsi in due 

eomponenti, C e D, queste ammettono necessariamente almeno un punto d i  

eotlegamento. In  base al principio di spezzamento si pub infatt i  p. es. asse- 

rite, di pifl, ehe - -  se una (almeno) delle C, D possiede la serie caratterist ica 

effettiva - -  C e D possono ammettere un unico punto di collegamento solo 

se ~ p ;  ~ 0 ,  oppure se - -  essendo pg ~ 0 --  il punto di collegamento Bade 

in un punto base del sistema eanonico impuro di F {il che, in partieolare, 

senz'a.ltro fornisce la nora proprieth di tale sistema, di contenere necessaria- 

mente come parti fisse tulle le curve eceezionali di 1 a specie della superfieie). 

I1 p r i n c i p i o  di d e g e n e r a z i o n e  ~ statostabil i todalFENRIqUES (~}, 

mediante semplicissime considerazioni topoIogiche; dimostrazioni di carattere 

algebrieo-geometrico sono state ottenute in seguito dal SEV]~RI (per curve va- 

riabili  su di un piano)('~) e da B. SEo~E(i3). Qui (nel n. 4) diamo di esso 

an '  altra dimostrazione puramente algebrieo-geometrica, e di semplieith irridu- 

eibile, ispirata a l l ' idea  nuova a etti si 6 alluso in principio. 

{ii) Cfr. loc. cit. in ~:~); oppure 1% E~R1QUES-O. CHISINI, Lezioni  sulla teoria geometrica 
delle equazioni e delle [u~zioni algebriche, t. I I I  {Bologna, Zaniehelli,  1921), pp. ~I01-~t05. 

(l,) F.  SEVERI, Vortes~,.~gen i~,ber algebraische Geometric, (Leipzig, Teubner, 1921), 
Anh~ng F, pp. 3i9-321. 

(t3) B. SEGI:~E~ Intorno ad un teorema di Hodge sulla teoria della base per le curve di 
~ena s~perficie algeb~ica, questi ~ Annati  ,,, serie IV,  t. 16 (1937}, p. 157, n. 6. 
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PARTE PRI}fA 

I1 t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e .  

~. S t ab i l i r emo  d a p p r i m a  il p r ine ip io  di degene raz ione  (enuncia to  nel  n. 3), 

ponendoc i  he l le  condiz ioni  pifl semplic i .  Cons ide r iamo percib  in uno spazio Sk 

un  s i s tema con~inuo E di cu rve  E g e n e r a l m e n t e  f r r idt tc ibi l i  e p r ive  di punt i  

mul t ip l i ,  al qua l e  a p p a r t e n g a  u n a  cu rva  spezzata  in due  component i ,  C e D, 

esse p u r e  i r r iduc ib i l i  e p r ive  di punt i  m u l t i p l i ;  si t r a t t a  di d imos t r a r e  the ,  

necessar iamente~ ques t e  a m m e t t o n o  q u a l c h e  pun to  di co l legamento .  

Suppongas i  a l l ' uopo ,  per  assurdo,  che  C~ D non  abbiano  a lcun  pan to  

c o m u n e ;  deno tando  r i spe~t ivamente  con n, n', n"  e r:, W, W' l ' o r d i n e  ed il 

gene re  det le  cu rve  C~ D, E~ si avri~ p e r t a n t o :  

n " = = n ~ - n ' ,  W ' - ~ - ~ + W - - 1  (~4). 

I1 s i s tema l inea rc  cos t i tu i to  dal le  fo rme T di S~ di o rd ine  t suff ic iente-  

men te  elevato,  d e t e r m i n a  sul le  cu rve  C. D, E ser ie  l inea r i  g~t,  ~ . gwt,. g,~,,t com- 

p le te  e non  speciali~ le eui  d imens ion i  va lgono pere ib  o r d i n a t a m e n t e  

7 = n t  - -  ~, ~ ~ n ' t  - -  W, e -= n " t  - -  ~". 

0 r b e n e ,  quando  E - -  va r i ando  in E - -  t ende  al la  c u rv a  spezzata  C 4 - D ,  la 

ser ie  l i nea re  g~,,t~ ot ten ib i le  nel  modo ind ica to  sul la  p r i m a  curva ,  t ende  ma- 

n i f e s t amen te  ad u n a  ser ie  di equ iva l enza  c o n t e n u t a  t o t a lmen te  ne l la  ser ie  di 

equ iva l enza  comple t a  de l la  seconda  che subord ina  sul le  due  componen t i  C~ D 

le sudde t te  ser ie  l inea r i  g~t,  gwt;  e l 'assurdi t~t  de l l ' i po t e s i  ammessa  d i scende  

subi to  dal  fa t to  c h e l a  d imens ione  de l la  ser ie  l imi te  r i su l t a  i n  f e r i o r c a d  z~ 

va lendo  al pifl 

Allo scopo di s tabi l i re  con tu t to  r igore  F assurd i th  di ques t a  conclus ione ,  

r a p p r e s e n t i a m o  le c t t rve E di E col puu t i  di una  va r i e th  a lgebr i ca  3I  f~}~ ed i 

(i4) La prima di queste due formule b ovvia; la second a b caso particolare di una 
nora formula di ~TIkLENTINER e ~OETItER, per tlna dimosirazione algebrieo-geometriea ge- 
nerale delia quale red. p. es. ]~. P[CAt~D-G. SI:Yf~RT~ Thdorie des [onctions algdbriques de deux 
variables ind@endantes, t. I I  (Paris~ Gauthier-Villars, i906)~ pp. 105-107. 

(i5) Cib pub notoriamente L'~rsi in molti modi~ restando nel consaeto dominio delia 
gcometria algebrica. Un a]tro m odo semplice ed elegant% di carattere pifi strettamenie alge- 
brie% tt-ovasi in ~V.-L. CHow e B. L. VA~ J)ER ~r_&ERDE~ Ueber zugeord~ete Formen u~d 
algebraische Systeme yon algebraischen Mannigfaltigkeiten. (, Math. Ann. % t. 113 {1937), 
p. 69"2: § 1. 
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vari  gruppi  (ET) coi punt i  d i u n a  var ie th  algebrica _h r (che pub p. es. pen- 

sarsi  subord ina ta  a l la  varieth di VER, O~ESE general izzata,  i cui  punt i  rappre- 

sentano i grnppi  non  ordinat i  di n"t punt i  di Sh). F r a  2/I ed N in tercede 

al lora una  eor r i spondenza  algebrica,  man i f e s t amen te  irr iducibi le ,  nel la  quale  

sono assoeiat i  un  punto  di M ed uno di N ehe r i spe t t ivamente  rappresen t ino  

una  curva  E di E ed un gruppo segato su essa da una  T. Siccome ad un 

punto generico di M eorr isponde su N una V~, cosi la d imensione  della varieth 

ehe corr isponde ad un qua lunque  punto  di M (e la d imens ione  delle singole 

pa t t i  di tale varieth,  s ' e s sa  si spezza) non pub seendere al disotto d i e  (~6); 

ment re  invece, per  cib che precede,  la var ie th  di N omologa del punto  rap- 

p resen tan te  C - t - D  su M ha  la d imens ione  non super iore  ad ~ - - 1 .  

La  d imost raz ione  che precede res ta  sos tanzia lmente  val ida - -  salvo modi- 

f icazioni di dettagtio,  sulle qual i  ~ superf luo  ins is tere  - -  se si suppone che 

la curva  i r r iducibi le  E sia comunque  dota ta  di punt i  mul t ip l i  (nel qual  caso 

si dovranno eonsiderare  forme T a g g i  u n t e  al la E, e percib gene ra lmen te  

var iabi l i  con questa  curva), ed anche nel l ' ipotes i  che le C, D ammet tano  qualehe  

punto  mul t ip lo  o non siano irr iducibil i .  

5. Ci proponiamo ora d' ind ieare  come - -  seguendo il SEvE~,I (~7} _ possa 

venire  impos ta ta  la d i m o s t r a z i o n e  del teorema fondamenta le .  

Consider iamo sopra  una  superf ic ie  a lgebr ica  F ,  di genere  ar i tmet ico  p~ 

e genere  geometr ico pg,  un  s is tema l ineare  regolare  i r r iducibi le  privo di 

punt i  base, di eui C denoti  una  curva  gener ica ;  e f issiamo ad arbi t r io su F 

una  curva  i r r iducibi le  D, che de te rmin i  un  s is tema l ineare  regolare  e ehe 
seghi C seeondo un  gruppo 

P--" (CD) di c punt i  dis t int i  P~, P~, ..., Pc, 

tale ehe - -  su C -  la somma di questo con un  gruppo cara t ter is t ico  sin non 
speciale.  Al lora  il s i s tema l ineare  

(lt I E I = I C + D t  

r i su l ta  i r r iducibi le  e regolare,  e tagl ia  sul la  curva  C (ehe eerto non ammet te  

come par te  fissa) u n a  serie l ineare  eompleta  e non speeia le ;  ne-eonsegue ehe 

il gruppo F impone alle curve di I E] (ehe debbano contenerlo) p rec i samente  

(~} Questa proprieth -- ehe pub o~viamente venir dimostrata con tutto il rigore me. 
diante argomentazieni algebrico-geometriche --  trovasi pure stabilita, con mezzi puramente 
algebrici, da J3. L. VAN DER ~'~TAE~DEN, Algebraische Ko~'respondenzen und rationale Abbil- 
d~ngen (Zur algebraisehe Geometrie~ VI}, <.. Math. Ann. % t. 110 (1935)~ p. 13~, § 2. 

(~7) Yed. loc. cir. in (5), tenendo anche presente quanto ~ detto nei loc. cir. in (4) ed in (i.~). 

Annal i  d~ Matematica,  Serie IV, Tomo x v l I ,  15 
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c - - p ~  condizioni l inearmente  indipendenti  (is). Se n, n', n" e r~, r:', ~" ordi- 

natamente  denotano il grado ed il genere virtuali  dei tre sistemi lineari rego- 

lari I CI ,  I D [ ,  I E [ ,  le dimensioni r,  s, t di questi vengono espresse dalle 

(2) r = . p a  -+- n - r: + l ,  S ~ p a  + ~t' - - r d d - 1 ,  t -= p a  -q- n"  - -  ~:" + l ; 

e, in forza della {1), sussistono le 

(3) n "  = n ÷ n '  + 2c, "z" == = -+- ~' + c - -  1. 

In  base al principio di degenerazione di E~RIQUES (qui dimostrato nel 

n. ° precedents), la totalith E delle curve di I E] -- prossime alla C- t -D  - 
dotate di c punti  doppi prossimi ai punti  di F, coincide colla totalit'~ dells 

curve di I EI  spezzate in una curva C, prossima a C ed in una curve  D, pros- 
sima a D. Per  effe~tuare nel modo migliore lo studio di E, r icorriamo ella 

rappresentazione proiettiva delle curve di t e l  coi punti di uno spazio St. In 
questo vi 6 luogo a eonsiderare la Vt -~  algebrica i eui punti  corrispondono 

alle curve di I E[ dotate di punto doppio, e la ~ algebrica rappresentaute la 
totatith dells curve di tE l  che si spezzano eel modo indicato;  ed 6 chiaro 
che Vt_~ passa per F~ colla molteplieit~ c, e che il punto 0 - -  imagine della 
curva spezzata C q- D --~ sta su V.~, ed anzi, sostituendo eventualmente a C, D 

opportune curve C, ,  D l (~9), pub supporsi (generico su questa, e quindi) sere. 
plice per essa:  onde E ammetter~ come imagine in S t  la falda analitica W 

di ~ -  l ineare e di dimensions o: - -  avente per origine 0. 
Sopra Fipersuperf ic ie  V t - ~ ,  il punto 0 6 origins di c falde lineari di. 

stints, i punti  di una qualunque ~ dells quali corrispondono al le  curve 

di I EI - -  prossime alla C - t - D  - -  aventi  un punto doppio prossimo ad uno P~ 
determinato dei c punti  di P (per i ~ 1~ 2~..., c); ed 6 noto che l ' iperpiano 
tangente in 0 a ~Pi rappresenta  il sistema lineare ~ t-~ costituito dalle curve 

di tEl she passano per P~. La falda l ineare W ,  risulta per cib c h e  precede 

F intersezione dells c falde lineari  

(4} (P~, 4)~, ..., ~ ;  

dunque lo spazio S~ ad essa tangents  in 0 6 subordinato allo spazio S a lungo 

cui si segan0 gli iperpiani tangenti  in 0 alle (4)~ o coincide con questo: e nei 

due casi~ rispettivamente,  si ha 

(5) ~ ~ a ,  

(i~) Re la t ivamea te  ells semplici  proprieti~ dei sistemi l ineer i  di cui qui  si fa uso, si 
pub p. es. 'vedere quento 6 detto in seguito nel n. 8. 

(J g) I1~ guise  na tu re lmente  da non  eontraddire elle ipotesi inizial i  sulle C~ D, il che 
certo si ver i f ica  per  le C~: D~ generiche. 
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oppure 

16) ~ = a .  

Lo spazio Sa. d 'al t ro canto, rappresenta il sistema lineare delle curve di lE] 

passanti per F; ond '~ :  

(7) -- t - -p.). 

I1 sistema continuo {C} ehe si ottiene prolungaudo anali t ieamente il 
sistema analitico eostituito dalle suddette curve Cl, ammette su C la aerie 

caratterist iea completa, sempre e solo eh'esso abbia dimensione 

(8) p = p ~ + n - - r ~ + l .  

Ebbenei questa relazione equivale precisamente alla (6). Invero, una  qualunque 
delle ec~ curve C~ fa parte eli infinite curve del sistema cxD~. Y., la eui parte 

ulteriore + neeessar iamente una delle curve del sistema l ineare I D, I = 1 E - -  Ct ] 
prossime a D. Questo sistema l ineare ammette  gli stessi caratteri  virtuali  di 1D I, 
onde, in virtfi del teorema eli R I E N A N N - R O C t I ,  la sua dimensione dev' essere 

~ s  {~°); ma poieh~ quando C~ + D~ - - v a r i a n d o  in E - tende a C-t-D, 
I D~ [ tende al sistema lineare 0c~ I D l, cosl in forza di un 'a rgomentaz ione  
a naloga a quella svolta nel penult imo capoverso del n. 4, anche [D,! dev'es.  
sere c<) ~. Si ha pertanto 

e basta tenere eonto di questa relazione e delle (2), (3), (7), per poter verifi. 

care la perfet ta equivalenza fra la (6) e la (8). 

6. Pr ima  di proeedere oltre nella dimostrazione del teorema fondamentale,  

sa:rh opportuno the  ci si soffermi per giustifieare quanto abbiamo asserito 
nel n. 2, a proposito delle r icerehe dell' E~-RIQUES ivi citate in (~). Eeeo in. 

tanto la via seguita da questo Autore, a prescindere da modifieazioni non 
sostanziali, introdotte solo per semplificare 1' esposizione e ricollegarla a quanto 
precede. 

In  base al n. precedente,  tutto sta nel dimostrare l ' impossibilith della (5). 
Ammesso pereib ehe la limitazione (5) sussista, si tratta di stabilire l 'assur- 
dith eli tale ipotesi. La (5 ) impl i ea  ehe le fa]de (4) si toeehino lungo tutta 
la W, esistendo nel l ' intorno del 1 ° ordine del generieo punto 0 di V~ qualehe 
punto O' situato su dette falde ma non sulla W [e ciog giaeente in S ama non 

(+0) ]~ ovvio the  I Dt non pub essere spoeiale, tale non essendo pet' ipotesi ,'.D I" 
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in S~] (~'). L'E~CRyQ~]~s r i t i ene  di po te r  d e d u r r e  da 0 ed 0 '  una  success ione  

in f in i t a  di pun t i  

(9) 0", 0", ..., 

a p p a r t e n e n t i  ad in to rn i  di 0 degli  ord in i  2 °, 3 °, ... e tu t t i  s i tua t i  su c i a scuna  

del le  (4); e cib, qua lo r a  fosse d imos t ra to  (il che l ' A u t o r e  non  fa) c h e l a  succes- 

sione (9) def in i sce  un  ramo anal i t ico,  v e r r e b b e  a c o n t r a d d i r e  al fa t to  ehe le (4) 

non  possono ave re  in 0 - -  lungo  ques to  r amo  - -  che  un  conta t to  d'  o rd ine  f ini to.  

Ma la s tessa cos t ruz ione  de l la  suceess ione  (9) poggia  in modo essenzia le  su 

cer te  ammiss ioni ,  t h e  tosto espor remo,  sul le  qual i  ve r tono  a l t re  nos t re  r iserve.  

A1 pun to  0',  i n f i n i t a m e n t e  vieino ad 0 e s i tua to  sul le  (4), co r r i spoade  

su  F una  cu rva  E '  di ]E], i n f i n i t a m e n t e  v ie ina  al la  C - 4  D ed aven te  c pun t i  

doppi  i n f i n i t a m e n t e  v ic in i  ai pun t i  di F. L '  E~TRIQUES appl ica  ad essa il suo 

p r inc ip io  di degeneraz ione ,  e n e  in fe r i sce  c h e l a  cn rva  E '  n e c e s s a r i a m e n t e  

d e v e  s p e z z a r s i  in una  c u rv a  C' i n f i n i t a m e n t e  v ic ina  (e non  equivalente} 

a C ed in u n a  e u r v a  D' i n f i n i t a m e n t e  v ic ina  (e non  equ iva len te )  a D;  ~na per  

1' applicabilit /~ del  sudde t to  p r ine ip io  dovrebbe  la e u r v a  E '  po te r  v a r i a r e  in 

un  s i s tema cont inuo ,  m e n t r e  essa b s ta ta  solo def in i t a  come cu rva  de l l ' in -  

torno del  1 ° ord ine  di C-4= D in I E [ .  P e r  s u p e r a r e  ques t a  p r i ma  diffieolth~ 

l ~ E~CRIQUES dice c h e - -  nel te  ipotesi  ammesse  -- le c u rv e  C + D ed E '  s t anno  

in un  s i s tema con t inuo  di c u rv e  E*~ di u n  c o n v e n i e n t e  spazio S~ in cui  si 

pub p e n s a r e  i m m e r s a  F, le E* essendo tu t te  dota te  di c pun t i  doppi  e qu ind i  

- -  pe r  il p r ine ip io  di degene ra z i o n e  - -  spezzate  in due  cu rve  C * e D* [ tendent i  

r i s p e t t i v a m e n t e  al le  C, D q u a n d o  E * ~  C-t-D](~'~). Questa  a f f e rmaz ione  (che, 

pe r  essere  r i g o r o s a m e n t e  stabilita~ necess i t e rebbe  qua l ehe  indag ine  ul ter iore) .  

e sp r ime  sol tanto  che C' 6 c u rv a  consecu t iva  a C in un  s i s tema con t inuo  ~2 

(che pub senza res t r i z ione  suppors i  oo')  di c u rv e  C* s i tua te  in Sh,  ma  non gia- 

eent i  in gene ra i e  sul la  F ;  ed a n a l o g a m e n t e  per  D'. ~ eer to  si pub fa r  si che  

ie cu rve  C* (e, pa r imen te ,  le D*} a p p a r t e n g a n o  tu t te  a l la  F,  poiehb se no il 

pun to  0 '  - -  d ianzi  cons idera to  in St - -  v e r r e b b e  a s tare  (non solo in S~, ma 

addi r i t tu ra)  in S~, cont ro  il suppos to  ; senza  con ta re  che~ qua lo ra  cib fosse invece  

d imos t ra to  sempre  possibi te ,  ne segu i rebbe  subito il t eo rema  fondamen ta l e ,  e 

la cons ide raz ione  del la  success ione  (9) r i su l t e r e b b e  del tu t to  super f lua .  

(s') ~'el ragionamento de l l 'E~Iquss  si suppone anzi soltanto ehe O' appartenga alle (4) 
e non stia sulla variet~ (contenuta in V~) imagine delle eura~e di I E] the si spezzano in 
una eurva dl I CI ed in una curva di I D]. 

(ee) Cfr. la nora a 13ib di 13. 59 del lavoro a) tit. in (9). In c) la suddetta difficolth vien 
superata (nel n. 3) mediante delicate considerazioni infinitesimali, 13oggianti sulla ra1313resen- 
tazione di 2' sopra un piano multi131o; ma, anche 13er la curva C' a cui in tal guisa si Fer- 
"~-iene, i rilie'vi the seg'uono continuano a sussistere. 
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t~ evidente che (non potendosi naturalmente  supporre note le proprietSl 

della varieth di PICAICD di F, prima di aver stabilito il teorema fondamentale), 

dal semplice fatto che C' 6 la curva Isia pure si tuata su F)  c o n s e e a t i v a  a C 
nel sistema continuo fl, l a  c u i  c u r v a  C* g e n e r i c a  n o n  g i a c e  s u  t+~ 

non pub dedursi un significato per ogni operazione a eui si voglia assogget. 
tare C', la quale abbia u n  senso se applicata alle curve di /7' (intese nell '  ac- 

cezione solita), m a  n o n  lo  a b b i a  p e r  le  c u r v e  C* di  Sa n o n  s i t u a t e  

s u IL Orbene , dalla possibilith di applicare a C' un 'operazione di tale tipo 

tprecisamente:  la somma o sottrazione di C' con un qualunque sistema lineare 

di curve di F) ,  dipende appunto in modo essenziale l a  dimostrazione indicata 
in {9), d) dall '  E~RIQV:ES. 

Un' analoga obiezione non pub inveee venir  rivolta ad un' argomentazione, 

apparentemente consimile, su cui si basa la dimostrazione dell'E~RIQVES data 

in (~), e) [e r iassunta in C~), b)]. Ivi infatti si considerano, sopra una curva K 
di F,  i gr.uppi infinitamente vicini 

G =  (CK), e ~ = (C'Kt,  

e da questi  si deduce una successione 

i10) G", G"', ,,. 

di gruppi di /12, appartenenti  ad intorni di G degli ordini 2 °, 3 °, ..., tali chc 
risulti 

G ' - - G ~ G " - - G ' ~ G " ' : - G ' ~ . . . ;  

e questa  deduzione (alla quale si dh un preciso significato colt ' introduzione 
su K del l 'operazione infinitesima + G ~ -  G, generatrice di un gruppo nel 

senso di LI]~) ~ perfet tamente lecita, potendo venir  fondata su note proprieth 

della varieth di JAcoBI di K. Tut tavia  anche la suddetta  dimostrazione ~ in. 

f irmata da una lacuna, che non pare facilmente colmabile, ammettendosi  in 

essa taeitamente che - -  quando K descrive su F u n  fascio lineare --  cia- 

scuno dei gruppi  (t0) generi una curva olgebric~, : il che appare tutt '  altro che 

ovvio, quando si osservi che si perviene sostanzialmente a tali gruppi appli- 

cando (ad elementi algebrici) un p r o c e s s o  d ' i n t e g r a z i o n e .  

Diamo da ultimo l ' esempio  annunciato net n. 2, provante c h e l a  serie ca. 
ralteristica di un sistema continuo completo di curve piane algebriche - -  aventi 
un certo numero di contatti  con una curva fissa - -  pub risultare incomplela 

sopra  una curva particolare del sistema (i cui caratteri  proiettivi non diffe- 
riseono da quelli della curva generica). 

Sopra una quart ica piana di genere 3, C, fissiamo 12 punti  distinti Q~, 

Q:, ..., Q,~ segati da una cubica;  e consideriamo, nel piano di C, u n a  qua- 



118 B. S~GnE: []n teorema [bndamentale della geomatria 

lunque eurva algebrica L che la tocchi semplicemente negli 11 punti  Q.~, ..., Qi~. 

Siccome questi  punti  presentano 11 condizioni indipendenti  Mle quart iche che 

debba, no contenerli,  le quali  passano tutte di conseguenza per 0, ,  cosi il 

sistema delle quart iche plane prossime a, C e ~ tangenti ad L in 11 punti  pros- 

simi a Q~,..., Q,~ ha la dimensione 3, ed ammette Q~ come p u n t o  c a r a t -  

t e r i s t i c o p r i n c i p a 1 e (.2~). ]~ noto che i punti  caratterist ici  principa~li di 

un sistema continuo di curve plane non possono invadere un campo a due 

dimensioni (~4}; se dunque fissiamo genericamente una curva algebrica L, che 

tocehi semplieemente C in Q~, ed imponiamo alle curve del suddetto sistema ~:~ 

di r isul tare tangenti alla L~ in un punto prossimo a Q~, veniamo a definite 

un sistema continuo completo E, ~ ,  contenente C. La serie earat ter is t ica di E 

su C b una serie semplicemente infinita subordinata alla g~ eanonica, ed 

quindi i n c o m p l e t ~ a .  

7. Riprendendo il filo delle considerazioni del n. 5, ci proponiamo ora di 

dimostrare che i l  sistema co~tinuo {C }, ivi  definito, ammette la serie caratte- 

rist ica su C c o m p l e t a ;  per il che (n. 5) busterh, stabiHre la (6). 
A tM uopo dividiamo (com'b certo sempre possibi le) i l  gruppo P = (CD)in  

due gruppi F~ e l'~, il primo dei quali  consti di c - - p q  punti  - -  e siano, per 

fissure le idee~ P~, P~,. . . ,  Pc-pg -- che impongano c - - p g  condizioni linear- 

mente indipendenti  alle curve di t E{;  mentre  per il secondo gruppo (di p~ 
punti) non abbia a passare alcuna curva c~nonica impura di F. Le falde tineari 

ammettono conseguentemente in O c - - p g  iperpiani ta~ngenti fra~ loro linear- 

mente indipendenti  (e quindi sega,ntisi lungo Sa} ~ onde - a norma di un 

classico teorema sulle funzioni implicite definite da un sistema di equazioni 

anMitiche a matrice jacobiana  non nulla esse si segano lungo una falda 

analit ica l ineare ~, di origine O, avente la dimensione a. Raggiungeremo Fin- 

tento prefissoci, provando che -- quando si scelga D opportunamente --  l a  
f a l d a  a n a l i t i e a  Z c o n c i d e  c o l l a  W~ o s s i a . { s u p p o s t o p z > 0 )  appart iene 

anche a eiaseuna delle falde lineari 

(11) O~_~g+l, ..., (Pc" 

Ragioniamo per assurdo, faeendo l ' ipotesi  ehe una delle (11)non passi per 2; 

ed incomineiamo col mostrare che, eonseguentemente,  n e s s u n a delie (11) potrh 

(~3) RelatiYamente a questa nozione, red. F. S~VERI e :B. SEm~E, L'inviluppo di un 
sistema pii~ volte infinito di curve plane, questi ,, Annall % serie IV, t. 8 (1930)¢ p. 173, m 1. 

~e4) Cfr. loc. cir. in (-zs), n. 2. 
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contenere  .~, ove si ammet t a  - -  com'~  lecito - -  c h e l a  curva  D possa descri- 

vere su F u n  fascio h che seghi C secondo una  g~ pr iva  di punt i  fissi, non 

composta  med ian te  un '  invoIuzione) ed il cui  gruppo jacobiano  contenga  qualche  

punto  semplice.  I1 gruppo di monodromia  del pa ramet ro  da cui si possono 

far  d ipendere  le curve  di A, pensato come funzione a lgebr ica  di una  gener ica  

funzione razionale  del  punto  scorrente  su C, cont iene percib qua lche  t raspo.  

sizione ed ~ (tra.nsitivo per  l' i r r iducibi l i th  di C e) primit ivo.  P e r  un~ nora 

proposizione esso di conseguenza  r i su l t a  il gruppo totale (2~), il che signi- 

f ica ehe - - m e d i a n t e  u n a  circolazione di D in A -  i punt i  di F possono 

venire  pe rmuta t i  f ra  Ioro a rb i t r a r i a me n t e ;  in par t icolarc  es is teranno circola- 

zioni di D in A t ras fo rmant i  in s~ ciascuno dei gruppi  P~, P~, e subord inan t i  

f ra  i pun~i di P~ u n a  q~talsiasi sosti tuzione.  Associando la curva  D - -  var iabi le  

in A nel modo suddet to  =- alla curva  fissa C, si ot t iene una  curva  - -  va- 

r iabi le  in 1El - -  la cui imagine  in St descrive un ciclo: uscente  da 0 e 

t racciato su V~, seguendo il quale  la fa lda E viene t r as fo rmata  in s~, ment re  

le (11} vengono fra loro pe rmuta t e  a r b i t r a r i a m e n t e :  dunque  effett ivamente~ 

poich~ per  ipotesi  u n a  delle ( i l)  non passa  per  Y., lo stesso dovrh accadere  
per  c i a scuna  di tall  falde. 

La  conclus ione a eui eosi s iamo pervenut i ,  e di eui ci proponiamo di 

s tabi l i re  l ' a s surd i th ,  most ra  t h e  su F - -  in corr i spondenza  a Z - -  si ha  un 

s is tema anal i t ico  di curve di l/~'I pr6ssime al la  C D, che ancora  denoteremo 

eolla le t te ra  ~, una  gener ica  E* delle qual i  ammet te  c - - p g  punt i  doppi - -  

cos t i tuent i  un  gruppo F~* prossimo a F~ --  e nessun  punto  doppio u l ter iore ;  

d n n q u e  E* ~ neeessa r i amen te  i r r idueib i le  (perch, ,  essendo vic ina  a C ~-D, 
non potrebbe spezzarsi che in una  curva  C~ pross ima a. C ed in u n a  curva  D~ 

pross ima a D~ onde verrebbe ad avere c punt i  doppi), ed il suo gcnere  effet- 

tivo - -  ugna le  al gencre  v i r tua le  di E* col c - - p a p u n t i  doppi assegnat i  - -  
v a l e  

r:* : u" - -  (c - -  p~) : r: + r~' + p~ - -  1. 

Le  curve di t e l  passant i  per  F~* segano su E*  - -  fuor i  di P~* - -  una  g~,., 
di ordine 

n *  -=-- n - -  2(c  - p~ )  :-= ~ ÷ n '  + 2 p ~  

ed indice  di special i t~ ~ p q  (in quanto  essa ammet te  come residui  r ispetto 

(es) Cfr. p. es. L. BIA~CHI, Lezioni  stdla teoria dei gru2)pi di sostituzioni e delle equa. 
zioni algebriche seco+~do Galois (Pisa, Spoem% 1900)~ § 13. - -  [Aggiunta fatta durante la 
correzione delle bozze]. Quest 'argomentazione trova~i gih in F.  ENRIQUES~ Sttl g~mppo di 
monod+oomia delle fu~zio,ni algebriche, appa~'tenenti ad una  data superficie di Riema~n; 

Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei  ~)~ serie V, t. 13 (190~)~ p. 382. 
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alia serie canonica i gruppi  segafi su E* dalle curve eanoniche impure di F). 

Quando E* - -  muovendosi  in ~ - -  tende a C + D ,  In suddetta  g,~. t ende all~ serie 

di equivalenza segata su C +  D - - f u o r i  di r ~ -  dalle curve di I EI che con- 
tengono questo gruppo, e ehe percib passano anche per F 2. Lc serie lineari 

complete g,~+pf,r , g,~,+pg~" r ispet t ivamente subordinate da tale serie di equivalenza 

sullc curve C, D, si hanno manifestamcnte sommando alle relative serie carat- 

teristiche il gruppo P~, il quale r imane fisso per ciascuna di esse (dato che P~ 

non sta su alcuna curva canonica impura di F ) ;  r isulta per tanto:  

Mostreremo fra un istante c h e l a  g~. ottenuta eompletando la g~, di E* 
pub farsi tenderc con continuith ad una serie di equivalenza totalmente con- 

~" di C-t- D; dal che seguit?~ senz' altro (come nel n. 4) tenuta nella g~+pq + g~v+p~ 

l 'assurdi th  del l ' ipotesi  ammessa in principio, dato che si ha :  

> n * - - ~ *  + p g - ~ - n + n ' - 4 - 2 p , q  --~z--~z'  + l = - y + ~ +  1. 

Per  assodave il punto che ancora resta da stabilire, fissiamo su F una curva A 

di un sistema lineare [A] eosl ample, che le curve di I A + E I passanti  per  

il gruppo F,* + (AE*I seghino ul~eriormente su E* la g~, completa. ]~ chiaro 

allora che, quando E* ~ muovendosi  in Z -  tende alla C +-D, le curve ulti- 

mamente considerate tendono alle curve di I A - t - E  l che passano pel gruppo 
P~-4-(AC)-~-(AD), le quali appunto ordinatamente segano sulle C, D l e  sud- 

dette r ~, g ~  ~ pg ' g n  +pg " 

I1 risultato enunciato in principio di questo n. ° 6 cosi compiutamente 

dimostrato (per via algebrico-geometrica).  Da esso possono facilmente trarsi, 

come s'~ detto nel n. u le forme date da SEVEI~[ e da B. SEGRE pel teorem~ 

fondamentale.  

PA RTE SECONDA 

I1 p r i n c i p i o  di s p e z z a m e n t o .  

S. Incominciamo col r ichiamare il seguente l e m m a  (~'~), di cut pot fa- 

remo f requentemente  uso. 
Dato su di una  superficie algebrica F u n  sistema regolare i C i, c~," (r ~ 0~, 

ed una  eurva irriducibile D~ non comune a tulle le C ed avente ta serie carat- 

leristica effettiva, se la somma della serie lineare segata da ! C l su D colla serie 

(2s) Per  la dimostrazione de] quale veal. B. S~:~ttn, S u i  m o d u l i  del le  super f i c i e  alge.  

br iche  i r rego tar i .  ~ Rend. R, Ace. 2~az. dei Lincei>>, serie VI~ t. 19 0-93~)~; p. 488, n. 1. 
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caratterislica ~ non sI)eciale, anche il s istema lineare } E I -= I C -F D 1 r isul ta 

regolare, ed inoltre sulla curva D che non ammette  cerfo come par le  fissa - -  

(Zttesti sega u n a  serie completa (non ~Teciale). 

Da qui d i s c e n d e -  come era appunto ci proponiamo di far v e d e r e -  
che, se fissiamo i n ] C [  una qualunque curva C, eventualmente spezzata, ma 

non contenente D come parte, il gruppo F ~ (C D) impone alle curve di I E [ 

(che debbano contenerlo) precisamente c ..... 4 condizioni, dove c sta per indicare 
it numero dei punti di F e d ( ~  0) denota l ' indiee di specialit~ della serie 
caratterist ica t 5 l  di D (serie che per ipotesi risulta effettiva). 

Conservando infatti per P, I C[, I D[,  [E[ le notazioni del n. 5, talch~ 
continueranno a valere te (2), (3), t ranue al pifi la seeonda delle {2} (date che 
at tualmente  non abbiamo supposto che J D t sia regolare), in virtfi del lemma 
ricordato si pub asserire ehe le curve di I E[  passanti per F segano ulterior- 
mente su D la serie caratterist ica I Al completa, di dimensione 

n ' - -  ~:'-t d .  

L' inf ini th  z del sistema lineare costituito da quelle curve si ha allora subito 

osservando che, per staccare D da esso: ottenendone come residuo il sistema 
lineare G-~" I C I, oeeorre precisamente imporre n ' - ~ ' - f - d  + 1 eondizioni in- 
dipendenti.  Risulta dunque 

" ~ = - r + ( n ' - - = ' + d + l ) ~ _ _ _ p , + ( n + n ' ) -  ( = + u ' ) + d + 2 =  

= ( p ~  + n "  - -  ~ "  + 1) - -  c + d = -  t - -  (c  - -  d ) ,  

cib che dimostra l 'asserto. 

9. Supporremo d 'o ra  in poi, per semplicit~b ehe il gruppo P consti di 
c punti  d i s t i n t i .  F r a q u e s t i p u n t i ,  in b a s e a l n .  8, ne esistono eerie c - - d  
offrenti alle curve di IE[  c - - d  condizioni i n d i p e n d e n t i ,  e tali siano 
p. es. i punti  
(12) p , ,  p~, . . . ,  p~_a. 

Consideriamo su F la totalith 0 delle curve d i I E I - -  prossime alia. C + D - -  

che hanno c - - d  punti  doppi prossimi ai punti  (121. Rieorrendo alla rappre- 
sentazione iperspaziale di I E t gih indieata nel n. 5, si vede faeilmente ehe 
- -  nelle ipotesi attuali - -  0 eostituisee un unieo sistema analitico, di dimensione 

t - - ( e  - -  d ) - -  ~.  

Vogliamo dimostrare che le curve di @ sono tutte necessariamente spezzate in 

due part i ,  l' u n a  pross ima a C e l' altra prossima, a D. 

Annal i  di  Matemat ica ,  S e r i e  1V, Tome X V I I ,  16 
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Ragg iungeremo tale intento cons ta tando l' esis tenza di un  s is tema cont inuo 

di curve di I E I cosl spezzate, avente  d imens ione  non infer iore  (e quindi  

uguale) a quel la  ~: di 0. 

Ora infant% poich~ per  ipotesi  su D esiste --  ef fe t t iva  - -  la serie carat- 

ter is t ica  (avente, se completa~ d imens ione  n ' - - u ' - I - d ) ~  D dovrh stare (almeno) 

in un s is tema cont inuo completo,  I D f ,  di d imens ione  

n ' - - r d + d + l  (~7). 

Se D, ~ una  q tmlunque  curva  di { D I, la curva  v i r tua le  E - D{ ha  gli stessi 

cara t te r i  v i r tua l i  del la  C, o n d ' ~  v i r tua lmen te  e f fe t t iva ;  appl icando ad essa 

il t eorema di RIEMA~-RocH,  nel la  forma pifl genera le  o t tenuta  dal S]~VEm (-2s), 

si ha  per tanto  che esiste - -  effet t ivo - -  il s is tema l ineare  I C~ I--= { E - - D {  1, 

di d imens ione  ~ r .  Si conclude  cosi nel modo indicato,  in quanto  la dimen- 

sione del s i s tema cont inuo cost i tui to daHe curve E spezzate in una  somma 

del tipo C{-I-D{ r i su l ta  proprio 

~ r + ( n ' - -  r : ' + d  t 1) :=~.  

10. Conservando le p recedent i  ipotesi  e notazioni,  supponiamo che una  

curva  E di l E t  - pross ima alia C + D - even tuahnen te  spezzata, ma che 

~ w n  c o n s l i  d i  d u e  p a r t i  p r o s s i m e  l' u n a  a C e l' a l t r a  a D (~9) , t enda  al la C + D. 
I punt i  di F si po t ranno al lora  d is t inguere  in due categorie," secondoch~ pro- 

vengono o meno come l imit i  da punt i  doppi di E ,  ossia r i spc t t ivamente  a 

seconda che non r i su l tano oppure r i su l tano  punt i  di col legamento f ra  C e D; 

denot iamo o rd ina tamen te  con F~, I~ i gruppi  cost i tui t i  dai punt i  del pr imo o 

del secondo tipo, e con c~, c~ il numero  di tal l  punti ,  talchb sar~ 

r ~ ] ' i - t - l ' 2 ,  C ~-  C ~ "+" C. 2 . 

In  virtfl  del n. 9, non si dovranno poter  t rovare  in F: dei punt i  ehe 

impongano alle curve di I E]  c - - d  condizioni  ind ipenden t i  (perch~ in caso 

contrario,  la eurva  E eons idera ta  in pr incipio dovrebbe r i su l ta re  spezzata 

nel modo ch '~  stato escluso), e qu ind i  pot ranno solo prcsentars i  le seguent i  

due eventual i th .  

(~) Ved. B. SE(~RF,, 1OC. eit. in (~)~. n. 6. 
(.2s) Cfr. F. SEVERI~ SUl teorema di R i e m a n n - R o c h  e sulle serie cot#inue di curve ap- 

par tenent i  ad una  superficie algebrica, ,, Atti 1R. Acc. delle Scienze di Torino *, t. 4:0 (1905), 
p. 766. 

(eg) Le due contingenze possono verificarsi assieme~ poich~ (n. 8) non ~ escluso c h e l a  

curva C sia riducibile. 
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L - -  Sia c~ < c - - d ,  onde il gruppo I'~ dei punti  di eollegumento non 

pub essere vuoto, poich~ viene a constare di 

c z = c -  c ~ d - t - 1  

punti.  Detto i l ' indice di specialit~ di D su F,  si ha sempre ovviamente 

in quanto - -  supposto pg > 0, i ~ p g  - -  il sistema canonico impuro di F sega 

su D una serie l ineare ocpg - ' - 1 ,  contenuta totalmente in quells, residua della 

serie e~ratteristie~ [h [ (d ' indiee di specialith d) rispetto a lla ~serie canonica 

di D. Dunque  intanto, nel l ' ipotesi  che s i a i  ~ O, necessariamente risulta 

(13) c~ ~ p g  q- 1. 

Mentre invece, se i > 0, si ottiene 

p g - - c ~ p g - - d - - 1 % i ;  

questo implica ehe i pun t i  di P. 2 offrano condizioni linearmenle dipendenti 

alle curve canoniche impure di F, dato the  D --  e pereib pure 1~.2 - -  sta in i 
di tali curve fra loro ] inearmente indipendeuti.  

II. - -  Sia c ~ c - - d ,  e (come s'~ detto) i punti  di P~ impongano alle 

curve di t E I meno di c -  d eondizioni. Poich~ (n. 8) i punti  di F - =  F~--t-r~ 

impongono invece a tall curve precisamente c - - d  condizioni, cosi il gruppo 

F~ non potrh risultare vuoto - -  onde per p q = 0 ~arr~t la (13) --  ed in ogni 

caso dovr~ esserci qualche curva di I E I  passante per F~ e non contenente 
tutt i  i punti  di 1~, p. es. ese]udente il punto P eli questo gruppo. 

I punti  di I2~ che restano, in numero di 

c~--  1 - - c - -  c~ - -  1 ~ d - -  1, 
costituiscono un gruppo 

eventualmcnte  vuoto; ed ~ chiaro ehe su D la serie lineare t h + 1~2"1 r isul ta  
speciale, I h l  avendo per ipotesi l ' indice  di specialith d. D 'a l t ro  canto, in 
base a cib che precede, la serie l ineare eompleta 

+r l 

--- segabile su D mediante le curve di ] E I passanti  per P~ .... non ammette P 

come punto fisso. Ne consegu% i n  forza del teorema di riduzione di  NOE~/tER, 

che tutti i gruppi eanonici di D contenent i  u n . g r u p p o  h + r~* debbono pure 

contenere P ;  onde - -  nell '  ipotesi che sia 1% > 0 - -  ogni eurva canonica impura 

di F passante per r.2* deve anche passare per P, sicchb il gruppo F~ ---~ F~* -t- P 
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risulta costituito da punti  linearmente dipendenti risl)etto cdle curve cano- 
niche impure di F. 

L'ana l i s i  precedente fornisce una dimostrazione del p r i n  c i p i o  d i  

s p e z z a m e n t o, enunciato nel n. 3, nell' ipotesi pifi ampia che C possa essere 

riducibile, ma colle due seguenti restrizioni, che perb veri.anno tolte nel 

n. ° suoeessivo : 
a) la curva E deve variare su F entro un sistema l ineare;  

b) le due componenti C, D della curva limite spezzata C +  D debbono 

soddisfare alle eondizioni espresse nel lemma deI n. 8. 

l l .  Stabiliremo ora il summentovato principio di spezzamento in tut ta la 

sua generalith, riconducendoci at risultato parzia]e gi~ aequisito nel n. 10. 

Consideriamo per Bib su di una superficie F una curva E i r r i d u c i b i 1 e, 

che vari con continuit'~ tendendo ad una  curva spezzata in due distinte parti 

irriducibili,  C, D; ed ammett iamo inoltre soltanto che p. es. su D esista 

effettiva --  la serie caratteristica, e che il gruppo (CD) consti di punti 

distinti. 
Fissiamo su _F (in uno quMunque degli infiniti  modi possibili) un sistema 

lineare regolare, I C~ I, i l quale non ammet~a D come parte fissa, de~ermini 

su questa curva una serie lineare non° speciale, ed inoltre contenga parzial- 

mente i Ci lasclando un residuo t C l -  C I a eui appartenga una curva A 
- -  vir tualmente effettiva - -  incontrante D in un gruppo (AD) di punti  di- 

stinti fra loro e dai punti  di (CD}. La curva A + C +  D - - E  6 pertanto vir- 

tualmente effettiva, avendo gli stessi caratteri  virtua]i della A, alla quale si 

riduce quando E-~  C + D; si pub dunque scrivere l 'equivalenza 

A +  C ~ D - - E ~ A ~  

dove Az 6 una curva effettiva, variabile con continuit'~ insieme alla E~ e 

tendente ad A per E-~  C + D. 

Posto per abbreviare 

E~---~E+AI,x, C ~ = C - + A ,  

6 chiaro c h e l a  eurva E~ varia nel sistema lineare fisso I A + C +  D I, ridu- 

cendosi per E ~  C +  D alia eurva C~ + D, senza perb ehe esistano curve E~ 

-= prossime a ques~'ult ima - -  spezzate in una parte prossima a C, ed in 

una parte prossima a D. Di pifi, in base a cib ehe precede, le due parti C, 

e D (di cui la seconda irriducibile) che costituiseono la curva limite C~ + D 

si incontrano in punti  distinti, divisi nei due gruppi 

(AD), (CD}, 
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e soddisfanno a tutte le condizioni espresse nel lemma del n. 8 (ore in luogo 

di C si legga C,). 

~essuno  fra i punti  di {AD) pub r isul tare di collegamento fra C, e D, 

in quanto ciascuno di tall punti  ~ limite di un punto (comune alle curve AE 

ed E, e percib) doppio per E~ ; mentre invece manifestamente un punto di (CD) 
o non b pun to  di collegamento fra C~ e D, a seconda ch 'esso ~ o non 

tale per  ta curva C - t - D  considerata come limite della E. I1 grappo dei punti  

di collegamento fra C e D coincide dunque col gruppo dei punti  di collega- 

mcnto fra C, e D, al quale sono applicabili  le conclusioni del n. 10; sicch~ 

effett ivamente,  come asscrisee il principio di spezzamento~ il gruppo suddetto 

consta di punti  che o sono in numero _~_pg-c l~ oppure risultano linear- 

mente dipendenti  rispetto alle curve canoniche impure di F. 

12. Vogliamo da ultimo dimostrare che: 

pg q- 1 ~ il minimo numero di punli  assegnabili g e n e r i e a m e n t e  sulla F, 
quali pun l i  di coIlegamento frc+ due sue curve irridueibili. 

A norma del principio di spezzamento, meno d i p a - t - 1  punti  non possono 

intanto venir  assunti  g e n e r i c a m e n t e  su t7' come punti  di collegamento 

fra due curve irriducibili  di F (dato che queste dovrebbero risultar  variabili 

con quelli, epperci6 dotate di serie carat terist iche effettive). 

Preso invece comunque su E un gruppo F~ di pg ~-1 punti  distinti, di 

cui (se p~ ~ 0 ) p q  qualsiansi non stiano su di una medesima curva canonica 

impura di F~ eonsideriamo su F due curve irriducibili~ C~ D~ passanti  per F~ 

e segantisi ul ter iormente in un gruppo I'~ di e -  (p.q-I-1) punti  distinti fra 

loro e dai pg t= 1 punt i  di F2; e mostriamo che, p. es. nel l ' ipotesi  che i C l, 
I D] siano regolari e che non risulti  speciale la somma della serie caratteri.  

stica (effettiva) di D coHa serie lincare segata su questa curva da I C [, P~ pub 
venir  assunto come gruppo dei punti  di collegamento fra C e D. 

La serie lineare IA-I-F~I di D, ore 5 deno~a un gruppo caratterist ico 
di tale curva, non pub certo ammettere come fisso alcun punto di I' 2. Cib 

evidente per p q = 0, nel qual easo --  stante la supposta regolarit~ di [D[ - -  

]AI riesce non speciale;  mentre per  p.q ~ O, se un siffatto punto P di P.2 

esistesse, r isul terebbe speciale la serie / ~ -t- (F: - -  P)  I, onde i pg punti  del 

gruppo F~ - -  P dovrebbero stare (almeno) s u u n a  curva canonica impura di F~ 
contro il supposto. Poich~ (in virtfi del lemma del n. 8) la serie l ineare com. 

pleta I A-I-p21 pub yen it segata su D dalle curve del sistema lineare 

t e l  -~- t C - t - D I  che passauo per I'~, ne deriva che~ ta gene~rica di tall curve 
non potr~ contenere aleuno dei punti  di I'~. Da qui~ sfruttando la rappresen- 

tazione iperspaziale de1 n. 5~ si deduce facihnente c/he in I EI esiste u n s i -  
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sterna analitico di curve E* - -  prossime alia C d- D ............ aventi c - -  (p~ d- 1) 

punti  doppi prossimi ai punti  di P~, ma generahnente prive di punti  doppi 

prossimi a qualehe punto di 1~2 (e pereib irridueibili} : dunque, effettivamente, 

F~ risulta il gruppo dei punti  di eollegamento della eurva spezzata C 4 - D ,  

considerata come limite detle s.uddette curve E*. 

La  proposizione enuncia ta  in principio, e cosi dimostrata, porge una 

nuova d e f i n i z i o n e  possibile per il g e n e r e  g e o m e t r i e o  pg di una su- 

perficie algcbriea F ;  a tale definizione pub venir  data, vcste t o p o l o g i e a ,  

rammentando the  l ' equivalenza algebrica fra due curve di F equivale al. 

l 'omologia  fra i eicli bidimensionali  che ad esse corrispondono sulla rieman- 

niana di 13'. 
La suddet ta  proposizione potr/~ quindi fors ~anche venir stabilita diret-. 

tamente mediante considerazioni ~topologiehe: nel qual case da essa agevol. 
mente si potrebbe dedurre  una nuova dimostrazione del teorema fondamentale,  

di earat tere algebrico-topologieo. 


