La densitad di probabilith come flusso di probabilita.

Memoria di CARLO BONFERRONI (a Firenze)

A Giovanni Sansone nel suo 70mo compleanno.

Sunte. - Definilo il flusso d'area atiraverso una linea, di volume allfraverso una superficie,
ecc..., viene definita per analogia — riferendosi all’ordinaria rappresentazione geometrico
di un campo di probabilita — la densita di probabilild come flusso di probabilita, dan-
done Vespressione come flusso di un vetiore attraverso una linea, o una superficie, ecc...,
secondo le dimensioni del campo di probabilita.

Data la curva di probabilitdh definita dalla funzione (limitata) y = f(x)
sull’ intervallo lineare & — b, la probabilith di un punto d’ascissa z & nulla,
mentre f{x) & considerata — in analogia a noti concetti fisici - come densita
di probabilita nel punto x.

Passando ad una superficie di probabilith, definita da 2= f(, y) sul
campo piano U, la f(x, y) & ancora considerata come densitd di probabilita
nel punto (x, y), punto che ha probabilith nulla; ora, perd, anche la proba-
bilitah di cadere su una data linea I (arco o linea chiusa) di U & nulla (si
suppone che L possa racchiudersi in una regione di area arbitrariamente
piccola, come avviene per le comuni linee), onde sorge il problema di definire
la densita di probabilita sulla linea L. Tale densith viene determinata —
anche senza metterla esplicitamente in evidenza — nella ricerca della legge
di distribuzione di una funzione di due o pil variabili stocastiche normali ();
in modo esplicito, invece, il problema & stato recemtemente studiato da
P. Pacnr, nell’ipotesi che L sia linea coordinata in un sistema regolare di
coordinate curvilinee (?).

La definizione che dard in seguito prescinde da tale condizione, ma
riporta, quando sia verificata, agli stessi risultati; e, di pili, conduce a diverse
e notevoli espressioni della densitd, le quali ne precisano il carattere.

(!) Nel caso di combinazione lineare, la ricerca & esposta in quasi tutti i trattati di
Calcolo delle probabilita o di Statistica matematica. V. anche E. V. HuNTINGTON, Frequency
distribution of product and quotient, «Annals of Math. Statisties », June 1989, University of
North Caroline (U. 8. A.).

(%) P. Pacni, La densita di probabilité lungo le linee di un campo piano, Comunicas.
all’ Ace. Toscana «Lia Colombarias, Atti e Memorie, Firenze, 1955. V. anche G. MuLg,
Osservazioni sulla densitd di probabilitd lungo wna linea, Pubblicaz. dell’Ist. di Matem.
finanziaria, Universita di Genova, 1957: studio che si riferisce al precedente e ne conferma
alcuni risuliati. A questi studi avrd occasione di riferirmi anche in seguito.
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Le considerazioni che esporrd si possono poi riferire, com’® ovvio, anche
a distribuzioni e densitd di frequenza.

1. Conviene analizzare anzitutto il significato di ffx) nella curva C di
probabilitd d’equazione % = f(x) sull’intervallo @~ b. Hssa si presenta come
funzione che integrala da x, ad x, esprime la probabilitd che x cada fra x, e x, .
Riferendosi alla rappresentazione geometrica, si pud dire: al variare di z,
il segmento-ordinata in x (sino a C) desecrive un’area (compresa nell’area
corrispondente a C), e la densita f(x)d una funzione che infegrata da x, ed @,
fornisce U area descritia dall ordinata quando x varia da x, ad x,. Conside-
riamo, ora, I’area A{x) sull’intervallo ¢ «: se questa — come avviene nei
casi comuni — & funzione derivabile di x e la derivata & integrabile in senso
ordinario, si pud assumere per f(x) la derivata di Alx) rispetio ad x ed ese-
guire integrali ordinari.

Siamo condotti, cosl, a considerare un segmento, la variabile « da cui
dipende la sua posizione, I'area desoritta dal segmento e la derivata di questa
rispetto ad #: ne segne spontanea la seguente estensione.

2, Sia U una regione piana d’area 1, e la probabilitdh d’ottenere wun
punto di U appartenente ad una sua regione d’area R sia la stessa R (e
quindi sia nulla la probabilita di cadere su una data linea L): se, facendo
dipendere L da un parametro u, al variar di questo da u, ad u, 1la L,
descrive una regione, una funzione ¢{u) che integrata da u, ad u, esprima
la probabilith di cadere mella regione, sard la densiti di probabilitd sw L.
Calcolando l’area A(u) della regione a partire da u, (fissato) fino ad u,
la densitd sard anche (4’ ordinario) la derivata di A(u) rispetlo ad u. Il segno
della derivata ha un significato, e sard chiarito anche dal seguito. Risulta,
poi, che la density dipende dal parametro w che determina L, ; percid 1’ indi-
cherd con ¢,. Ponendo # = u(v), con v nuovo parametro, sara

(1) 7olt) = Pul) v

3. Possiamo trattare la questione in termini puramente geometrici. Un
arco L, nel piano, ha area nulla, ma facendolo variare in funzione di un
parametro % descrive un’area funzione di u; alla funzione ¢, considerata
daremo il nome di flusso di area aftraverso ad L,. Percid, invece che
« densita di probabilita » dird anche » flusso di probabilita »: e questa denomi-
nazione appare, anzi, pilt appropriata, in quanto la « densitd » richiama un
concetto statico, mentre il « flusso » & un concetto dinamico, che tien conto
— come dev’ essere — del movimenio impresso alla linea.

Se L, si mantiene su una linea fissa, il flusso & nullo.
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Quanto ad u, potrebbe essere il fempo : allora ¢, diviene una velocita d’ area.

4. La questione, cosl trasformata, si presenta anche sulla retta. Un punto P
di essa ha lunghezza nulla, ma, ponendolo funzione di , descrive un segmento
di lunghezza I,: e la suddetta funzione ¢,(u) (che, integrata, da 7,, ed @
anche, @’ ordinario, la derivata di 1,) sard il flusso di lunghezza attraverso al
punto P, . Questo flusso diviene la wvelocita (lineare) guando u sia il tempo £,
Cambiando la misura del tempo, cambierd la misura della velocitd di P.

5. Consideriamo nel piano una linea chiusa L(u) dipendente da u, e sia
definita ’area A(u) di cui L(u) & contorno: al variare di # da u, ad u, non
sempre resta definita 1’area compresa fra L{u,) ed L(u,): si effettui, p. es.,
una traslazione di L(u). Percid definiremo il flusso d’area riferendoci, piti in
generale, alla differenza delle aree A; ciod: una funzione ¢, (u) che, inlegrata da
uo ad u, fornisca lo differenza A(u.) — Afu,) delle aree racchiuse da L{u,) ed L{u,),
sara il flusso d area attraverso ad L(u); e, d’ordinario, si potrad assumere
la derivata di A(u). :

Il segno di ¢, dice, dunque, se I’area racchiusa aumenta o diminuisce
al crescer di u.

Quando I'area racchiusa rappresenta una probabilitad, la ¢, acquista il
significato di flusso o densita di probabiliti.

5.1. Se la linea L, & un arco aperto, ci riporteremo al caso di linea chiusa
nel seguente modo. Osserveremo che, variando « da u, ad u, gli estremi P,0,
dell’arco L(u,) si sposteranno su dune linee determinate, percorrendone due
archi PP, Q,Q: per area descritta da L, intenderemo la variazione di area
del quadrilatero curvilineo chiuso (P,PQQ,P,). In esso i lati PyQ,, PP, ©,Q
non danno flusso & area (il primo & invariabile e gli altri due restano su
una linea), sicch® il flusso attraverso al quadrilatero si riduce a quello
attraverso P@. Occorre, naturalmente, stabilire che cosa s intende per area
contornata dal quadrilatero suddetto. B questo, appunto, il procedimento
applicato (in condizioni particolari) all’ ordinata in una curva di probabilitd (n. 1).

5.2. Se la linea chiusa L(u) si sposta in modo da lasciare invariata I’ area,
il flusso aftraverso L{u) risulta nullo. Per chiarire questo fatto, si consideri
il cerchio di centro (x, 0) e raggio 1, variabile con x, ma di area costante,
e quindi a flusso nullo; quando x passa da x, ad x, > x,, il semicerchio
che si proietta sul tratto @2, da luogo ad un flusso di area che enfra nel
cerchio, mentre per I’altro semicerchio 1’area esce dal cerchio; i due flussi,
manifestamente eguali in valore assoluto, 8’ intenderanno presi con segno con-
trario, onde la loro somma (algebrica) dard il flusso totale nullo. Occorre,
dunque, poter distinguere fra regione esterna ed interna ad L, . Troveremo,
in seguito, alcune formule basate su tale distinzione; dalle quali, pit in
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generale, risulterd che, divisa L(u) in parti, il flusso atiraverso L(u) & somma
dei flussi attraverso alle parti.

6. Quanto precede pud applicarsi anche sulla retta. Dato un segmento
lu) di essa, il flusso di lunghezza attraverso ad esso sard la derivata I'(u)
rispetto ad #; ma se x,, ®; sono le ascisse degli estremi P,, P, di [(u),
& l'(u) = o — w,, differenza dei flussi attraverso OF,, OP,. Hssendo fissa
I’origine O delle ascisse, questi sono anche flussi su P,, Py: dunque 3/ flusso
di lunghezza atiraverso un segmenio ¢ differenza dei flussi atfraverso i suoi
estremi. Se questi flussi sono positivi, quello di P, resta positivo perché
corrisponde a lunghezza che enira nel segmento, mentre quello di P, viene
sottratto perché da P, esce lunghezza.

6.1. Date sulla retta un segmento U di lunghezza 1, la lunghezza del
segmento P, P,, contenuto in U, sia anche probabilith che un punto appar-
tenga a P, P,: il flusso di lunghezza, variando P, F,, s interpreterd come
flusso o densit di probabilita agli estremi del segmenio (complessivamente).

7. Come esempio di flusso d’area, consideriamo un sistema di cerchi di
centro 0(0, 0) e raggio Vo* 4 u, dipendente dal parametro u: sard

A, ) = n(a® 4+ u), Pu(u) = ddAu" =T

Se il raggio & av (parametro v), avremo invece

A (v) = ma*?, ¢u(v) = Clé'i = 2na’v.

dv
Si verifica la (1), tenendo conto che u = a’(v* — 1). Poiché i due parametri
sono legati da una relazione, i due sistemi di linee parametriche coincidono

(cerchi concentrici).

7.1, Sia dato, ora, un sistema di ellissi di semiassi Vo 4 u, Vb® - u con
a > b: risulterad

1 2 2 2
Au(u) = Ttvarg ‘f‘uvbz + 4, Pulu) = 2 w V::z ::12 -\72;2 :"_ %.

Se, invece, i semiassi sono awv, bv, avremo
A v) = mabv?, ¢yv) = 2nabv.

Non sussiste, ora, la relazione (1) fra i due flussi, perchd v non & funzione
di u (a causa di @ =0). In corrispondenza a cid, le linee parametriche rispetto
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ad wu (ellissi concentriche e confocali) sono diverse dalle paramefriche in v
(ellissi concentriche ma non confocali), tranne quelle per # =0, v = 1.

8. Quando un segmento varia perpendicolarmente ad un asse (asse x), lo
si ponga funzione dell’ ascissa comune ai suoi punti, e sia /(x): I’ area descritfa
& Vintegrale di /(x)dx e quindi I(x) é anche flusso d’area: &, questo il caso
dell’ ordinata f(a) nella curva di probabilitd (n. 1).

Analogamente, se un arco di cerchio ha raggio variabile », centro fisso 0
e lunghezza {r) funzione di », 1’ elemento d’area & I(r)dr, onde I(r) & anche
flusso d’area: in tal caso, dunque, il flusso aflraverso U arco coincide con lo
lunghezza dell’ arco.

Se si considera l’infera circonferenza di raggio r, il flusso d’area per
essa (che pud divenire flusso di probabilitd) al variar di r & la circonferenza
stessa (d’accordo col fatto che 2nr & derivata dall’area wr®).

8.1. Si consideri, ad es., Parco di centro (0, 0) e raggio r compreso
fra la curva y =f(x) (simmetrica rispetto all’asse y, uscente dall’origine,
crescente per x > 0) nel 1° e 2° quadrante: computando 1’area a partire da
r =0 e dicendo », y le coordinate dell’ estremo dell’arco che ha x> 0, avremo

@(r) = Ur) = 2r arc sen%

Afr) = 5 vilr) + oy — 2 f y(6)dt.

Notando che ¥y = Vr* — &% si verifica facilmente che A'(r) = I(r).

9. Il flusso si determina conoscendo 1’area; ma siccome questa interessa
solo al fine di formarne la derivata, & desiderabile di poter giungere a tale
derivata direttamente. Supposta chiusa e semplice la L,,, calcoleremo 1’area
A(w) integrandone la sezione (segmento) I(u, y) per y costante, e avremo
(V. figura)
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dove ®,, x; sono le ascisse dei punti di L, d’ordinata y (dipendenti da u e
da ¥), e b, b, minima e massima ordinata (funzioni di wu). Dette I, I, le
sezioni in b,, b, (¢ supposte esistenti le derivate considerate), la derivata
di A(u) sara

Afu) = Lby' — Uaby +/(§£1__ @9@) oy
ciod
(2) Cpu-llb1"zob +[_“dj

dove Vultimo integrale & curvilineo, esteso al contorno L dell’area. Questa
¢ anche espressa dall’integrale curvilineo di xdy; e la (2) ne determina la
derivata tenendo conto del variar di L. Se i primi due termini hanno somma
nulla (p. es. se I, = I; = 0), resterd solo I'integrale.

Scambiando # con ¥, dicendo m{u, x) la sezione ad x costante (r varia-
bile da a, ad @) e ricordando la solita convenzione sul segno dell’area circuitata,
si avrd la formula analoga (m,, m, sezioni estreme)

I ! .a
(2) Oy == BLslly — HhOy — j a—‘Z dx.
L

Moltiplicando (2) e (2), per A, p (costanti di somma 1) e sommando, si otter-
ranno altre espressioni {per es. per A = g = 1/2).

Talvolta la ¢, & data semplicemente (come §'¢ detto) da

[ oy
3) vu=[Srdy=—[Law
L L

@ [ = — % ).

Concludendo: ¢, pud esprimersi mediante un integrale curvilineo.

10. Questo integrale & suscettibile — com’® noto — di un’interpretazione
vettoriale. Orientando la normale n ad I in (%, y) verso l'esterno ed assumendo
positivo ’elemento ds d’arco per L (circuitando I’area nel senso positivo), la
(4) equivale alla

1 (e 2y
(4), o = Qf(a_u cos xn + @7&008 yn) ds _..fw,,ds

L
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indicando con ®, la componente sulla normale esterna del vettore w di
13 13y

5 3u’ 3 3u Pertanto: ¢, ¢é ¢l flusso del velfore o atiraverso la

componenti 3

linea 1u,. -
La denominazione di «flusso», data a ¢, riesce cosl ulteriormente giustificata.

10.1. Se intendiamo per flusso atiraverso un arco di L, il suddetto inte-
grale esteso solo all’arco, risulterd che, divisa L, in parti, il flusso su L, &
somma dei flussi sulle parti (come &’'¢ detto al n° 5.2).

11. Equazioni parametriche. L’espressione di ¢, assume una forma note-
vole quando la linea L, sia definita da equazioni parametriche:

(3) = wx(u, §); Y=y, i

Il parametro ¢ (che variera da # a #) & il parametro inferno o statico
entro L,, mentre # & parametro eslerno o dinamico, che determina il movi-
mento della linea.

Nelle formule precedenti la x era considerata funzione di u, y e la y
funzione di u, %, ciod

(6) w=ﬂmw,y=d%@

. e 3y,
e da queste si ottenevano 0’ 3w

Supposto d’aver determinate le (6), esse risulteranno soddisfatte identicamente
sostituendovi x, ¥y con le (5): derivando, poi, le (6) e indicando con accenti
le derivate parziali dedotte dalle (5), avremo — nell’ipotesi che tutte le. funzioni
considerate siano regolari con le loro derivate —

le quali, ora, dovranno esprimersi in ¢

= of W, " M,
L J4+2
, P 3
Ty = —f?/t Y= 5'%“5':

Dalle prime due e dalle altre due si ottiene rispettivamente

2
é?f; Iu yl ?I’u — tJu,t(w; y}

, 1
ylu y,zwu—- r' Ju,t(m, :l/)

(J = determinante Jacobiano). Sostituendo queste derivate parziali a g_a_a e ;::

Annali di Matematica 50
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la prima delle (3}, o la seconda, o la (4) — perché la regolarith delle funzioni
implica sezioni estreme nulle nell'area - conducono alla semplice formula

b
6) ou = f T e, g)di
to

la quale perd — non si dimentichi — esige funzioni tutte regolari.

11.1. P. es., non serve se L, & il quadrato di vertici (0, O)(u, O)u, )0, u):
in questo caso si deve ricorrere alla (2) o alla (2),. Notando che y si spezza
in g, = 0 percorrendo Passe » e y, = u sul lato opposto del quadrato, risulta

dalla (2):
a, =0, a=u, My = H, My = U
0

/%dw=2u.

— u""?/o
Py = U1 u-O-——-[-a—u-dx— o
0

Infatti 4, =u* e ¢, = 4',,. )
1L.2. La (6) & applicabile, invece, all’ellisse
(5), ©=awu cost, y=>bu sent, [0={<2n].

Poichd Jy, fx, y} = abu, si ottiene (d’accordo con n° 7.1)
an
Py = [ abudt = 2rabu .
a

11.8. Le ellissi ora considerate sono linee coordinate in un sistema rego-
lare di coordinate u, ¢ definite dalle (5),. La (6), perd, vale anche se questa
condizione non & soddisfatta: basta (come 8’8 detto) che le funzioni (5) siano
regolari — P. es,, le linee date dalle
(5)2 x=u(l +cost), y=u(l+seni), [0<{=2x]
sono cerchi di centro (u, u) e raggio u, i quali possono incontrarsi, e quindi
non formano un sistema di linee coordinate: tuttavia, essendo regolarile (5);,

risulta
2

Ju, 2, y) = u(l 4 sen ¢ + cos ¥), ¢, = /Ju, {x, y)dt = 2zu,
o

e ¢, & appunto la derivata dell’area = u* del cerchio corrispondente ad w.

Spazlo.

12. Quanto precede ha sopratutto lo scopo di preparare la trattazione
relativa ad una superficie di probabilita; & questa, anzi, che ha dato origine
al problema. Se 1’ equazione # = flx, y) & definita in un campo U del piano
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x, 4, la probabilitd di ottenere un punto dell’area 4 (contenuta in U) di con-
torno L ¢ data dal volume V sull’area 4 (fino alla superficie), cio® racchiuso
dal cilindro C (parallelo a #) condotto per il contorno L; ponendo L, e quindi
V e C, funzioni di un parametro u, passando da u, ad u, il volume passera
da Viuo) a V(u.); e una funzione ¢,(u) che, integrata da u, ad u,, fornisca la
differenza V(u,) — Viu,), sard il flusso di volume atiraverso il cilindro C,.
Se V, & dotata di derivata, questa potrd assumersi come ¢,(u). Il detto flusso
s’interpreterd, poi, come flusso o demsita di probabilit attraverso C,, o, anche,
atiraverso la linea L,; e inftegrato da u, od u,, esprimerd la differemza fra le
probabilith di eadere entro L{u,) ed entro L(u,).

Se L, & un arco aperto, si ritornerd ad una linea chiusa con il procedi-
mento esposto al n° 5.1; in corrispondenza a cid, alla falda cilindrica sull’arco
I, si viene a sostituire un cilindro chiuso.

K chiaro che, se z(x, y) =1, le probabilita (volumi) sono espresse sempli-
cemente da aree contenute in U; onde si ritorna ai flussi d’area considerati
nella trattazione relativa al.piano.

13. Per passare alle formule, basterd riprendere il procedimento di n. 9,
intendendo ora per sezione S(u, y) quella determinata nel volume V(u) dal
piano y — costante; avremo, cosi

b X
v = [ S, g)dy, S, 9) = | sfe, g,
b xo

0

Dette S,, S; le sezioni in b,, b,, la derivata sard

by

1
V() = Sib, — Sgby - / {z(wl, 9) %‘% — oo, ¥) %%}dy,

b()

e su di essa influisce la variabilitdh del contorno L,. Dungue
’ ; @m
] Pult) = Sibs — Sby’ + / o, 1) 22 ay.
L

L’ integrale & curvilineo e il punto (x, y) segue il contorno L,.
Operando per sezioni T{u, ®) con piani normali all’asse @, si ha analogamente

7 ’ ' a?/
(7). oult) = Ty — Toas — [ s, 9) 32 dr.
L

Le (7) e (7), si possono, poi, combinare, come s’& detto al n. 9.

Annali di Matematica 50+
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Se i primi due termini hanno somma nulla (p. es. se le sezioni esireme
si annullano), resta semplicemente

_ dx _ 3y
® v = [, 0 Smdy = — [en, ) 3L do
L L
e anche
1 2 2y
9 — ¢ L)
) Pu=1p Hau v d“")'
L

14. Introducendo i coseni direttori della normale esterna ad L, (V. n. 10),
si seriverd anche

1 d 9
(9 Pu =g [z(a—u cos xn 5% cos yn) ds = [m,.ds
1 L

dove ®, & la componente sulla normale esterna del vettore » di componenti
1 ¢ 1 &
é 2 53} ) Q -4 é;l .

Anche ora, dunque, ¢, é espressa da un integrale curvilineo, o dal flusso
di un wvetlore atlraverso L.

Un cambiamento di parametro conduce poi — come si & ripetutamente
detto — a un cambiamento di flusso (%).

l;i. Equazioni parametriche. Definendo la L, con equazioni parametriche
(regolari), le espressioni trovate a n. 11 dovranno essere sostituite, ora, nelle
(8) o (9): si otterrd, cosl, la formula semplice

21

(10) v = [ ot 9o, it

)

valida se le equazioni parametriche sono regolari, anche se le linee L, non
possano considerarsi linee coordinate (V. n. 11.3).

®) G. MuLrg (lav. citato) trova ‘che quandoe sui punti di I & 2 ==costante == 2,, la den-
sith su L & costantemente 2,, ciod indipendente dal parametro che sposta L e dalla
forma delle linee prossime ad L. Questo risultato — pur interessante — 3 perd collegato
al modo particolare di calcolare un limite (si considera la regione, di forma speciale, rac-
chiusa tra le curve y==Aig(w), y= — A¢(x) e si fa tendere A a zero). Si noti, anche, che se
z:==costante =2, e la lunghezza di L & 1, sarebbe 2, la superficie laterale del cilindro
costitnito dalle z su L, e quindi coinciderebbe con la densitd; e cid anche se lungo la L
non fosse soddisfatta la condizione dimostrata da P. Pacnr (lav. citato) per la coincidenza
fra densitd e sezione cilindrica.
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11 caso di n. 11.1 condurrebbe, ora, ad usare le (7), (7)., oppure a calcolare
direttamente un volaume.

15.1 Si ponga (superficie normale di probabilita)

P }- e— (197
T
e si consideri il quadrato di vertici (0, 0}, (u, 0), (u, u), (0, u): al variar di u,
& chiaro che il.suo perimetro non descrive un sistema regolare di linee
coordinate. Possiamo, perd, calcolare facilmente il volume sul quadrato e, per
derivazione, il flusso attraverso il perimetro:

w . ”
Vi) = ?i( [ e“’”’dW) y Pult)) = gewﬁ [ e~ dee .

o 0

16. I flussi ora considerati sono determinati da volumi particolari, e
precisamente da cilindri compresi fra il piano x, y e la superficie di proba-
bilita (n. 12); come a n. 2, possiamo generalizzare, considerare una superficie 2
contorno di un volume V, far dipendere £ — e quindi ¥ — da un parametro u
e formare la derivata (se esiste) di V(u): questa sard il flusso ¢,(u) di volume
attraverso I, e dipenderd dalla deformazione che # imprime a Z(u). Cambiando
parametro, varrd la (1) se u & funzione del nuovo parametro. Anche il segno
di 9, ha un significato. Al caso ora defto eci si riduce se £ & una zona
superficiale che non racchiude un volume : basta completarla con la posizione
iniziale Z(u,} e con la zona superficiale (tubolare) descritta dal contorno di Z(u,) ;
in analogia, cio®, con il procedimento applicato al n. 5.1.

Se V(u) varia in una regione U di volume 1 e se rappresenta la proba-
bilita di ottenere un punto di V(u), la ¢,(u) assume il significato di densiti
o flusso di probabilita sulla superficie = contorno di V.

16.1. Ai casi semplici ricordati al n. 8 corrispondono, ora, casi analoghi.
I} volume descritto da un’area piana A(x), perpendicolare ad un asse (asse x)
nel punto x, & I'integrale di A(x)dx, onde I’area stessa rappresenta il flusso
(rispetto ad «). Una zona di superficie sferica di centro O (fisso), raggio r
variabile e area A(r) funzione di r, genera un volume misurato dall’integrale
di A(r)dr:: percid I’area A(r) esprime anche il flusso di volume (rispetto ad
r). B se la zona abbraccia I’intera superficie sferica, il flusso sara la super-
ficie totale (che & appunto derivata, rispetto ad », del volume).

17. Per avere ¢, direttamente, partiremo ora da
< % &y
Vi) = [ S, 9ds, Stu, ) = [ U, 2, 9y, o, 2, 9) = [

Yo @y



398  C. BonrerroNi: La densite di probubilité come flusso di probabilitd

dove S(u, 2) & la sezione (piana) nel volume per #z costante e l(u, 2, 9) & la
sezione (lineare) di questa sezione a y costante. La 2z nel volume varia da
¢ a ¢, la y nella S(u, 2) da y, a g,, 1a = nella sezione lineare da x, a ;.
Dette S,, S; le sezioni estreme {in ¢,, ¢,), sara
[
(11) V() = Siol — Soos + [ o de
Qu

38 N
La % si forma come la A'(w) a n. 9, dipende anche dalle sezioni (lineari)
estreme [,, I, di S(u, 2) e dalle derivate di y,, %, e quindi — in generale —
non si presenta semplice. Permutando x, y, # si avrebbero altre cinque formule
equivalenti alla (11).

Se la superficie X & rappresentata da funzioni regolari, si annullano le
sezioni estreme e resta solo

Viuy = [[ ——dJ dz-—[{— dydz .

¢ enrv.

L’ ultimo integrale & superficiale, esteso a Z (perché il contorno dell’integrale
curvilineo descrive, variando #, la superficie Z). Pertanto, ¢, ¢ espressa da
un integrale superficiale. Con le formule analoghe, risulta

: (22 e = [ [ oo = [ [
(12) Qo) = / ] 5, Gyde = / [ 5y dede = | |5 dwdy .
Z i z

(8. Sostituendo dydz, dzdx, dxdy con cos (xn)ds, cos(yn)ds, cos (zn)ds (es-
sendo do I’ elomento superficiale ed # la normale alla saperficie rivolta verso
I’ esterno del volume) si potrd anche scrivere

(12), @l [——cos .cndc:[/—cos J%d@“‘[[a cos (zn)d

Queste formulé — che corrispondono alle « formule di GAUSS» — si possono
poi combinare in vario modo. P. es., sommandole se ne trae la formula
simmetrica

(13) Pulu) = 3 [/(é-{& cos xn - In cos yn - u coszn) do
Z

che corrisponde alla « formula di OSTROGRADSKI» (‘). Anche

(13 sult) = [ [ 0.5,

d

(4) V. G. Sansong, Lezioni di Analisi matematica, 2° Vol. (Padova, Cedam).
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esprimendo ¢, come flusso altraverso la superficie del vetlore o, di compo-
12 123y 1 3z
3’ 33u 8%u
relativi alle parti (V. n. 10.1 per I’analogia).

nenti . Diviga X in parti, il suno flusso & somma dei flussi

18.1. Consideriamo il cubo di centro (a, 8, v), lato 2u e spigoli paralleli
agli assi: la superficie ¥ del cubo non & regolare (analiticamente), le for-
mule (12} non sono applicabili, e quindi si ricorrera alla {11}. Si ha

Co=1—u, 6 =7Y+u Su, 2) = 4u’
28
JO“‘ﬁ“'u: yl—p"'%* u = Bu o
o= —u, ;=0 +u,  ¢u)=4u* —4u*(—1)+ [8udz = 24u®.
o

Infatti V(u) = 8u®, V'(u) = 24>

19. Equaczioni parametriohe. Quando X & definita dalle equazioni para-
mefriche
(14) x=x(u, s, t), y=ylu, s, I, z2=2u, s, i, [s, ¢ parametri interni)
occorre pensare (V. anche n. 11) di trarne @ = f(u, y, 2) per applicare, ad es.,
la prima delle (12). Sostituendo ad «, y, z i valori dati dalle (14) nella

x = f(u, y, 2), derivando poi rispetto ad u, s, ¢ e designando con accenti le
derivate dedotte dalle (14), si ottiene

o of f of,

T a—u ay ¥ + 3 W _c_f . Ju.s,t(ﬁ_y’ 2)
2 qu " Jody, 2
:x:,’ o f y‘ f ¢ lt{J? )
3y PR
. af _f . . . .
x, = 3J e zt [J = determinante Jacobiano].

Nella (12), poi, & dydz = J, {y, #)dsdf; di qui la semplice formula

(15) Pult) = [ /'Ju, Wil ¥, 2)dsdt

x
-

valida quando le funzioni (14) sono regolari anche se le superficie £, non
abbiano il carattere di superficie coordinate. (V. anche n. 15).

19.1. Come esempio, la X, corrisponda alle equazioni parametriche in a, §:

r=aucosavosP, y=>busenxcospP, #=cusenf;
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essa & un ellissoide di semiassi au, bu, cu ed & descritta dal punto (x, y, 2)

facendo variare « da 0 a 2%, ¢ B da — -é % fino a -+ —é'n. Si trova

Iy, 2, 8(, Y, 2) = abcu® cos B, p,(u)= [ [ abcu® cos § dudf = 4nabou®

e ¢,(#) & appunto la derivata del volume Vi{u) = g r abcu®. Questo volume —

se gid non lo si conoscesse — potrebbe ottencrsi integrande o, (u).

19.2. L’ellissoide pofeva rappresentarsi anche con le equazioni
x=apcose, y=bpsene, #=k cVu? — ¢

facendo variare p da 0 ad u, e « da O a 2n, Prendendo positivo il radicale,
si resfa nel semiellissoide a z> 0: si ha

— e —
Ju,p,2(% Y, 2) = abcu _—l_m ) [ [ Jdpdo = abcu - 27 - u .

B, questo, il flusso attraverso il semiellissoide a 2> 0. L’altro semiellissoide
da luogo, ovviamente, allo stesso flusso ; quindi, sommando, si ritrova 4nabcu®.

Estensione

20, Si consideri ora una funzione t(x, y, #) definita nella regione U di
spazio, il cui integrale triplo esteso ad un volume ¥V di U rappresenti la
probabilith che il punto cada in V. Nello spazio euclideo a 4 dimensioni
di assi o, y, 2, © resta definita 1’ ipersuperficie di probabilitd, di equazione
t =, ¥, 2); e la probabilita di V & data da un ipervolume W contenuto
in un ipercilindro parallelo all’asse t.

Per © = costante — 1 si ricade nel caso di n°® 16.

Ponendo V, e quindi C e W funzioni del parametro u, il flusso d’iper-
volume attraverso O, sard flusso o densildc di probabilita sulla superficie X,
che racchiude V,; e si otterra, nei casi semplici, come derivata di W, rispetlo
ad u.

Se la superficie 2, non racchiude un volumé, si potrd completarla nel

modo indicato al n° 16.

21. Quanto alle formole, bastera modificare quelle di n°® 17; avremo
(% E 23

%
W(u) = l Viu, z)dz, Viu, 2) = j S(u, 2, y)dy, Su, 2, y)= j (e, ¥, 2)dx

C Yo %o
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dove V, 8, © sono successive sezioni. La derivata W/(u) di luogo, in generale,
ad un’espressione non semplice, dovendo tener conto delle sezioni estreme;
se queste si annunllano, resta semplicemente (scambiando le variabili)

dx oy oz
(16) cpu{u)::’/-/t%dydz: [z/ta—udzdoc_—.j'/-c@dwdy,
3 2

Sommando, e dicendo da, n I'elemento superficiale e la normale esterna,

1 2z ) 3y gz_ . ) _
(16), Pultt) = 3j/ ‘t(a—u- cos xn 4 u cos yn + u cos zn lde ._j/ w,do
z

e quindi ¢, & flusso attraverso Z del vetfore w di componenti

22. B chiaro come si possa procedere nelle estensioni. In analogia a n° 16,
un volume variabile qualunque sard attraversato da un flusso d’ ipervolume.
E se una zona dell’ipersuperficie contorno di un’ipersfera di centro O e
raggio r, in uno spazio ad n dimensioni, varia in funzione di », il flusso
attraverso la zona — che poird esser flusso o densitd di probabilith — resta
espresso dalla misara della zona stessa. In particolare, tutta 1’ ipersuperficie
misura il flusso attraverso ad essa; e cid corrisponde al fatto che ipervolume
e ipersuperficie sono dati rispettivamente dalle seguenti formole (in cui 1’unita,
messa fra parentesi, interviene solo quando # & dispari):

1 #t) n—) 1 (1) n—(1)
—272 w2 M — 2T w2 g1
n il ’

=21

la seconda delle quali & derivata (rispetto ad #) della prima.

22.1. Le relazioni stabilite permettono, note le probabilitd (aree, volumi)
di determinare i flussi; e inversamente, noti questi, di calcolare le probabilita
(mediante integrazioni) (%)

(°) Integrando nell'intere campo di probabilith, si deve trovare la corrispondente pro-
babilita, eiod 1; e, in generale, integrando in una regione di probabilita nota, si deve ritro-
vare tale probabilits. Per questa via riesce talvolta agevole calcolare integrali di non semplice
struttura, come ha mostrato P. PAGNI nel lavoro citato (e in un altro di prossima pubblica-
zione nel «Giornale di Matematica finansiarias, Firenzs).
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23. Flussi o density d’ordine superiore. Nella curva di probabilitd y = flz)
Vintegrale semplice della flx) fornisce una probabilita (arvea) e flx) & derivata
prima di una probabilita; nella superficie di probabilith z = flx, y) la densitd
o flusso ¢,(u) sulla curva L, ha per integrale semplice una probabilitd (volume)
e ne & derivata prima; e cosl via per la densita su una superficie, ecc...;
per questo, la ¢,(u) pud dirsi flusso primo o densité prima (o d’ordine 1)
rapporto ad u.

In una superficie di probabilitd 2 = flx, y) anche la flx, y) & spesso chiamata
«densitd » di probabilitd nel punto (x, y); oceorre, perd, eseguire un integrale
doppio di fiz, y) per avere una probabilitd, e, conseguentemente, fla, ) &
derivata seconda mista rispetto a x e y della probabilitdh che il punto abbia
ascissa fra x, e x, e ordinata fra y, e y (fissati @y, #): quindi flz, y) pud
considerarsi densitd seconda o flusso secondo nel punto (r, y) rispetto ai para-
metri (coordinate) x e y. Ponendo «,y funzioni di altri parametri u, v, la
nuova density diviene

(17 Gu, oWty V) = (2, Y)Ju, +(®; Y)-

Piu in generale, se una linea L dello spazio & posta funzione di u, v, al
variare di % da u, costante ad u (con ¥ = costante == v,) la L descrive un’area
(in generale non nulla), e variando poi v da v, a v tale area genera un
volume V funzione di u, v: una funzione ¢, (%, v). il cui integrale doppio
corrispondente fornisca V, ., ciod sia (nei casi semplici) la derivata seconda
mista di V., ., esprimerd il flusso secondo o densitd seconda di volume (di pro-
babilita, in certi casi) sulla linea L, ,. Tale flusso dipenderd da u, v ciod
dal movimento che u, v imprimono alla linea. Se u, v vengono sostituiti con
altri parametri u,, v, che ne siano fanzioni, fra le due densitd seconde pas-
serd la relazione (17).

Quanto a t(x, ¥, #), il suo integrale {riplo da una probabilita; e, inversamente,
essa & (di solito) derivata ferza mista di un volume funzione di o, y, #; onde
appare come flusso o demsite tersa. E cosl via, si possono avere flussi d’ordine
maggiore passando a uno spazio di maggiore dimensione.

24. In conclusione, il concetio e la misura della «densitd di probabilita»
si presentano, date le usuali rappresentazioni geometriche di un campo di
probabilita, strettamente collegati al movimento di un’area, o volume, o iper-
volume e al corrispondente flusso (che & anche flusso di un corrispondente
vettore) attraverso una 'linea, una superficie, un volume, ecc. Per questo
sembra pilt espressiva (come abbiamo detto al n° 3) la denominazione di flusso
di probabilita, che richiama appunto I’idea del movimento.




