
La densith di probabilit~t come flusso di probabilit~t. 

Memoria di CARLO BO~F~.RRO~ (a ]~irenze) 

A Giovanni 8ansone nel sue 70me compleanno. 

Santo. - Definite it flnsso d'area at~raverso una linea, di volume at~raverso una superficie, 
etc..., vie,is definita per analogia - -  riferendosi all'ordi¢taria rappresenta~ione geometriea 
di un camps di probabilit~ --  la densit~ di probabilit~ come fl~sso di probabilit&, dan. 
dons I'espression¢ come fiusso di un vettor¢ attraverso una linea, o una superfl¢ie~ ¢c¢.., 
seconds Is dimensioni del camps di probabilitY. 

Data la curva  di probabilit~t def ini ta  dal la  funzione (limitata} y - - f ( ~ )  
sull '  intervallo l ineare a -  b, la probabilit~t di un punto  d' ascissa ~ b nulia,  
mentre  f(x} ~ considerata  - -  in analogia a noti  concerti  f i s i c i -  come densit& 
di probabilit~ nel punts ~. 

Passando ad una  superf ie ie  di probabilit~t, def ini ta  da z -  f(a~, y) sul  
camps  piano U, la f(w, y) ~ ancora eonsiderata  come densit~ di probabilitd 
nel punts  (~c, y), p u n t s  t h e  ha  probabili t~ nu l l a ;  era, perb, anche  la proba.  
biliti~ di cadere su una data  l inea L (arcs o l inea chiusa) di U ~ nul la  (si 
suppone  t he  L possa racehiuders i  in una  regions  d i  area a rb i t ra r iamente  
piccola, come avviene per  le comuni  linee), ends  serge il p roblema di def inire  
la densit& di probabilit~ sulla linea L. Tale densitSt viene d e t e r m i n a t a -  
anche senza met ter la  espl ic i tamente  in evidenza ~ nella  r icerca  della  legge 
di dis tr ibuzione di una  funzione di due o pih  variabil i  s tocastiche normal i  (~) ; 
in mode esplicito, invece, il problema ~ state recen temente  studiato da 
P. PAG~I, nel l ' ipotes i  che L sia l inea coordinata  in un  s is tema regolare di 
coordinate  curvi l inee (~). 

La  definizione che darb in  seguito presc inde  da tale eondizione, ma 
riporta, quando  sia verificata,  agli stessi r isul tat i  ; e, di pih, conduce a diverse 
e notevoli  espressioni  della densitk, le quali  ne precisano il carattere.  

(~) 1Tel ease di  combinazione l ineare,  la r ieerea ~ esposta in quasi tutt i  i t ra t ta t i  di  
Caleolo dells  probabilitSt o di  Stat is t ica matematica. V. auche E. V. HUNTINGTON~ J~tr~,snC~ 
dis'tribution of product and quotient, ~Annats of ~iath. Statistics >>~ June 1939, Univers i ty  of 
North Caroline (U. S. A.). 

{~) P.  PAG~I, L a  densit~ di probabilit4 lunge I¢ lines di un camps piano, Comunieaz. 
al l 'Ace.  Toscana (<La Colombaria>, Att i  e ~Iemorie, Firenze,  1955. V. anche G. MuL~, 
Osservazioni sulla densit4 di probabilit& lunge una linea~ Pubblicaz. de l l ' I s t ,  di Matem. 
finanziaria,  Universi th  di Geneva,  1957: studio she si r iferisce al precedents  e n e  conferma 
alcuni r isal tat i .  ~. questi  studi avr~ oecasione di r i fer i rmi  anehe in seguito. 
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Le considerazioni ehe esporrb si possono pot riferire, c o m ~  ovvio, anche 
a distr ibuzioni e densit~ di frequenza.  

1. Conviene analizzare anzitutto il signifieato di fix) nella curva C di 
probabil i tk  d 'equazione y -  f(x,) sul l ' in terval lo  a - - b .  Essa si presenta  come 
funzione ehe integrata da Xo ad xl esprime la probabilit& che ~ cada fra Xo e x~. 
Riferendosi  alla rappresentazione geometrica, si pub di re :  al variare di x, 
il segmento-ordina ta  in x (sino a C) deserive u n ' a r e a  (compresa ne l l ' a rea  
eorr ispondente a C), e la densiti~ f(w)~ una funzione che integrata da Xo ed x~ 
fornisee l 'area descritta dall 'ordinata quando ~ varia da xo ad x~. Conside- 
riamo, ora, l ' a r e a  A(0¢) sul l ' in terval lo  a - - w :  se questa  - -  come avviene net 
cast comuni - -  i~ funzione derivabile di ~ e ]a derivata ~ integrabile in senso 
ordinario, si pub assumere  per  fix) la derivata di A(w) rispetto ad x~ ed ese- 
guire integrali  ordinari.  

Siamo condotti, cosl, a eonsiderare nn segmento, la variabile a~ da cut 
dipende la sua posizione, l ' a rea  descri t ta  dal segmento e la derivata  di questa  
rispetto ad a~: ne segue spontanea la seguente estensione. 

2. Sia U una regiono piana d ' a r e a  1, e la probabili t~ d 'o t tenere  un 
punto di U appar tenente  ad una  sua regione d ' a r ea  R sia la stessa R {e 
quindi  sia n u l l a  la probabili th di cadere su una data l inea L) :  se, facendo 
dipendere L da un parametro  u, al var iar  di questo da uo ad ul la Lu 
descr ive una regione, una funzione ~u) the integrata da uo ad ul esprima 
la probabilit~ di cadere nella regione, sara la densit~ di probabilith su Lu.  
Caleolaudo 1 'area A(u) della regione a part ire  da Uo {fissato) fino ad u, 
la densit~ sar~ anche (d'ordinario) la derivata di A(u) rispetto ad u. I1 segno 
della der ivata  h a  un significato, e sara chiarito anehe dal seguito. Risulta, 
pot, the  la densit~ dipende dal parameti'o u ehe determina Lu;  percib F indi- 
cherb con ~0u. Ponendo u- -u (v ) ,  con v nuovo parametro, sara 

du 
= d r "  

3. Possiamo trat tare  la quest ione in termini puramente  geometrici.  Un 
arco L, nel piano, ha area nulla, ma faeendolo variare  in funzione di un 
parametro  u deserive un~area funzione di u ;  alla funzione ¢Pu considerata  
daremo il nome di flusso di area attraverso ad L u. Percib,  inveee ehe 

densiti~ di probabili t~ >) dirb anche >> flusso di probabiliti~ >) : e questa  denomi- 
nazione appare,  anzi, p ie  approloriata~ in quanto la << densit~ >> r iehiama un 
concerto statico, mentre  il (( flusso ~> ~ un concerto dinamico, t he  tien conto 
- -  come dev 'essere  - -  del movimento impresso alia linea. 

Se Lu si mantiene su una l inea fissa, il flusso ~ nullo. 
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Quanto ad u, potrebbe essere il tempo : allora ~u diviene una velocit~ d' area. 

4. La questione, cosi trasformata, si presenta  anehe sulla retta. Un punto P 
di essa ha lunghezza nulla, ma, ponendolo funzione di u, deserive un segmento 
di lunghezza l~: e la suddetta funzione ~ ( u )  tche, integrata, dk l~, ed 
anche, d' ordinario, la del{ivata di l~,) sar~t il flusso di lunghezza attraverso al 
punto P,, .  Questo flusso diviene la velocil6 ( l ineare)quando u sia il tempo t. 
Oambiando la misura  del tempo, cambier'~ la misura della veloeiti~ di P. 

5. Consideriamo nel piano una l inea chiusa L{u) dipendente da u, e sia 
definita l ' a rea  A{u) di cui L(u) b contorno:  al var iare  di u da uo ad ul non 
sempre resta definita l'area comp/esa fra LIuo) ed L(ul}: si effettui, p. es., 
una  traslazione di L(u). Pereib definiremo il flusso d ' a r e a  riferendoei,  pifi in 
generale,  alla di#erenza delle a r e e  A ; eio~ : una funzione opt(u) che, integrata da 
Uo ad ul fornisca la differenza A(u~) --  A{uo) delle aree racchiuse da L(uo) ed L(u~), 
sara il flusso d'area attraverso ad L(u); e ,  d 'ordinario,  si potr~ assumere 
la derivata di A(u). 

I1 segno di ~u dice, dunque,  se l ' a rea  raechiusa aumenta  o diminuisee 
al erescer  di u. 

Quando l ' a r ea  raeehiusa  rappresenta  una probabilitY, la ~u acquista  il 
signifieato di flusso o densit~ di probabilit& 

5.1. Se la l inea Lu ~ un arco aperto, ci r iporteremo al caso di l inea chiusa 
nel seguente modo. Osserveremo ehe, variando u da Uo ad u, gli estremi PoQo 
del l 'a rco L(uo) si sposteranno su due linee determinate,  percorrendone due 
arehi  PoP, QoQ: per area descri t ta da L,, intenderemo la variazione di area 
del quadri la tero eurvil ineo ehiuso (PoPQQoPo). In  esso i lati PoQo, PoP, QoQ 
non d~nno flusso d' area (iI primo b invariabile e gli altri due restano su 
una linea), sicehb il flusso attraverso al quadri latero si" r iduce a quello 
attraverso PQ. Oeeorre, naturalmente,  stabilire che eosa s ' in tende per area 
contornata dal quadri latero suddetto. ~ questo, appunto, il procedimento 
applicato (in condizioni partieolari) all' ordinata in una curva di probabiliti~ (n. 1). 

5.2. Se la linea chiusa LIu) si sposta in modo da ]asciare invariata l ' a rea ,  
il flu~so at traverso L(u) r isulta nullo. Pe r  chiarire  questo fatto, si consideri 
il cerchio di eentro Ix, 0) e raggio 1, variabile con x, ma di area costante, 
e quindi a flusso hullo;  quando x passa da xo ad x~> xo, il semicerchio 
che si proietta sul tratto ~CoXl dfi luogo ad un flusso di area the  entra nel 
cerchio, mentre  per l 'a l t ro  semicerchio l ' a rea  esce dal cerchio;  i due flussi, 
manifestamente  eguali in valore assoluto, s ' in tenderanno presi con segno con. 
trario, onde la loro somma (a lgebr iea)dar~ il flusso totale nullo. Oeeorre, 
dunque,  poter dist inguere fra regione esterna ed interna ad Lu.  Troveremo, 
in seguito, alcune formule basate su tale distinzione; dalle quali~ pifi in 
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generale,  r isul terk ehe, divisa L(u) in parti, il flusso at traverso L(u) ~ somma 
dei flussi at traverso alle parti.  

6. Quanto precede pub applicarsi  anche sulla retta. Dato un segmento 
liu) di essa, il flusso di lunghezza at traverso ad esso sark Ia derivata l'(u) 
rispetto ad u ;  ma se xo, xl sono le ascisse degli estremi Po, /)~ di l(u), 
b l ' ( u ) - - x ~ ' - - x o ' ,  differenza dei flussi at traverso OPo, OPt .  Essendo fissa 
l 'or igine 0 delle aseisse, questi sono anche flussi su Po, /)1: dunque il flusso 
di lunghezza attraverso u n  segmento ~ dilTerenza dei f lussi attraverso i suoi 
estremi. Se questi  flussi sono positivi, quello di P~ testa positivo perehb 
corrisponde a lunghezza che  eutra nel segmento, mentre  quello di Po viene 
sottratto perehb da Po es~e lunghezza. 

6.1. Date sulla ret ta  un seo~mento U di lunghezza 1, la lunghezza del 
segmenio PoPz, contenuto in U, sia anche probabilit~ ehe un punto appar- 
tenga a PoP~: il flusso di lunghezza, variando t)oP1, s'interpreter/~ come 
flusso o densi tb  di  probabili t~ agIi estremi del segmento (complessivamente). 

7. Come esempio di flusso d 'a rea ,  consideriamo un sistema di cerehi  di 
centro 0(0, 0) e raggio Va2-b u, dipendente  dal parametro  u :  sar/~ 

dA~, 
Au(u ) --- u(a 2 -~ u), ~(u)  --  d--u- : 1:. 

Se il raggio b a v  (parametro v), avremo invece 

d A ,  
A~(v) - -  ~a~v ~, ~ (v )  - -  -dv-  : 2ua2v" 

Si verifica 1 a (1), tenendo conto che u = a"-(v ~ -  1). l:'oichb i due parametr i  
sono legati da una relazione, i due sistemi di linee parametr iche  eoineidono 

(cerchi concentrici).  

7.1. Sia dato, ora, un sistema eli ellissi di semiassi Va 2 -{- u, Vb 2 -~ u con 

a > b : risulter~t 
1 a 2 ~ b 2 ~ 2u 

A~,(u) - -  ~:V~-+-uVb ~ -k u, %Au) --  2 ~ Va ~ "4- u V ~  A-" u 

Se, invec% i semiassi sono av~ by, avremo 

Av(v) : =abv ~, ¢~(v) - -  2~:abv. 

~ o n  sussiste, ora, la relazione (1) fra i due flussi, perchb v non ~ funzione 
di u (a causa di a 4 = b). In  eorrispondenza a cib, le linee parametr iche  rispetto 
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ad u (ellissi eoneen~riehe e eonfoeali) sono diverse dalle parametr iehe in v 
(ellissi coneentr iehe ma non eonfocali), t ranne quelle per  u ~ 0, v - - 1 .  

8. Quando un segmento varia perpendieolarmente  ad un a s se  (asse x), lo 
si ponga funzione dell '  aseissa eomune ai suoi punti, e sia l(x) : 1' area deseri t ta  

l ' in tegra le  di l(x)dx e quindi l(x) ~ anche flusso d ' a rea  : ~, questo il case 
de l l 'o rd ina ta  f(x.) nella eurva di probabiliti~ (n. 1). 

Analogamente,  se an  arco di cerehio ha raggio variabile r, centro fisso 0 
e lunghezza l(r) funzione di r, l' elemento d ' a rea  ~ l(r)dr, onde l(r) ~ anehe 
flusso d ' a r e a :  in tal caso, dunque,  i l  f lusso at traverso l 'arco coincide con la 
lunqhezza  dell' arco. 

Se si considera l ' in~era eireonferenza di raggio r, il flusso d ' a rea  per  
essa (che pub divenire flusso di probabilitk) al var iar  di r ~ la eireonferenza 
stessa (d 'accordo col fatto ehe 27:r i~ der ivata  da l l ' a rea  ur2). 

8.1. Si eonsideri, ad es., l ' a reo  di centro (0, 0) e raggio r compreso 
fra la eurva y - - f  (x) (simmetrica rispetto a l l ' asse  y, useente dall 'origine,  
creseente per w > 0) nel 1 ° e 2 ° quadran te :  eomputando l ' a r ea  a part ire da 
r - -  0 e dieendo a~, y le coordinate d e w  estremo, dell '  arco che ha w > 0, avremo 

~(r) - -  l(r) - -  2r are sen -- 

x 

1 rl(r) -]- x,y - -  2 / y ( t ) d t .  A(r) = fi 

o 

Notando che y = Vr  2 - -  ~ ,  si verif iea faci lmente ehe A'(r) - -  l(r). 

9. II flusso si determina eonoseendo l ' a r ea ;  ma sieeome questa  interessa 
solo al fine di formarne la derivata, ~ desiderabile di po~er giungere a tale 
derivata  diret tamente.  Supposta  ehiusa e sempliee la Lu,  ealeoleremo l ' a r ea  
A(u) integrandone la sezione (segmento) l(u, y) per  y eos tante, e avremo 
IV. figura) 

Y 
bo 

Y 
II bl 

/ - / = -  
. . . . ,  T_~_ l ~u~ y) 

x,o 
l l ! 

I ! , i 
~ o  X o  X l  0 
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d a y ) ,  e bo, b: 
sezioni in bo, 
di A(u) sarh 

dove  xo, x~ sono le asc isse  dei  punt i  di L~, d ' o r d i u a t a  y (dipendent i  da  u e 
min ima  e mass ima  o rd ina ta  (funzioni di u). Det te  lo, l~ le 

b~ (e suppos t e  es is tent i  le de r iva te  considerate) ,  la de r iva ta  

bl 

• ! ! q  

bo 
cio6 

(2) ~ -- l~b~' --  lobo' q-. ~ t  dy 
L 

dove l ' u l t i m o  in tegra le  6 curvi l ineo,  esteso al contorno L de l l ' a rea .  Questa  
6 anche  e sp res sa  da l l ' i n t eg ra l e  curv i l ineo  di xdy;  e la (2) ne de t e rmina  la 
de r iva ta  tenendo conto del  var ia r  di L. Se i pr imi  due  te rmini  hanno somma  
nu l la  (p. es. se lo : 11--0) ,  resteri~ solo l ' i n t eg ra le .  

S c a m b i a u d o  x con y, dicendo re(u, x) la sezione ad x cos tan te  (~c varia- 
bi le  da ao ad a~) e r i eordando  la soli ta convenzione  sul segno d e l l ' a r e a  eireuitata,,  
si avrtt la fo rmula  ana loga  (too, m~ sezioni es t reme)  

(2)~ +,u -- m~a~'-- moao' -- f ~u dx.  
L 

Molt ip l ieando (2) e (2)~ per  )., l~ (costant i  di somma  1) e sommando,  si otter- 
ranno  a l t re  espress ion i  {per es. pe r  X- "  ~-- -1 /2) .  

Ta lvo l t a  la q~u 6 da ta  s emp l i cemen te  (come s'6 detto) da  

(3) 

o, pe r  ). - -  ~ - -  1/2, da  

(4) 

3~ 3y 

L L 

~ u - "  ~ ~-~ d y - -  ~u " 

L 

Conc ludendo :  ~u pub esprimersi medianle un inlegrale curvilineo. 

10. Ques to  in tegra le  6 susce t t ib i l e  - -  corn '6 noto - di un ' in~erpre taz ione  
vet tor ia le .  Or ien tando  la normale  n a d  L in (w, y) verso l ' es te rno  ed a s s u m e n d o  
posi t ivo l ' e lemento  ds d ' a r c o  per  L Ic i rcu i tando l ' a rea  nel  senso positivo), la 
(4) equ iva le  al la  

(4)~ ~ 2 j \ ~ u  cos xn-}- ~u ~y cos yn ds -- o),,ds 
L 
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indieando con (o,, la componente sulla normale esterna del vettore ~o di 

componenti  2 - $~ 1 ~y Pertanto:  ~u ~ il flusso del vettore ~ attraverso la 
~-u' 2 ~u" 

linen Lu. 
La denominazione di ~flusso,, data a cp. riesee cosl ulteriormente giustificata. 

10.1. So intendiamo per flusso attraverso un arco di Lu il suddetto inte- 
grale esteso solo all'arco, risulter~ che, divisa Lu in patti,  il flusso su Lu 
somma dei flussi sulle parti  (come s'i~ detto al n ° 5.2). 

11. Equazioni parametriche. L'espressione di cp= assume una forma note. 
vole qaando la linen L ,  sia definita da equazioni parametriehe:  

(5) = t);  y = y(u, t). 

II parametro t (ehe varier~ da to a tl)i~ il parametro interne o statieo 
entre Lu, mentre u 6 parametro esterno o dinamico, che determina il movi- 
mento della linen. 

Nelle formule precedenti  la z era considerata funzione di u, y e l a y  
funzione di u, x, ciob 

(6 )  z = f(u, y), y = g(u, ~) 

e da queste si ottenevano S--u, ~--~; le quali, era, dovranno esprimersi in t. 

Supposto d'aver determinate le (6), esse risulteranno soddisfatte identieamente 
sostituendovi ~, y con le (5): derivando, pot, le (6) e indicando con accenti 
l e  derivate parziali dedotte dalle (5), avremo - -  nell 'ipotesi che tutte le  funzioni 
considerate siano regolari con le lore d e r i v a t e - -  

, ¢3f S f . ,  

~f  Y't y't= 

Dalle prime due e dalle altre due si ottiene rispettivamente 

- - a - ,  - 

( J - -  determinante Jaeobiano). Sostituendo queste derivate parziali a ~-~ e ~--~, 

Annali di Matematica 50 
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la pr ima delle {3), o la seconds, o la (4} - -  perch~ la regolaritk delle funzioai 
implica sezioni estreme nulle  hell 'area - -  condueono alla semplice formula  

tt 
f 

(6) y) d t  
J 

to 

la quale perb - -  non si d iment ichi  - -  esige funzioni tutte regolari.  

l l .1 .  P. es., non serve so L u  ~ il quadrate  di vertici I0, 0)(u, 0~(u, u)[0, u): 
in questo case si dove r icorrere  alla (2 t o alla (2)1. Notando the  y si spezza 
in Yo = 0 pereorrendo l 'asse ~ e y ~ -  u sul late opposto del quadrate,  r isulta 
dalla (2): 

a o  - -  0 ,  a l  - -  ~ m e  - "  u~ r ~ l  - -  u 

0 

~u = u "  l - -  u ' O - -  ] ~ u  d ° e - -  . .  ~ 

0 ~ 

Infat t i  A u  = u ~ e ¢p,~ - "  A'~,. 

11.2. La (6) ~ applicabile, inveee, al l 'el l isse 

(5)1 x - -  a u  cos t, y ----- bu sen t, [0 < t <_ 2~]. 

Poieh~ Ju, dx ,  y ) - - a b u ,  si ottiene (d'aecordo con n ° 7.1) 
2rc 

t a b u d t  - -  2 u a b u  . ?u 
/ 

0 

11.8. Le ellissi e ra  considerate sono linee coordinate in un sistema rego- 
late di coordinate u, t definite dalle (5)1. La (6), perb, v a l e  anche se questa 
condizione non ~ soddisfatta:  basra tcome s'i~ detto) c h e l e  funzioni (5) siano 
regolari  - -  P. es., le linee date dalle 

(5)~ x --  u(1 + cos t), y = u(1 + sen t), [0 _< t --< 27:] 

seno cerchi  di centre  (u, u) e raggie u, i quali possono incontrarsi,  e quindi 
non formano un sistema di linee coordinate:  tuttavia, essendo regolari le (5)~. 

r isul ta  
2;g 

Ju, ~(x, y) -" u(1 + Men t + cos t), q0u --- / J~, t(gg, y ) d t  2 ~ u  , 
! 

0 

e q0~, ~ appunto la derivata dell 'area r: u ~ del cerchio corrispondente ad u. 

Spazio. 
12. Quanto precede ha s o p r a t u t t o  lo scope di preparare  la trattazione 

relat iva ad una superficie di probabilitY; ~ questa, anzi, che ha date origine 
al problems. Se l 'equazione ~ -  f ( z ,  y) ~ definita in un campo U del piano 
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w, y, la probabilit~ di ot tenere un punto dell' urea A (eontenuta in U) di con- 
tome  L ~ data dal volume V sull 'area A (fine alla superficie), cio6 raechiuso 
dal cilindro C (parallelo a z) eondotto per il contorno L; ponendo L, e quindi 
V e C, funzioni di un parametro  u, passaado da Uo ad ul il volume passer~t 
da V(uo) a Y(u~); e una funzione ~u(u) ehe, integeata da uo ad u l ,  fornisca la 
differenza V ( u l ) -  V(uo), sar/~ il fli~sso di volume attraverso il eilindro Ca. 
Se Vu ~ dotata di derivata, questa potr/~ assumersi  come ~u(u). Il detto flusso 
s ' interpreterh,  poi, come flusso o densit4 di probabilit~ attraverso Ca, o, anche 
attraverso Ia linea L~; e integrate da Uo od u~, esprimer~ la differen-za fra le 
pr0babilit/~ di cadere entre  L(uo) ed entre L(u~): 

Se Lu i~ un arco aperto, si ritorner'~ ad una linea chiusa con il proeedi- 
mento esposto al n ° 5.1; in corrispondenza a cib, alla falda eil indriea sull 'arco 
Lu si viene a sostituire un cilindro chiuso. 

ehiaro ehe, se z(x, y ) - - 1 ,  le probabilitk (volumi) sono espresse sempli. 
cemente da aree contenute in U; onde si r i torna ai flussi d ' u rea  eonsiderati  
nella trattazione relat iva al .piano.  

13. Per  passare alle formule, basterh r iprendere  il procedimento di n. 9, 
intendendo era per sezione S(u, y) quel!a determinata  nel volume V(u) .~al 
piano y = costante ; avremo, cosi 

v(u) = y)dy, S(u,  y )ax .  

b o ~Co 

Dette So, St te sezioni in be, bl, la derivata  sarh 

b! 

v'(u) = 8 b1' - -  &be' + y) - -   (Xo, y) ) u  ]ay , 
b(i 

e su di essa inftuisce la variabilit'~ del contorno L u. Dunque  

(7) 
f ~x 

~(u)  -- Slbl ' --  Sobo' -{- z(x, y) -~ dy .  
L 

L' in tegra le  ~ curvilineo e il punto (x, y) segue il contorno Lu.  
0perando per sezioni T(u, x) con piani normali all 'asse x, si ha analogamente 

f ~Y d~ .  %,(u) = Tlal' - Toao' --  z(x, y) 
L 

Le (7) e (7)1 si possono, poi, combinare, come s'~ detto al n. 9. 

Annal i  di Matemat ica  50 ~ 
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Se i primi due termini  hanno somma nul la  (p. es. se le sezioni estreme 
si annullano), resta semplicemente  

L 

e anche 

f ~y 
= -  

A 

1 f l~x d ~Y ) 
O) . 

L 

14. In t rodueendo i eoseni direttori  della normale esterna ad Lu (V. n. 10),. 
si seriverh anche 

19h cfu = 2 ] ~.Su. cos x,n -I- ~-~ cos yn ds = o),,ds 
L L 

dove (o,, 6 la componente sulla normaie es terna del vettore co di eomponenti  

1 ~x 1 ~y 

&nehe ora, ddnque,  ~u e espressa da un  integrale curvilineo, o dal flusso 
di un vettore attraverso L. 

Un cambiamento di parametro  conduce poi - -  come si ~ r ipetutamente  
detto - -  a un eambiamento di flusso (a). 

15. Equazioni parametriche. Definendo la L ,  con equazioni parame~riche 
(regolari), le espressioni trovate a n. 11 dovranno essere sostituite, era,  nelle 
(8) o (9): si otterr'~, cosi, la formula  semplice 

( l o )  ~u -" f z(x, y)J~,t(x, y)dt 
t4) 

valida se le equazioni paramet r iche  sono regolari, anche se le linee Lu non 
possano considerarsi  l inee coordinate (V. n. 11.3). 

(3) (]% ±~ULg (laY. oitato) t rova  'che quando  sui punt l  di L ~ z---~ costante--~ ~0, la den.  
sith su L ~ eos tan temente  z o, cio~ ind ipenden te  dal  paramet ro  che sposta /~ e dal la  
fo rma  del le  l inee  pross ime ad 15. Questo r isul ta to  - -  pu r  in te ressante  - -  ~ perb collegat~ 
al mode par~icolare di ealcolare  un  l imite  (st cons idera  la  regione,  di forma speciale~ rae- 
ehiusa  t ra  le cu rve  y ~ kcp(x)~ y ~ -  kq~(x) e si fa t eadere  ), a zero). S i  noti, anche, ehe se 
z-----eostante-~z0 e la lunghezza  di /~ ~ 1~ sarebbe z0 la superf ic ie  la terale  del cilind.ro 
eostituito dal le  z su L, e quindi  co inc iderebbe  con la densitY; e cib anche se lunge  la 15 
non fosse soddisfat ta  la condizione d imost ra ta  da  P.  PAGNI (lay. citato) per  ]a coincidenza 

fra  densitit  e sezione ci l indrica.  
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I1 ease d in .  11.1 eondurrebbe,  era, ad usaro le (7), (7h, oppure a ealeolare  
diret tamente un volume. 

15.1 Si ponga (superficie normale di probabilitk) 

1 
z --- - e -(®~+y2) 

7~ 

e si eonsideri  il quadra te  di verfiei  (0, 0t, (u, 0), (u, u), (0, u) : al variar  di u, 
ehiaro t he  il . sue  perimetro non deserive un sistema regolare di l i ne r  

coordinate.  Possiamo, perb, ealeolare faci lmente il volume sul quadra te  e, per 
derivazione, il flusso at~raverso il per imet ro :  

$4 ~4 

V ( u ) =  e-~'d , %~[u) = - e  -~" e- '~'d~, 

o o 

16. I flussi ova considera~i sono determinat i  da volumi par~ieolari, o 
precisamente  da cilindri compresi  fra il piano ~, y e la superfieie di proba.  
bilit~ (n. 12) ; come a n. 2, possiamo generalizzare, eonsiderare una suPefficie ~, 
eontorno di un Volume V~ far dipendere E - -  e quindi V - -  da un parametro u 
e formate  la derivata (se esiste~ di V(u}: questa  sara il flusso ¢Pu(u) di Volume 
attraverso E, e dipenderi~ dalla deformazione the  u imprime a E(u). Gambiando 
parametro,  varrk la (1) s e u  ~ funzione del nuovo parametro. Anehe il segno 
di ~u ha un signifiea~o. A1 ease era  d etto ci si r iduee se E i~ una zona 
superf ieiale  che non racchiude un vo lume:  basra eompletar la  con la posizione 
iniziale V(uo) e con la zona superf iciale  (tubolare) descri t ta  dal contorno di ~(uo) ; 
in analogia, cio~, con il proeedimento applieato al n. 5.1. 

Se V(u) varia in una regione U di volume 1 e se rappresenta  la proba. 
bilitk di ottenere un punto di V[u), Ia %Au) assume il significato di densit& 
o flusso di probabilit~ sulla superf ie ie  v eontorno di V. 

16.1. hi  casi sempliei r ieordati  al n. 8 eorrispondono, era, casi analoghi. 
Il volume deseri t to da un ' a r ea  piana A{x), perpendieolare ad un asse (asse ~} 
nel punto x, ~ l ' in tegra le  di A(x)dx, onde l ' a r ea  stessa rappresenta  i l  flusso 
(rispetto ad x). Una zona di superf ic ie  sferica di centre 0 (fisso), raggio r 
variabile e area A(r} funzione di r, genera un volume misurato dal l ' integrale  
di A(r)dr:: pereib l ' a r ea  A{r) esprime anehe il flusso di volume {rispetto ad 
r). E so la zona abbraccia  l ' i n te ra  superficie s[erica, il flnsso sari~ la super.  
ficie totale (ehe ~ appunto derivata, r ispet to  ad r, del volume). 

17. Pe r  avere ~u diret tamente,  parf iremo era da 
cl  Yl  X l  

f / = "l(u, z, y)dy, z, y) V(u) = 8(u, . )d. ,  S(u, l(u, = 
co Yo 
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dove S(u, z) ~ l a  sezione (piana) nel volume per  z oostante e l(u, z, y) ~ la 
sezione {lineare) di questa sezione a y eostante. La z nel volume varia  da 
co a v~, l a y  nella S(u, z) da Yo a yl,  l a :v  nella sezione l ineare da xo a x~. 
Dette So, S~ le sezioni estreme (in Co, c~), sar~ 

vl 

aS  
(11) V'(u) - -  S~c~' - -  Soco' ~- / ~-U d~. 

co. 

as  
La ~u si forma come la A'(u) a n. 9, dipende anehe dalle sezioni (lineari) 

estreme lo, l~ di S(u, ~) e dalle derivate di Yo, Y~, e quindi - -  in generale  
non si presenta  sempliee. Pe rmutando  x,, y, z si avrebbero al tre einque formule 
equivalenti  alla (11). 

Se la superfieie ~ 6 rappresenta ta  da funzioni regolari, si annul lano le 
sezioni estreme e resta solo 

V'(u) - -  ~-~ dy dz ---- ~u dydz . 
co c u r v .  Z 

L'u l t imo integrale b superfieiale, esteso a Z (pereh~ il eontorno del l ' in tegrale  
eurvil ineo deserive, variando z, la superfieie Z). Pertanto,  %, d espressa da 
un integrale superficiale. Con le formule analoghe, r isulta 

dxdy 
! 

18. Sostituendo dydz, dzdx, dxdy con cos (~n)dz, cos(yn)d~, cos (zn)d~ (es- 
sonde da l ' e lemento  superfieiale ed n la normale alta superfieie rivolta verso 
l ' es teruo del volume) si potrk anehe serivere 

(12)1 ~ u ( u ) : / ' f  ~ "~ ' " f ( ~ eos (yn)d~ --  ~-~ cos (wn, aa : ff eos( n)d  
Queste formul~ - ehe eorrispondono alle (( formule di GAVss ~ - -  si possono 
poi eombinare in vario mode. P. es., sommandole se ne trae la formula 

s immetr iea  

(13) ¢pu(u) ---- 3 ] ] ( ~  eosxn  -[- ~-u cosyn  + ~-~ eoszn~ da 

che corrisponde alla (~ formula di OS~ROGRADSKI )> (4). Anche 

i -f (13h ~(u) = ~ , , ) , , a ~ ,  
/ 

(4) V. G. SA~SO~E, Lezioni di Analisi matematica, 2 e Vol. (Padova, Cedam). 



C. BONFERRONI: La densitd di probabilitd come flusso di probabititd 399 

esprimendo ¢~u come flusso attraverso la superfivie del vettore % di compo- 

nent( 31 ~Xsu, 31 ~u '  ~y 31 @u'~z Divisa Z in part(, il sue flusso b somma de( flussi 

relativi  alle part( (V. n. 10.1 per l 'analogia).  

18.1. Consideriamo il cube di centre (a, ~, y), late 2u e spigoli parallel( 
agli ass(: la superficie Z del cube non ~ rcgolare (analiticamente), le for- 
mule (12) non sono applieabili,  e quindi si r ieorrerh alla (11}. Si ha 

co = ~ - -  u, c~ : "( -F u, S(u ,  ~) = 4u ~ 

~S 
y o = ~ - - u ,  y , = ~ + u , ~ d  = S u  

¢1 
1 .  

wo = a - -  U, x,  -" ~ + u, ~(u) ---- 4U" - -  4U~( - 1) -{- [Sudz  - -  24u'. 
~o 

Infatt i  V(u) -" 8u ~, V'(u) -" 24u ~. 

19. Equazioni  parametriche.  Qaando Z ~ definita dalle equazioni para- 
metr iche 

(14) x--0~(u, s, t), y : y(u, s, t), z : z(u, s, t), Is, t parameir i  interni] 

oecorre pensare (V. anehe n. 11) di t rarne x : f(u,  y, z) per applicare, ad es., 
la prima delle (12~. Sostituendo ad w, y, z i valor( daft dalle (14) nella 
x - - f ( u ,  y, z), derivando poi rispett0 ad u, s, t e designando con accent( le 
derivate dedotte dalle (141, si ottiene 

au J,,,(y, z) vf 

~f v f z /  [ J :  determinante  Jaeobiano] x / =  ~-~ y / +  ~ 

Nella (12), poi, ~ dydz---Js,~(y, z)dsdt; di qui la sempliee formula 

(15) ~,(u) : f ]'J~,,,t(~, y, , )dsdt 

validu quando le funzioni (14} sono regolari anche se le superficie E u non 
abbiano il carat terc di superficie coordinate. {V. anche n. 15). 

19.1. Come esempio, la Z u corrisponda alle equazioni parametr iehe in ~, ~: 

--aucos~t~os~, y--busen~cos~, z=~usen~; 
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e s s a  6 u n  e l l i s s o i d e  di s e m i a s s i  au, bu, cu ed 6 deser i t ta  dal  p u n t o  (~, y, z) 
1 1 

f a c e n d o  v a r i a r e  a da  0 a 2z:, e ~ d a - - ~  u f ine  a ~ ~ .  Si  t rova  

f f  
J,,, ~,~(a~, y, ~) - -  abcu ~ oos ~, ~0u(u ) = ] / a b v u  2 cos ~ dad~.--  4~abvu ~ 

4 
e ¢pu(u) 6 appunto la der ivata  del volume V ( u ) " - 3  1: abou*. Questo volume - -  

se gi'~ non lo si conoseesse ~ potrebbe ottenersi  integrando ~,,(u). 

19.2. L'eIl issoide poteva rappresentars i  anche  con le equazioni 

- -  ap c o s  a, y - -  b~ s e n  a, • m :t: o V u  ~ - -  ~ 

faeendo var iare  p da 0 ad u, e ~ da 0 a 2% Prendendo positive il radieale, 
si resta nel semiellissoide a a > O: si ha  

f f 
J2,, p, ~(x, y, z) - -  abou / / J d p d a  --  a b o u  . 2•.  u 

+ p 

]~, questo, il flusso at traverso il semiellissoide a z > O. L 'a l t ro  semiellissoide 
dSt luogo, ovviamente, allo stesso flusso ; quindi,  sommando, si r i trova 4uabcu ~'. 

E s t e n s l o n e  

'20. Si eonsideri  era  una funzione ~(a~, y, z) definita nella regione U di 
spazio, il eui integrale triple esteso ad an  volume V di U rappresenti  la 
probabilit~t che il punto cada in V. 5Tello spazio euolideo a 4 dimensioni 
di assi ~, y, z, ~: tes ta  definita l ' ipersuperf ie ie  di probabilitY, di equazione 
": -- ' :(x, y, ~); e la probabilit'~ di V 6 data da uu ipervolume W eontenuto 
in un ipercil indro parallelo a l l ' asse  ":. 

Per  : - - e o s t a n t e - - - 1  si r ieade nel  case d i n  ° 16. 
Ponendo V, e quindi C e W funzioni del parametro  u, il flusso d ' iper-  

volume at traverso Cu sar'~ f lusso o densi t~  di  probabili t& su l la  superf ic ie  ~u 
che racchiude Vu; e si otterrit, nei casi sempliei, come der ivata  di  Wu rispetto 

a d  u. 
Se la superficie E u non racchiude  un volume, si potr/t eompletar la  nel 

mode indicate  al n ° 16. 

21. Quanto alle formole, basterk modificare quelle di n ° 17; avremo 

cl Yl x !  

w(.) = / o) o, v(. ,  o)= j s/. ,  o, y)dy, s( . ,  o, y )=  o)d  
co Yo ~o 
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dove V, S, ~: sono successive sezioni. La derivata W'(u) dk luogo, in generale,  
a4 un'espressione non semplice, dovendo tener  conto delle sezioni es t reme;  
se queste si annal lano,  resta semplicemente (scambiando le variabili) 

(16) ¢p~,(u) _ J.],  ~x Oz ~-udydz -- f ] ': ~y dzdx • -~  - - J . / ~ - u d x d y .  

Sommando, e dicendo d¢~, n l 'elemento superficiale e la normale esterna, 

(16h ~,,(u} - -  3 . ~ ~-~ cos xn  + ~ cos yn + ~-u cos zn da -- o~,da 

e quindi ~u 6 flusso attraverso Z del vettore co di componenti  

1 ~x 1 ~y 1 ~ 

22. ]~ ehiaro eome si possa proeedere nelle estensioni. In  analogia a n ° 16, 
un volume variabile qualunque sarit at t raversato da un flusso d ' ipervolume.  
E se una zona del l ' ipersuperf ic ie  contorno di un ' ipersfera  di centre 0 e 
raggio r, in uno spazio ad n dimensioni, var ia  in funzione di r, il flusso 
at traverso la zona - -  che potr'k esser flusso o densit~t di probabilit~ - -  res ts  
espresso dalla misura della zona stessa. In  particolare, tut ta l ' ipersuperf ie ie  
misara  il flusso at traverso ad essa;  e cib eorrisponde al fatto che ipervolume 
e ipersuperfieie sono dati r ispet t ivamente dalle seguenti  formole (in cui l 'unit~, 
messa h'a parentesi,  interviene solo quando n 6 dispari): 

1 t,+(~) ~-(1)  i "tl"~ (1) ~--(1) 

n- w = r . - ,  ; 

la seconda delle quali ~ derivata (rispetto ad r) della prima. 

29.1. Le relazioni stabilite permettono, note le probabilit~t (aree, volumit 
di determinare  i flussi;  e inversamente,  noti questi, di caleolare le probabilit~t 
{niediante integrazioni) (5). 

(5) In tegrando nell ' intero eampo di probabilit~t, si dove t rovare  la corrispondente pro. 
babilit~, cio5 1; e, in generale, integrando in una regiono di probabili th nota, si dove ritro. 
r a r e  tale probabilitR. Pe r  questa via  riesee talvolta  agevo]e ealcolare integral i  di  non semi)lice 
struttura,  come ha mostrato P. PAGZ~I nol lavoro citato (e in un altro di prossima pubblica. 
zione nol ~ Giornale di •atematica f inanziaria , ,  F~irenze). 
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23. l~lussi o densit~ d'ordine superiore. Nella curva di probabilit~ y - -  fix} 
l ' in tegra le  semplice della f(w) fornisce uua probabilith (area) e f(x} ~ derivata  
Igrima di una probabilitY; nella superfieie di probabilit'~ z - - f ( w ,  y) la densit'h 
o flusso ¢~u(u) sulla eurva Lu ha per integrale semplice una probabilith (volume) 
e n e  ~ derivata pr ima;  e eosi via per la densith su una superficie, eec...; 
per quesio, la ~u(u) pub dirsi flusso primo o densit~ pr ima  (o d 'ordine 1) 
rapporto ad u. 

I n  una superfieie di probabilit~ z - -  f(x, y) anehe Ia f(x, y) ~ spesso ehiamata  
~dens i t i~  di probabilitk neI punto (x, y); ocoorre, perb, eseguire un integrale 
doppio di fiw, y) per avere una probabilitY, e, conseguentemente,  f~x, y) 
derivata  seconda mista rispetto a w e y della probabilit'~ ehe il punto abbia 
aseissa fra xo e x, e ordinata fra Yo e y (fissati xo, Yo): quindi f(x, y) pub 
eonsiderarsi  densit~ seconda o flusso sevondo he1 punto (x., y) rispetto ai para- 
metr i  (coordinate) x e y. Ponendo x, y funzioni di altri parametr i  U, v, la 
nuova densit'~ diviene 

(17) v) = f(x, y)J  o(X, y). 

Pih  in generale,  se una l inea L dello spazio ~ posta funzione di u, v, al 
var iare  di u da uo eostante ad u (con v - -  eostante ~ re) la L deserive un ' a rea  
(in generale non nulla), e variando poi v d a v o  a v tale area genera un 
volume V funzione di u, v: una funzione ~,,~(u, v ) i l  cui integrale doppio 
corrispondente fornisca Vu,~, cioi~ sia (nei casi sempliei) la derivata seconda 
mista di V~,.,, esprimer'~ it flusso secondo o densit~ seconda di volume (di pro- 
babilitY, in eerti  easi) sulla linea Lu,~. Tale flusso dipenderh da u, v eio~ 
dal movimento t he  u, v imprimono alia linea. Se u, v vengono sosiituiti con 
altri parametr i  u~, % ehe ne siano funzioni, fra le due densiti~ seeonde pas- 

serh la relazione (17). 
Quanto a ~(x, y, z}, il sue integrale triple d'~ una probabilit'h; e, inversamente,  

essa ~ (di solito} derivata  terza mista di un volume funzione di x, y, ~; onde 
appare come flusso o densit4 terza. E eosi via, si possouo avere flussi d 'ordine 
maggiore passando a uno spazio di maggiore dimensione. 

24. In  conelusione, il concerto e la misura  della ~(densit~t di probabilit'h)~ 
si presentano, date le usuali  rappresentazioni geometriche di un campo di 
probabilitk, s t re t tamente  collegati al movimento di un 'area ,  o volume, o iper- 
volume e al corrispondente flusso (ehe i~ anche flusso di un corrispondente 
vettore) at traverso una linea, una  superfieie, un. volume, ece. Per  questo 
sembra pih espressiva (come abbiamo detto al n ° 3) la denominazione di flusso 
di  probabilit&, che r ichiama appunto l ' idea  del movimento. 


