
Sul problema generale dell'equilibrio spoataneo 

di una massa fluida gravitante e ruotante. 
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Sunto - S i  s tud ia ,  d a  u n  p u ~ t o  di  v i s ta  generale~ l 'equi l ibr io  relaf, ivo di u n a  m a s s a  f l u ida  
g r a v i t a n t e  i so la ta  hello spazio  e in  ro taz ione  s t a z i o n a r i a  r ig ida  in tor~o  ad  u n  asse 
e s i  de terminano ,  in  queste ipotesi, le cond iz ion i  al le  qua l i  devono soddis fare  Ia veloci ta 
di  ro taz ione  ~, ta press ione  p e la  densit?t p. S i  f a n n o  in f ine  alcu+~e app l l ca z ion i  dei  
r i s u l t a t i  o t t enu t i  e si  rit~'ovano, come cas i  par t ico lar i ,  a l c u n i  ctassici  r i s u l t a t i  not i .  

§ 1. - I n t r o d u z i o n e .  

In  an reeente  lavoro [I] {2) ho studiato l 'equilibrio di una massa costituita 
da un fluido barotropieo, da un fluido eio6 in cui la pressione p e la densith 
9, in un generico punto P della massa, sono legate tra loro da una relazione 
del tipo : 

(1.1) p - - p ( ~ ) ,  (equazione di stato). 

Iqell ' ipotesi che le forze di massa agenti sulle part icelle fluide siano le 
mutue  attrazioni gravitazionali di tipo newtoniano, ho determinato le condi. 
zioni alle quali deve soddisfare la funzione p - -p{9)  se il sistema fluido sta 
in una configurazione di equilibrio spontaneo, in una configurazione cio6 in 
cui la massa fluida 6 tutta distribuita al finito con pressione nulla sulla su- 
perficie c h e l a  limita. 

Sempre nell ' ipotesi che le forze di massa siano le mutue  attrazioni gra- 
vitazionali, e per particolari  determinazioni della (1.1), il problema era gi~ 
stato studiato da altri  autori  (H LEMKE [2], R. EMDEM [3]) e i r isultati  otte- 
nuti in [1] costituiscono la naturale  generalizzazione di quesio tipo di problema. 

La questione pub essere generalizzata in m0do molto pifi ampio, e argo- 
mento di. questa memoria  ~ appunto lo studio dell 'equilibrio di una  massa 
fluida prescindendo dall 'esistenza di una equazione di stato del tipo (1.1) e, 
quando, tra le forze di massa compare, oltre alle mutue  attrazioni gravitazio- 
nali, anche la forza centr i fuga dovuta ad un moto di rotazione stazionario 
rigi¢]o della massa fluida intorno ad un  asse. 

Poich6 non si fanno a priori ipotesi sul legame pressione-densit~, gli sforzi 

(~) Is t i tu to  )/Iatematico " U .  D i n l ,  v ia  A_lfani~ 81 . Firenze.  
(e) I numer i  in  neret to ed in parentes i  quadra  si r iferiscono alla bihl iograf ia  posta al 

te rmine  del lavoro. 
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interni, definiti dalla pressione, si possono pensare originati, punto per punto, 
da quali si vogliono fenomeni fisiei; in particolare statue svincolati dal sup- 
porre the la temperatura T sin la stessa in ogni punto della massa fluida. 

In tal mode si realizza, con sufficiente approssimazione, lo schema di 
una massa stellare in rotazione interne ad un asse. 

Ha quindi interesse neWastrofisica teorica studiare l'equilibrio di un tale 
sistema fluido al fine di determinare le condizioni alle quail necessariamente 
devono soddisfare la pressione p, la densit~ ~ e la velocit'~ di rotazione co se 
la massa fluida ~ totalmente distribuita al finite con pression~ nulla sulla 
superfieie the la limita. 

~k questo scope dimostreremo che, in condizioni di equilibrio relative, 
con riferimento ad una terna T(O; x, y, z) solidale col sistema fluido S 
esiste una famiglia di superfici ~- -~t  (x,y,z), definite per ogni valore del 
parametro 1~ in uno opportune intervallo finite, che godono della propriet'h 
di essere isobariche, isopicnotiche ed equipotenziali per il potenziale delle 
forze di massa e the stratificano completamente i] campo occupato dal siste- 
ma S. 

l~el case studiato in [1] la configurazione di equilibrio ~ nora a priori, 
ed ~ eostituita dalla famiglia di superfici sferiche eoncentriche col centre nel 
centre di massa del sistema. Quindi in questo case il problema ~ unidimen- 
sionale poieh~ lo state meccanico del sistema in un punto P ~ funzione 
soltanto della distanza di P dal centre. 

Qui, senza affrontare il problema di determinare le possibili eonfigura- 
zioni di equilibrio per un sistema materiale fluido in rotazione interne ad un 
asse, ci limiteremo ad assicurare l'esistenza della famiglia di superfici di cut 
sopra, ed a indicare alcune propriet~ generali the ci permetteranno di rendere 
unidimensionale il problema come nel case studiato in [1]. 

In partieolare, sfruttando il teorema di G-RENl%-OSTROGRAWSKY, scriveremo 
la equazione differenziale alle derivate parziali che definisce, a partite da 
assegnate condizioni al contorno, il potenziale specifico delle forze di massa, 
sotto forma di equazione differenziale alle derivate totali e daremo una forma 
integrale dell'equazione della fluido-statiea che ci permetter~ di dare le con- 
dizioni per 1 ~ equilibrio spontaneo relative. 

Sueeessivamente, dope aver date alcuni esempi e fatto alcune appticazioni 
dei risultati trovati, mostreremo che il problema studiato in [1] ~ un case 
particolare di questo. 

Studieremo infine il case in cut il fiuido ~ retie da una equazione di 

state del ripe: 

(2.1) T), 

essendo T~-. T(P~ la temperatura. 
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§ 2. La ¢onflgurazione di equilibrio. Sue proprietY. 

Sin S u n  sistema materiale fluido distr ibuito totalmente al finito, gravi. 
tante e ruotante  uniformemente,  con velocit/~ di rotazione ¢,, intorno ad un 
asse. 

Suppoaiamo che, con riferimento ad una terna, che ha un asse eoincidente 
con l ' a sse  di rotazione di S, e che ruota, intorno a quest 'asse ,  con velocit~ 
o~, il s istema S sia in equilibrio (equilibrio relative) per effetto delle mutue  
attrazioni gravitazionali, delle forze centrifughe e di una pressione p~, costante 
da punto a punto, eserci tata dal l 'es terno sulla superficie ~ che lo limita. 

Per  fissare le locuzioni diremo che il s istema fluido S ~ in equilibrio 
relativo spoutaneo se Pz -'- 0, invece diremo semplicemente che ~ in equil ibrio 
retativo se Pz =~= 0. 

Nelle ipotesi fat te il s istema di pressioni e serci tate dal l ' es terno su ~ 
necessar iamente equil ibrato dato ehe p~ i~ costante da punto a punto della 
superficie E che ~ chiusa e tut ta  al finito. Percib,  per  il teorema del moto 
del centro di massa, l ' a sse  di rotazione deve neeessar iamente  essere centrale. 
Per  questo assumeremo come sistema mobile di r iferimento una terna carte- 
siana ortogonale T(0; x, y, z) con l 'or igine 0 coincidente col centro di massa 
e 1' asse z con 1' asse di rotazione di S, e che ruota, intorno a z, con velocit/~ to. 

Pr ima di passare allo studio della famiglia di superfiei  di eui abbiamo 
detto al § 1, r iport iamo l ' enuneia to  di un teorema di L. Lm~ENSTEI~ [4] 
ed alcune important i  conseguenze che ei saranno utili nel seguito. 

Ogni sistema materiale fluido in  rotazione intorno ad un  asse e in  equi. 
librio relativo ~ eonvesso e distribuito con simmetria geometriea e materiale 
rispetto al p iano centrale normale all 'asse di rotazione. 

Pe r  ovvie ragioni questo piano prende il nome di piano equatoriale,  e, 
helle nostre posizioni, coincide col piano z = 0. 

A causa della convessit~ rispetto al piano equatoriale la superficie 
2, che, come dimostreremo, i) equipotenziale per  il potenziale specifieo della 
graviti~ V---V(P~, ~ incontrata, come ogni al tra  superfieie equipotenziale, 
al pih in due punt i  da ogni paral lela all' asse di rotazione. Percib il s istema 
S non pub essere eostituito da parti  sovrapposte rispetto al piano equatoriale 
e inoltre non vi possono essere eavit/~ interne. Invece, come conseguenza della 
s immetria  geometrica e materiale, segue che V(P) cresce verso il piano equa- 
toriale e gradV(P}, salvo lo zero alP infinito sul l 'asse  di rotazione, pub annul- 
larsi solo su questo piano; e in questi zeri per grad ViP) il potenziale i~ 
necessar iamente  o massimo o stazionario, mai minimo. Inoltre, poich~ esterna. 
mente alle masse si h% come vedremo al § 3, h ~ V ( P ) = 2 t o 2 >  0 7 negli zeri 
di grad V(P) esterni alle masse, e quindi sul piano equatoriale  es ternamente  
alla sezione equatorial% compresi  i punti  del contorno di q.uesta, V(P} ¢~ 
stazionario. I massimi di V(P} sono pertanto interni alla sezione equatoriale.  
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Un sistema S in equilibrio relative pub, in generale,  essere costituito 
da pi• parti  distinte, semplicemente o anche moltepl icemente connesse. 

In te rnamente  ad ognuna dell e parti  di cui ~ formate S vi b almeno un 
massimo per V(P) date che la superfieie che limita ciascuna parte  ~ neees- 
sar iamente  equipotenziale e V(_P) eresce verso l ' in terno.  

Tra le varie possibilith si presentano i casi, tra lore $trut turalmente 
diversi, che in te rnamente  alle masse vi sia o un solo punto Po in cui il 
potenziale raggiunge il sue valore massimo, o una  linea ~" di punti  in eui ~(P} 
assume lo stesso valore massimo. B. GALDO~AZ:~O [5] ha dimostrato c h e s e  
esiste una tale l ined di punti  di massimo per V(P) essa (~ neeessar iamente  

ehiusa. 
Pe r  semplicitk di ragionamento e comoditfi di linguaggio, date ehe il 

procedimento si estende anche a casi diversi, tanto per fissare te ipotesi, noi 
l imiteremo il nostro studio ai casi in cui il sistema S ~ formate da una sola 
parte,  semplicemente o anche 'mol tep l icemente  connessa, ed in te rnamente  vi 
i~ o un massimo isolate Po o una l inea chiusa y di punti  in cui il potenziale 
V(P) assume lo stesso valore massimo. 

I[ potenziale specifico della gravit~ V(_P), essendo somma del potenziale 
specifico della gravitazione: 

e del potenziale specifieo: 

U(P) - -  f .; ~pp, ~(P) dS(P'), (f  eostante gravitazionate), 

8 

0)  2 
_ -  (x2 + y2) 

della "forza centrifuga, i~ una funzione continua e derivabile con derivate 
prime continue ovunque, percib indicando con ~ ~ ~i.(P) il versore di grad V(P), 
segue ehe ~ i~ definite cont inue ovunque salvo in P0 o nei punti  della linea 

Y dove ~ indeterminate .  
Punto per punto il sistema fluido S ~ retto, in condizioni di equilibrio 

relative spontaneo o no, dalla equazione della fluido.statica:  

1 (1.2) grad V(P) - - - -  grad p(P). 

Da questa segue che anche li~ pressione p ~ una funzione det punto P con- 
tinua, derivabile, crescente nel verso di ~,, e quindi verso il piano equatoriale, 
cio~ verso l ' in te rno  della massa fluida. La densit~ ~, invece~ pub a priori 
essere diseontinua, pub cio~ ammettere  delle superfici, delle linee o dei punti  
di diseontinuiti~; percib dal!a continuith di grad V(P) segue dalla (1.2) la 



D. QUILGHI~I: Sul problema generale deIl'equilibrio spontaneo, ecc, 285 

possibilit~ per  grad p(P) di avere modulo diseontinuo, mentre  il suo versore, 
coincidendo con ~~, ~ necessar iamente  continuo. Infine la densitk, oltre ad 
ammettere  delle discontinuitY, pub, a priori, anche decrescere nel verso di 
~. Se faeciamo t ' ipotesi c h e y  sis erescente nel verso d i n  si caratterizza in 
qualche modo lo stato fisico del fluido. 0vviamente  se lo stato fisico del 
sistema ~ caratterizzato~ punto per punto, soltanto dalla pressione p, dalla 
densith ~ e dalla tempera tura  T in condizioni stazionarie, allora, per il 
principio di ARCKIMEDE, la densith cresce verso 1 ~interno o resta costante 
come nel caso dei liquidi. Nel nostro studio, salvo avvertenza in contrario 
prescinderemo da quests  posizione. 

Cib premesso dimostriamo il teorema:  

TEO~E~IA [. Se it sistema fluido S ~ in  equilibrio relalivo, internamenle 
alle masse esiste una famiglia di superfivi : 

(~.~) ~ = ~(x, y ,  ~), 

definite per ogni valore del parametro ~ compreso tra 0 e ~*, 0 < ~ * <  0% che 
godono della propriet~ di essere iaobariehe, isopienotiehe ed equipotenziali e 
vhe slralificano completamente it campo oecupato datle masse. 

Infat t i  dalla (1.2~ segue:  

e da questa, in tutti  i punti  in cui esiste grad p, si ha 

(grad ~) A (grad p ) . :  0. 

Quest' ul t ima implica necessariamente [6] l 'esistenza di una funzione: 

~ = ~(x,  y ,  z), 

continua e derivabile almeno due volte rispetto alle variabili, tale che 
ris~al ta: 

(3.2) p-~-p[~t(x, y, z)], 

p = O[~(x, y, z)], 

in tutto il campo che eontiene il punto P in eui si opera e in cui la den- 
sit~ ~ ~ derivabile. Dalle (3.2) segue c h e l a  superficie di equazione ~t:=p(w, y, z) 

necessar iamente isobarica ed isopicnotica. 
Inoltre, poieh~ in te rnamente  alle masse non vi possono essere cavitY, per 

ogni punto P inferno alle masse passa una superficie isopicnotiea e quindi 
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isobariea. Percib, tenure conto ehe la pressione p b ann funzione continua 
del posto, segue l 'es is tenza di una  famiglia di superfici definite al var iare  
con continuitt~ del parameiro  ~, basterk per questo ehe ~ sin una qualunque 
funzione continua di p, tutte interne alle masse, .che godono della propriet'~ 
di essere isobariche ed isopicnotiche. Poich~, a par t i te  dalla continuit~ di p, 
abbiamo assunto la fan , tone  i L ~ ( P }  variabile con continuity, segue the  la 
funzione ~ ~ p[~IP)] pub essere una funzione diseontinua di [~, abbiamo infatti  
osservato e h e l a  densit~ pub essere una funzione discontinua del posto. Poichb 
ad ogni vatore del parametro  ~t eorrisponde una suped ic ie  di equazione 

--~t(x, y, z) segue the  le eventuali  diseontinuiti~ di # sono distribuite attra- 
verso superfici  isobariehe ed isopienotiehe. 

Abbiamo quindi dimostrato che b possibile definire una funzione ~ - ~ t 1  c) 
tale che in ogni punto P interne alle masse si ha p.--_p(~t) e ~--~(~). Adesso, 

dp(~) 
tenuto conto che esiste la funzione -d,~ e c h e l a  funzione #(lz) ha al pifi 

discontinuith di prima specie, .possiamo definire la funzione: 

f l dp( ) dr. 
$(~)-~ p(-~t) d~ 

Per  essa, in tutti i punti  interni  alle masse, si ha:  

1 dp(~) gradp~t 1 gradp ~(~) - -  ~(~) d~ = ~ gradp p(P}, 

tenure conto che 1 grad p b funzione continua in tutti  i punti  interni  alle 

masse come segue dalla (1.2). Confrontando l 'u l t ima  equazione scrit ta con ]a 

(1.2) segue : 

V(P) - -  $'(P) = c o s t .  

Pereib le superfiei ~ ~ }~(~, y, z) oltre ad essere isobariche ed isopienotiche 

sono anche equipotenziali. 
Quindi le superfici  in questione hanno ovunque per normale il versore n 

che b continue e definite ovunque salvo in Po (massimo isolate per  IT(/)}) o 
net punti  della l inea chiusa ? (linen dei punti  di massimo per V(P)), percib 
esse sono ovunque regolari. Inoltre poichb la superficie Z che limita le masse 
b per ipotesi isobarica essa b anche isopicnotiea ed equipotenziale e fa quindi 
parte della famiglia. Infine ogni superficie della famiglia b chiusa essendo 
chiusa la superficie Z che limita le masse; di pifi esse sono una  interna al- 
l 'u l t ra :  infatti  se cosi non fosse e vi fossero due superfiei di questa famigiia 
1' una esterna all 'ultra,  in te rnamente  a ciascuno dei due eampi~ limitati da 
queste superfici, vi sarebbero dei punti  di massimo o delle linee chiuse di 
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massimi per V(P), essendo le due superfici equipotenziali e crescendo il 
potenziale verso l ' interno,  percib internamente al campo occupato dal sistema 
S vi sarebbero pifi di un massimo isolato o diverse linee di massimi contro 
le ipotesi fatte. 

Percib le superfici della famiglia I~---~(x, y, z) sono ovunque regolari, 
uua interna alt 'altra e si stringono o intorno al massimo isolato /~a o intorno 
alla linea chiusa y dei punti  in cui V{P) assume uno stesso valore massimo. 
Segue quindi che questa [amiglia di superfici stratifica completamente il 
campo occupato dalle masse, compresi i punti  del contorno di questo come 
segue dal fatto che la superficie Z fa parte della famiglia. 

Per  definire il eampo di variabilit~ di ~ possiamo procedere nel modo 
seguente. Indicati  con Vz e V~ i valori assunti da V(PJ rispettivamente su ~. 
e nei punti  di massimo, assumiamo come parametro ~ una qualunque funzione 

continua, derivabile, monotona crescente di V~ V~ V(P) 1, tale the  per V(P) 1 - -0 ,  

1 vale a dire in Po o nei punti  di y, assume il valore 0, mentre per V(P) 

F:~ 1, vale a dire sulla superficie E, assume il valore l~*, 0 <: I~*~ c~, 

e inoltre risulti ovunque I grad ~t(/))[ finito e diverso da zero anehe per 

V(P) 1, e quindi per ~t, che tende a zero. 

Da qui segue il teorema. 
C.V.D. 

La famiglia di superfici (2.2) la indicheremo sistematicamente col simbolo 
E(~), mentre indieheremo con Z~, 0 ~ I~ ~ ~*, la generica superficie di questa 
famiglia, con C~ il campo i n t e r n o a  E~, con dC~ l' elemento di campo compreso 
tra E~ e E~+d~, con C(~) e dC(~) i eorrispondenti volumi, e6n M{~) e dM(~) ri. 
spett ivamente la massa contenuta in C~ e in dC~ ed, infine, con Se, e~ lo 
strato materiale compreso tra le superfici Z~ e E~ ,  0 ~ ~ < ~t~ ~ ~*. 

Dal teorema 1 segue immediatamente il seguefite corollario: 
In ogni strato S ~  in cui il fluido non ~ idoomprimibile e la densit& ~ 

varia con continuitd esiste un legume pressione densitd del tipo : 

P =~@). 

Infatti  nell ' iatervallo (I~; I~) l 'equazione della fluido-statica si serive: 

d V(~) 1 dp(~t) 

Dalta derivabilit'~ del primo membro segue la derivabilit'~ del secondo, e per 

le ipotesi fatte esiste quindi d~(tt) ed i~ diversa da O. Quindi per tutti i 
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valori di ~ compresi tra ~tl e ~t~, salvo al pifi il valore ~1 se r isal ta  ~ ~ -0 ,  
dp(~t) the  d~(t0 sia ~- ~ sono diverse da O, pereib, per  un noto teorema di U. DII,~I 

[7], risolvendo la seconda d o l e  (3.2)rispetto a ~ e sostituendo nella prima 
segue 1' asserto. 

C.V.D. 
I1 legame al quale siamo giunti  non va perb confuso con una equazione 

di stato. Infatt i  l ' equazione di stato caratterizza a priori il fluido, quale 
che sia il suo stato dinamico, mentre  questo legame presuppone l 'equi l ibr io 
relativo ed inoltre dipende dalla configurazione del l 'equil ibrio stesso. Diamo 
adesso alcune relazioni che ci saranno utili  per il seguito. 

Ovviamente, nota la configurazione di equilibrio, cio~ la famiglia di su- 
perfici (2.2), sia C(p.) the  M(~) sono funzioni di ~ insieme a dC(~)ed a dM(t~). 
Per  queste fun~ioni, tenuto conto ehe p(~) ~ eostante sulla superficie E~, si ha: 

(42) 
e da~ questa anche:  

(52) ). 

Valut iamo adesso l 'elemento di volume nel modo seguente. Sia P u n  punto 
di ~ e P' l ' intersezione su E~+dL~ delia normale in P a E~, e indichiamo con 
dE~ un elemento di superficie staccato su E~ intorno a P. 

Ovviamente per l ' e lemento  di volume dC(~) avremo: 

dC{~) --~ f - PP'dE~. 

D'a l t ra  parte, poich~ f i / ) ' - -  d~ I g tad ~ (Pit segue : 

f dE~ dC(3) =.  [grad ~ (P)] d~. 

Da questa, tenuto conto delle ipotesi fatte su I grad3(P)[,  si ha: 

d ~  
C(L) = f i f{grad~i(P),]  d~, 

o ~'.q 

ed anche, tenuto conto della (4.2): 

-I 
/ Igrad ~ (P){ 
E. n 
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ed infine : 

(6 .2 )  
d~ " - . ]  lgradt~(P}l' d~ -- ~(~).]lgrad~(P)l" 

Inoltre, sempre tenuto eonto delle ipotesi fatte per Igradtx(P)l , segue: 

lim M(~) ~ lim C(I~) --  lim dC(~) = O. 
p.--.--o p.---~o - -  V.--~ o - ~ - ~  

Quindi, applieando il teorema di L'HOSl)I~AL [8], otteniamo i seguenti limiti 
notevoli : 

e(O) = (7.2) tim C(}Q - -  
p.-'-'~O 

(8.2) lim ~ 1  /dC(~}]2 d~C(~) 2 lim 
l = 2 

§ 3. Posizione del problema. 

In eondizioni di equilibrio relative, spontaneo o no, ii fluido ~ retio dalle 
due equazioni indefinite della fluido-statiea e di POlSSO~: 

1 
(1.2) grad V(P) = p(p) grad p(P), 

(1.3) A2 V(P) - -  --4~fp{P) + 20) 2. 

Quest' ultima segue immediatamente ore si tenga conto the i l  potenziale 
specifico della gravit~ ~ somma, come abbiamo notato, det potenziale speeifieo 
gravitazionale e del potenziale speeifieo delle forze eentrifughe. Le due 
equazioni seritte danno luogo ad un sistema di quattro equazioni sealari alle 
derivate parziali insuffieienti a determinare le superfiei della famiglia ~(~) 
e le ~re funzioni incognite p, ~ e V, anehe supposta nora la superfieie )2. 
ehe limita il campo ed i valori ivi assunti da/9, p e V. 

Infatti per determinare le sup~fiei  della famiglia Y,(~) oecorre eonoscere, 
punto per punto, il versore normale n(P) e quindi due dei suoi ire eoseni 
direttori, si hanno pereib einque funzioni ineognite helle quattro equazioni 
alte derivate parziali ehe provengono dalla (1.2) e dalla (1.3), e quindi il numero 
delle equazioni ~ insuffieiente a risolvere il problema, anche assegnati i 
valori al contorno. 

Percib per risolvere il problema di determinate ]e funzioni ineognite V, 
p e ~, oltre alla eonfigurazione di equitibrio definita dalla famiglia Y.(~), oecorre 
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aggiungere  un ul ter iore  legame, quale, ad esempio, una  equazione di stato 
del tipo (1.1). 

La  (1.2) e la (1.3) sono ancora  insuff ic ient i  a de te rminare  le tre funzioni 
incogni te  If, p e ~ anehe supposta  nora la famigl ia  E(~). 

Infa t t i  in questa  ipotesi la {1.2) e la (1.3) danno luogo a due sole equa- 
zioni differen~iali  alle derivate  totali  nelle quali  non v i b pifi t raccia delle 
superf ici  della famigl ia  E(~). 

In  ques ta  ipotesi  infat t i  sin V(P) che p(P) e ~(P) sono funzioni  del punto  
P t ramite  la superf ic ie  Ez~ che vi passa e quindi,  a conti fatti, f imzioni del 
paramet ro  ~ che pub essere assunto come variabite indipendente .  Perc ib  la 
(1.2) si s t r ive :  

(3.3} dV(~) 1 dp(i~) 
d~ - ~(~) d~ 

Mentre per  la {1.3), in tegrando ambo i membri  ncl campo C~ limitato dalla 
superf ic ie  E~, o t teniamo:  

] / 

C~ C~ 

Da questa,  tenuto conto del teorema 1, che assicura la applicabili t~ del 
t eorema di GRENN-OSTROGRAWSKY~ segue:  

- - f n X g r a d V d ~ - - - - - f l - - 4 ~ : f ~ - 2 ( o ' } d C .  

Adessso, tenuto conto che grad V(P)== dV(~) grad ~(P), come segue dal 
dp. 

teorema 1, appl icando nuovamente  il t eorema di GREbT~-OsTI~OGRAWSKY, 
si ha : 

] f dV(p.) 52I~(P}dC(P} --" t - -  4~:/~(P) -{-- 2o)~}dC(_P), 
d~ 

C~ C~ 

tenuto  anche conto t he  ~t ~ ~(x, y, z) ~ una fun~ione derivabi le  a lmeno due 
volte r ispetto alle variabili .  

Der ivando ques t ' u l t ima  r ispet to a i~, tenuto conto della (5.2) dopo aver  
effet tuato l ' in tegra le  a secondo membro,  o t ten iamo:  

df h~[~dC 
fh2:~aC c~, 

(4.3} c~ d2V(~) -b de(p) d~ 4=f~(t~) -}- 2¢o 2, 
dC(~) dt~ ~ 

dt~ d9 

per  tutt i  i valori  di ~t per  i quali  ~(~t) ~ cont inua.  
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Questa b l ' equaz ione  differenziale alle derivate  ordinarie,  a coefficienti  
variabil i  funzioni  di ~, alla quale  da luogo l'a (1.3) supposta  nora la famigl ia  
di superf ici  Z(~'). La  (4.3) pub essere messa sotto la forma:  

1 dl[/h~,~dt:tdV(t~)l  
(5.3) dC(t~) di~ -d--~- - -  --  4uft~(~t) + 2o?. 

d~ G~ 

Sia nel la  (3.3) t he  nella  (4.3) non vi b pifi t raecia delle superf ic i  Zt~ ma  
soltanto he1 paramet ro  ~. 

In  a leuni  casi par t ieolar i  la (4.3) pub suggerire  la forma delia configu. 
razione di equil ibrio,  ma in generale  non ~ possibile r isalire dalle (4.3) e 
(3.3) alle superfici  ~t~; al § 6 faremo vedere come si serive la (4.3) nei  easi 
di una  eonfigurazione di  equil ibrio per  sfere eoneentr iehe e per  ellissoidi 
omotetiei.  

La  (1.3) b una equazione differenziale del secondo ordine alle derivate  
parziali  la cui soluzione dipende ese lus ivamente  dai valori  assegnati  al con- 
torno. Essa da luogo alia (4.3) t he  b una  equazione differenziale del seeondo 
ordine alle derivate totali. A priori  si pub pensare  e h e l a  soluzione della (4.3) 
dipenda,  oltre che dat valore assunto dalla  funzione incognita  per  un  partico- 
late  valore di t~, anche dal valore ivi assunto dalla der ivata  prima.  

Invece,  per  come ~ stata Costruita la (4.3), la soluzione dipende eselusi- 
vamente  dat valore assunto dalla  funzione in un punto.  

Infat t i  la der ivata  prima,  dV(t~_____)) b necessar iamente  nul la  per  t~ = 0i ment re  
d~t ' 

per  ~---t~* assume un valore prefissato a priori .  Infat t i  per  t~-" t~* si ha :  

t + 
C 

e questo valore b noto una  volta nora la massa totale del sistema, oltre, na- 
tura lmente ,  alla configurazione di equilibrio.  

G. SA~CSONE [9], s tudiando t 'equazione di R. FOWLER, che b del tipo (4.3), 
ha dedotto c h e l a  derivata  pr ima deve essere neeessar iamente  nul la  per  ~t----0 
con eonsiderazioni  pu ramen te  anal i t iche sulla  forma dell 'equazione.  

§ 4. Equazione integrale di equilibrio. 

Abbiamo notato come la (1.2) e la (1.3)sono,  da sole, insuff icient i  per  
determinare ,  nora la configurazione di equilibrio, le funzioni incognite  If, p 
e ~. Esse sono perb suffieienti  per  de te rminare  le eondizioni alle quali  devono 
soddisfare la pressioae p, la densit/~ ~ e la velocita di rotazione ~o se il s is tema 
fluido S b in equil ibrio relat ivo spontaneo. 
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At questo seopo, supposta nora la famiglia E(~), diamo una  utile trasfor- 
mazione integrale della (1.2} tenendo eonto della (1.3t. 

Seritta la (1.2) in utt generieo punto P della massa fluida, moltiplicando 

dp(~.) grad ~t(P), si ha:  sealarmente per n(P), tenut.o conto ehe grad p(P} - -  

(Ld) P(~gn(P) X grad V(P) dp(ft) n(P) X grad ~(P) =--~ 

Da questa, tenuto conto del teorema di GREN~-0S~rtO~R~WSKY e della (1.3}, 
segue, dopo aver integrato ambo i membri sopra E~t: 

(2.4) dp(p.) f 
In(P) X grad lqP)d~,,~. d~ $ 

ZF 

1 dC(t~) tenuto eonto della (4.2) e delle propriet/~ l~oltiplicando adesso per C(~) d ~ '  

della fun~ione ~ = t~(x, y, z) s[abilite nel teorema 1, otteniamo: 

t 1 dM'(It) 
(3.~) I 2=f C(~) d~ 

2~o~ dC(~) dM(~) 1 
- d~ d:~ d~ 

i IdO(l.ql~[ [ .  ~,-,]dp(iq 

CF 

Integriamo era quesVultima per I~ variabile nell ' intervallo (l~, p2), 0 < p:t < 

Per il primo membro, integrando per parti, si ha: 

F~ 
~ 1 dC(l~) dM~(lq d~ 2 [ dC(F) dM(~} dF = 

V.I I ~t 

- -  2rcf I dC(~) M~(~)I~ Uto ~ M(g.) 2rcf dl~ q- 

+ 2=f [~ (~) [  dc(~)l~ 
! ~ L-3-~[ d~+ 
[~:t 

t~ d~'C(~t) 1 {dC(p.)~z t 
i f M ( ~ ) { 2 t ° 2 i - - d ~ q - C - ~ \  d~ } J [2M(~<) dC(~)i~:r}s(V.) _ ~:C(~)l] ~' + ~ 

_ [ _ l _ ( d c ( ~ ) ]  ~ i a~c(~) t [C~(~)\ d~ ] C(~) d~ ~ j[--dr:fM(F) q- 
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Ed anche, tenuto nuovamente eonto della (2.4) e sostituendo nell' ultimo 
integrale scritto l'espressione - -  4ufM(~t) -F 2~o~C(~t), otteniamo per l ' integrale 
del primo membro della (3.4) l 'espressione: 

(4.4) [ 2M(~) dO(~) 

1 [!:,,.,. d 1 dp(F) [ 1 [dO(l~)i = 1 .d=O(~.)]/'~ _,,_,_2. o~.[d-'O(F) 1 {dC(l~)\=])_, 

e.~. 0 e 

Per 1' integrale del seeondo membro della (3.4), sempre integrando per parti, 
si ha:  

IJ.2 

[ ' 1  (dC(~.)~YdP(la)[{Aa[zdOldg.= [p[~) ( p ) T h , t z d C ]  .~.. 

tq Cl., O~. 

L r e (  dOlg.) d .  1 "~- ~ Aa~tdO d~ 

Ih Cl~ 

+ 

1~ C~ 

Adesso, tenure eonto della (4.2), integrando per parfi.i due integrali a secondo 
membro di quest 'ultima otteniamo: 

I ~ 

p.~ C~ 

~2 

th O~ 

[-ti~ 

I~ ~ C v. CI, 

_ [Mfi~)p(~) 1 dC{~) d ( [ ~ 2 d*O),) ra _..~1~ ~' 

~2 

I 
O~ 
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Posto al lora:  

(5.4) aCct.)dill  C] 2 dZC(~) f*  ~'~ F(~)-----dy d-- ~ ~ A,~Fd q--C(F-- ) dF--- ~ .]az[z.% 
OF OF 

si ha  per  1' in tegrale  del seeondo membro  della (3.4) 1' espress ione:  

(6.4) 

C F ~, 

Da questa  e dal la  (4.41 segue, per  ~ variabile nel l ' in terval lo  (F~, F~), 0<F~<Fz~i~*, 
1' eguagl ianza:  

(7.4) [~M(~) dC(~.) r . f ~ I ~ )  - -  o)W(~.) t + p (~)  {dC(~)~ ~ ; ~ M(~)~_t~)p(~)],~_ 
t c(~) d~ c ~ ) \ - ~  ) ] ~ ,~ac-  p(~) J~7 

OF 

~t t C~ 

d2CIF)I d IF( ' P(F) l ld  ~. 

Questa eguagl ianza ha  aneora signifieato per  [zt ~ 0 come segue da i  l imiti  
notevoli  (7.2) e (8.2) e dal la  espressione (5.41 per  F(~). Posto nella  (7.4)~1~0, 
~2 ~ ~, segue, dal la  (7.4)stessa,  la eereata  forma integrale  per  l ' equaz ione  
della  f lu ido-s ia t iea  : 

_ + p (~) d c t~ )"  
2M(~) dC(~) [ufll/(~) o)'C(~)] (--d-F-) f 5~FdC 

CF 

M(~)FI~.)p(~.) _ 

P(~) 
F 

a c _  

o C~ 

1 (:a~:) +~c(~) ~ d'c[~[l -a~d I~ ,p(~)l 
o • 

Questa equazione ci permetteri~ di dare le condizioni alle quali  neccssaria- 
mente  devono soddis fa re  p, ed to se il s is tema mater ia le  fluido S sta in 
una  con[igurazione di equil ibri0 relative spontaneo. Natura lmente  occorre 
conoscere  la famigl ia  ~(~)de l le  superfici  di livello. 
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§ 5. Condizioni necessarie per 1' equilibrio spontaneo. 

Uaa  prima eondizione ehe neeessar iamente  deve essere verif ieata se il siste- 
ma materiale fluido S ~ in equilibrio relative spontaneo ~ data dal seguente 
teorema. 

T~:OI~MA 2. Se i l  sistema materiale ftuido S ~ in equilibrio relative spon- 
tfmeo si ha: 

lim P(P)--~ O. 

La dimostrazione di questo teorema ~ immediata  se su Y, si ha p ( P ) ~  0, in. 
fatti  l ' ipotesi  ehe il sistema S sia in equilibrio spontaneo porta ehe su E la 
pressione ~ nulla. 

Supponiamo percib che, per  P ehe arriva su E dall '  interne: risulti :  

lim p(P) - -  0. 
p- - -~  PE X 

Dal teorema t segue che in ogni punto P interne a E si ha:  

0 

Da questa, poieh~ la superfieie ~, ~, per  ipotesi, tutta al finite, e quindi 
la differenza V(P)-- VM b finita in tutti  i punti  di S, eompresi i punti  di E, 
segue ehe esiste una eostante positiva K tale eho. qualunque sia P in S zc Z, 
e quindi qualunque sia t* nell ' intervallo ehiuso (0, ~**), si ha:  

Ed anche:  

I~(P) 

d~ 
0 

< K .  

~(P) 

p(~) p(O) zc /'p(~) do(q)d~[ < K, 

0 

per  ogni ~, compreso tra 0 e ~**, 0 <:'t* <- ~*, e quindi qualunque sia P in 
S-{-~.  Perci5, per it criterio di esistenza degli integrali  impropri [10], segue 
il teorema anehe nel case ehe su E risulti p----0. 

G.V.D. 
Questo teorema r iguarda il comportamento della pressione e della densith 

in superfieie, inveee il eomportamento al l ' interne della massa f laida ~ regolato 
dal teorema seguente. 
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TEOREMA 3. S e i l  sistema materiale fluido S ~ in equilibrio relative spon- 
taneo deve esistere uno strato S~,e~ tale vhe in ogni punto P interne ad esso 
l' espressione : 

1 [ 1  (dC(~)] ~ 

d'C,~) l d IF( 'P+w)~ + - ~  j-~[ ~ ]  

positiva se si ha +~ < ~fp* essendo ~* la densit~ media del sistema. (~) 

Infatti ,  tenure eonto del teorema 2, la (1) del § 4 si serive, per ~ - - ~ *  

2M(~*)(dC(v) 1 . - f  M{~) ) 1 (dP(v)~[ l (dC(~)~ 2 
C(~*) \ \ / E ~ = ~ *  [~:fM(~*) - ~o'C({z*)] ~ 2 ~ \ \ / [ C ~ \ ~ - ~  / - -  

O 

d~C(~) l J.f 
C~ 

Da questa, per  le ipotesi fatte, segue che l ' in tegrale  a secondo membro 
positivo. 

Esiste percib un intervallo {[z~, [z2), tale che per ogni ~ compreso tra lz~ 
e [z2, iz~ ~-- [z :~ [z2, si ha 

1 dp(~)[ 1 (dC{~)~ z _  1 d+'C(~)] fA2~dC{~) - 
2pt~) d~ [C~{~)\ d~ ] C(~) ~ J .  

c~ 

d~ ~ l - -d -~[  '~'~i-~)~ > O, 

e quiudi il teorema. C.V.D. 

(3) I n  un  lavoro in corse di pubbl ieazione sul Bollet t ino U.iVI:I. miglioro la l imitazione 
di U. GaUDELt [11] per  la veI0eit~ di rotaziono ~. I n  part icolaro U. CrCUDELI ha dimostrato 
ehe, in  eondizioni  di equi l ibr io  relativo~ dove avors i  ¢o -+ ~ nfPM essondo PM il  valore  massimo 
del la  densi t~ dol sistema. /~el lavoro dilate si dimostra  invoee ehe dove aversi ,  sempre in  
eondizioni  di equi l ibr io  relat ive,  ¢0~ ~ 7:fp* ossendo 0* ]a densi th  media  del sistema. /~on ri- 

• por tando nel la  presente  memoria  la dimostrazione di questo teorema he preferito enunc i a t e  
il  teorema 3 con l~ipotesl espressa ehe r isult i  oJ~ ~ ~fp*. 
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§ 6. Aleune applicazioni ed esempi. 

Mostriamo per prima cosa ehe se il sistema fluido S ~ in equilibrio 
spontaneo senza ruotare, to---0, dai teoremi qui dimostrati si ritrovano i risul. 
tati o~tenuti in [1]. 

Se to ~ 0, per il citato teorema di L. LICK~ESS~EI~, ogni piano eentrale 
piano di simmetria, pereib necessariamente la configurazione di equilibrio 
costituita dalla famigtia di sfere eoncentriehe eel centre nel centre di massa 

del sistema. Quindi la famiglia di superfici Z(F)pub essere rappresentata 
nella forma: 

= (x + + 

essendo ~t la distanza di un punto P della superficie sferica EI~ dal centre. 
II parametro ~ socldisfa alle condizioni per esso imposte al teorema 1, infatti 
qualunque sia 1~ si ha  t grad ~ t ~ 1 ~ 0; possiamo quindi applieare i risultati  
trovati. 

Faeilmente si verifieano ie seguenti espressioni: 

C~ 

Quindi la (4.3) assume la forma: 

d~ ~ ~ d F -  47:f~(~). 

Questa ~ la nora equazione differenziale alle derivate ordinarie che definisce 
la distribuzione del potenziale specifico gravitazionale di una distribuzione 
materiale con simmetria sferiea. 

Dal teorema 3, tenure eonto dell 'espressione di F(F ) data dalla (5.4), 
segue l 'esistenza, internamente alle masse, di u n o  strafe materiale S~1 ~ tale 
che in ogni punto P interne allo strafe si ha:  

dF 6 (9) --d~- < O. 

E da questa i risultati trovati in [1]. 
Come seconda applicazione studiamo il case in cui la configurazione di 

equilibrio ~ costituita da una famiglia di ellissoidi omotetici eel centre nel 
centre di massa del sistema. In  questo case la famiglia Z(~) si pub rappre. 
sentare nella forma: 

( 1 . 6 )  . 
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I1 parametro I~ soddisfa ancora alle condizioni di eui al teorema i, infatti si 
ha sempre, anche per i~--*-O, ]grad p~]4= O, ed b percib lecito applieare i ri. 
sultati trovati. 

V. VOLTERRA. [12] ha dimostrato the  la configurazione di equilibrio per 
un sistema fluido non omogeneo non pub cssere della forma (1.6~. 

Pit~ generalmente R. WAVRE [13] ha dimostrato e h e l a  configurazione di 
equilibrio eostituita da superfici omotetiche di forma qualunque b impossibile 
per  un sistema fluido non omogeneo. Pert) B. CALDO~AZZO [5] ha dimostrato 
che so la superficie Z the  limita le mass~ di un sistema fluido omogeneo, 
in equilibrio relative, ~ un ellissoide allora necessariamente la confiourazione 
di equilibrio, cio~ la famiglia ZI~), ~ formata da ellissoidi omotetici all'ellis- 
soide che limita le masse. 

Pereib la configurazione di equilibr!o del tipo (t.6) ~ possibile soltanto 
per  sistemi fluidi omogenei. In  questo case, valendo la limitazione di U.  GRU- 
DELl [11] per la velociti~ di rotazione to, ~ vatido il risultato indicate dal 
teorema 3. 

Per  il volume del eampo C~ interne alla generica superficie E~ di equa- 
zione: 

~2 y2 Z~ 
+ 1, 

si ha ovviamente: 

4 
C(I~) - -  ~ 7:abca . 

Per  il parametro differenziale secondo della funzione ~ - -  ~(x, y, z) otteniamo, 
a conti fatti: 

1 1 1 x 2 y~ z 2 

~2~ = (~_~+~+~,y.~ ~,~l,,--(~+y2b ~ "t'~)'z"~/'" 
Per  valutare l ' i n t e g r a l e f h ~ d ¢  proeediamo come segue. 

Operando la trasformazione: 

x--.-~aX, y - - b Y ,  z ' - c Z ,  

il eampo di integraziono diventa la sfera S~ limitata dalla superficie di equa- 
zione : 

X ~ +  y ~ - i - Z ~ - . a  ~, 
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meat re  la fuazione in tegranda  diventa  la funzione:  

1 1 1 ~+~+~ 
f iX ,  Y, Z)  = (X  z q_ y ,  q_ Z~I~/, - -  

X ~ y~ Z ~ 

(X = + Y~ + Z')'/' ' 

di modo che si ha ;  

(3.6) 

D'edtra ~)arte si ha :  

f dXd YdZ 
(4.6) (X 2 + y~ + Z2)~2 = 4~ ~d~, (~qa - -  X ~ + Y~ + Z'), 

mentro  a eausa della  s immetr ia  sferiea i~ 

t X ~ d X d  Y d Z  [ Y 2 d X d  Y d Z  f Z ~ d X d  Y d Z  
1(x + r, + z,)o,,- 

Operando la t ras formaz ione  in coordinate polar i '  

X - - ~ s e a ~ p c o s ~ ,  Y - - r ~ s e n ~ s e n ~ ,  Z - - r j c o s ~ ,  

ot teniamo : 

( x ~ :  y~q:~-T~,- ~ oo~ ~ + ~e. + d~ d~ d~ = ~ 3  

Percib, tenuto eonto della (4.6}, dalla (3.6) segue: 

h ,~dC 4 1 

C~ 
Da questa  e dal la  espressione di C(~) segue, dalla (4.3), l ' equazione  difforen, 
ziale ordinar ia  che definisee la dis tr ibuzione del potenziale specifioo della 
graviti~ in questo easo: 

d 2 Vt~) 2 dV{t,) a~b'*c 2 { - -  12~ft~ + 6¢o~t 
d ~  -F [z d~ a~b 2 -[- a2d ~ ~ b~@ 

Dal teorema 3 invece, tenuto conto ehe in questo caso si h a :  

i l _ l  I 
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segua l 'esistenza di uno strato SI~,I~ ~ tale ehe in ogni punto P inferno allo 
strato si ha:  

(5.6) t i 1 111 dptg) 

do 
tenuto conto t he  p ~-cost .  e quindi d ~ - - 0 ,  

I1 taorema 3 i~ stato dimostrato in condizioni generali,  mentre  in questo 
caso, la parfieolara configuraziane di equilibrio, e pifi che tutto, il lotto ehe 
la densit/~ ~ b costante~ portano t h e  ]a limitazione test~ scrit ta vale in ogni 
punto della massa f luida;  di pifi siamo in condizioni di dare un integrale 
del l 'equaziona della f luido-stat ica t he  ci permetter/~ di valutare la pressione 
in ogni punto della massa fluida. 

Infatti~ tenuto eonto della espressioni di C(9), di f h29dC e di F(iz ) la (I) 

del § 4 si scrive, qualunqua sia 9: 

1 l~dp] 
(6.6) ~[~fp--o~']~"----f,"[2to'~'q-'}:(1T ~ ÷  o,]d~ld~. 

o 

Poichb il primo membro di ques t 'u l t ima ~ una funzione positiva erescente 
di 1~ seguo the  la (5.6) dave essere verif icata pe~' ogni valore di 9 ,  e quindi 
in ogni punto P inferno alle masse. 

Di pifi dalla (6.6) segue: 

1 

e quindi per ogni valore di ~t compreso ira 0 e 9*, 0-----9 "< 9*, si ha:  
/ 

--d-~-~ d ~ - - !  1 I 1 ~d9 

$ 
Effet tuando 1' integrazione e tenuto conto cha su Z si h~ p 9 ) :-= P~, ~ 0, segue : 

2T:f~ ~ - -  (o2~ (9,2 - -  t~). 
P(l~)~--- 1 1 1 

Abbiamo cosi trov, ato, come applicazione della forma integrale del l 'equazione 
della f luido-stat ica data al § 4, la distribuzione della pressione P(9) nel easo 
di una coafiguraziona di equilibrio par ellissoidi omotetici. 
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In partieolare, sostituendo in quest 'nlt ima al posto di ~ la sua espres- 
stone in funzione di ~, y, z si ha la pressione in funzione deIIe coordinate. 

Dalla equazione differenziale ehe definisee la distribuzione del poten~iale 
delle forze di massa, o pifi direttameute dalla equazione della idro-statiea 
nella forma: 

dV(~) 1 dp(i~ ) 
d~ ~ d~. 

si pub risalire al potenziale V- -  V(Pt; si ritroverebbe cost la nora espressione 
del potenziate specifieo della gravitk di un ellissoide materiale fluido in 
rotazione intorno ad uu asse con veloeit~ to e in equilibrio relativo. 

§ 7. Alcune eonsiderazioni flsico-matematiehe sui casi in eui risulta 
p e p T). 

I risultati ottenuti net paragrafi preeedenti non dipendono dalla esistenza 
di una equazione di stato ehe earatterizzi,, punto per punto, il comportamento 
fisico del sistema. 

Infatti l 'uniea eondizione neeessaria, ed esplieitamente imposta, i} ehe 
la pressione p, la densitk ~ e la velocith di rotazione to siano stazionarie e 
diano luogo ad un sistema di forze, gli sforzi interni e le forze di massa, 
equilibrato punto per punto. Cosieeh~, ferma restando questa eondizione, le 
altre grandezze fisiche che, eventualmente, si possono introdurre per carat- 
terizzare, punto per punto, ]o stato fisieo del sistema possono, a priori, essere 
distribuite arbitrariamente e possono anehe non essere stazionarie. 

Di modo ehe anche nel easo the il fluido ehe eostituisee il sistema sia 
barotropieo, esista eio~ una equazione di stato del tipo (1.1), non ~ neeessario 
supporre ehe la temperatura T sia la stessa in tutti i pun¢i della massa 
fluida. Pereib i risultati ottenuti in [1] restano vatidi anehe nell'ipotesi ehe 
la temperatura T sia funzione del posto. 

Se si suppone ehe il fluido sia retto da una equazione di stato del 
tipo (2.1), vale a dire un legame pressione-densit~-temperatura del tipo: 
p ~p{~, T), allora, poieh~ in ogni punto sia la pressione e h e l a  densiti~ sono 
stazionarie tale deve risultare anche la temperatura. Di pifi, poieh~ sopra 
ogni superfieie Er~ della famiglia E(~) sia la pressione e h e l a  densiti~ sono 
costanti, le superfici della configurazione di equilibrio sono isoterme. 

Infine, poiehb il volume e la massa di ogni elemento di eampo dC~ 
sono stazionari insiemi alla differenza di pressione p(~)--p([~--[-d[z), ira le 
superfiei Et~ e E~+al~ , e alia temperatura, segue ehe ~ pure stazionaria la 
quantit~ di calore dq~ ivi eontenuta. Da qui, imponendo l'equilibrio termieo, 
si potrebbe scrivere l 'equazione differenziale che definisce la distribuzione 
della temperatura. Questo problema si presenta notevolmente eomplesso in 
quanto s i a i l  coefficiente di conduttivitk termica che quello di irraggiamento 
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non possono essoro assunti  eostaati  per  le notevoli variazioni di densi ta  e 
di state fisico che, in generale, si hanno ira i punti  del nucleo eentrale  del 
s is tema e quell i  dell 'atmosfer~t esterna. Notiarno so]tanto ehe nel compute  
del l ' equi l ibr io  termieo, con le ipotesi fatte ehe il s istema materiale sin in 
equil ibrio punto per  punto, non interviene la eonvezione. Percib,  avendo 
imposto ehe il s is tema materiale ~ in equil ibrio punto per  punto, l 'u l te r iore  
ipotesi ehe sussista  una equazione di state del tipo p----.p(~, T) ei al lontana 
dallo ordinario schema di una massa  stellare in rotazione interne ad un asse. 

Per  terminate  notiamo c h e s e  il s istema mater[ale fluido S ~ retto da 
una equazione di state del ripe p - - p ( ~ }  o da una equazione del ripe 

dp r ispet t ivamente le due espressioni:  p ~ p ( ~ ,  T} si hanno per l a ~  

dp dp{~) d~ 
d~ ~ d~ dy.' 

dp ~p(~,T)d~ ~p(~, T} d T  

Da queste,  sosti tuendo nella limitazione di eui al teorema 3 al posto d i p  e 

dp le r ispett ive espressioni,  si irovano le condizioni alle quali  devono 

soddisfare, nel primo ease, la densit~ ~ e l:~ velocit~ di rotazione to e nel 
secondo la deasi tk  p, la tempera tura  T e la veloeit~t di rotazione to se il si- 
s tema fluido S 6 in una eonfigurazione di equilibrio relative spontaneo. 
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