Sul problema di Dirichlet
per le equazioni lineari ellittiche in due variabili.

Memoria di Exrico MaceNes {a Genova)

4 Giovanni Sansone nel suo 70m° compleanno.

sunto. ~ Si danno teoremi di esislenza e di uniciia per il problema di Dirichlet, opporiuna-
mente « generalizzalos, relativamente alle equazioni lineari ellittiche in due variabili
indipendenti.

La teoria dei problemi al contorno per le equazioni differenziali lineari
di ordine 2m, superiore al secondo, di tipo ellittico si & particolarmente svi-
luppata, a partire dai lavori di L. GArDING e M. I. Visuik del 1951 e per
opera di numerosi altri Autori quali S. Aemo¥, N. AronszaJN, F. E. BROWDER,
A. Doueuwis, K. O. Friepricus, O. V, Guseva, L. HORMANDER, A. I. KoSHELEY,
F. Jouw, P. D. Liax, J. L. Lrons, C. B. MorrEY, L. NIRENBERG, M. SCHECHTER,
K. T. SMiTH ecc. (‘); di solito, salvo che in alcuni lavori di S. Aemow [1],
J. L. Lioxns [8 bis] e M. I. Vismix - S. L. SoBoLEV [16] dei quali dire-
mo in seguito, si & perd considerato il caso dei problemi con condizioni
al contorno omogenee, in classi di soluzioni a «iategrale di DiricrLET d’or-
dine m » finito. Il problema generale, con condizioni al contorno anche non
omogenee, si pud poi riportare al caso precedente, ma occorre allora superare
difficoltd che possono essere anche notevoli, come & stato ben messo in evi-
denza nel n. 9 di [9], a seconda della classe in cui si assegnano i dati al
contorno e di quella in cui si cerca la soluzione, che ovviamente sono tra
di loro legate; taunto pilt che in generale non & detto che la classe in cui
trovasi la soluzione del problema debba essere a integrale di DIRiCHLET
d’ordine m finito.

In questo ordine di idee & un recente lavoro di C. MiraxDpa [10], dedicato
all’equazione di ordine 2m a coefficienti reali in due variabili indipendenti
assegnata in un dominic Q

e al prolema di DIRICHLET < ordimario» per la (I}, «ordinarios nel senso

. , .
che i dati 51% =9; (=0, 1,,..., m — 1; n normale esterna alla frontiera T

(') Per la bibliografia rinvio alla monografia [9]; i numeri tra [] si riferiscono alla
bibliografia finale del presente lavoro.
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268 . Macenes: Sul problema di Dirichlet per le equazioni lineari, ecc.

di @) su I' sono supposti continui e la soluzione & cercata nella classe delle
funzioni aventi derivate fino all’ordine m — 1 continue in @ -4 I' ma non
necessariamente a infegrale di DIRICHLET d’ ordine m finito in Q.

In questo lavoro mi occuperd invece del problema « generalizzato» di
DiricHLET per la stessa equazione (I), intendendo con ¢id che i dati al con-
torno siano funzioni di quadrato sommabile su I' e che siano assunti «in
media » su un sistema di curve { I';} «parallele» a I, ciog che

3
. 2
(1) lim l(g;ﬁj)r — cp,] ds=0 =0, 1., m—1

T = Q

(dove s & un parametro, per es. l'ascissa curvilinea su I, cui si possano
riferire parametricamente sia I. che I) e che la scluzione sia di quadrato
sommabile in @ e abbia 1’integrale di DiricHLET d’ordine m finito solo in
ogni dominio interno a @ ma uon necessariamente in tutto Q.

Questa impostazione del problema estende dunque alle equazioni d’ordine
2m 1 impostazione del problema di DIRICHLET introdotta da G. CIMMINO [4]
per le equazioni del secondo ordine, ripresa ed estesa anche a certe equazioni
del quarto ordine da B. Pixt [12], [13], {14].

1l metodo seguito & quello cui si ¢ accennato sopra: ricondurre ciod il
problema al caso di soluzioni a integrale di DIRICHLET finito in Q e di con-
dizioni al contorno omogenee. Due questioni sono allora da risolvere: 1} un
teorema di wunicitd nella classe piu vasta, in cni abbiamo impostato il pro-
blema; 2) la costruzione di una funzione ausiliaria v, che assuma i dati g,
«in media» su { I'.} e tale che Av appartenga ad una opportuna classe di
distribuzioni su Q.

Il teorema di unicitd viene dimostrato con un tipo di ragionamento, che
mi sembra facilmente estendibile anche ad altri problemi al contorno e al
caso di equazioni in piti variabili indipendenti, e che sfrutta i recenti risul-
tati sulla «regolarizzazione » delle soluzioni a integrale di DiIricHLET finito
del problema con condizioni al contorno omogenee, dovuti a NIRENBERG,
BrOWDER, GUSEVA ed alfri.

La costruzione della fanzione v viene invece ottenuta sfruttando in modo
essenziale un procedimento introdotto da C. MIRANDA nei lavoro citato per
I’ analoga questione relativa al problema di DIRICHLET « ordinario » procedi-
mento che utilizza a sua volta la formula risolutiva del problema di DIRICHLET
« ordinario » per il semipiano stabilita da S. AGMON recentemente [1]. L’esten-
sione di questa costruzione al caso di pin variabili indipendenti si potra forse
anche ottenere, utilizzando i risultati di un lavoro di Aaemoxn-DoveLis-
NIRENBERG annunciato, ma tuttora in corso di stampa e di cui non ho potuto

prendere visione finora.
Genova - maggio 1958
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1. Preliminari ed ipotesi. - Sia @ un insieme aperto e limitato del piano
(z, g di classe C*™+%; supporremo per semplicity (*) che la frontiera di Q sia
costituita da un’unica curva semplice e chiusa I' la quale avra dunque,
poich® Q & di classe C*™+2 una rappresentazione parametrica del tipo

© =), y=yls)

essendo (s} o yls) funzioni dell’ ascissa curvilinea s dotate di derivate fino
allordine 2m 4 2 continue. Potremo naturalmente supporre le funzioni w(s)
e y(s) definite in tutto 1’asse reale R,(— oo < s << 4 o<} e periodiche di periodo
I, dove ! & la lunghezza di I, e tali che per s crescente il punto (x(s), (s}
si muova su I' nel verso positivo (antiorario). Indicheremo con # la normale
esterna a I, i cui coseni direttori saranno dati da y'(s) e —a'(s).

Nelle ipotesi fatte su T' esiste un #, < 0 tale che per ogni t dell’intervallo
to=<<7 <0 la curva I': di equazioni parametriche

(1.1) x = x(s) + y'(s), y=yls)— w(s)

delimita un insieme aperto e connesso Q. interno a Q e di classe C*m+;
inoltre la trasformazione

(1.2) T: @ =, s) = uls) + ty'(s), ¥ =yl s)=y(s)— tx(s)
rappresenta la striscia

S, 1,<1{=<0, —co<s< + oo

del piano (£, s} sulla «corona> Q — Q,(°) del piano (x, ), in modo che ogni
punto (x, y) di & —Q, corrisponde a una successione di punti di S,,, aventi
tutti la stessa ¢ e le s differenti per multipli di 7. La trasformazione T &
dunque periodica rispeito ad s di periodo I; inoltre essa & di classe (2m+
nel senso che le derivate di #(f, s) e y(t, ) rispetto a s e ¢ fino all’ordine 2m - 1
sono continue in §,. Ovviamente la T & anche invertibile in ogni rettangolo
del tipo: ' S s =s", {, <1=0, con §"—¢ <! e la inversa T—* & pure di
clagse C?m+2,

e

(]

E inoltre possibile per ogni t tale che ;' <t <0 costruire una trasfor-

po!

magzione biunivoca di Q su Q.
GriE=%x Yy, n= N{, Y

tale che: 1) per ¢ =0 sia l'identita; 2) sia di classe C*” in Q, ciod le £, e 7.
siano continue in @ con le derivate rispetto a x ed a y fino all’ordine 2m;

() Pit in generale Q potrebbe essere delimitato anche da un numero finito di eurve
semplici e chiuse.
(®)) Se X 2 un insieme di punti, eon X indicheremo la sua chiusura.
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3) detti P, un punto di I, P, e P, rispettivamente i punti di I'. e Iy, che
si trovano sulla normale 1, a I' in Py, la G, trasformi P, in P. e il segmento
P, P, nel segmento P, P,; 4) G, dipenda con continuith anche dal parametro
t nel senso che le £. e 7. insieme alle loro derivate rispetto ad x ed a y

fino all’ordine 2m siano funzioni continue di =t per-z0 <7t=<0.

La costruzione di una tale trasformazione si pud ad esempio fare nel
seguente modo:

E:w: n=y se (w’y)egto

/()

g E=uxs) + ty'(s) + (é"__t‘;‘j)zm—;-l w(s) = @ + (to t—o- i)zm—m

to — t)2m+1 to - t

n = y(s) — t&'(s) ——( I w(s) =y — <w—to——)zm+1 tx'(8)

se (¢, y)€Q — Q,, essendo (f, s} scelto nella striscia S, in modo che

x = a(s) + ty's), y = y(s) — tx'(s) (si pud ad es. supporre {, < <0, 0 <s <.
Introdurremo le seguenti notazioni (*):

no TRy Jou ou driy

k e
DuDyu = s vais 3= " goap = % D = gpmym

on
Dyu = x’
dove p = (p:, p:) & una coppia qualunque di numeri interi =0 e |p|=p: +p..
Sia ora assegnato l'operatore
(1.3) Au=_ 3 (=1)2IDray, qfo, y)D"ufx, y)]
pl,|qlsm

dove gli @, 4, y) sono fanzioni reali assegnate in Q e tali che

max [fpl|,all _ .
(1.4) Up, o, ) €C («) ),

L2 S
(1.4) Wy, PEC () se [p|=m, [g] =m.

Supporremo che Voperatore Au sia uniformemente (forlemente) ellittico in @
vale a dire che esista una costante « > 0 tale che

Pt

(1.5) S apem )t =]
ipl, lgl=m

(*) Per le notazioni e lo definizioni seguiamo in sostanza il lavoro [9] eui rinviamo il

lettore per ogni ulteriore precisazione.
(®) Una funzione appartiene a CH{X) se & continua in X con le sue derivate d’ordine << k.
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per ogni vettore reale £ = (§,, & (%).
Indicheremo anche con a(u, v) la forma bilineare in # e v associata ad Au

(18) am o= 3 apqn, gDwuis, y)Drele, ghdody
iR g =m
e con A*p l'operatore aggiunto formale di Au:
(L.7) A'v= X (—1)»IDr(ay , D)
ipl lgl=m

Sia poi H*%) lo spazio delle funzioni reali w tali che u € L*Q) ()
e Dry € L*(Q) per |p| <k, lo derivate essendo intese nel senso delle distribu-
zione su Q; in H*Q) intenderemo introdotta la norma

!
lulh=([ = Owpanay)”
| lpl=k

Con H,*Q) indicheremo la chiusura in H*(Q) delle funzioni reali ¢ € $(Q),
ciod indefinitamente differenziabili e a supporto compatto in Q.

£ noto che per le funzioni di’ H*(Q) si possono definire le «tracce» della u
e delle sue derivate fino all’ordine k — 1 su ogni curva y sufficientemente
regolare contenuta in @ e queste tracce sono su y funzioni di quadrato som-
mabile; in particolare esse possono definirsi su I'. Se u € H,*(Q) e si ha allora
che nel senso suddetto rlsulmzjj_ Osul, per j=01,..6—1.

Ricordiamo anche che per un noto teorema di S. L. SoBOLEV le funzioni
u di H*Q) appartengono anche a C*—2(Q) e quindi in particolare le derivate
normali gf per j =0, 1,..%k — 2, sono continue anche su T.

Analogamente s1 definiscono gli spazi H*Q.) delle funzioni di quadrato
sommabile in Q. con tutte le derivate di ordine <% e si stabiliscono per
essi proprietd analoghe.

Indicheremo poi con H*(I) (rispettivamente H*(R,)) lo spazio delle funsioni
reali di quadrato sommabile su I' (rispettivamente RB,) con tutte le derivate
rlspetto al parametro locale cui si riferisce T, fino all’ordine %k; si ha allora
che’ se ¢ € HY(T) (rispettivamente H*(R,)) essa & continua su I' (rispettivamente

R,} con tutte le derivate fino all’ordine k—1 ed ha derivata k-esima di quadrato
sommabile su I (rispettivamente R,).

Cid detto, faremo sulla forma a(u, v) P'ipotesi che essa sia H,™(Q)-ellittica,

cioé esista una costante o' > 0 tale che sia

(1.8) a(w, )= o'|lull,; per ogni u € H™Q)

) B ] = VE&+E, trro= P08 so (py, py) 0 g=(q1, q)-
() In generale con LX) intenderemo lo spazio delle funzioni di quadrateo sommabile
in X, normalizzato nel modo abituale.
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Per un noto teorema di GARDING [B] la (1.8) & senz'altro verificata, data
Pipotesi (1.5) fatta su Au, ad es. in uno qualunque di questi casi:

1) I coefficiente @y, g, 0,0 Sia per ogni (x, y) di @ maggiore di una co-
stande L, > 0 sufficientemente grande (A, dipendenie da Q, dal massimo mo-
dulo degli a,,, e dal modulo di continuits degli ay, 4, per |p|=|q|=m, in Q).

2) I coefficienti a,, q siano definiti in un dominio Q' > Q e Q abbia
diamelro sufficientemente piccolo (< p, con p dipendente da @', dal massimo

modulo degli a,, 4 e dal modulo di continwite degli ay, 4 con |p|=|q|=m, in &).
3} Sia
Au= 3 (—=1)"Dr(ay, ,Du)
[pllgi=m

e gli ap, q siano costants.

2. Teovema di unicith. — Siano ora u e v due funzioni reali appartenenti
a C(Q); moltiplicando Aw per v e integrando su Q., per < fissato (f, <t =<<0).
gi ottiene mediante I'uso delle formule di GAUSS-GREEN,

(2.1) alu, v) = [vAudocdy -+~ [[Bl(u, v)dx + Bs(w, v)dy]
Qr Ir

con B; (u, v) operatori differenziali di ordine totale 29m — 1 in % e v e conte-
nenti le derivate di v fino all’ordine m — 1 i cui coefficienti dipenderanno
dagli @, e saranno fuozioni di (x, y). L’integrale curvilineo del secondo
membro di (2.1) si potra allora scrivere anche, facendo uso del cambiamento
di variabili (1.2) e della rappresentazione parametrica (1.1) di I,

1
. m—1 J
e[S £ (DDA tefelt o gl VLot 5. gl st
je=0 A=0
0
dove L; ,u sono operatori differenziali lineari in # e nelle sue derivate rispetto
ad s e ¢ di ordine < 2m —1 —j ed i cui coefficienti sono funzioni di (£ s).
Per le ipotesi fatte su I' e sui coefficienti di Au si pud integrare per parii
rispetto ad s nei termini di (2.2) del tipo
1

[ [D,*"DJ-"L; wul—.ds  con b >0

0
e si ottiene cosi in definitiva la seguente formula di Green

;

(2.3) alu, v) = / vAudxdy + mil [DJvEjuls—nds
J =0

Qy
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dove £;u sono operatori differenziali lineari in u e nelle sue derivate rispetto a
t ed a s di ordine = 2m —1—j con coefficienti funzioni almeno continue di (£, s).
Analogamente si ottiene la

;

" om—1

(2.4) afu, v) = f ud*vdedy + j Z [Ddul*v)—-ds

j=o
527 0

dove £,*v sono opportuni operatori differenziali lineari di ordine =< 2m —1—j
a coefficienti funzioni continue di (4, 8). Da (2.3) e (2.4) si ha allora
1 l
g g m—-1 m—1

(2.5) f vAudedy — j ud*vdedy = | =2 [Dful;*v)i-.ds — f Z [DJvSul. ds.

8. 3 J =0 ! j=0

E poiché nelle ipotesi fatte su @, C**(Q) & denso in H?™(Q,), le formule
di GrEBN (2.3), (2.4) e (2.5} valgono anche per u e v € H*™(Q,), purch® natu-
ralmente negli integrali curvilinei ai secondi membri le tracce su I'; delle

derivate di # e v siano intese nel senso richiamato nel n. 1.
Cid premesso dimostriamo il seguente

TEOREMA DI UNICITA PER IL PROBLEMA DI DIRICHLET. - Nelle ipofesi
del n. 1, assegnate m funzioni ¢,(s) di quadrato sommabilein (0, ) (j =0, 1..
o — 1) e una distribuzione f € D'(Q) (°), esiste al pit una funzione u € L* (Q) N

N H™R,) per ogni < (% =1 < O) verificante ' equazione

Au = f
nel senso delle distribuzioni su Q e le condizioni al conlorno

u .
T Y =01, m—1)

nel senso della « convergenza in media di ordine 2 » sul sistema di curve | I, },

ciod tale che
1

lim | (D )y —o,fds =0, =0, L., m — 1.

0

Basterd dimostrare che se u € L*Q) N H™(Q,) per ogni 1 <0 e = f—é’ e se
{2.6) Au=20 in Qe

!

(2.7) lim | [(D)eecfds = 0, j=0, 1,0, m—1

[ T -

1
allorau = 0 in Q.

(%) Con D'(Q) indichiamo lo spazio delle distribuzioni reali su @, ciod lo spazio duale
forte di D(Q).
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Dalla (2.6), in virti della (1.8) e delle ipotesi fatte sui coefficienti ay,q,
per noti risultati sulla regolarizzazione «all’interno » delle soluzioni delle
equazioni ellittiche (si veda ad es. il n. 10 di [9]) si ha che u € H*"(Q,) per
{ <1<0. Sia v una qualunque fissata funzione di C*"(Q) N H(Q); e si
consideri in Q. la funzione v, trasformata dalla v mediante I'inversa della
%, introdotta nel n. 1, ciod la funzione o %) = v(@AE, 1), & %)) dove
x=uAE, 1), ¥ =y, m) danno la trasformazione inversa della T.. Per le
proprieta, messe in evidenza, della G, la funzione v, € 0*™(Q.) ed & tale che
DJv. =0 per t =1, ciod su I'. (=0, 1,.., m —1). La (2.5) seritta per u e
per questa v, diventa allora

m -1
(2.8) —_ [ ud*pdady = [ Z [DJuL vc)i=ds
9 0

j=o

D’ altra parte, per le proprieta della . e degli operatori £;* gid messe in
evidenza si ha in Q lim A%, = A%
T o> Q=
|A*. | <K, |£%. | = K
con K indipendente da t; ed allora facendo tendere t a zero nella (2.8) si
ottiene, in virta della (2.7)

2.9) j wd*vdedy =0 per ogni  v€ C*(Q) N HMQ).
i

Ma, in virtd delle ipotesi da noi fatte su @, C:m(Q) N H(Q) & demso in
H>Q) N HMQ) e quindi la (2.9) vale anche per ogni v€ H*(Q) N H(Q); e
poiché, in virtd delle ipotesi sui coefficienti ap,, e dei risultati sull’ esistenza
e sulla regolarizzazione della soluzione del problema di DIRICHLET (v. ad
es. [2], [6], [11], [9)) 4*v stabilisce un isomorfismo di H Q) N Hy'(Q) su LHQ),
ne segue che u & ortogonale in L*Q) ad ogni funzione e quindi & u =0.

OSSERVAZIONE I. - Il teorema di unicith ora dafo, si pud facilmente
estendere sostituendo la convergenza in media di ordine 2 su{l;} con
quella in media di ordine p > 1, nel modo seguente:

Se o,(s) ¢ di potenza p-esimo sommabile in (0, !) (=0, 1,.., m— 1),

esiste al pitt una funzione u € Lp(Q)N H™?(Q) (%g T < O) (), verificante la

Au=1"F e le
1

lim | [(DJU)i=r — 94]Pds = 0 j=0,1,.., m—1

o ()

() L#(20) & lo spazio delle funzioni di potegza p-esima sommabile in @, H%#(Q) & lo
spazio delle funzioni u appartenenti a LP?(Qr) insieme a tuite le derivate di ordine =<Fk; per
queste funzioni si possono ancora definire, come & rioto, le tracce su I'x della u e delle sue
derivate d’ordine <tk — I e queste tracce sono su Ir’funzioni di potenza p-esima sommabile.
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Il ragionamento fatto si pud infatti ripetere, osservando in particolare
che la (2.5) vale anche per ogni w € H**?(Q,) e v € H* Q) (11—) -+ }l = 1) e che
A*v stabilisce, in virta di risultati recemti (v. {3], [7]) un isomorfismo di
Hez @) N Hyw4Q) su LYQ).

OsservaziOoNE II. - Alfri problemi al contorno potrebbero essere studiati
con lo stesso tipo di ragionamento, pervenendo a teoremi di uniecitd analoghi;
p. es. il problema di NEUMANN, relativo ad 4w (v. ad es. il n. 6 di [9]) consi-
stente nell’assegnare su I' gli operatori £; della formula (2.3), anzichd le
du .
ooy =0, 1,.., m—1)

3. Un problema di Dirichlet per il semipiano. - In questo numero risol-
veremo un particolare problema « generalizzato » di DIRICHLET per il semi-
piano, facendo uso di una.formula risolutiva stabilita da AeMoN [1] e usata
anche da MrraNDA [10] per l’analogo problema ordinario di DIricHLET. Si
consideri nel piano (f, s) I’operatore di ordine 2m

am
(3.1) aou = Z amnml‘DtjDazmwju
j=0

a coefficienti @.,—; costanti reali, nell’ipotesi che sia (forfemente) ellittico,
ciod che

2m
(3-2) A&, Ez) = .Z azm—jgx"gzzm_j > o | g |2m

j=0
per ogni vettore reale £, con « costante positiva.

2m
Indichiamo con A(z, 1) il polinomio a coefficienti reali A(z, 1) = Z @, _x2*
k=0
nella variabile complessa z; per la (3.2) le radici dell’ equazione Afz, 1) =0

con parte immaginaria negativa sono esattamente m: 2, .., 2,. Sia allora

M) = asmle — 1) o (& — 2) = 5 bm—x2¥, cosicchd Az, 1) = M(2)M|2). Poniamo poi

k=0

Mpjslt)= 5 buxsb—i— (=0, 1,.., m—1)

K1

— P! 1) [ My (2} (82 1 s}/ log e + 8)
i 5= fe| g | Mie) (G —1)! @

o (G=1,2.,m—1)
—pel L V[ Mmile)
K, s) = R@?ﬁ% M) (lz + )
+r )

dove y & una fissata curva semplice e chiusa del semipiano I,z < O che
racchiude tutti gli zeri 2,,..., ¢, e la determinazione del logaritmo & prefis-
sata ad arbitrio.

Awnnali di Matematica 34
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Siano ora, ¢s), (j =0,..., m — 1), m funzioni reali appartenenti rispet-
tivamente ad H™/—'(R,} e a supporto compaito in R,; ¢;(s) ¢ quindi, per
0<j<m—1, continna con le sue derivate fino all’ordine m —j—2 e la
derivata ¢/*~/—1(s) appartiene a L*R,); mentre ¢,_.(s) € L R,).

Si consideri la funzione

(3.3) uly, )= wyft, s)
dove =

—i:OO
(3.4 wlt, o) = [ Ki(t, s = cjo,fo)ds.

La u(t, s) cosl definita risolve il seguente problema di DIRICHLET gene-
ralizzato :

TEOREMA. - Nelle ipolesi fatte, la funzione u(f, s) data dalla (3.3), verifica
I equazione
(3.5) dou =0  nel semipiano { < 0
e le condizioni al conforno
(3.6) lim DJul(t, s) = ¢,s), Jj=0,.., m—2

0

uniformemente al variare di s in ogni inlervallo fissato 8 <s<s", e

rdd

(3.7) lim | [Dy*ult, s)— ¢m—n(s))’ds =0
s
per ogni intervallo fissato 8§ =s =",

La dimostrazione di questo teorema si ottiene facilmente seguendo la
rielaborazione data da Mimanpa [10] del procedimento di AeMoON [l] per
I’analogo problema di DIRICHLET ordinario.

Per le proprietd dei nuclei Ky, s) si ha anzitutto che u{f, s) & una
soluzione analitica della equazione (3.5) nel semipiano ¢ < 0.

Dimostriamo poi le relazioni al contorno, per ogni intervallo (s, s”) di R,
(3.8} t lim DD ut, s =0 per O0=k<j, Osh<k

—

uniformemente al variare di s in (5, §"),
(3.9) lim DADAPuyl, s) = 3;,,p#)s) per j<k<m—1 0=h =k
A

uniformemente al variare di s in (¢, s”), dove 3;; & il simbolo di KRONECKER, e
slf
(3.10) lim | (DD uy(t, 8) — 35,00, () ds =0
t—>0"

st

dalla quale scendono le (3.6) e la (3.7).
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Aunzitutto le (3.8) si dimostrano come in [1] (pag. 186) se & j<m — 1;
infatti in questo caso ¢; &, anche nelle nostre ipotesi, una funzione continua.
Nel caso j=m —1, 9,_, appartiene solo a L*R,); ma il ragionamento di
[1] & ancora applicabile poiché le maggiorazioni (2.17) di [1] assicurano che
il nucleo K,,_,|f, s} e le sue derivate fino all’ordine m — 3 sono continue in
tntto il piano e quelle di ordine i — 2 hanno solo una singolaritd logarit-
mica nell’origine; si pub allora nella (3.4}, per j =m — 1, derivare e passare
al limite sotto il segno di integrale per {— 0 — anche nelle ipotesi che
ym— sia di quadrato sommabile e a supporto compatto in R,, e tutto cid
uniformemente al variare di s in (s, s”).

La (3.9), poiche per k <<m —1 le derivate fino all’ordine k-—j della
funzione ¢; sono, anche nelle nostre ipotesi, continue, si dimostrano allora
come in pag. 282-284 di [10).

Rimangono dunque solo le {3.10). Integrando per parti come in [1] (pag. 187)
e facendo poi la sostituzione o =s 4 v come in [10] (pag. 282) si ha

o0
e tr M, _;_.(2)z" |
h i—h b} e — Am—1—j ik kit A —
DD u?, s Reggnzj @, ’(c}dé” et £ 5 — o) «r}.’zs =
o +r
= [ im0 s + En)Hy, u(n)dn
Lo
con
, r
Hopln) = — R V1 (M 1(2)2 s

127 M@ e —n) ™
e per lo (6.17) e (6.18) di [10] risulta

1
>} . —
3.11) Hufn) 0<1+n2>.
Tenuto allora conto che, per la (6.21) di [10], si ha
+00
3.12) [ Hyatopin = 5,0
possiamo scrivere e
(3.13) / [DADM=—huft, §) — 3, wo,mrNs)Pds =
s,s" -+-00
. ~ 2
= 3/ [0t - b1l — == H iy | ds <
s’ —ao
8" o0
. , 1 z
= 0 [} [ 19im=sotte 1) — gy | L [ as
s —oo

con ¢ numero positivo indipendente da ¢;.
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Poniamo ¢;™-*—1)(s) = ¢(s) e sia I un intervallo di R, contenente il sup-
porto di ¢(s); & possibile allora trovare una successione ) ¢,(s)} di funzioni
continue in R, e a supporto contenuto in I convergente in media in I a ¢(s).
Si ha allora

s’ 4o
. . .
(3.14) / ;ﬁ o8 + tn) — o(s) | TF dﬂf =
S { 2
=4[} [lots+t) —wulo+ ] s n| s+

8 00 8t 4o

4 [} [ touts -+ —outi | e n a4 [} [1entol ot n

Ovviamente per % — oo il terzo integrale tende a zero indipendentemente
da ¢{. Quanto al primo integrale esso risulta uguale a

4 4-00 +co
, 1 1
(3-15) [dS/ [p(s + B — (s - fn) | mdﬂj | (s + £6) — 9. (s +10) | T df =

+ o +oo s/
1 1
= [1 T ﬂzdy}i} T ezdaj | ¢ls + ) — puls + ) [ ols + 8) — @u(s + ) [ ds =

+oo oo Y
1 1 iz
s‘f1+nzdnf1+ezde-§(.[w<s+tm~cp,.(s+tnn2ds) :
st e ~{~ool ~-c0 1
( []cp(s+t6)—’cp,,(s+t9)|2ds> s S'flﬂ—vfd” [-1+92d6-
{00 -+
[ 1600 = gt = [ 5tw) — gt

con ¢ indipendente da ¢ e da #; e quindi tende pure a zero indipendente-
mente da ¢ per n~oco. Preso ¢ >0 ¢ quindi possibile determinare #. tale
che per > n, il primo e il terzo ‘integrale del secondo membro di (3.14)
siano < e. Ma per n fissato, si ha che

co-t- 1
j lpnls + £0) — als) | T dn
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tende a zero per {--0~, uniformemente al variare di s in (s, §") in virth
della continuitd di ¢, . Dunque esiste un &; tale che per 3, <t <0

87 400

f{[’%(s_!_m_?”(s){fffl_?dﬂ tds<s,

14 —00

Sicché in definitiva il primo membro di (3.14) risulta per gli stessi f,
< 12¢; e quindi anche la (3.10) & dimostrata.

Si osservi che da quanto dimostrato segue anche che la soluzione u(t, )
appartiene a C™-%B) per ogni dominio B limitato del semipiano { <O0.

4. Costruzione di una particolare fanzionme ausiliaria. — Siamo ora in
grado, adattando al nostro scopo un procedimento dovuto a MIRANDA [10] di
costrnire una funzione ausiliaria il cui ufficio sard essenziale per il succes-
sivo teorema di esistenza.

Sia

2m
4.1) Au = Z aom—i(s)DI D u(t, s)

1==0
un operatore di ordine 2m con i coefficienti a,u,_;(s) funzioni reali della sola
s appartenenti a C'(R,) e limitati in R,; inoltre Eflu sia uniformemente (forte-
mente) ellitlico, ciod valga la
2m

; Ao j(s)§1i§22*n~i = ol fom

4.2)

I
per ogni vettore § reale e ogni s di E,, o essendo un numero positivo. Allora
gli zeri del polinomio in 2, a coefficienti funzioni di s,

2m
A, 1,8) = T Gom-i(s)2*
k=0
sono sempre m con parte immaginaria positiva ed m con parte immaginaria
negativa ed inoltre quelli con parte immaginaria negativa, non escono, al
variare di s, da una regione delimitata da una curva y semplice e chiusa
tissa appartenente al semipiano I,z < 0.

Introduciamo i polinomi Mz, s) e M,_; (2, s) a partire da Afz, 1, s)
nello stesso modo che si & seguito nel n. 3 per M(z)e M, —j-(#) a partire da
Aiz, 1).

I coetficienti di M(z, s), e degli M_;_,(z, s), per ’osservazione fatta sugli zeri
di Az, 1,s) e per il modo col quale sono definiti detti polinomi, sono fun-
zioni di s appartenenti a C(R,) e limitati. Si avra anche in particolare che,
per # variabile su y e s in R;, | M(z, 5)| & maggiore di una costante positiva.

Cid premesso siano ¢,(s), j=0,.., m — 1, m funzioni appartenenti rispet-
tivamente ad H™—/—Y(R,) e a supporto compatto.
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Ci proponiamo di costruire una funzione v(t, s) la quale risuili indefini-
tamente differenziabile nel semipiano t < 0, appartenga a C"%*(B) in ogni
dominio B limitato del semipiano t =< O e inolire verifichi le condizioni

4.3) lim Dyiv(t, 8) = w4(s) j=0,..,m—2e¢
0"
(4.4) lim [ [Dr=s0lt, 8) — s (s)ds = 0
ot {3
(4.5) ( / D, ) ol t|-%)
per E=1,2..; 0Lh=k
.s" e
(£6) ([1610tt, s)1as|” = op

s-l
per ogni intervallo fissato 8 Ss=<¢§" di It,.
Poniamo seguendo MIRANDA

w—1

'U(t) ’3) = E /U]'{t} 3)5
1=0
00
(@) ot 9 = [@fr Gt 5, 5 — o)
dove -
‘ Mmu_,_ 2,0 (tz +§5— —a) |
Kiit, o, 8— f fim =21 log (tz + s — o) dzs

la determinazione del logantmo essendo tale che: 0 <X Im log (fe+s—oa) <
Ovviamente v & indefinitamente differenziabile per ¢ <CO.

Inoltre poiché le derivate di Kj{f, o, s—o) d’ordine =X m — 2 rispetto a ¢
e ad s sono continue o hanno una sola singolaritd logaritmica per /=0 e
$ =0, con ragionamento analogo a quello di AeMoN richiamato per la dimostra
zione delle (3.8) nel caso j = m — 1, si prova che v; (f, s) appartiene a ("B
in ogni dominio limitato B del semipiano { <0 e si ha

400

lim D*D k"t 8) = Re% L [cpjm—f"l{o)

b0
me__] _afz. cs dz)

(s — oY% = log (8 — o) -+ ci]do. d
(m —k —2)! o

)

con ¢, costante reale opportuna e 0<k=m—2 0=h =tk
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Si pud allora ripetere anche nelle ipotesi da noi poste su ¢;, lo stesso
calcolo fatto in [10] (formula (7.5)} e ricavare cosi per 8 =s=<¢§"

0 per 0<k<j, O=sh=<Ek

: np k—hy. — :
(4.8) lim D,/"Dj*~ ", s) "*é B npNs) per j<k<m—2 O0<h<k

P

da cui le (4.3).

Si ha poi per Osh=m—1

M, iz, o)t
M, o)liz + 5— o)

N
DDyt s) = Re{ f 90" =1~a)do - de | =

— -y

== f @ =1=I(s + tn)H; n{n, s -+ tn)dn

dove

Mm—y-—l 20 )
Hj,fn, o) = — Re 2nf Mz, s)( z—‘q dzﬂ

Si osservi che, tenuto conto di quanto si & detto su M,_; .z, o) e M(z, g},
& ancora valida la

1
{4:.10) H]’, h('ﬂ, G) == 0(1_;};2)

la quale limita H; n{v, o) indipendentemente da o.
Si ha inoltre ancora la’(3.12), per ogni o fissato, ciod
“+
(411) ij, h('ﬁ, O‘)d’)’} = 5]',;,

Si ottiene quindi, posto per semplicitd ¢ m—7— = ¢, H; j = H,

H

Py 8 20

(4.12) / [D D"t s) — 8, npls))ds = ] ) /{@8+ 1) — (s)}H(n, s + tndn +

8/ oo
R

f [Hi1. s + tn) — Hin, s)lols)dn | ds < o ] 3 JES o)l 0 (zds +
s oo

+o f P (6B, 9ds, dove Flt, s) = ( f [H, s + tn) — Hin, sndn)z

s —')
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e ¢ & un numero positivo indipendente da . Il primo integrale del secondo
membro tende a zero per { — 0—, come si & visto per la(3.15) del n. precedente.
Quanto al secondo integrale si ha per la (4.10)

(4.13) Hn, o+ t1) — H(y, o) = 0
ed inoltre
(4.14) im (H(r, s + tr)— Hir, o)) =0

per ogni s di (¢, §”) e ogni 7 di (— oo, 4 o).
Si pud allora, per ogni s di (¢, "), passare al limite sotto il segno di
integrale in F'(t, §) ottenendo lim F({, s) =0.
t—r0"

E risulta inoltre, sempre per la (4.13),

| F(t, s}{s'ofzol_:_n2>gdn:o’

0

per ogni s di‘(s, s”) e ogni #, con ¢ e ¢’ indipendenti da ¢.
Ne segue allora anche

8’

lim | $¥s)F(f, s)ds = 0.

t—r0

8’

In definitiva si ha che il primo membro della (4.12) tende a zero per
t—0— e di qui si deduce la (4.4).
Si ha poi per k intero positivo e 0 <h <m —~ 1+ £

(p+gl L
DDl 8) = e Re g / Qim0 (5 - tr)dy -
—w

[ M iz, s+ Ip)e" .
J} Mz, s+ ty){z—n)p+" )

Ma per quanto si & sopra osservato a proposite di Mm—;-.(2, o) e di
| M{z, o)|, al variare di o, si ha che

e 3 Moy, 8+ tn)e" ds %: O( 1 )

M, s+ e —nrt, Lgfnp *

Y
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e quindi con calecolo analogo a quello fatto in (3.15),

G

g Vi
( [ | DD m—1+R=n (t, 5) }st)] : <

o
s

14

(f;f‘“?y(m~’ 1)s+hl”1+| |1+n

< 7 f =) P o)

con ¢ indipendente da ¢;, da cui le (4.5). Tenendo poi conto che

/M _;,-1z s+t Al Ls+b)
Mz, s+ tn)(e — n+e B

12
)s

si ha come in [10]

J-00
oty 5 = = m A D] Re{giz f ™8 + tn)d

ém-}ﬂ

—o0

z,s‘—l—tr Al 1, 8) — Az, 1, s )] .
f Mz, s+ bn)(e — )+ }

+

e quindi poiche i coefficienti di A(g, 1, s} sono funzioni di s differenziabili
con continunitd in (¢, "}, si ha

8! .ﬂ

8

+00

=l f =) |

—00

con ¢ indipendente da ¢;, da cui la (4.6)

5. Preliminari al teorema di esistenza. - Riprendiamo ora il dominio Q
e l'operatore Au introdotti nel n. 1 con tutte le ipotesi ivi fatte. Siano poi
assegnate su I' m funzioni ¢, (f =0, .., m — 1) appartenenti rispettivamente
a Hm~1-(I); vogliamo costruire una funzione v € Cm(Q) N Cm"z(ﬁ) e tale che

oiv

(6.1) 3 = sul perj=0.,m—2

Annali di Matematica 15
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4

(5.2) lim f [(Dtm—1v>tm — cpm_lrds ~0.

()

(5.3) f | (Abjime ds " = o<,

Si ricopra la curva frontiera I di @ con un numero r finito di cerchi

@, aventi il centro in punti di I' e raggio p minore di | °] ; e siano @/ i

cerchi aventi il centro negli stessi punti e raggio 2p, pomamo poi
C,=C,NnQ C/=C/NnQ
I=Cnl =enT

e indichiamo con C(C;) uno qualunque fissato degli infiniti insiemi (¢periodici»
rispetto a s di periodo /) della striscia

St —ooLs<Hoo, h=E=0

che per effetto della trasformazione [ data dalle (1.2) del n® 1 corrispondono
a C{C/); e cost pure diciamo I; e [/ i sottoinsiemi di C; e C/ che stanno
sull’asse { = 0 e che ovviamente corrispondono per effetio di T agli insiemi
Iy e Iy,

Anche le m funzioni ¢; assegnate su I' si trasformano mediante la 7'
in m funzioni ?p,(s} (#,((0, ), lo, 8)) = p,(s)) della variabile s, periodiche di
periodo / e appartenenti rispettivamente a H™——(I} in ogni intervallo I di R,.

L’ operatore Au dato da (1.3) si trasforma pure mediante la T in un
operatore differenziale lineare d’ordine 2m su S; ancora ivi uniformemente
fortemente ellittico

~ o~ 21 N o~ ~
(6.5) A= 2 donslt, DDl 5) + S
je=o

dove $u & un operatore di ordine<i2m — 1 a coefficienti continui in S e i
coefficienti @,.—i(f, ) in quanto combinazioni lineari dei coefficienti ay,, con
|p| = |q| = m, appartengono per le ipotesi fatte a C'(Sy).
Introduciamo ora l'operatore
2m X ~
(5.6) v = T tum_j{0, 8)D D2 —iv(t, 3).
}_
Figsato uno qualunque degli insiemi C; si consideri una funzione %{s)
€D(R,) che sia uguale ad 1 in un intervallo § < s <¢" contenente I'); e
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relativamente all’operatore (5.6} ed ai dati ¢ c},'(j =0,..,m—1j si .eostliuisca
la funzione ﬁi(t, s) col procedimento del n. 4. Si oftiene cosl una funzione v,(¢, s}
€ ¢»—(C;) e indefinitamente differenziabile per { <0 la guale inoltre veri-
fica,le

(6.7) Jim Do (t, 8) = 9;(s) j=0...,m—2 e s/ <s<s/".
si"
(5.8) lim [ [Dmtvdt, s) — Om_i(8)Pds =0.
™ )
si
o i/2
(5.9 ( f | DEDE R SRS = O([E) k=12
S;"
Si” |
-~ 1/2
(5.10) ( f | &1, ) ;2ds) = O(| |-
Si’

Poiché in 8, 4= + (4 — &) e i caefticienti ®2m—j(l, s} appartengono
a CYSy), dalle (5.9) e (5.10) seguono allora anche le

Si"
"o 1/2
(5.11) ( [ 14 54, 9) {%13) = 0fft[™).
i

Si consideri ora la funzione vix, y) (i =1, ..., r}) definita in G/ e trasfor-
mata mediante la T della restrizione di vt s)a C,: vx(t, s), yt, s) =
=t s) in C/; si ha che v,(x, ¥ € 020y N C(C/ —T)

Sia data poi una «partizione dell’unita » su @ mediante r + 1 funzioni
Gos g1, g» appartenenti a C>*(Q) tali che

ég}f-.:-l in Q

i=g
- r
ed inoltre che g, sia nulla in Q— X ¢, e ogni g, con 4> 0 sia nulla
=1
in @ — C/. Prolungate arbitrariamente le v; in tutto Q si ha che la funzione

{56.12) v=g+ X g,
]
risulta appartenere a C™—(Q) N C*™(Q) ed inoltre, tenuto conto delle (5.7),
(5.8), (5.9) e (5.11), verifica le (5.1), (6.2) e (5.3).
Dimostreremo ora di pitt che risulta Av € H—™Q), dove con H-m(Q)
intendiamo lo spazio duale dello spazio Hy™(8) (v. ad es. il n. 2 di [9)).
Dimostriamo percid il seguente
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LemMA. — Se flx, ¥} ¢ una funzione conlinua in Q e tale che
) 1fz
(5.13) ( j frds) = ojefm

allora f€H—™Q)
Basta ovviamente dimostrare che per ogni funzione ¢ € D(Q) il cui sup.
porto sia un cerchio ® contenuto in @ — Q,), si ha

f Fhdudy | <o

con ¢ indipendente da ¢: Diciamo o' un insieme di S; che sia trasformato
in ® biunivocamente dalla 7 del n. 1 tale v’ ovviamente esiste ed & contenuto
in un rettangolo del tipo: #, <¢ <0, s <8 <s” con 8'— s <1

Si ha allora, deite ¢ delle costanti diverse, indipendenti da ¢ e posto

fit, s)= falt, s), yit, s). dit, s) = =it s), yit, s)

Uﬁpdxde <o [dt[]ﬂts t3|ds<o[dt ffzds [ws

L4

da cui posto ht) = (/@2 (t, s)ds)”z, si ha per la (5.13)

_<_of el dt = (—1ym 2 /‘hof(t)dtSo [lh"{t”dt

[em —m | T
0 ty t

[ llm

(6.14) I f fhdady

E poiché

= | < o= n

si ha quindi
lffi])dmdy]gcfl :&i’("t)'l dt.
w to

Ripetendo sull’ultimo integrale il calcolo ora fatto per la (6.14) e cosi
proseguendo per m volte si ottiene in definitiva

[

Ufcpdwdy\gc(f (aatj}j) dtds)llz:gciwnm.
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6. Il teorema di esistenza. — Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

TEOREMA DI ESISTENZA. — Nelle ipotesi su @ e sull’ operatore Au introdotle
nel n. 1, assegnate su I' m funzioni ¢; (j =0, ..., m — 1) appartenenti rispetti-
vamente a H»—i—T) ¢ su Q una disiribuzione { apparienente ad H—"(RQ) (),

esiste una e una sola funzione u € Cm—(Q)N H™Q,) per ogni © < 0 e tale che

(6.1) Au=f
nel senso delle distribuzioni su Q e
du
6.2) =
sul' per j=0,.., m—2 e
1

(6.3) lim f (D™ e — Pin—af’ds = 0.

o)

0

Si costruisca anzitutto col procedimento del n. 5 la funzione v verificante
le (5.1), {5.2) e (5.3), relativamente ai dati ¢, ... Pm—s; per il lemma del n. 5,
€ H—(Q).

Si consideri poi il problema di DIRICHLET con condizioni al contorno
omogenee :

Aw=f— Av nel senso delle distribuzioni su @,

(6.4) w €H,™(Q).

Per lipotesi (1.8) del n. 1, il problema ammette in virti dei risultati di
J. L. Lioxs [8] una e una sola soluzione w. HEssa per il teorema di SoBOLEV
richiamato nel n. 1 appartiene anche a C™-2(Q) e quindi verifica in senso
ordinario le condizioni
diw .
W:O su T, per j=0,.., m — 2.
Inoltre per proprieta note delle tracce delle funzioni appartenenti ad
H™Q) si ha anche
!
lim f [De*wh=-]"ds = 0.
To—0"
0
La soluzione del problema assegnato & allora ovviamente data da u = w + v;
ed essa & unica in virtd del teorema di unicita del n. 2.

(1) Sard utile ricordare che H—m(Q) & costituito da tutte e sole le distribuzioni su @
della forma ng mDpr eon f, € L*(Q); in particolare dunque L(R) < H—m(Q).
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OsSSERVAZIONE I. - Dalle maggiorazioni ottenute per la funzione v nei
n. precedenti & anche facile, fenuto conto che [[w]., <¢|[f — Av|_,. (™,
dedurre per la soluzione u trovata la maggiorazione

|#llnes S0 1l + = max (5] 43 o

con ¢ dipendente solo dal dominio Q e dai coefficienti a, ,.

OssERVAZIONE I - La convergenza in media della soluzione sul sistema
di curve {I'.} «parallele» a T pud essere anche sostitunita con una analoga
convergenza in media su un altro sistema di curve {y.!; ed & facile vedere
che, purch® quest'ultimo sistema si ottenga dal precedente mediante una
trasformazione sufficientemente «regolare» della corona Q — Q,, in =8, la
soluzione del problema non dipende dal sistema di curve adoperato.

7. Confronto con altre teorie. - Sard bene prima di concludere ricordare
che recentemente sono state sviluppate delle teorie dei problemi al contorno
per equazioni lineari ellittiche in classi di soluzioni a integrale di DIRICHLET
d’ordine m anche non finito e con condizioni al conforno non omogenee,
sopratutto da M. I. Vismik e S. L. SoBoLEV {16] e da J. L. Lioxs (8 bis]
(si veda anche 1'esposizione generale datane nel n. 14 di [9].

I risultati ottenuti nel presente lavoro, cosi come quelli di 8. Aemon [1]
e di 0. MIRANDA [10], nen rientrano perd in quelli che, nelle stesse ipotesi sui
dati, si possono ottenere da queste teorie, in quanto permettono di precisare
maggiormente le proprietd della soluzione e in particolare il modo di assu-
mere i dati al contorno. Cosi ad es. (per la nomenclatura mi riferisco al
n. 14 di [9] se f€ H—™Q) e ¢, € H™—i~Y(T) (o se le ¢; sono ancor piu regolari,
come & nei casi considerati da MIRANDA e da AGMON) osservando che

4
we—1
<fiv>+ 3 | ¢f*vds
i=o.)
al variare di v in H?"(R?) rappresenta una distribuzione di Hz™™, si pud
applicare un teorema di Lions [8 bis] (teorema 14.3 del n. 14 di [9]); si

oftiene cosi perd solo 1esistenza e 1'unicita di una soluzione debole del
problema, precisamente di una funzione u € L*Q) tale che

1

e —1
[ wdAvidedy = <f,v>— 3% [ 98 vds
. j=0 b
0 ]

(1) || ||=m & la norma in H—Q), || ||zsr) & la norma in LXT).
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i
per ogni v € H*(R? soddisfacente -alle condizioni g—ng =0sul,j=0,.., m—1,

Irisultati di AemoN e di MIRANDA e quello del presente lavoro, se ¢; € H™—i—(I),
precisano invece maggiormente le proprietd della soluzione e il modo di assu-
mere i dati al contorno.
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