
Sul problema di Dirichlet 
per le equazioni lineari ellittiche in due variabili. 

)[emoria di ENRICO MAGENES (a Genova) 

A Giovanni  Sansone nel suo 70 "w compleanno. 

Santo. - Si  d ~ t n o  teoremi di esistenza e di unic i t~  per  il  problemvb di Dirichlet, opportu~a. 
mente ~ generalizzato *, retat ivamente aHe equazioni l ineari  ellittiche in  due var4abiti 
indipendenti .  

La  teor ia  dei p rob lemi  al con torno  per  le equaz ioni  d i f fe renz ia l i  l inear i  
di ord ine  2 m ,  supe r io re  al secondo,  di tipo e l l i t t ico si 6 p a r t i c o l a rme n t e  svi- 

luppa ta ,  a pa r t i r e  dai lavor i  di L. GARDI~O e M. I. VISHIK del 1951 e per  
ope ra  di numeros i  a l t r i  Autor i  q u a l i  S. AGlow,  ~.  ARo~szAj~ -, F. E. B~tOWDER, 
A. DOUGLIS, K. 0.  FRIEDRICfIS, 0.  V. GUSEVA, L. HO'RMANDER, A. I. KOSHELEV, 
F. JOHN, P. D. LAX, J. L. LIONS, C. B. MORRE¥, L. I~IRENBERG, 3I. SCtIECHTER, 
K. T. S~iI~H eec. (~); di solito, salvo che in a lcuni  lavor i  di S. AG~iON [i], 
J.  L. LIONS [8 bis] e M. I. VISHIK - S. L. SOBOLEV [16] dei qual i  dire- 
mo in seguito,  si ~ perb  cons idera to  il easo dei p rob lemi  con eondiz ioni  
al con to rno  omogenee ,  in classi  di soluzioni  a << i a t eg ra l e  di DIRICHLET d ~" or- 
d ine  m >> finito.  I1 p rob lema  genera le ,  con condiz ioni  al con to rno  anche  non 
omogenee ,  si pub poi r i p o r t a r e  al caso p receden te ,  ma occor re  a l lora  supe ra re  
difficolt~t che  possono essere  anche  notevoli ,  come ~ stato ben messo in evi- 

denza  nel  n. 9 di  [9], a seeonda  de l la  classe in cui si assegnano  i dat i  al 
eon to rno  e di que l la  in cui  si ee rca  la soluzione,  che ovv iamen te  sono t ra  
di loro l e g a t e ;  t an to  pifi che in gene ra t e  non b det to  c h e l a  classe in cui 
t rovas i  la so luz ione  del  p rob lema  debba  essere  a in tegra le  di DIRICHLET 
d ' o r d i n e  m fini to.  

I n  ques to  o rd ine  di idee ~ un  r e c e n t e  lavoro  di C. MIRANDA [10], dedicato  
a l l ' e q u a z i o n e  di o rd ine  2m a coef f ic ien t i  rea l i  in due  var iabi l i  i nd ipenden t i  
a s segna ta  in un  domin io  Q 

(I) A u  = f 

e al p r o l e m a  di DIRICHLET (< ord inar io  ~ pe r  la (I), << o rd ina r io  ~> nel senso 
3;u 

che  i da t i  ~ = ~1 (J = 0, 1 , . . . ,  m ~ 3[; n n o rma l e  es te rna  al ia  f r o n t i e r a  ]~ 

(') Per la bibliografia rinvio alia monografia [9]; i numeri t r a [  ] si riferiscono alia 
bibliografia finale del presente lavoro. 
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di Q) su f sono supposti eontinui  e la soluzione i~ cercata nella elasse delle 
funzioni aventi derivate fino a l l 'ordine  m -  1 continue in P. + l: ma non 
necessariamente a integrale di DII~zo~LE~ d 'ordine  m finito in ~. 

In  questo lavoro mi oceuperb invece del problema ~ generalizzato )> di 
DIRIO~LE~ per la stessa equa~ione (I), intendendo con cib che i dati al con- 
torno siano funzioni di quadrato sommabile su F e che siano assunti  ~( in 
media ~, su un sistema di curve {]:~ I (~ parallele ~> a l:, cio~ che 

1 

(II) lim ~ e ~ - -  ¢~J ds = O 
' r  - ' - ~  0 

0 

j ' - O ,  1, . . . ,  m - - 1  

(dove s ~ un parametr% per es. F aseissa curvil inea su r ,  cui si possano 
riferire parametr icamente  sia r~ che ]?) e che la soluzione sia di quadrato 
sommabile in Q e abbia l ' in tegra le  di DIRICHLET d 'ordine m finito solo in 
ogni dominio interno a ~l ma non necessariamente in tutto ~. 

Questa imposta~ione del problema estende dunque alle equazioni d 'ordine  
2m l ' impostazione del problema di DIRIC~tLE~ in~rodotta da G. CIMMI~O [4] 
per le equazioni del secondo ordine, ripresa ed estesa anche a certe equazioni 
del quarto ordine da B. PI~I  [12], [13], [14]. 

11 metodo seguito ~ quello cui si ~ accennato sopra:  r icondurre cio~ il 
problema al easo di soluzioni a integrale di DIRIOttLET finito in ~2 e di con- 
dizioni al eontorno omogenee. Due questioni sono allora da r isolvere:  1} un 
teorema di unicit~ nella classe pifi vasta, in cui abbiamo impostato il pro- 
b lema;  2} la eostruzione di una funzione ausil iaria v, che assuma i dati ~ 
~ in media >> su t r~ ~ e tale the  Av appartenga ad una opportuna classe di 
distribuzioni su ~2. 

I1 teorema di unicit~ viene dimostrato con un tipo di ragionamento,  che 
mi sembra facilmente estendibile anehe ad altri  problemi al contorno e al 
caso di equazioni in pih variabili  indipendenti ,  e che sfrutta i recenti risul- 
tati sulla <(reg01arizzazione ~) delle soluzioni a integrale di DIRICltLE~ finito 
del problema con condizioni al contorno omogenee, dovuti a NIRE~BER~, 

BROWDER, GUSEVA ed altri. 
La  costruzione della funzione v viene inveee ottenuta sfruttando in modo 

cssenziale un procedimento introdotto da C. M~RA:SDX nei lav0ro citato per 
1' analoga questione relat iva al problema di DIRICItLET (~ ordinario ~> procedi- 
mento ehe utiiizza a sua volta la formula risolutiva del problema di DIRICHLET 
(( ordinario ~ per il semipiano stabilita da S. A~IoN reeentemente [1]. L'esten- 
sione di questa costruzion.e al caso di pih variabili indipendenti  si potrh forse 
anche ottenere, utilizzando i r isultat i  di un lavoro di &GYlON-DOUGLIS- 
~IRENBERG- annuneiato,  ma tut tora in corso di s tampa e di cui non ho potuto 

prendere visione finora. 
Genova - maggio 1958 
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1. P r e l i m i n a r i  ed i p o t e s i .  - Sia g u n  insieme aperto e limitato del piano 
(x, yt di elasse C2~÷2; supporremo per semplicit~ (~t c h e l a  frontiera di Q sia 
costi tui ta da un 'un ica  eurva sempliee e ehiusa P la quale  avr~ dunque,  
poieh~ • ~ di elasse C ~rn+2, una rappresentazione parametr iea  del ripe 

= x ( s ) ,  y = y(s)  

essendo ~ ( s ) e  y ( s ) f u n z i o n i  del l ' asc issa  cnrvil inea s dotate di derivate  fine 
aU'ordine 2m-{-2 continue. Potremo naturalmente  supporre  le funzioni x(s) 
e y{s) definite in tutto l '~sse reale RI(-- c~ ~ s ~ -}- c~) e periodiehe di periodo 
l, dove I b la lunghezza di l~, e tall ehe per  s erescente il punto (x(s), y(s)) 
si muova su ]: nel verso positive (antiorario). Indicheremo con n la normale 
esterna a ]:, i cut eoseni direttori  saranno dati  da y'(s) e - -~ ' (s) .  

Nelle ipotesi fatte su r esiste un to ~ 0 tale che per  ogni z dell ' intervallo 
to ~ ' :  ~ 0 la eurva ]:~ di equazioni parametr iche 

(1.1) x, =  ff(s), y = y / 8 ) -  

detimita un insieme aperto e eonnesso ~ interne a Q e di elasse C zm+~" 
inoltre la trasformazione 

*8 (1.2) T: x -"  x~{t, s) ~ x(s) + ty  ( ) ,  Y " - y ( t ,  s) ~ y(s) - -  tx'(s) 

rappresenta  la str iscia 

Sto : to<_ t ~ .  O , - -  oo  < s < ~ oo 

del piano (t, s) sulla ¢ corona.> Q -  ~t0(8) del piano (x, y), in mode the  ogni 
punto (x, y) di ~ 2 -  P-to corrisponde a u n a  successione di punti  di Sto, aventi  
tutti la stessa t e le s differenti  per  multipli  di 1. La  trasformazione T 
dunque periodica rispetto a d s  di periodo l; inoltre esga ~ di classe C 2"+1 
nel sense che le derivate di ~(t, s) e y(t, s) rispetto a s e t fine all 'ordine 2m ~ 1 
sono continue in Sto. Ovviamente la T ~ anche invertibile in ogni rettangolo 
del ripe: s ' < : s ~ s  '', t o '< . t<_O,  con s " - - s ' < l  e la inversa T -~ ~ pure di 
classe C 2m+~. 

t° < • < 0  costruire una trasfor- ]~ inoltre possibile per ogni -: tale che 2 _ _ 

mazione biunivoca di ~ su ~ 

tale che: 1) per  : - - 0  sin l ' identit~; 2) sin di classe C ~m in ~, cio~ le ~ e ~¢ 
siano continue in ~ con le derivate rispetto a x ed a y fine a l l 'ordine  2m; 

C) Pii~ in genera le  ~ potrebbe essere del imi ta te  anche da un numero  f ini te di curve  
sempl ic i  e ehiuse. 

(3) Se  X ~ un ins ieme di punti ,  con X ind icheremo la sua ehiusura.  
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3) det6i Po" un  punto  di ]3, P ,  e Pro r i spe t t ivamente  i pun t i  di I', e I~,0 che 
si t rovano sul la  normale  no a I ~ in Do, la ~ ,  t ras formi  Po in P~ e il segmento  
Po Pro nel  segmento  P~ Pro; 4) "~  d ipenda  con con t inu i th  anche  dal  pa rame t ro  
~: nel senso che le ~, e ~,  ins ieme alle loro der ivate  r ispet to  ad x ed a y 

fino a l l 'o rd ine  2m siano funzioni  cont inue  di -c p e r ~  _<':_<. O. 

La  cos t ruzione  di una  tale t ras formazione  si pub ad esempio  fare nel  

seguen te  modo : 

~ ' - x ,  ~----y se (x ,y)  E~2t, , 

t (to_t:m+  = x(s) + ty(s) + ~ - ~ o /  

I ~ = y(s) - , x ' ( s , - ( t ° - - t ~ ) ~ + ~  

• y'(s) = (~-o / ~y'(s) 

_ { t o  - t l ,~+,  ~,(~) 
~x'(s) =_ y \ to / 

se (x,, y) C ~ - - Q t o ,  essendo (t, s) scelto nel la  s t r iscia  Sto in modo ehe 
x - -  x(s) + ty'(s), y -~ y(s) - -  tx'(s) (si pub ad es. supporre  to <_. t<~O, 0 <<- s < l). 

I n t r o d u r r e m o  le seguent i  notazioni  (4): 

~u k n ~a + au  ~°u 
D~u - -  ~ , D~Dvu - -  ~ x ~ y  h , ~x o 

Oou 31 p tu 
- "  u, ?~o~yo - -  u, D~u - -  ~x~,~yp~ 

dove p - -  (pl ,  p~) ~ u n a  coppia  q u a l u n q u e  di humer i  in ter i  ~ 0 e IPl --  P,  +P~- 
Sia  ora  assegnato  l ' opera to re  

(1.3) A u  -~ ~ t--l)qpIDp[ap, q(x, y)Dqulw, y)] 
[p[, ]ql~m 

dove gli ap, q(oc, y) sono funzioui  real i  a s segna te  in ~ e tal i  ehe 

max [[ p l, { q I] __ 

(1.4) ap, q(x, y) c c (~) (~), 

(1.4') ap, q(x, y l E C  (~21 se ]p] = m ,  I q l = m .  

Suppor r  emo t h e  l 'opera tore  A u  sia ur~i formemente  ( fortemente) ell i t t ivo in P. 
vale  a dire  ehe es is ta  u n a  cos tante  :¢ > 0 tale  che 

p+q sm 
(:.51 z a, ,  q(~, v)~ -> ~t ~1 

Ip{, Iql=m 

(4) Per le notazioni e le definizioni segaiamo in sostanza it tavoro [9] cui rinviamo il 
lettore per ogni u]teriore precisazione. 

(s) Una funzione appartlene a Ck(X) so ~ continua in X con le sue derivate d' ordine <= k. 
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per  ogni vettore reale  ~ - -  (~1, ~ {'}. 
Indicheremo anche con a(u, v) la forma bil ineare in u e v assoeiata ad Au 

ap, q(X, q)Dqu(~, y)DPv(x, y)d~dy (1.6) a(u, v ) =  tpJ, lq'T<_,,* 
a 

e con A*v l 'operatore aggiunto formale di Au: 

{1.7) A*v - -  Z (--1}l~ tDp(aq, pDqV) 
Ipl, I qI~,n 

Sia poi H~((~) lo spazio delle funzioni reali u tall che u E L2(I;I)(~) 
e Dvu E L~{~) per tP! -< k, le derivate essendo iatese nel senso delle distribu- 
zione su f~; in H~(~) in tenderemo introdotta la norma 

Hu]]. =( f (D'u)'d dy) 
fl 

Con Ho~{Q) indicherem6 la chiusura  in H~(~2) delle funzioni reali  ~ E ~(o),  
cio~ indefini tamente differenziabili  e a supporto compatto in Q. 

noto che per  le funzioni di H~(t~) si possono definire le ctraeee>> della u 
e delle sue derivate fino a l l 'ordine  k -  1 su ogni curva 7 suff ic ientemente 
regolare contenuta  in Q e queste tracee sono su 7 funzioni di quadrato sore. 
mabile;  in part icolare esse possono definirsi  su r .  S e u  E Hok(O.) e si ha  allora 

senso suddetto r i s u l t a ~  --  0 su 1~, per ] ---- 0 , t ,  ... k - -  1. che nel 

Ricordiamo anche che per un noto teorema di S. L. SOBOLEV ie  funzioni 
u di //~(~) appartengono anche a C~-~(~) e quindi in part ieolare le derivate 

normali  ~T~, per j - - - 0 ,  1, ... k -  2, sono continue anche su r.  

Analogamente si definiseono gli spazi H~{Q~) delle fdnzioni di quadrato 
sommabile in ~2~ eo~ tutte le derivate di ordine _<k e si stabiliscono per 
essi proprieta analoghe. 

Iadicheremo poi con H'(l?) {rispettivamente H~(R~}} lo spazio delle funzioni 
re~li di quadrato sommabilo su 1] {rispettivamente R~} con tutte le derivate 
rispetto al parametro  locale cui si r iferisce F, fino all 'ordine k; si ha allora 
the  ' se ~ ~ H~(1 ~) (rispettivamente /P(R1)} essa b continua su ]: {rispettivamente 
R~) con tutte le derivate fino all' ordine k--1  ed ha derivata k-es ima di quadrato 
sommabile su 1: (r ispett ivamente R~). 

Cib detto, faremo sulla forma a(u, v) l ' ipotesi the  essa sia Ho"(~2)-ellittica, 
cio~ esista una costante ~ ' >  0 tale che sia 

(1.8) a(u, u)>_ ~'llulI~ per ogni u ~ H'~(O,) 

2 

(7) I n  generale con L~(X) intencleremo lo spaz|o dello funzioni di quadrato sommabile 
in X, normalizzato nel modo abituale. 
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o 

P e r  un noto t eo rema  di GARDING [5] la  (1.8) % senz 'a l t ro  ver i f icata ,  da ta  
l ' ipotesi  (1.5) fa t ta  su Au, ad es. in uno q u a l u n q u e  di quest i  cas i :  

1) II coefficiente ato, o~,(0,ol sia per ogni {x, y) di ~2 maggiore d i u n a  co. 
stante ),o :> 0 sufficientemente grande (),o dipendente da ~, dal massimo too. 
dulo degli ap q, e dal modulo di continuit~t degli a~, ~, per t P 1 ----- I q l --  m, in ~}. 

2) I coefficienti av, q siano definili in un  dominio ~ ' ~  ~ e O, abbia 
diametro sufficientemente piccolo { <_ ~, con p dipe~dente da ~2', dal massimo 
modulo degli ap, q e dal mod:ulo di coutinuit~t degli ay, q con I P [ --  ] q] --  m, in ~'). 

3) Sin 
Au : v, (--1)'~Dp(a~, qDqu) 

IPl, lq]=m 

e gli ap, q siano costanti. 

2. Teorema di unic i t~ .  -: Siano ora u e v due funzioni  real i  ,~ppartenenti  
a C2~I(~); mol t ip l ieando Au per  v e in t eg rando  su g~, per  -c f issato (fo <'c<_~0). 
si o t t iene  median te  l 'uso delle fo rmule  di GAUSS-GREE~, 

12.l) a(u, v ) =  f vAudxdy  + ([BlIu, v)dx + B~Iu, v)dy] 

con B~ (u, v) opera tor i  d i f ferenzia l i  di ordine  totale 2 m - -  l in u e v e conte- 
henri  le der ivate  di v fino a l l ' o r d i n e  m, ~ 1 i cui  coeff ic ient i  d ipende ranno  
dagli  ap, q e sa ranno  funzioni  di (x, Yt. L ' i n t e g r a l e  curvi l ineo  del secondo 
membro di (2.1) si potrh  a l lora  scl:ivere anche,  facendo uso del cambiamento  
di var iabi l i  (1.2) e del la  rappre~entazione pa rame t r i ca  (1.1) di r~ ,  

l 

. h = O  i o 
0 

dove Lj.hu sono operator i  d i f ferenzia l i  l inear i  in u e nelle sue der ivate  ri~petto 
a d s  e t di ordine  --~ 2m - -  1 ,--j ed i eui eoeff ic ient i  sono funzi0ni  di (t. s). 
P e r  le ipotesi  fa t te  su ]: e sui  coeff ic ient i  di Au si pub in t eg ra t e  per  par t i  

r i spet to  ad s nei  t e rmin i  di (2.2) del t ipo 

Z 

. /[DhDtJ-hvLj, h u ] t = : d s ~  con h > 0 

0 

e si o t t iene  c0si in  de f in i t iva  la seguente  formula di Green 

= (2.3) a(u, v) / [DtJv~iult=~ds 
,. I ] ~ 0  

~2~ o 
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(2.7) 

a l lora  u = 0 in ~. 

dove ~yu sono opera tor i  d i f ferenzia l i  l inear i  in u e nelle sue der ivate  r ispet to a 
t e d  a s di ordine  ~ 2 m - -  1 - - j  con coeff ic ient i  funzioni  a lmeno cont inue  di (t, s). 

Ana logamen te  si o t t iene la 
l 

(2.4) a(u, v) - -  u A* v d x d y  ~- Z [D~u~j*v],~=~ds 
j=O 

~,r o 

dove ~*v  sono oppor tuni  operator i  d i f fe renz ia l i  l inear i  di ordine  ~ 2 m - -  1 - - j  
a coeff ic ient i  funzioni  con t inue  di (t, 8). Da (2.3) e (2.4) si ha  a l lora  

(2.5) --  ~ [DtJu~j*v]t=.~ds- Z [DtJv~ju]~=~ds. 
i = o  j i=o  

~z 2z o o 

E poich~ nelle ipotesi fatte su ~, C~m(~} ~ denso in H2~(~), le formule 
di GRE~ (2.3), (2.4) e (2.5) valgono anehe per u e v E H~"(0~), pureh~ natu- 
r a lmen te  negl i  in tegra l i  curvi l ine i  ai secondi  membr i  le t racce su i"~ delle 
der ivate  di u e v sia~no intese nel senso r i ch iamato  nel n. 1. 

Cib premesso d imos t r i amo il seguente  

T E O R E ~ A  DI USTICIT,~ P E R  IL  PROBLE~M~. D:[ DIRICI-ILET. - Nelle ipotesi 
del n. 1, assegnale m funz ioni  %(s) di quadrato sommabile in  (0, l) {j = O, 1 ... 
... m - -  1) e una distribuzione f E ~'(~2} (s), esiste al pii~ una  fu~zione u E L 2 (~2) (~ 

~ H ' ~ ( ~ )  ~per ogni ": (t°2- ~-- ~ < O) verificante l' equazione 

A u = f  

nel senso delte distribuzioni su f l e  le condizioni al contorno 

~Ju 
~n~ --  ¢~ (j - -  0, 1, m - -  1) 

nel senso della ~ convergenza in media di ordine 2 ~) sul  s is lema di curve I r~ }, 
cio~ tale che 

! 

~lLm - -  / [(D~u)~=~ - -  ~ f f d s  --  O, j -= O, l. . . . .  , m - -  1. 

0 

Basterh  d imos t ra re  che se u E L~(~2) (') H ' ~ ( ~ )  per  ogni ~: < 0 e _~ ~ e se 

(2.6) A u  - -  0 in  ~2. e 

l 

l im / [(D~u)L~]~ds --  O, j "- O, 1, ..., m - -  1 
$ 

' ¢ ~ 0 - -  J 
0 

(s) Con ~)'(fi) indichiamo lo spazio delle dis t r ibuzioni  real i  su fi, cio~ lo spazio duale  
for te  di ~)(~). 
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Dalla (2.6), in virt~ della (1.8) e delle ipotesi fatte sui coefficienti  ap, q, 
per noti risalta$i sulla regolarizzazione ~<all'interno ~ delle soluzioni delle 
equazioai elli t t iche (si veda ad es. il n. 10 di [9]) si ha  che u 6 H 2 ~ ( t ~ )  per 
t o ~ ,~  < 0 .  S i a v  una qaa lunque  fissata funzione di C2"(•) n H~(Q);  e si 
eonsideri  in ~ la funzione v~ t rasformata  dalla v mediante  l ' inversa  della 
' ~  introdotta nel n. l, cio~ la funzione v~(~, 7) - -  v(x~{~, ~), y~(~, ~) )dove  
x = x~(~, 7), Y--Y~{~, 7) danno la trasformazione inversa della "g~. Per  le 
proprietY, messe in evidenza, della ~ la funzione v~6 02~(~)  ed ~ tale che 
Dt~v~--O per  t - - %  eio~ sa l~ ( j - - 0 ,  1, . . . ,  m - - l ) .  La {2.5) serit ta per u e 
per  questa  v~ diventa  allora 

l 
f 

] . !  j = o  
~'c o 

D'a l t r a  parte, per le propriet'h delia ~ e degli operatori  ~*  gi~ messe in 
evidenza si ha in ~2 

iim A*v~ = A*v 

[ A*v. I ~ K ,  [ £~*v. 1 <- K 
con K indipendente da , ;  ed allora facendo tendere z a zero nella (2.8) si 
ottiene, in virtfi della (2.7) 

f u A * v d x d y  0 ogni v 6 C~"(~) G He(Q1. (2.9) -- per  , 
fl 

Ma, in virtfi delle ipotesi da noi fatte su ~2, C~(~)NH~(~2)  i~ dense in 
H~'qi~) n H~(~) e quindi la (2.9} vale anche per  ogni v fi H-~"(Q)N H~'(Q); e 
poich~, in virt~k delle ipotesl  sui eoeffieienti  ap, q e dei risultati  sul l 'esistenza 
e sulla regolarizzazione delia soluzione del problema di DImCELE~ {v. ad 
es. [2], [6], [11], [9]) A*v stabilisoe ua isomorfismo di H~"(~2)C1H~(~) su L"((--)}, 
ne segue ehe u ~ ortogonale in L-~(~2} ad ogni funzione e qnindi ~ u -  0. 

OSSERVAmONE I . -  II teorema di unieit'~ era  date, si pub facilmente 
estendere sostituendo la convergenza in media di ordine 2 su{F~} con 
quella in media  di ordine p > 1, nel mode seguente :  

Se ~(s)  ~ di  potenza p.-esima sommabile in  (0, l) ( j -  O, 1, . . . ,  m - - 1 ) ,  
.I % 

0, verif icante la 

A u - - ~  e le 

lim j [(D,~u)~=~ - -  ~]~ds - -  0 j - -  O, 1, . . . ,  m - -  1. 
'r---~0-- J 

0 

(~) LP(or)  ~ lo spazio del le  f anz ion i  di pote~.za' p - e s i m a  s o m m a b i l e  in  ~2~ H ~ , ~ ( ~ )  ~ lo 
spazio de l le  funz ion i  u a p p a v t e n e n t i  a L~(~v) i n s i eme  a tu t te  lo d e r i v a t e  di o rd ine  ~ k ;  p e r  
ques te  funz ion i  si possono a n c o r a  definire~ come (~ rioto, | e  t racce  su  Fv de l la  u e del le  sue  
d e r i v a t e  d 'ordi i~e < : : k -  l o ques te  t rance sono sa  F,~ 'fanzioai  di  po t enza  p - e s i m a  sommabi le .  
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I1 ragionamento fatto si pub infatti  r ipetere,  osservando in part icolare (11) 
che la (2.5) vale anche per  ogni u E H~",P(Q~) e v 6 Hau, q(~)  + q = 1 e che 

A*v stabilisce, in virtfi di risultati  recenti  (v. [3], [7]) un isomorfismo di 

H 2m" q(~j ('~ H ~ ' q ( ~ )  s u  Lq(~) .  

OSSE~tVAZlON~ IL - Altri problemi al eontorn0 potrebbero essere studiati  
con lo stesso tipo di ragionamento,  pervenendo a teoreml di unieitg anal0ghi;  
p. es. il problema di l~mr~A~N, relativo ad A u  iv. ad es. il n. 5 di [9]} eonsi- 
sSente ne l l ' assegnare  su r gli operatori  ~j della formula (2.3), anziehi} le 
3Ju 
~nJ (j - -  O, 1, ..., m - -  i). 

3. Un problema di Dirichlet per il semipiano. - In questo numero risol- 
veremo un part ieolare problema << generalizzato >> di DIRIOELE~ per il semi- 
piano, facendo uso di u n a , f o r m u l a  r isolutiva stabili ta da AG•ON [1] e usata  
anehe da MIRANDA [I0] per t 'analogo problema ordinario di DI~ICHLE~. Si 
consideri  Del piano (t, s) l 'opera tore  di ordine 2m 

2rn 

(3.l) ~0u = Z a2,~_iDtJD,'-'~-Ju 
]---'0 

a coefficienti  a2~-i  costanti reali, nel l ' ipotesi  che sia (fortemente) ellitlico, 
cio6 che 

2 ~  

(3.2) A(!l, i2) = Z a~,,_~!l.~f2a"-J > ~ [ f  r m 
1 : o  

per ogni vettore reale ~, con 0¢ cosiante positiva. 
2 ~  

Inxliehiamo con A(z, l) il polinomio a eoefficienti  reali A(z, 1) __-- Z aa~_kz k 
k : o  

nella variabile complessa z; per la (3.2) le radici del l 'equazione A(z, 1 ) :  0 
con parte immaginaria  negativa soho esat tamente m :  z l , . . . ,  zm. Sia allora 

- -  ao.,dz - -  zl)... (z - -z , ,  0 : ~ b,~_kz k, cosicch~ A(z, 1) : -  M(z)M(z). Poniamo poi 
/c~0 

M~_i_z(z  ) - -  Z b~_kzk - i  -~ (j  = O, 1 , . . ,  m - -  1) 
k=i-+ t 

M(z) (~ - -  1)! 
+'C 

( j : l ,  2 , . . . ,  m - - l )  

Ko(t, 8) 

+r 

dove ,( ~ una fissata curva semplice e chiusa del semipiano I,,,z < 0 che 
racchiude tutti gli zeri z~, ..., z,~ e la determinazione del logaritmo ~ prefis- 
sara ad arbitrio. 

Annali dl Matematlca .~4 
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Siano 
t ivamente 
0<_ j  < m - - 1 ,  continua con le sue derivate fino al l 'ordine m . . . .  
derivata ¢~ff-i-~(s) appart iene a L2(R~); mentre  ~%,_~(s)~L~(R~). 

Si consideri la fun~ione 

(3.3) s ) =  s) 
dove 

ora, ~(s), ( j - - 0 ,  . . . ,  m -  t), m funzioni reali  appartenent i  rispet- 
ad Hr~-i-z(R~) e a supporto compatto in R~; ¢~(s) b quindi, per 

j 2 e la 

La u(t, s) cosi definita risolve il seguente problema di DIR~CUL]~'~ gene- 
ralizzato : 

TEOI~E~A. - Nelle ipotesi fatte, la funzione u(t, s) data dalla (3.3), verifica 
l' equazione 

(3.5) ~oU : 0 nel semipiano t ~ 0 

e le condizioni al contorno 

(3.6) lira Dt~u(t, s) = ¢~t(s) , j - -  O, .. . ,  m ~ 2 

uni formemente  al variare di s in  ogni intervallo fissato s' ~ s ~_ s", e 
8¢t 

] [Dt'~-~u(t, s ) -  ¢p,~-~(s)]~ds - -  0 (3.7) t i l l  ira. 
8! 

per  ogni intervallo fissato s ' ~  s ~ s". 
La dimostrazione di questo teorem~ si ottiene faci lmente seguendo la 

rielabora~ione data  da ~IIaA~DA [10] del procedimento di AGMON [tj per 
F analogo ,probldma di DIRIORLET ordinario. 

Per  ]e proprieti~ dei nuclei  Kj(t, s) si ha anzitutto che u(t, s) ~ una 
solu~ione anali t ica della equazione (3.5) nel semipiano t ~ 0. 

Dimostriamo poi le relazioni al contorno, per ogni intervallo (s', s") di R~ 

(3.8) lim DthDaa--huj(t, 8) = 0 per 0 ~ '  k ~ j, 0 <z h ~ k 

uni formemente  al var iare  d i s  in (8', s"), 

(3.9) lira DtaD~a-huj(t, s) - -  ~i, h~J(~-J~(s) per j _~ k < m - -  1, 0 ~ h <:-- k 

uni formemente  al variare d i s  in (s', s"), dove $i,a b il simbolo di KRO~ECKEn, e 
Sit 

(3.10) lira [ [DtaDs"-~-nu~(t, s) - -  ~i,h~jcm-~-~(s)]~'ds - -  0 
J 8? 

dalla quale seendono le (3.6} e la (3.7). 

(3.4~ uj(t, s ) - - f K ~ ( t ,  s -  ~)~j(~)d~. 
--.(X~ 
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AnT, itutto le {3.8)si dimostrano come in [l] (pag. 186)se ~ j < m - - t ;  
infatti in questo case ~j ~, anche helle nostre ipotesi, una funzione continua. 
Nel case j - - m - - 1 ,  ~,~_~ appart iene solo a L~{R~); ma il ragionamento di 
[1] ~ ancora applicabile poich~ le maggiorazioni {2.17} di [1] assicurano che 
il nucleo K,,,_~(t, s) e le sue derivate fine a l l 'ordine m -  3 sono continue in 
tutto il piano e quelle di ordine m - - 2  hanno solo una singolariti~ logarit. 
mica nel l 'or igine ; si pub alloru nella (3.4), per j - -  m - -  l, derivare e passare 
al limite sotto il segno di integrale per t ~ 0 - - a n c h e  nelle ipotesi che 
~?,~_~ sin di quadrate  sommabile e a supporto compatto in Rx, e tutto cib 
uniformemente  al variare di s in (s', s"). 

La (3.9), poieh~ per k < m ~ 1 le derivate fine a l l 'ordine k - - j  della 
funzione ~ sono, anche nelle nostre ipotesi, continue, si dimostrano allora 
come in pug. 282-284 di [10]. 

Rimangono dunque solo le ~3.10). Integrando per parti come in [1] (pug. 187) 
e facendo poi la sostituzion, e z --  s + t~ come in [10] (pag. 282) si ha 

DtnDsm-~-nu~(t, s ) - -  t~e I 1 [" cm ~ "~ £ M.~-i-~(z)zn 
--co +~, 

- - . f '~ i~-~- i  ) (s + t'alHi, .(~)d~ 

con 

Hl, h(~ ) = _ Re I 9S~2.]M~){z)(z~)l f M"-J-~(z)z~ azl I 

e per le (6.17) e {6.18) di [10] risulta 

(3.11} H,, h(~}--- 0 ( t ~ ) .  

Tenuto atlora conto che, per la {6.21} di [10], si ha 

t3'12t / Hi, h(~}dv~ = ~],h 

possiamo scrivere 
8 r f  

(3, t3) [ [DthD~-x-hui(t, s) -- ~t,h'~¢("-'- i)ls)]~'ds -- 
$t 

8t ! ~ 0 0  

1 ~ 

8 r - - G O  

con c numero positivo indipendente da ~i" 
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tende a zero per  t - - . -0 - ,  uniformemente  al variare di s in (~', g') in virth 
della eontinuit~t di %,. Dunque esiste un 8~ tale che per $~ < t < 0  

$P - - ~  

Sieeh~ in definitiva il primo membro di (3.141 risulta per gli stessi t, 
12s ;  e quindi anehe la (3.10) ~ dimostrata.  

Si osservi che da quanta  dimostrato segue anehe e h e l a  soluzione u(t, s) 
appart iene a C~-~(B) per ogni dominie B ] imitate del semipiano t _~0. 

4. Cos truz ione  di una  part ieo lare  f u n z i o n e  aus i l iar ia .  - Siamo era in 
grade, adattando al n ostro scope un proeedimento dovouto a MIRANDA [10] di 
eostruire una funzione ausil iaria il cui uffieio sar~t essenziale per  il succes- 
sive teorema di esistenza. 

Sia 
2 n ¢  

(4.1) a u  --  Z a2,,_i(s)D~JD,2"n-Ju(t, s) 
i=0 

un operatore di ordine 2m con i coefficienti az~,_i(s)funzioni reali della sola 
s appartenent i  a C~(R1) e limitati in R1; inoltre ~ u  sia uniformemente (forte. 
mente) ellittivo, eio~ valga la 

2 ~  

(4.2) Z a~_j(s)~li~2~-i ~_ a[ ~ t 2~ 
i=o 

per  ogni vettore ~ reale e ogni s di R~, a essendo un numero positive. Atlora 
gli zeri del polinomio in z, a eoefficienti  funzioni di ~, 

2~'b 

A(~, 1, s) = ~, a~ ,_k(s ) z  ~ 

sono sempre m con parte immaginaria positiva ed m con parte immaginaria 
negativa ed inoltre quelli con parte immaginaria  negativa, non escono, al 
variare di s, da una regione delimitata da una curva 7 semplice e chiusa 
fissa appar tenente  al semipiano I~z < O. 

Int rodueiamo i polinomi M(z, s) e M,~_i_~(z , s) a partire da A(z, 1, s) 
nello stesso mode ehe si ~ seguito nel n. 3 per  M{z)e M~_i_~(z ) a part i te  da 
A(z, 1). 

I eoeffieienti  di M(z, s), e degli M_j_,(z, s), per l 'osservazione fatta sugli zeri 
di A(z, 1, s) e per il mode col quale sono definiti  detti polinomi, sono fun- 
zioni di s appartenenti  a C~(R~) e limitati. Si avr~t anehe in part ieolare the, 
per  z variabile su 7 e s in RI, I M(z, s)[ ~ maggiore di una costante positiva. 

Gib premesso siano Tj(s), j - -  0, ..., m --  1, m funzioni appartenenti  rispet. 
t ivamente ad H"~-i-~(R~) e a supporto compatto. 
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Ci proponiamo di costruire u n a  funz ione  v(t, s) la quale  r isul t i  indefini-  
tamente  dif ferenziabile nel 8emipiano t ~ O, appar tenga  a C~-~(B) in  ogni 
dom~nio B l imitato del semip iano  t ~ 0 e inoltre verifichi le condizioni  

(4.3) lira Dtiv(t, s) = ~j(s) j = O, . . . ,  m - -  2 e 
t.---~0- 

8If 

(4.4t l im [Dp=-~v(t, s ) -  ~" 
t - - - - ~ 0 - -  

s t !  

8f  

per k = t, 2, ... ; O ~ h ~--' k 
s i t  

8 r 

per  ogni intervallo fissato s' ~ ' s  ~ s" di R~. 

Pon iamo  seguendo MIRANDA 

v(t, s) = :c v ff, s),  

=t-0o 

(4.7) vgt, s) = f ~p~-~-~(~)K~(t, ~, s - -  ~)d~ 

- - 0 0  

dove 

Ki(t  , ~, s - -~)  = Re 2 ~  j M(z~ -~)(m--~2) i log (tz + s - -  ~) dz ! 
+r 

la de te rminaz ione  del logar i tmo essendo tale t he  : 0 ~ Im  l o g  (t~ + s ~ ~) ~ ~z. 
Ovviamente  v 6 i nde f in i t amen te  dif feren~iabi le  per  t < 0 .  

Ino l t r e  poich~ le der ivate  di Ki(t , ~, s - - ~ )  d 'ord ine  ~ m -- 2 r ispet to a t 
e ad s sono cont inue  o hanno  una  sola singolariti~ logar i tmica  per  t = 0  e 
s = ~, con r ag ionamen to  analogo a quet lo  di A c ~ o ~  r i eh iamato  per  la d imos t ra  
zione delle t3.8} nel easo j = m - -  1, si prova ehe v i {t, s) appar t i ene  a Cm-~(B} 
ia  ogni dominio l imita to  B det semipiano t ~ 0  e si ha  

+~ 
I 1 " [ '~ im- / -~(~) (8 -  (:)'~-~:-~[ log ' 8 -  ~)+ c~:]d~, d~.  

l im DtnD~-hvi( t ,  s) - -  Re ~ z~" ! (m - -  k - -  2) 
t - - - - * - 0 -  . " 

- - O o  

con cA costante  reale  oppor tuna  e 0_<~k ~ m - - 2 ~  0 --<h ~ ' k .  
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Si pub allora r ipetere anche nelle ipotesi da noi poste su ¢~i, Io stesso 
calcolo fatto in [10] (formula (7.5)) e r icavare cosi per s'--'~ s--~ s" 

I 0 per O~k~_j ,  O~_h~,k 
(4.8) t-~0-1im D,~D,~-~vi(t, s) = ~i,~i[~-i~(s) per j < : k < m - - _  _ 2, 0<_ h~_ k 

da c u i l e  (4.3}. 

dove 

Si ha poi per 0 ~ , h  ~ - - m - - 1  

+oo 

I l l  f M~-i-l(z ,o)zh 
--oo +,~ 

+ ~  

= f~('~-~-~)(s ÷ t~)Hi, a(~, s + t~)d~] 

d°l= 

Hi, h(~, ~) --  - -  Re ~ M(z, ~)(z - -  ~) 

Si osservi the,  tenuto conto di quanto si ~ detto su M~_i_ltz , ~) e M(z, a), 
b ancora valida la 

(4.10) 0 1 

la quale limita Hi, h(~ , ~) indipendentemente da a. 
Si ha inoltre ancora la'(3.t2), per ogni c fissato, cio~ 

(4.11) ] H i ,  h(~, ¢~)d~l : ~i, 
f *  

h 
. /  

Si ottiene quindi, posto per semplicith ~/,~-i-i~ -- %//i,1~ --  H, 

S ~ 

[4.121,f[Dt~D,'-~-hvi(t, s) --  ~j, h~(st]~ds 
8f ~! - - 0 0  

-~-00 

+ f[H(.~, 
- - o o  

S t!  -~-co  

s + t~) - -  H(.q, s)]~(s)d~ ds <-- c 

8 ? - - 0 0  

l-ff-~--~ d~ 12 ds + 

s"  +~x) 

+cfV-(s)F(t,s)ds, J aove F(t, s) = ( f  [H(n, 
8 t - - ~  

s + t~) - m~,  s)]dn f 
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e o 0 un numero positivo indipendente da V. II primo integrale del secondo 
membro tende a zero per  t ~ 0- ,  come si ~ visto per  la (3.15) del n. precedente.  

Quanto al seeondo integrale si ha per  la (4.10) 

( ' )  (4.13I H(,~, 8 +  t,~)- H(,~, s )=  o V+-~" 

ed inoltre 

(4.14) lira (H(~, s n u t~) - -  H(~, s)) - -  0 
t . ---~0-- 

per  ogni s di (s', s") e ogai ~ di ( - -0% -}-co). 
Si pub allora, per  ogni s di (s', s"), passare al limite sotto il segno di 

integrale in F(t, ~) ottenendo lira F(t, s ) -  O. 
t - . - - ~ o -  

E risulta inoltre, sempre per la (4.13), 

2ffOD / ( , ) '  IF(t, s) l-<'c V4-~' 
- - 0 0  

d~7 ~ o' 

per ogni s di'(s' ,  s") e ogni t, con c e c' indipendenti  da ~. 

Ne segue allora anehe 

s t  ! 

lim f ~2(s)F(t, s)ds = O. 
t ~ O  ,¢ 

St 

In definitiva si ha the  il primo membro della (4.12)tende a zero per 
t ~ 0 -  e di qui si deduce la (4.4}. 

Si ha poi per  k intero positivo e 0 <_ h <_ m - 1 4- k 

(-- 1)a+lk ! 
DthD, "-~+~ vi(t , s) -- tl , 

-1=o0 

Re i ~ , ,  ~j(,,-i-1)(s -~ t~)d~ • 
- - 0 0  

[ ~_-~i--~(~ s_+ t~)~" 
• J M(z, s+t~)(z--~l) "+ldz 1" 

l%Ia per quanto si ~ sopra osservato a proposito di M,,-j_I(z, o) e di 

t M(z, a) l, al variare di o, si ha che 

l /  M,,~ ~ l(z, s q--t~)z h "~" i 1 ]1 *) 

+T 
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e quindi con caleolo analogo a quello fatto in (3.15), 

Sr[ 

Bt 

8 fp .-~00 

< ° ( f l f  ' I' )" _ i t  it * ]¢~/'-t-~)(s -}- tn)[ 1 -~ I~q I T M  d~ ds N 

<- I t l ~ ] ~/'-J-l>(~) 

con o indipendente  da ~j, da eui le (4.5). Tenendo poi conto the  

/ M~_~_~ (~, s + ~ )  A(~, l ,  s + t,~) d~ = 0 

- - y  

si ha come in [10] 

¢~vjit, s) = ,-1).+,,.+,,,tl / t,~+ 1 Re 2n - -~ ¢Pt(~-i-1) is + t~) d~ • 
--OD 

./ M(z, s~- t,,)[A{Z,M(z, s -}- l, s)-- - -  "q)'+'i's~-t~)]dz 1 
+T 

e quindi poieh~ i eoeffieienti  di A(z, 1, s ) s o n o  funzioni di s differenziabiti  
con continait/~ in {s', s"), si h~ 

S tr s u -~ O0 

( f ]a.,(t,.)i'd.)"'< It--FVloltl f f ,_.,(. + t~) l l+[~ l . ,42d~ids  ~2 \x/2< 
8 8 ¢ - - ~  

<___ ~ I W ( "  ' ")(w) l'dw ~/" , , ( / - - .  ) 
con c indipendente da ~j, de cui la (4.6) 

5. P re l imina r i  al t eorema di esistenza. - Riprendiamo ora il dominio ~2 
e l 'operatore Au introdotti  nel n. 1 con tutte le ipotesi ivi fatte. Siano poi 
assegnate su 1~ m fanzioni % ( ] -  0, ..., m -  1) appartenent i  r ispet t ivamente 

a H'n-J- l ( r ) ;  vogliamo eostruire una funzione vE C2'n(~2)CI C~-2(~) e tale the  

(5.1) ~n--7-- % su r per j - - 0 , . . . ,  m - - 2  

• 4nnal i  di  Matemat i ca  3S 
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l lim/IIo =lvl: - =ll2ds=o 
0 

1 

(5.3) = 0(I 
o 

Si r icopra la curva frontiera 1~ di ~ con un numero r finito di eerchi 

C~ aventi  il eentro in punti  di r e raggio ~ minore_ d i ~ ;  e siano ~ (  i 

eerehi aventi il centro negli stessi punti  e raggio 2~, poniamo poi 

C~ = ~ N  ~ C '  ' = ~ i  N ~ 

e indichiamo con C~(Ci') uno qua lunque  fissato degli infiniti  insiemi ((<periodiei~> 
rispetto a s di periodo l} della striscia 

ehe per  effetto della trasformazione ]: data dalle (1.2) del n ° 1 corrispondono 
a C~(C,'); e cosi pure  dieiamo 17i e t~, ' i  sottoinsiemi di C~ e (~' ehe stanno 
sul l ' asse  t ~ 0 e che ovviamente corrispondono per effetto di T agli insiemi 
1~ e r~'. 

Anehe le m funzioni ~i assegnate su F si t rasformano m~diante la T 
in m funzioni ~j(s) (%(x(o, s), y(o, s ) ) -  ~j(s)) della variabile s, periodiche di 
periodo l e appar tenent i  r ispet t ivamente a H~-i-~(I )  in ogni intervallo I di R~. 

L 'opera to re  Au dato da (1.3) si t rasforma pure  mediante la T in un 
operatore differenziale l ineare d 'ordine  2m su 8to ancora ivi uniformemente  
fortemente ellittieo 

(5.5) Au = Y~ a~,,_~(t, s)DtiD~"-Ju(t,  s) + 33u 
]=o 

dove ~ u  ~ un operatore di ordine_~ 2 m -  1 a coefficienti  continui in Sto e i 
coefficienti  a~,n_i~t, s) in quanto eombinazioni l ineari  dei eoeffieienti  ap, q con 
[Pt - -  t ql -- m, appartengono per le ipotesi fatte a CI(Sto). 

Int roduciamo ora l 'operatore 

2D¢ 

(5.6) ~ v  --- Z a2~_~(o, s)DtiD,Z'~-iv(t, s). 
j = o  

Fissato uno qua lunque  degli insiemi C,' si consideri  una funzione ¢p(s) 
E~)(R~) che sia ugaale  ad 1 in un intervallo s '~--s~--s"  contenente l~f'; e 
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retat ivamente al l 'operatore  (5.6) ed ai dati ~ ~ i ( J - - 0 ,  ..., m - - 1 )  si eostruisea 
la fuuzione vi(t, s) col procedimento del n. 4. Si ottiene cosl una funzione v,(t, s~ 
E C'-~(C~ ') e indefiui tamente differenziabile per t < 0 la quale inoltre veri. 
f iea , le  

(5.7) lim D~Jv,(t, s) - -  ~i(s) j = 0 . . . .  , m - -  2 e s ; <- s "< s,". 
b - . - ~ o -  

8 i  ~t 

lim f [Dr "*-~ v~(t, s) - -  ~,,,_~(s)] 2 ds --  O.  
b - - ~ O -  k,, 

8i J' 

IDtnD,"*-x+~-hv,( t ,  s) l 'ds  - -  O(Iti -k) k - - 1 ,  2, . . .  

Sir 

8~, t 

(5.8) 

(5.9) 

(5.m) 

Poichi~ in &o A --  ~ -4- (-4 - -  ~)  e i eaeffieienti  a.,~_j(t, s) 
a C~(Stot, dalle t5.9) e (5.10) seguono allora anche le 

8i rt 

8 t  r 

appartengono 

Si consideri era  la funzione vi(x, y) (i - -  I, r) defini ta  in C '  ..., ~ e trasfor- 
mata mediante la T della restrizione di %(t, s) a C~: v,(x(t, s), y(t ,  s)) - -  

v,(t, s) in C,'; si ha ehe v,{x, y )E  C"t-2(C~ ') N C2'n(C~ ' -  F~'). 

Sia data poi una ¢ partizione dell'unit/~ ~ su ~ mediante r q- 1 funzioni 
go, g, ,  ..., g,. appar tenent i  a C2"(Q) tall che 

 gj_=l in 
i-----o 

ed inoltre ehe go sia nul la  in ~ - -  Z C~ e ogni g~ con i > 0  sia nul la  

in ~ - -  C'~. Prolungate  arbi t rar iamente  le v~ in tutto ~ si ha ehe la funzione 
t* 

(5.12) v - -  go ~- E giv~ 

risulta appar tenere  a C'~-2(~)N Cz'(Q) ed inoltre, tenure eonto delle (5.7), 
(5.8), (5.9) e (5.11), verifiea le (5.1), (5.2) e (5.3). 

Dimostreremo era di pifi ehe r isulta A v E H - r ~ { Q ) ,  dove con H-re(o)  
intendiamo lo spazio duale dello spazio He'd(Q) Iv. ad es. il n. 2 di [9]). 

Dimostriamo pereib il seguente 
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LEMMA. - Se f(x, y) ~ una funzione continua in ~ e tale che 

(5.13) (f l /:dsy ~- o(Itl -~) 

allora f E H-m(~2). 
Basra ovviamente dimostrare che per ogni run, tone ,~ E ~(~) il cut sup. 

porto sia un cerchio to contenuto in g 2 -  Qto), si ha 

[ f f*dxdy ~ ~ II * !t,~ 

con c indipendente da ~: Diciamo to' un insieme di Sto che sia t rasformato 
in a) b iunivocamente  dalla T del n. 1 tale to' ovviamente esiste ed b contenuto 
in an rettangolo del t ipo:  to ~ t ~ 0, s ' ~  s ~ s" con s " - - s ' ~  1. 

Si ha allora, de,re v delle costanti diverse, indipendenti  da ~ e posto 
f(t, s)---f(x(t, s), y(t, s)), ~(t, s)"-+(x(t,  s), y(t, s~) 

l ff+dxay <_ 
to  8 r tO S t 

S i t  

da cut posto ho(t)--(fEz(t ,  s)ds) '1~, si ha per  la 15.13) 
8: 

O 0 

(5.14) :•dx, dy ~_. c dt : (-- 1)" 1 - - m ,  ~ dt 
to to 

dt Ij?~t, sfflt,  s) l d8 <_ ~ at ~ds +'ds 
, I 

81 

0 

o f I ho'(t) I at. 
• ~t-~ a-:~ 
to 

E poiohb 

£1tt By? $:! 

8' S ! 8 't 

si ha quindi 
o 

fq~dxdy ~ J l t l ~ _  ~ 
~o to  

Ripetendo sul l 'u l t imo integralo il calcolo ora ratio per  la (5.14) e cosi 
proseguendo per  m volte si ottiene in definit iva 

0 8/I 

( ) 
0 to  ~t 
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6. I I  teorema di esistenza. - Siamo era  in grade di dimostrare il seguente  

TEOREMA DI ESISTENZA. - Nelle ipotesi su  ~ e suU'operalore A u  introdotte 

net n. 1, assegnate su  ~ m f u n z i o n i  ~i ~J -"  O, . . . ,  m - -  1) appar tenen t i  rispetti .  
vamente  a H"*-i-~(Y) e su  g u n a  dis tr ibuzione f appartenente  a d  H-~(i~) {~°), 
esiste u n a  e u n a  sola funz ione  u E C'~-2~} A H'niQ~) per  ogni  .c < 0 e tale ehe 

(6.1) Au = / 

nel sense detle d is lr ibuzioni  su  Q e 

(6.2) % 

su  r per  j - - O , . . . ,  m - - 2  e 
l 

(6.3) lira ][(Dt"-~u)~_~ - -  ~,,_~]~ds : 0. 
d 
0 

Si costruisea anzitutto col prbcedimento del n. 5 la funzione v verificante 
le (5.1), (5.2)e (5.3), relat ivamente ai dati %, .... ~o~_,; per  il lemma del n. 5, 

Si consideri  poi il problema di DIRICI-ILET con eondizioni al contorno 
omogenee : 

A w  = f - -  Av  nel sense delle distribuzioni su f~, 
(6.4} 

re EHo"O . 

Per  l ' ipoiesi (1.8) del n. 1, il problema ammette in virih dei risultaii  di 
J. L. LIO~S [8] una e una sola soluzione w. Essa per il teorema di SOBOZEV 
riehiama~o nel n. 1 appar t iene anehe a C"~-2(Q~ e quindi verif ica in sense 
ordinario le eondizioni 

~n~ = 0  su I~, p e r j = O , . . . ,  m - - 2 .  

Inoltre per  propriet~ note delle tracce delle funzioni appar tenent i  ad 
Hm(fi) si ha anehe 

t 

)im~ _ f -- O. 
0 

La soluzione del problema assegnato ~ allora ovviamente data  da u----w + v; 
ed essa ~ uniea in virtfi del teorema di unicit/~ del n. 2. 

(i0) Sark uti le r ieordare ehe H--~(~) ~ eostituito da tutte e sole le distribuzioni su 
della forma ~ Dpfp con f~ E L~(~); in part icolare dunquo L ~ ( ~ ) c  H-m(~).  

t pt ~ , n  
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OSSERVAZ~O~E I . -  Dalle maggiorazioni ot tenute per la funzione v net 
n. precedenti  ~ anche facile, ~enuto conto the  IIrvll~ ~ c l l f - - A v l l _ ~  (~), 
dedurre  per la soluzione u trovata la maggiorazione 

Iluft~-~ <-c l l I fN- .~  + Y' max  I~Jl "t- :~ rI~/'-~--~)lIL.,r~} 
j - -o su r ]=o  

con c dipendente solo dal dominio 0 e dai coefficienti  ap, q. 

OSSERVAZIONE I I  - La convergenza in media della soluzione sul sistema 
di curve I r~l <<parallele)> a ]] pub essere anche sosti tuita con una analoga 
convergenza in media su un altro sis tema di curve 1"(~I; ed ~ facile vedere 
the,  purehb quest 'ul t imo sistema si ottenga dal precedente mediante una 
trasformazione suff icientemente <~regolare~ della corona Q -  Qeo in s~, la 
soluzione del problema non dipende dal sistema di curve adoperato.  

7. Coufronto con a l t re  teorie.  - Sara bene prima di coneludere r icordare  
the  reeeptemente  sono state svi luppate delle teorie dei problemi al contorno 
per equazioni lineari ellit t iche in classi di soluzioni a integrale di DIRICHLET 
d 'ordine  m anche non finito e con condizioni al contorno non omo~enee, 
sopratut to da M. I. VIscid:  e S. L. SOBOLEV [16] e da J. L. L m ~ s  [8 bis] 
(st veda anche l' esposizione generale datane nel n. 14 di [9]). 

I r isultati  ottenuti  nel presente  lavoro, cos i come qaell i  di S. A(~Mo~ [t] 
e di C. MIrAnDA [10], non r ientrano perb in quelli  the, helle stesse ipotesi sui 
dati, si possono ottenere da qaeste  teorie, in quanto permettono di precisare 
maggiormente le propriet~ della soluzione e in part icolare il modo di assu- 
mere i dati al contorno. Cost ad es. {per la nomenclatura  mi riferisco al 
n. 14 di [9] se f E H-"(~2) e % E t t~-]-~(P)  (o se le ¢Pi sono aneor pifi regolari, 
come ~ net cast considerati  da YI[RA~D~ e da AGLOW) osservando che 

~]~i*eds <f, v > + i =  ° 
0 

al variare di v in H2~'(R 2) rappresenta  una distribuzione di H ~  2'~ , si pub 
applicare un teorema di L Ions  [8 bis] (teorema 14.3 del n. 14 di [9]); si 
ottiene eosl perb solo l 'es is tenza e l 'unicit i t  di una soluzione debole del 
problema, precisamente  d i u n a  funzione u E L2(~Q) tale the  

l 

uAv*dxdy  --  < f, v > - -  ~ ~ ] * v d s  

h o 

('~) I] ]l-~ ~ la norma in H-m($), II IlL,(r) ~ la norma in L~(r). 
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. . . .  Oiv 
p e r  o g n i  v ~ H~r~(R ~) s o d d i s f a c e n t e  a ! l e  c o n a ~ z m m  ~-~. - -  0 s u  F, ] - - -  0, . . . ,  m - - 1 .  

I r i s u l t a t i  d i  A_~Mos e d i  M:IRANDA e q u e l l o  d e l  p r e s e n t e  l a v o r o ,  se  ~0 t ~ H ~ - i - ~ ( F ) ,  

p r e e i s a n o  i n v e c e  m a g g i o r m e n t e  l e  p r o p r i e t h  d e l l a  s o l u z i o n e  e i l  m o d e  d i  a s s u -  

m e r e  i d a t i  a l  e o n t o r n o .  
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