Sopra una classe di funzionali che approssimano
I’area di una superficie.

Nota di CaLoGERo VINTI (a Palermo) (1)

A Giovanni. Sansone nel suo 70"° compleanno.

Sunto. - Si introducono per via assiomatica, per le superficie continue z2=f(x, y), dei fun-
zionali che convergono in area. Si fa vedere poi che non soltanio le medie integrali del
primo ordine gid usalte dal Radd e i polinomi di Stieltjes- Tonelli (e non pii <« succes-
siont » di essi) rientrano in tale categoria di funzionali, ma anche, fra U altro, le medie
inlegrali d’ordine r, qualungue sia r==0.

1. Introduzione. - L. ToNELLI ha caratterizzato (*) le superficie
(1) e=flw, gy, (09 CR=<r<h; w=<y<d],

continue ed ad area finita secondo LEBES6UE, mediante la nozione di funzione
di due variabili a variazione limitata e, poi, con la nozione di faunzione di
due variabili assolutamente continua, ha caratterizzato (%) le superficie (1) ad
area finifa per le quali tale area & espressa mediante un integrale classico.

Successivamente per le superficie (1), continue ed ad area finita, ha
mostrato (*), facendo ricorso ad una opportuna generalizzazione dei polinomi
di STIELTIES w,(x, y), relativi alla funzione f(x, y), che I’area [z = m,(x, y), R]
della parte di superficie # = n,(x, ¥) che corrisponde al rettangolo R (essendo R
un qualsivoglia rettangolo immerso in @) tende, per n — co, all’area d|z =
= f(x, y), R] della parte corrispondente della superficie (1).

Indipendentemente e contemporaneamente, T. RADO, facendo ricorso alle
medie integrali del primo ordine:

B

1
n

Fuli, y) = n® [ f flw+ 1, g+ Hadndt,

(1) Lavoro eseguito nel Seminario di Analisi Matematica della Universitd di Palermo.
Ringrazio il Prof. B. Batapa per i consigli che mi ha dato.

(® L. ToxeLLI, Sulla quadratura delle superficie (Nota 1%), « Atti Accad. Naz. Lincei
Rend. ClL Sci. Fis. Mat. Nat.» (6) 3, 357-362 (1926).

(® L. ToxeLLi, Sulla quadratura delle superficie (Nota 2%), « Atti Accad. Naz. Lincei
Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. » (6) 3, 633-638 (1926).

() L. ToxeLLI, Su un polinomio di approssimazione e Uarea di una superficie, « Atti
Accad. Naz Lincei Rend. Cl. Seci. Fis. Mat. Nat.» (6) 5, 313-818 (1927).
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ha mostrato (), per le superficie (1) continue ed ad area finita, che 1’area
[z = falx, y), B) tende, al divergere di n, all’area d[z = f(x, ), E].

In questo lavoro daremo per via assiomatica, nei numeri 2, 3, 4, un
teorema di approssimazione in area per le superficie continue ed ad area finita,
introducendo dei funzionali che, quando godono di opportune proprietd, ci
assicurano la convergenza in area, e, nei numeri 5, 6, faremo vedere che sia
i polinomi di STiELTIES-TONELLI, che le medie integrali d’ordine r:

2 1
1 T
Ui [ [0 o+ anas),

r reale diverso da zero, soddisfano alle proprietd di tali funzionali.

La nostra proposizione assiomatica, mentre da una parte inquadra i due
teoremi di approssimazione di ToONELLI-RADO in un unico procedimento,
dall’altra generalizza notevolmente il risultato TONELLI-RADO (°) appunto
perche vale per qualsivoglia funzione di approssimazione che sia un funzio-
nale da noi caratterizzato.

Osserviamo che una generalizzazione diversa del teorema di approssima-
zione di TONELLI-RADO, & stata fatta per le funzioni f(x, y) quasi continue in @.

Poichd per le funzioni quasi continue !’area secondo LEBESGUE & in
generale privo di significato, L. CESARI () ha dato una definizione @¢lf) di
area generalizzata finita, e, con la nozione di funzione generalmente a varia-
zione limitata, ha caratterizzato le superficie 2 = flx, y) ad area generalizzata
finita.

Successivamente C. GOFFMAN, infroducendo in modo diverso dal CEsARI
I’area ®4f) generalizzata finita (*) (e lo stesso GorFMAN (°) ha fatto vedere
essere equivalente a quella introdotta dal CEsawI), ha dato un teorema di

() T. Rapo, Sur le calcul de U aire des surfaces courbes, « Fundamenta Mathematicae »,
vol. 10 (1827), pp. 197:210.

T, Rapo, Length and Area, « American Math. Society Colloquium Publications s, vol. XXX,
1948, pp. 515-516.

(8) Va osservato che la nostra proposizione, anche nel caso particolare delle medie inte-
grali del primo ordine, generalizza il risultato di Rap0O perchd leo medie integrali del prime

ordine prese in esame dal RADO sono con h-—_—kxa .

(") L. Cesary, Sulle funzioni o variazione limitata, < Annali della Scuola Normale Supe-
riore di Pisa », serie I1, vol. V, 1936, pp. 299 313.

L. Crsar1, Surface Avea, Princeton, New Jersry, « Princeton University Press », 1956,
pp. 2324

(®) C. GorrmaN, Lower semi-continuity and area functionals, I. The non parametric
case, « Rend. Circolo Mat. » Palermo, serie 2, vol. 5 (1953), pp. 203-285,

() C. GorrFmAN, CGfr. nota citata in (¥).
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approssimazione mostrando (*°) che 1'area dfz = fyu(x, y), B) tende, per # — oo,
all’area @g(f) = @¢(f). Lia proposizione assiomatica stabilita da noi potrebbe
estendersi, senza eccessiva difficoltd, alle superficie z = f(x, y}, con f(x, y)
quasi continue e con area generalizzata finita secondo CESARI-GOFFMAN.

Osserviamo infine, con riferimento ad una comunicazione di G. TrrcomI ()
al Congresso di Edinburgh, che la proposizione assiomatica stabilita in questo
lavoro porta una economia di pensiero, poiché, come prima & stato detto,
oltre a generalizzare notevolmente i risultati di TONELLI e RADO, unifica i
due diversi procedimenti.

2. Denotiamo con ¢ il rettangolo |0 << & < b, < ; ;

Rla <x<b; ¢=<y=d] un rettangolo completamente interno a @, con [LQ)]
la classe delle funzioni di due variabili integrabili secondo LEBESGUE in @,
con {CVLTQ) la classe delle funzioni di due variabili, continne e a variazione
limitata secondo ToONELLI in @, con [ACTR] la classe delle funzioni di due
variabili assolutamente continue secondo ToNELLI in R (**).

Siano T, Mizy, ORE 5" tre funzionali che godono delle seguenti
proprieta:

0£y£d0<% . con

10) Tl risulti definito per ogni funzione appartenente a [LQ)] con
la seguente legge: T(iy) f(@, y)=[flw+ 1, y+ 8.

20) esiste un t>0 tale che 9N{y}y) risulti definito in [CVLTQ] con
valori in [ACTR), per ogni L ek O <h_<_’t, 0<k<rt, e per (x, y)yCR.
39 lim ORL 5 flx, y) = fla, y) uniformemente in R e qualunque sia
h—o
k—0
flx, ) di [CVLTQ).
4°) fissati ad arbitrio o, h, k, positivi, esistono due numeri positivi
(0, h), v'(o, k) infinitesimi con o, h, k, tale che il funzionale DT ;™ applicato
alla funzione T flx, y) della classe [L@], appartenga alla classe [L@], al
variare di | v | e | {| rispettivamente in (0, y), (0, /).

LRk i . . . .
59) Oz ' T ) visulti monotono in |LQ), ciod:

a) My T pfie, y) < G T glx, y) quando é: flx, 3) < gle, 9)
per (x, y)C @;

{!%) C. GorruaN, Convergence in areq of integral means, < Ameriean Journal of Math. »,
vol. LXXVII, 3, 1955, pp. 563-574.

(*1) G. TricoM1, Quo vadimus? < Bollettino Unione Mat. Italiana », serie III, Anno XIII,
1958, W. 4, pp. 583.585.

(**) Ogni funzione f(x, y) definita in @ la definiamo in tutto il piano ponendo per ogni
y di (o, do) (@ ¥)=F(Go, 4) 50 w<a,, © f(@ y)=1(by, y) se ©>>by; e ponendo poi
f(x, y)=0 per ogni y<T¢,, e per ogni y >d,.
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b) O, yi VTG e, y) < fler, ) quando o
o) TEphiw, y) < 1@, y) per (2, 9)C Q, e per |n] =<y, |[¢| <Y
L’ uguaglianza in b) abbia luogo quando ha luogo 1 uguaglianza in c),
ciod:
d) Oy TGl w, 9) = Mz, ) se & fle, y) costante in Q.

. . G bk . .
6°) Per il funzionale M ,;3" valga la seguente disuguaglianza (MIN-
KOWSKI):

*“(Juk) (n, t) (,h k) (1) n,k ,
(O BRI TEOR)E + OREBHTEOLE + o + ORGP TEILS 1 <

G,h,f'c y
< OGO+ 4 1213

Wi

70) ORD BF T visulti sub-additivo in [LQ], ciod:

8

= (3, b, ) p(n, ) S (0, 1, ) i, £
.21%30 wOTw e, y) < MG TEY) 2 filx, y);
P

i+ Qpfy 2
| SR T, yyie < | ST [ e, gy
o
A+
Ci+y Ci+1t+Y
f STl 3 T4 i, w)y < | O 555 [ i, o] 0
v y=
¢q e5+y

Denotiamo con R* il rettangolo [0<<a<<b+4b+*; O<<y<<d-+ d,+ ]
{t* > 0 e tale che risulti: b + by 4+ 1 < 1, d 4 do + t* < 1), con B® il rettan-
golo o—(b—al<ax<b+t+(b—a); c—{d—c)<y=d-+(d—c)], ottenuto
dal rettangolo B mediante simmetrie rispetto ai suoi lati, con R® il rettan-
golo ottenuto da R® mediante simmetrie cosi come R( g'& ottenuto da R,
e cosl proseguendo denotiamo con RE™ il primo rettangolo, ottenuto con tale
procedimento, che contenga il rettangolo B*. Se fiw, y) & una funzione definita
in R, definiamo in R® la funzione fi(w, y) con la seguente legge: fi(x, y) =
=fle, y) per (¢, ¥y CR; mnei rettangoli p<x<b-+b—a, c<y<d,
[a—(b—a)<<w=<a, c=y=d), definiamo fi(x, y) rispettivamente mediante
simmetrie rispetto ai lati # =b,  =a; nei rettangoli[o — (6 — a) <@ = b+ (b—a),
d<y<d+d—ol o—0b—0a)<e<b+(b—a) c—(d—c)=y <] defi-
niamo fi(x, y) rispettivamente mediante simmetrie rispetto ai lati y =d, y =c.
In R® definiamo la funzione fy(x, y) mediante la fi(x, y) cosl come &'& definita
la fifr, y) mediante la f(x, y). e proseguendo in tal modo denotiamo con
fal@, y) la funzione definita in R(Y mediante la [fu_.(®, y). Definiamo infine
in R* la funzione f*w, y) ponendo f*@®, y) = falx, y).
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In R* la f*w, y) & L, CVLT, ACT, secondo che in R la flx, y) risulta
rispettivamente L, CVLT, ACT (*%).

Nel numero 4. dimostreremo il seguente teorema:

Detta f{x, y) una funzione della classe [CVLTQ], se per ogni ¢ > 0 esiste
un 3(e) > 0 (3 < ¢) tale che per o << 3, b < 3, k <3, si abbia:

(2) VLD i, 0ips) < @n uly, 05 i, Gips) +
+ (14 &) | OG5 T Vil ¥y 9); @i + @, Gips + @) Yumo,
3) VOG0 15 ¢5s 0iva] = on e, 65 ¢, 0jps +

74 h’k 4 .
+ (1 + &) { O3V T Vell @, )5 ¢4 9, cpa + )1y
dove (@i, aina), t=1,2,..., m, (¢, ¢i1), j=1, 2,..., wm, sono due suddivisioni
arbitrarie rispettivamente di (a, b), (¢, d), n, x(y, o; &4, Girs), P (%, 0; ¢}, €j12) due
funzioni non negative, rispettivamente sommabili in ¢c<y=d, a=<<ax<b, e soddisfa-

, Cj41 @ity
mm ‘ m  w -
centi le proprieta: 2 2 [on 1y, 0; @i, dip)dy<tn (), X T [on wl®, 5;¢5; Cj41) » dop <
=1 je=1 §=1 j=1
! cj ! ai

<nk(0), con ¢p fanzione non negativa e tale che lim Yp,x(c) = 0 per
ogni o, allora risulta: e

Jim Afz = M ¥, Rl = Az = fl, y), B ().

()

k—so0

3. Premettiamo un Lemma. - Detlo Ry i il rettangolo [a —h<x<b-+h;
¢c—k=sy=d-+Fk (con h, k positivi e minori del pii piccolo tra i numeri:
a, ¢), se flx, y) appartiene alla classe [CVLTQ), I area Q[z = f*, Ry i) tende
ad 8z =1, R) al tendere di h e k a zero.

Osserviamo intanto che se R™* & il rettangolo [a +h <2 < b—h;
ct+ksy=d—k] Varea dg=f, R™¥| tende ad [z =/, R]. Infaiti &:
Ade={f, R**] <[z =f, R}, ed in virtu della semicontinuita inferiore di &,
che deriva direttamente dalla definizione di area secondo LEBESGUE, ri-
sulta : %ﬁm dle=f, R®»*® = d[z =, R], la quale associata alla precedente

kws0
fornisce 1’ asserto.

Posto : Ri=b—hs=e<b; c+k=y=<d—F¥,
Ro=la+h<ec<b—h; d—k<y<d,
Ri=lo<ec<a-+t+h;, c+bksy<d—Fk],
Ri=jo+h=es<b—h; csy<<c-¥,

(*¥) La f*(x, y) la definiamo fuori del suo campo di definizione B*, cosi come s'® fatto
per la f(x, ¥); cfr. nota eitata in (12).

(**) Ool simbolo &fz == f(x, y), B] denotiamo Parea secondo LEesmsGur della superficie
= [(x, y), per (%, y)c E.

Annals di Matemaiica 3t
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in corrispondenza ad un ¢ > 0 si pud determinare un % >0 ed un k> 0, tale
che se 80 < h < h, O<Ic£§: risulti: d{z=f, R} <§ , peri=1,2 3 4.

Sia Rl{Rs) il rettangolo simmetrico di R,{R;) rispetto alla retta x =15
(€ = a), ed R,(R.) il rettangolo simmetrico di E.(R,) rispetto alla retta y =d
(y = ¢} ; per la stessa costruzione di f*{x, y) risulta:

(4) Ale = 1%, f_ﬂ,] < =123 4)

ol ®

Siano ora R, R, R, R, i quattro rettangoli rappresentati dall’ insieme

Ry x—|R™® 4+ B, + R, + B, + R, + Ry 4+ By + R, + R,] ed osserviamo che
essendo I’ area di una superficie data da un integrale di WEIERSTRASS-BURKILL,

si pud determinare un &' >0, K >0, ' < h, ¥ < k, tale che per 0 <h <P/,
0< k< l, risulti:

() Az =1* B < (i=1, 2 3, 4).

i @

Dalle (4), (5), segue allora &[z = f*, Ry,x] — [z =, E] <e¢ per 0<h <W,
0 <k <k, e cid dimostra il lemma.

4. Dimostriamo in gquesto numero il teorema enunciato al numero 2. -
Suddividiamo gli intervalli (@, b), (¢, d) in parti mediante i punti

a=a; < a <a3<a/4<n.<am=b; 6 =10 < Cp < Cg <ot <cm:da
e poniamo:

n i1 Ci-+1
~ (h. k)
“’m':j V,[91C w, J)f ; €y Cipalde, Bl zfvx[%(w, y)f 3 @iy Giga]AY,
©
7i,j = (@ipr — ai) (i — 1)

i

4= (i;+B%;+1%)°, e per ogni punto (e, y) di Q:
Qi+
i @, 9) = f V4w )5 ¢+ 9, 0jas + 91,
adx
Ci4 Y
bos ) = [(Valr (o, )5 i, i+
cji+y .
i, ) = (@@, 9)+ B sl )+
a,,], B4, i, y), Bijle, y) esistono dato che la f*(x, y) & CVLT in R*, ed
MM fHa, y) & ACT in E.
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3

Tntegriamo la (2) in (¢;, ¢j4), la (3) in (a:, Gi1.), e teniamo conto della
proprietd 7°) del N. 2 e delle posizioni fatte sopra:

Cit

(2) VAIE DY i, aialdy <
Cipt & Cjey
< [onely, o5 @, @y + 1+ f {mwzz;;z Vodf*w, 9); @ + 2, a;+1+w1§ dy =
b G =
Gty

$h,k (.% g; Qi a’i-rl)dy +' 1 + 5){[%§%’Z;k) ng::l))vu[f*{“’ y); e Qi1 +m]dy} =

L0
Ciry Y

[ oy o5 ai, a.u>dy+(1+e){@rt<w,y>"’T$::;§ V. v); s+, aa+1+w1dv} =

Cjt-q

gk
ety y=0
onxl, 5 G, Gun)dy + (1 +s}1W§$1§Sk) TG 8, i, 9) ;
¢ ::3
Rty
’ h k&
3) Vv[mgw, ygf *; ¢, Cipalde <
Bigy a; @ity
<j Pn, (@, S5 05 c,.,-)dw+(1+s)f {91(‘;;;‘)’“’ %2;3’>V[f*(w,v);c,-+y,c,-+1+y]} dx =
a; ¥=0
azq.;_

@ty

_._j Pn, k(®, 0 €4, €}, .)dac+4( 1+e{ [mgg,z)kwgg;z)v,,[f*(z, v); ¢+ ¥ Cipa+ ) dwf <

ai

y=0
O
04y Oty
jcph k('”’ G; ¢, c]+1)dw + (1 + 8){ E:ZZ) 14 nglf}) V,,[f*(u, v); ¢; + Y ‘Gi+1+y] du} =
i ity eyt é’::
on, 1@, 05 ¢, oa)di + (L + e){ M (33 Tl ghou, i, y}}
Dalle (2') e (3') segue:
1
(6) A=+ i+ <
Ry g
_ o 2
<; [ onxl, 05 of, ejpi)de + (14 &) MG 4 T ha, s (e, y)) +
ai
Gt
+{ [ onrty, 5 @, aypdy + (1 + BTG ST TR DB 0, )+ r.,,] *
2!-—0
7

y=0
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Applicando ora la disuguaglianza di Minxowsk1 (*), dalla (6} si perviene alla
@iy ef+1
45 < %K [—{Pk xfx, o5 cj, o§+l)daz)2+ ( [cp;;, Y, 05 a;, ag+l}dy)2};‘—}-
ai cf ) ,
(14 99 2wty o))+ (L9 BRGSO IG5 i) +
@ity Cit1
+ "w}% L < [ ®n,k{®, 05 ¢, Cia)dac + [on, Ky, 05 @i, @ipsldy +

¥=0 @i cf

. 2 —
el Kb b ))+(@rcg:;;ij;’” i, @, y>)+n,;

i
ig
3
=0

e per le proprietd 5°) d) e 6°) del N. 2 segue: "
@i &1
(7) 4, < [ P, £, 05 ¢, Cip)dw 4 [on 1y, 95 @i, Qugaldy +
‘ . ai Y
(L o) | DR3P Tl o o, 9) B o ) )1 ] =
@it oji+1 y=o
[<Ph k@, o5 ¢, Oja)d +[C9h kY 95 @iy Gipa)dy +(1+¢) % M5y T 4, f(“%y):’ i
ai ¢ =0

Sommiamo la (7) per i =1, 2, 3,..., m; j=1, 2, 3,..., w/, teniamo conto della
proprieta 7°) del N. 2 e delle condizioni a cui soddisfano ¢a r, ¢n,x. Otteniamo :

2 A%< 2nil0) + (14 IG5 TS 4, iz, y) §
=0

y=0

Detto A’ il confine superiore di tutte le somme X 4'; ;, ed Afx, y) il confine
superiore di tutte le somme X 4; [z, y), dalla precedente, in virth della pro-
prietd 5°) @) del N. 2, si deduce:

®) A= 2nlo) + (L + )| IG5 TE D Alw, ) |
v
Por ogni punto (x, ) di @ denotiamo con R(=¥, R®™Y rispettivamente i
rettangoli [ 4o, b4+ x; c+y, d+yl, [o+wv—e bt+axte; c+y—s,
d 4+ y + ¢] e ricordiamo le seguenti note proprietd stabilite dal ToNeLLI (*).

(!%) Cir. G. H. Harpy, J. B. LirrLewoon, G. PoLva, Inequalities, « Cambridge Uni.-
versity Press», 1952 pag. 31, formula (2.I1.5).

(1%) L. ToneLL1, Sulla quadratura delle superficie (Nota 2%), « Atti Accad. Naz. Lineei
Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat.» (6), 8, pp. 445-450 (1926).

L. Toxerri, Cfr. nota citata in (%).
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o) Ale, 9) < Az = fHu, v), R&); &' < Ale= ()% R

b) appartenendo la O ) f* alla classe [ACTR], I’ area a[z~9TC§Z, i f* Rl
& data dall’integrale classico.

o) &fz = O (z4)f* R] non supera A"

Supponiamo & < @, ¢ < t*; i rettangoli R(*+1 ¥+) per ogni (x, y) di Q e
qualunque siano | v | <e¢, || < e sono contenuti in R*, e poichd f*(x, y), in. R¥,
& CVLT, esistono finite le aree [z = f*(u, v), Ri=+n v+),

Essendo poi y(s, k)[Y(s, k)] infinitesima con ¢ ed % [k] possiamo supporre
3(¢) cosi piccolo che per ¢ < 8, b < 8[k < 8], risulti y = e[y <¢]. Si ha allora:
@y Ale, y) < Ty Alz = 3w, v), B=v] < dls = f*u, v), R
per |n| =<y, |{| =7 e qualunque sia il punto (x, y) di @, e per la proprieta

59) b) risulta:
(%3 ¥ Ty Ale, y) < Ale = f¥(u, v), R™Y)
qualunque sia (x, ) C Q.

In virth di quest’ultima e delle proprietd a), b), ¢}, del TonELLI, dalla

(8) segue:

9) Az=orl f* R < 2nxl0) + (1 +¢)] &z = f(u, v), R wmo
= 2, k(o) + (1 + €)a[z = f*(u, v), R],

y=o
avendo posto R, =$R§”’ v g
=

Per il lemma dimostrato al N. 3, essendo: lim &z = f*u, v), R]=
gt ()
= [z = f(u, v), R], in corrispondenza ad % > 0 arbitrario esiste un %*> 0
(e possiamo supporre n* <7) tale che per ogni 0 <e <%* risulti: dfz =
= f*(u, v), R.] < Q[z = f(u, v), R] + 7, e quindi dalla (9), supposto ¢ < 7* segue :
Olfs = O (e} B] < 2nx(0) + (1 + &) {Alz = f(u, v), K]+ 1.
Da quest’ ultima tenendo presente che lim ¢p x(0) = 0, si deduce:
A—0

k0

Jim 8 = oniay)f*, B <(1+¢){ &z =f(u, v) Rl4+7]<
<@+ ide=fw v, Rl+1t,

E—sg
e data 1’arbitrarietd di v si ha:
lim dfs =90, f* R < Afs = flu, v), R].

A——yp
Fe—»0

Quest’ nltima dimostra il teorema enunciato al N. 2 osservando che per la
proprieta 3°) e per la definizione di area secondo LEBESGUE &:
lim dfz = 9% R|= Als = f*u, v), Bl=d[s = f(u, v), R).

f—»0
k—0
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5. 1 funzionali or™%), oM™ medie integrali. - Sia f(x, y) appar

tenente alla classe [CVLTQ] e supponiamo che il minimo N di f(x, y) in @
sia positivo (ipotesi questa non restrittiva perch® basta eventualmente traslare
la 2= flx, y) lungo Vasse #2). Detto © il pitt piccolo fra i numeri b, — b,
d, — d, per ogni k e K, O<h<r 0<Ek<rn, e per (x, y)C R, poniamo

(10) or (M8 fias, gy =L [ -
(2, ¥) ;Z/)-—-— Wk f(m+7)7 y+t)d7)d'5 3

con r reale e diverso da zero.

Se f(x, y) appartiene alla classe [L@)], fissati ad arbitrio o, h, k positivi,
posto y(s, k) = h, Y(o, k) = k, definiamo Ry mo T f(x, y), per (x, y) < @,
ponendo :

h &
- 1
(1) M TEN @, 9) = 57 [ f o+, y -+ fdnd.

La funzione ow{y,f soddisfa mamfestamente la proprietd 2°) del N. 2; per
mostrare che & verificata la proprietd 3°) del N. 2, osserviamo che se B e C
sono due numeri positivi, ed s & un numero reale, 8i hanno le seguenti
relazioni (*'):

s-B~YB—C)=B — (0 =5-0B—C) (per s <0ods>=1)
s B{B—C)<B —(C°<s.CB—C) (per g=s=<1)
e da queste:
(12) |B*— C*| =8|
ove D' denota il pitt grande tra i numeri B, C*% K:

| or ey flw, y) — flo, 9) | =

h k r
| o i
N “%f.,[fr(“"n’ y—i_t)dndt}r"{ﬁfff"(x, y)d‘adizﬂ :

ed in virtu della {12) quest’ ultima viene maggiorata, qualunque sia (x, y) C R,
come segue

h k

R
18 on i ni— e | < M| [ [ rn g+ ganat

] (oo = o m oo 40— vl

(*) Cfr. G. H. Harpy, J. E. LurtLEWoOD, G. PoLya, Inequalities (testo citato in *9),
pag. 39, formule 2.15.1, 2.15.2,
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ove M denotd un numero che limita superiormente in R le due funzioni:

h k [ 4
!_—1 1 ) !-—1
i [ [ty anali= A [ pana)i=,

qualunque siano h e k, con O <h =1, 0<k <.

Ma per l'uniforme continuitdh della f"(x, y) in @, in corrispondenza ad
e > 0 esiste un 8(e) > O tale che per 0 S 1<k <3, 0={=<k<3 e qua-
lunque siano (¢, y) C R, si abbia:

. _ lrle
[+ n y+8— e, y)| < 5
e quindi dalla (13), per O <h <3, 0<k <3, e per (x, ¥y CR, si ha:
| o (e (o, 3) —Flw, 9)| <e.
La proprietd 3°) del N. 2 & dunque dimostrata.

Osserviamo qra che il funzionale —91—”5&;3") definito mediante la (11) sod-
disfa le proprietd 5°), 6°), 7°) del N. 2 perché, come facilmente, si vede in [LQ)]
risulta monotono, per esso vale la disuguaglianza di MINKOWSKI, ed &
additivo.

Prima di mostrare che tali funzionali soddisfano le (2), (3) del N. 2
premettiamo un lemma del quale daremo un cenno di dimostrazione.

£

LEMMA. - Se f(x) é continua e a variazione limitata in un intervallo
(ao, bo), preso comungue un intervallo (a, b) interno a (a,, by), &
b

/

per ogni 0 <h =<b,—b, e, dove V[f(x); & + 7, b+ %] & la variazione totale
di flx) nell’intervallo (@ 47, b 4+ 1) (9

Dividiamo (a, ) in un numero finito d’intervalli consecutivi (a;, by,
i=1, 2 3, .., n,l(alza, b, =10), per 0 <h<=b,—b.

f(a‘+h

[d ShJV x); @+, b+ nldn

Poniamo fy(x) hj flee+ n)dyn ; risulta allora: f'a(x) = «_—_w_l_;;zm ( ), ed

essendo. fr(x) assolutamente continua si ha:

Vifux); a, b —-fi f'a() | dec ...[l — @,

(**) Questo lemma & un miglioramento d’un risultato noto, vedi T. Rapo, « Liength and
Area>» (citato in nota %), paragrafo I111.240, relazione (1), pag. 206. La dimostrazione qui
data segue le linee di quella riportata dai Rapo.



248 C. Vinti: Sopra una classe di fungionali che approssimanc Parea, ecc.

Ma & per definizione:

Z11e) fha,|_2H fbs + 1) — flas + )ldn | <

1
Sﬁf@_ilﬂbi-kW)—ﬂai-i—’?)idﬂs
e poiche &: '

i§1|f(b,-+n)—~ﬂja¢+ﬂ)|§ Vif{@); @+ 7, b+ ),

si deduce:

Z [ Fuldi) — falas) | < '}sz{f{m}; a+n, b+ nldy

=1

Osservando che il primo membro di quest’ ultima disugnaglianza pud
essere comunque vicino alla variazione totale della fafx) su (a, b), risulta:
h

1

da S;%]V{f(w); @+ 7, b+ 7jdy

b
Vfaw); a, b) = / W_ﬁ-h}l:_@

Mostriamo ora le (2) e (8) del N. 2. Derivando la (10} rispetto ad x, dopo
avere sostituito nella (10) f(x, y) con f*(x, ), si ha:

k)
My 1% _ 1

. hkfff*w+nay+¢)dndt§ .

k

b [UF Ty 0 (o, 3+ 1)

0

e quindi:

1—7r
(h, k) —_
} 0 %@,3} f*

(14) " om

=L ;}- jf*x+n, y+ anat| "

k
1 [, . .
| e by g ) — (e, )t
Ma per la continunith della fr;_l(m, y) in R* ogni qualvolta si fissino , g,
h k’ (x, CR, O<h=r, 0<k<1) esiste un ¥, 0 =¥ =<1, tale che

¥l

f (x—l-h y + ¥ k) rappresenti il massimo di £ * (x4 A, y+ z‘) al variare
di £ in (0, k); ed analogamente esiste un 97, 0 = §" <1, tale che f (ar' Y 07 k)
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r—1%
rappresenti il massimo di f* (x, y +¢) al variare di ¢{ in (0, k).
Denotando allora con G(x, y, h, k) il pit grande tra i due numeri

fr;_l{w+ h, y+ ¥k, fr;l{ac, y +3"-k), dalla (12), ogni qualvolta si fissino
®, ¥, b, k, si deduce:

PRy g+ ) — 13, g+ 0] S e 6, g, b B)| o+ g+ ) — (g0,

per 0 <{=<kF, e dalla (14) segue:
h

k
Lyt [[.r
szmf/f*(m'{‘ﬂa Yy + fydnai

i
(2 y) |

(h kY re
15 *
(15) \ on

k

%!T!G{K% Y, h; k)flf*(w"l'hr y+t)"”f*(w7 y+tHdt

Infanto per il teorema della media, ogni qualvolta si fissino , y, b, £,
esistono un ¥, 0 < ¥ <1, ed un 9., 0 < §, =<1, tale che:

bk 1—r

kkf} f*@e 4+, y+t)dndt§ Py ! ,
f* (@4 b, 4+ 9ok)

e la (15) si scrive sotto la forma:
Glx, y, b, ¥)
f:(ao—i-f&l-h,y-{-»&z-k)

g 1P R 0 e g

(16) J%l@‘ﬁ, nf*] <
ox

r—1
Per 1’uniforme continunitd della f * in R¥ in corrispondenza ad ¢ > 0,
esiste un 3(e) > 0 (e possiano supporre 3 < 1) tale che risulti:

r—1 F—1

f* {Ela M) < * (&, N2) + EN—,
per ogni coppia di punti (&, n4), (2, 12) di R* con [& — & | <3, |n— s | <3,

— r—1

N > 0 essendo il minimo di f * in B*; e quindi supposto 0 <h <3, 0 <k <83,
poiche, qualavque sia (x, y) C R, per la coppia di punti (® 4 h, y 4 ¥ - k),
(@+ b, y+9,-k), si ha:

fe+h—(@+ 3 b)) =|hl—%) <h<?,

|y 40"k —(y + - ) | = [RY — D) | <k <3,
e per la coppia di punti (x, y 3" -k), (x4 % +h, y -+ ¥, k), si ha pure:
@ — (@3B Sh<E, |g+3"-h—(y+de-b)| = | K3 —$)| <k <3,

Annali di Matematica 32
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risulta :
Frfth g+ k) <f* @b y+duek)+eN,

r—1 _—

Fo (@ g+ W< Fr@+d-h g+ k) + e,
e di conseguenza, tenendo presente la definizione di G(x, y, k, k), per 0 <h < 3,
0 < k<3, e qualunque sia (x, y) CR, si ha:

G,y by )< F 7 (e By gDy - B)bel, oios — G B MK g

f* (et by y+90k)
Dalla (16) supposto 0 < h <5, 0 < k < 3, si deduce allora:

2 o i) *
I

h
<{1+e)%;./1f*(w+h, y+8)— @, g+ 1| at.

E con analogo ragionamentO'

{h k)f*{

{83»

(18) —-————~—-ey ‘

<{l+¢ hkﬁ a4+ n, y + &) — e+, g)|dn,
per 0<h<8 O<Ek<3.
Detti (i, @ity), (¢j, €j4.) rispettivamente due intervalli di (a, b), (¢, d),

dalle (17) e (18) si ha:

(R, k) pg
h, k) 0 My,
Vw{@KEm, o) f*9 a;, az—i—l '—‘j } (m LI f

ai

de <

Qigey k

<(1+s)hkfdmf[f*m+h,y+t) e, y+ 0 di,

@

T

[ wy)f;cl;GJH "—j
¢ty B
<(1+€);77;fdyf|f*@+m Y+ k) — =+, y)|dn,
¢g 0

e per un teorema di FuBINI-TONELLI:
k iy

1
VAOI(z o %5 as, ausa] < (L4e)g f dt f

0 o

oty +0 =y £0g,
J ,

f*ac—l-n, y+k — *ex -+, y)t

VIR 5 o, 0paa] < (142) fdvzf
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B infine in virtd del lemma dimostrato in quesfo numero si ha:

VARG B 5 aiy @i < (1 +¢) ) 7 f [ VA, y +8); @i+, aip 4 nldndt,

1
[91”68; Zf G, 0]-;-1 (1+¢)= w+ 0, Y); ¢+ 1, ciya - tldydt,
k

e queste, tenendo presente la definizione del funzionale %%; w®) rappresen-

tano le (2) e (3) del N. 2 quando si pone ¢rr =0, ¢nx =0, $pr=0.

6. I funzionali oy}, oRZ ™ polinomi di Stieltjes-Tonelli. - Poniamo

h=Fk= ;z- , con n intero. Se f(x, y) appariiene alla classe [CVLTQ)], qualunque
1 1

sia I'intero n, e per (x, y) C B, definiamo %(Ey’); f ponendo:

(18) (M \f_~»-[ flu, V)1 — (u — 271 — (v — y)"dudv =
(,/)

bo'—*w dy—y

ffoc-{—n, Y+ H{1 — )"l — &) ddt,

J:N
\

1
f " — ) dt
0
Se f(x, y) appartiene alla classe {LQ], fissati ad arbifrio o, h, k positivi,
posto (s, ) = o¥, Y'(o, k) = o* (essendo o* il primo summaultiplo di o minore

ove & K, =

i 1
di 1), definiamo 33?65%’;”’ 2 T(&9 f con la seguente legge:

I PR
(19) @chm,y’; "G =
24(f71 ] fffw+°f:,y+t}{1—n) (t—£)" dnat.
(1 1)

La funzione R, ,"'f soddisfa manifestamente la proprietd 20) del N. 2,
La proprietd 3°) del N. 2 & stata dimostrata dal ToNgLrLi (**). 11 funzio-

(*%) L. Tonerri, Sulla rappresentazione analitica delle funzioni di pin variabili reali.
« Rendiconti Circolo Matematico di Palermo», Tomo XXIX (1910), I° semestre, pp. 2-36.

Ch.-J. de la VarrLir Poussiv, Cours @’ Analyse Infinitésimale, Tomo, IT (1912), pag. 133,
Paris, Gauthier-Villars, Editeur.



252 €. Vinri: Sopra uite classe di funziondli che approssimano Uarea, ece.
e
nale 9., ,» "' sopra definito soddisfa le proprietd 5°), 6°), 7°) del N. 2,
perché, come facilmente si vede, & in [L@) monofono, per esso vale la disu-
guaglianza di MINkKOWSKI, ed & additivo.
Se f{x, y) appartiene alla classe [CVLTQ], L. ToNgLLI {*) stabilisce le
seguenti disuguaglianze :

(1 1
=, =
"

(20) Ve [0, J)ﬂ> 5 i, aip] = 2M(n + 1) (1 — &)"(aip, — @) +

+ K ff P, g+ 85 ai-b 0, G+ 0l {L—7%)"(1 — )" dna,

— =L

(21} Vy [%Ex,w )f 5 €y G S2M(n + (1 — %) (cj — ¢;) +

2
+ %“ /‘fvy[}w(w + 1 ?/) y G + ta Cjts + t}(l - 732)”(1 - tz)"dﬂdty
] =1

(1 13
ove M (g y)”;f* 8 data dalla (18) quando nella (18) si sostituisce f{x, y) con
f¥(x, y), Q con R* ed essendo: (a;, @), (¢, ¢ji) due intervalli arbitrari
rispettivamente di (a, b), (¢, d); M il massimo di f*x, ) in B¥, e 0 <o < 1

un numero arbitrario.
Osserviamo che il secondo addendo del secondo membro della (20) si serive :

(22) % [ [Vw[f*(m: Y + 5}, a; —}— N, Giis + 3?}(1 o .),}Z)nil . iz)”d?}dt +
+ % fj V:Z‘[f*(m; y + t); a/i + 'ﬂ’ ai—‘r—l + n]{l J— nz)n(l _ tz)"d‘y)dt +

—1 -1

+ I‘% / f Vo[, 4+ 8); i+ ouks + )L —9°)"(L — ) dndt +

+ I’% f fVm[f*(w, y+1); a4, g+ )il — )L —£)"dndt +

—Gg G

o —0

+ K Val 5, 4+ 85 ai+m, gin + 0lil — 09" — #)dndt.

—f -1

(*) L. TonuLLy, Cfr. nota citata in 4).
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Computiamo il secondo addendo della (22):

KT" f ] Valf*a, y + )5 @+ 71, tips + 9l — 09)"(1 — #)*dqdt <
< 4” (1 —90 ) [fvm[f*(w7 Y+ t); a4+, Qg + 7)](1 — 52)"d“th <
= Ii (L —d*)" ffVm{f*(m, y+8; et G+ qldndt <
=< T(l-—o)"[fV [, y + 8); ai+ My Qi + M]dndt =
. 1yt
= % i —d)" f fvw[f*(a’% £); @i+ ", Giyrs+ n]dndE, avendo posto y4-i=E.
—1 Y1

Computando poi il terzo, quarto e quinto addendo della (22), si vede che
anch’essi sono maggiorati dall’ espressione:

1 gyt

o [ [ VAFH@, E); @+ n, aipa + nldndg.

—1 Y1

Kn LET.

In virth di tali maggiorazioni, dalla (20) si deduce:

Voot 2ty ] S M+ L — o (g — i +

1 Y1
LR, (L —a 4 f f Vo, 85 a1, Gy -+ 1]dndE -+

—1 y—i

K A
f f w: y+1t); a4y, iyq 7l — 'Y)z)"(l—tz)"d‘ﬂdt .

—0 —0G
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: ) 1 1
E poiche &: Ky = ;7 i < 7 s, si ha:
(f0(1 - tz)"dt) (fo(l. — #)ndi) L
(23) Vs (o0 Sfi .:/)ﬂf*; ¥y Wiga] = 2M(n + 1) (1 — %) @iy — ai) +
1 y+i
+ Kyt — o) + [ f Vol #(, &) @i + n, @iy + n]dnds +
-1 Y1

1
+e ]f o1, y+ 85 a4, dipa + )1 — ") (L — )" drdd,

4([ (1 -—t“dt JJ

essendo ¢ >0 un numero arbitrario.
Oon analogo ragionamento, dalla limitazione (21), si deduce la seguente :

@4 Voo W ) 0] = 200 4 (1 — 07 (e — )+
o1 1
+Km—ﬂuj ﬁﬂ%wanwm+WW+
b1 —1

TR & L. ff [P 4 1 9); & + b s + (L — 797 (L — ).
4([0(1 "dt JJ

Poichs & Kp < ——— {21) detto M il pitt grande tra i numeri:
x+1 1
[dw [ [vire vs o+t a naza,
B—1 =1 ’
r yhi
fdy(j/ e, € );a+n,b+n]dnd§£,
—1 y—1
e posto:

oYy 05 @, Gipa) = 2M(n + 1)1 — P @iys — ) +

1 I«'f——l
it 00— [ [ VL 85 0 as o+ i,
Z1oy—1

(#) Cfr. Oh. J. de la VaLLig-PoUSSIN, testo citato in %), pag. 126.
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91 1@, 05 €7, 0j1a) = 2M(n 4 1)(1 — o)"(ejpn —¢)) +
nn
x—1 1

+ (- o f [ vre o) o+ opn - gazat,
b, 1(0) = 2M(n + 1)(1 — o*pb — a)d — ¢) + (n -+ 1)(L — o7,
risulta:

G+
3 3 [0 o5 ar, addy = 20n + (1 — P —a)id — o)+
f=1 je=1 L »
w Cid1 1 y—i,—,:
tot = E fay) [ (3 Vdrte 95 @b, auat ridnde| =
Cj —1 Yy—1

= 2Mn + 1)1 — o) — a)fd — o) +

voA
+ 1+ 1)1 — o / dy} f j Valf*@, £); a4, b+ nldnde | < b, o)
(; —1 y—1
i§1 :1 j 1‘53,1(90, %3 ¢y Cpa)dae = 2M(n + 1)(1 — o*J(b — a)(d — ¢} +
a;

@ivy w1 1

For4 )= E [a] [ [ 8 VIE 9 -4 b e + it | =

=1ai ©x—1 —1
= 2M(n 4 1)1 — &*)"(b — a)(d — c) +
N
+ (0 (1 — o [ d ; J f Vil 9); o+ b d+ HaEas] < dnafe).

1 1
Ricordando allora la definizione del funzionale —g_rc(m,;;’ ’ ")
le (23) e (24) rappresentano le (2) e (3) del N. 2.

, (g=0%* perchsd &: 0<1),



