
Sopra una cl~tsse di funziouali  che upprossimano 
l'area di unit superficie. 

~ o t a  di CALOGERO VINTI (a Palermo) (l) 

A G i o v a n n i  Sansone  nel  sue  70 m° compleanno.  

Suuto. - S i  in t roducono  per  v ia  ass iomat ica ,  per  le superficie con t inue  z ~ f ( x ,  y), dei f un .  
z iona l i  che convergono i n  area. S i  fa  vedere po t  che non  so l tan to  le medie i n t egra l i  del 
p r i m o  ordine  g id  usa te  da l  R a d b  e i p o l i n o m i  di  S t ie l t jes .  Toael l i  (e non  pii~ • succes. 
s ioni  ~ di  essi) r i e n t r a n o  in  tale categoria d i  funz ional i~  m a  anehe,  t ra  l' al tro,  le medie  
i n t egra l i  d ' o r d i n e  r, q u a l u n q u e  s ia  r ~-O. 

1.  I n t r o d u z i o n e .  - L. TONELLI ha caratterizzato (2} le superfieie 

(1) z - - f (a: ,  y), (x, y) C Q [ a o ~ x ~ b o ;  C o ~ y ~ d o ] ,  

continue ed ad area finita secondo LEBESGUE,  mediante la nozione di funzione 
di due variabili a variazione limitata e, pot, con la nozione di funzione di 
due variabili assolutamente continua, ha caratterizzato (~) le superficie (1) ad 
area finita per le quali tale area ~ espressa mediante un integrale classico. 

Successivamente per le superfieie (1), continue ed ad area finita, ha 
mostrato (% faeendo ricorso ad una opportuna generaliz~,azione dei polinomi 
di STIELTJES ~n(W, y), relativi alla funzione f(x, y), ehe 1' area ~Iz -~ ten(X, y), R] 
della parte di superficie z - -  r~,~(x, y) che Corrisponde al rettangolo R (essendo R 
un qualsivoglia rettangolo immerse in Q) tende, per n ~ ~ ,  a l l ' a rea  ~ [ z - -  
-~ f(x,  y), R] della parte  corrispondente della superficie (1). 

Indipendentemente  e contemporaneamente,  T. RADb, faeendo rieorso alle 
medie integrali  del primo ordine:  

1 1 

-~ n ~ f (x t)d~dt 
1 , ]  

0 0 

(~) Lavoro  eseguito nel  Seminar io  di A_nalisi Matematica della Univers i th  di Palermo.  
Ringrazio  il  Prof.  E. BAIADA per i consigli  che mi ha date. 

(2) L. TObIELLI~ S u l l a  q u a d r a t ~ r a  delle superficie (Nota la), ¢ Att i  Accad. :Naz. L ince i  
Rend.  C1. Sci. Fis.  Mat. N a t . ,  (6) 3, 357-362 (1926). 

(3) ~.~. TONELLI, S u l l a  q u a d r a t u r a  delle superficie (~o ta  2a), ~ Atti  kccad.  ~az .  L i n c e i  
Rend.  C1. Sci. Fis. Mat. Nat. ,~ (6) 3, 633-638 (1926). 

(4) L. TO~,IELLI, S u  u n  po l inomio  di  appross imaz ione  e l' area di  u n a  superf icie ,  ~ Atli  
A.oead. Naz. L ince i  Rend.  C1. Sot. Fis.  ~ a t .  N a t . ,  (6) 5, 313-318 (1927). 
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ha mostrato (s), per le superficie (1) continue ed ad area finita, che l ' a rea  
~[z--f , , (~,  y), R] tende, al divergere di n, all' area ~ [ z -  f(~, y), R]. 

In  questo lavoro daremo per via assiomatica, nei numeri  2, 3, 4, un 
teorema di approssimazione in area per le superfieie continue ed ad area finita, 
introdueendo dei funzionali ehe, quando godono di opportune proprieth, ci 
assicurano la convergenza in area, e, nei humeri  5, 6, faremo vedere che sis 
i polinomi di S T I E ~ s - T O ~ E L ~ ,  ehe le medie integrali d' ordine r :  

h k 

o 0 

r reale diverse da zero, soddisfano alle propriet/~ di tall funzionali. 
La nostra proposizione assiomatica, mentre da una parte inquadra i due 

teoremi di approssimazione di TOI, ZELLI-RAD0 in un un i t e  procedimento, 
dal l 'a l t ra  generatizza notevolmente il risultato TONELLI-RADb (e} appunto 
perch6 vale per qualsivoglia funzione di approssimazione che sis un funzio- 
hale da noi caratterizzato. 

Osserviamo ehe una generalizzazione diversa del teorema eli approssima- 
zione di TO~I~LLI-RAD0, ~ stata [atta per le funzioni f(x, y) quasi continue in Q. 

Poich6 per le funzioni quasi continue l 'area  secondo LEBESGUE 6 in 
generale price di signifieato, L. CESAnI (7) ha date una definizione rPc(f) di 
area generalizzata finita, e, con la nozione di funzione generalmente a varia- 
zione limitata, ha earatterizzato le superfieie z = f(x, y) ad area generalizzata 
finita. 

Suecessivamente C. GOFFMAN, in~roducendo in mode diverse dal CESARI 
l 'a rea  ~ { f )  generalizzata finita ~81 (e lo stesso GOFF~AN (~) ha ratio vedere 
essere equivalente a quella introdotta dal CESARI), ha date un teorema di 

(5) T_. ~:~ADb, SUr l~ valcul  de l' a ire  des sur faces  courbes, ,, F undamenta Mathematicae ~, 

col. 10 (1927), pp. 197.210. 
T. RAD6, L e n g t h  a n d  Area,  ¢ American l~[ath. Society Golloquium Publications ,, col. X X X ,  

1948, pp. 515.516. 
(6) Va osservato che la nostra proposizione, anche nel case particolare delle medie inie. 

grali del primo ordine, generalizza il risultato di RADb perch~ le medic integrali del primo 
1 

ordine prose in esame dal RADO sono con h ~ k ~ - - .  

(7) L. CESARI, Su l l e  f u n z i o n i  a var iaz ione  l im i ta ta ,  • A nnali della Scuola ~ormale Supe- 
riore di Piss  ~ serie I I ,  col. V, 1936, pp. 299313. 

L. CESARI, Sur face  Area,  Princeton, New Jersry, -Pr ince ton  Univers i ty  Press ,, 1956, 

pp. 23.24. 
(s) G. @OVF~A~, Lower  s e m i - c o n t i n u i t y  a u d  area func t iona l s ,  L The non  p a r a m e t r i c  

case, c Rend. Circolo ]~iat., Palermo, serie 2, col. 5 (t953)~ pp. 203-235. 
(9) G. GOFF~AN, Cfr. nota citata in (~). 



C. VINTI: Sopra una Classe di funzionali che approssimano l'area, ecc. 239 

approssimazione mostrando (10) che 1' area ~[z --  fn(x, y), R) tende, per n ~ ~ ,  
a l l ' a rea  O G ( f ) ~  OPt(f). La proposizione assiomatica stabilita da noi potrebbe 
estendersi,  senza eceessiva difficolt~, alle superficie z- - f ( 'x ,  y), con f(x, y} 
quasi continue e con area generalizzata finita secondo CESARI-GOFFMA~. 

0sserviamo infine, con r i fer imento ad una comunica~ione di G. TRICOMI (1~) 
al Congresso di Edinburgh, c h e l a  proposi~ione assiomatica stabilita in questo 
lavoro porta una eeonomia di pensiero, poich~, come prima ~ state detto, 
oltre a generalizzare notevolmente i r isultati  di TO~ELLI e RAD0, unifiea i 
due diversi procedimenti .  

[ 1 
2. Denotiamo con Q il rettangolo 0 ~ b o < 2 ;  0 ~ y ~ d . <  , con 

R [ a ~ x ~ b ;  c ~ y ~ d ]  un rettangolo completamente interne a Q, con [LQ] 
la classe delle funzioni di due variabili integrabili  secondo LEBES(~UE in Q, 
con [CVLTQ] la classe delle funzioni di due variabili, continue e a variazione 
l imitata secondo TOh'ELLI in Q, con [ACTR] la classe delle funzioni di due 
variabili  assolutamente continue seeondo TONELLI in R (~'~}. 

Si~no T (~'t) ~ ( h , ~ )  ~ (~ ,h ,k )  (~,~j), ~,.~(~,~), j,,(~,y) tre funzionali che godono delle seguenti  
proprieth : 

(.~, t) 1 °) T(~,y)risulti  definite per  ogni funzione appar tenente  a [LQ] con 
T(-~, t) ,.~ la seguente legge : (~,,)[(x, y) = f{x-~ ~, y ~- t). 

6"WY( h, k) 2 ° ) esis~e un = > 0 tale che ~j~.(~,u) risulti definite in [CVLTQ] con 
valori in [ACTR], per ogni h e k, O < h ~ %  O < k ~ %  e per (x, y) C R .  

6wy(h, k) ~t~ 
3 °) lim ~,~,(~,~)~ , y ) - - f ( x ,  y) uniformemente  in R e qualunque sin 

h ~ 0  
k ----*- 0 

f(x, y) di [CVLTQ]. 
4 °) fissati ad arbitrio o, h, k, positivi, esistono due numeri  positi~i 

"[(~, h), ~f(z, k) infinitesimi con ~, h, k, tale the  it funzionale ~ ( ° '  h. ~) (~,~) apptieato 
alia run, lone T (~'t) ~ x  (~ ,g )~ ,  y) della classe [LQ], appartenga alla classe [LQ], al 
variare di [~ ] e [ t l r ispet t ivamente in (0, y), (0, y'). 

5°) "~(~,u) (~,u) risuiti monotone in [LQ], cio~: 

a~ ~(~'.~,,~(~, ~'~) ~')T (~'t)(~, ,)~x, y) ~ ~Ll%i~i~)Tl~,~g(x," ' y) quando ~ : f(x, y) ~ g(x, y) 
per (x, y )C  Q; 

(~o) C. GOFF~AS, Convergence in area of integral means, ~ A m e r i c a n  Jou rna l  of Math. , ,  
vol .  L X X V I I ,  3~ 1955, pp. 563.574. 

(ti) G. TRICO:,H, Quo vadimus? ¢ Bol le t t ino Uniono  Mat. I t a l i ana  ,,~ sorio I I I ~  A n n e  X I I I ,  
1958, N. 4, pp. 583.585. 

(t2) Ogni  funzione f(x, y) def in i ta  in Q la def in iamo in tutto il  piano ponendo p e r  ogni  

y di (co, do) f(x, Y)=f(ao ,  y) se x ~ a o ,  o f(x, Y ) : f ( b o ,  y) so x ~b o ;  o ponendo poi 
f(x, y ) : O  per  ogni y - .~c  0, e per  ogni  y ~ d  o . 
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b) ~¢~'a'~)T<~'t) '~x f2(x, quando  ~',~(~, ~) ~. ~)~ , Y) ~ Y) ~ : 

c) T (~' ~) ~ ~ (~,y)l~i..~, y) ~ f~(x, y) per  @, Y) C Q, e per  I ~ i ~ ' ,  t t l ~ T  '- 

L' uguagl ian~a  in b) abbia  luogo quando  ha luogo l' uguag l ianza  in c), 
cio~: 

~',,(~,,) .~(~,y)l~% Y) -"  f(x, y} se b f(x, y) costante  in Q. 

h, ~) 6 °) P e r  il funz ionale  ~)1~I~:~) va lga  la s egaen te  d i suguag l i anza  IM~N" 
KOWSKI) : 

7 o} VlLI~;~ ~>~v('~'~)~.(~,u) r isul t i  sub-add i t ivo  in [LQ], eio~: 

~'~(~,y) ~(x,~)lgX, y) ~ ~l~(~,y) (~,y) 

/ ~ - ~ ( a , h , k )  tr('~,t) (x, v ) l '  , y)dx ~ l ~(* 'h 'k)T(~' t )  f "" 

a i ~ , i + x  

c i÷ ~ c j + ~ + y  

c i ci-~-y 

Denot iamo con R* il re t tangolo  [0 ~ x_~ b -}- bo A- ~*; 0 ~ y ~ d ~ do --? ~*] 
(~:* > 0 e ta le  ehe  r isul t i  : b ~ bo -1- ~* < t, d -}- do "4- ":* < i), con R(1) il ret tan-  
golo [a - -  (b - -  a} ~ x ~ b -4- (b - -  a); c - -  (d - -  c} ~ y ~ d -{- (d - -  c)], o t tenuto  
dal re t tangolo  R med ian te  s immet r i e  r ispet to ai suoi lati, con R(~) il re t tan-  
golo o t tenuto  da z~ ~1) med ian te  s immet r i e  cosl come R (1) s '~ ot tenuto  da R, 
e eosi p roseguendo  deno t i amo con R <~) il p r imo ret tangolo,  o t tenuto  con tale 
p rocedimento ,  che con tenga  il re t tangolo  R*. Se f(x, y) ~ una  funzione def in i ta  
in R, de f in iamo in R (1) la funzione  fl(w, y) con la seguen te  legge:  fl(x, y ) =  
- - f ( x ,  y) per  (w, y) c R ;  ne i  re t t angol i  [ b ~ x ~ b % b - - a ,  c ~ y ~ d ] ,  
[a - -  (b - -  a) ~ w <: a, c <-- y <-- d], de f in iamo f~(x, y) r i spe t t ivamente  med ian te  
s immet r i e  r ispet to ai lati  x - -  b, x ~ a; nei re t tangol i  [a - -  (b ~ a) <_ ~ ~ b -t- (b~a),  
d ~ ' y ~ d ~ ( d - - c ) ] ,  [ a - - ( b ~ a ) ~ x ~ b ~ - ( b ~ a ) ,  o - -  (d - -  c) < .  y ~ c] defi- 
n iamo f~@, y) r i spe t t ivamente  med ian t e  s immet r i e  r ispet to  ai lati  y - -  d, y -~ c. 
In  R(~) de f in iamo la funzione  f~(~, y) med ian te  la f~(x, y) eosi come s'i~ def in i ta  
la  f~(x, y) median te  la f(~v, y). e p roseguendo  in tal  mocto deno t iamo con 
f , (x ,  y) ta  funzione  def in i ta  in R (') med ian te  la f+~_~(x, y). Def in iamo inf ine  
in R* la funz ione  f*(a~, y) ponendo f*(x, y ) -  fn(x, y). 
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In  R* la f*(x, y} ~ L, CVLT,  ACT, seeondo ehe in R la f(x, y) r i su l ta  
r i spe t t i vamen te  L, CVLT,  A C T  (~). 

lqel n u m e r o  4. d imos t r e remo  il s eguen te  t eo rema :  
De t ta  f(x, y) ann  funzione  del la  e lasse  [CVLTQ], se per  ogni , :> 0 es is te  

un  ~(~) > 0 {8 < ~) tale ehe per  ~ ~ 8, h < 5, k < ~, si abb ia :  

(2) v [errcl ;  f*;  h, iv, a,, 
~ ( ~ ,  h, k)rp('~,t) ~,~ ~ , ,  + (1 + *)/~,,-(~,v) -~ (~,~) v,,[[ (u, y);  a~ + x, ai+~ + ~v] }~=o, 

V f6wr(h' k ) ~ . .  ('~) yL~'Z~¢x,y)! , Ci, Ci.+.I ] " ~ h ,  lc(i~, a; Ci, Ci+l "~ 

-{- (1 -{- ~)l !3]L(~'h'k)T ( ~ ' t ) ( . u )  (~,v) V,[f*ix, v); cj + y, cj+~ + y] }y=o 

dove (ai, ai+~), i = 1, 2, ..., m, (ci, ci+d, j -- 1, 2, ..., m', sono due  suddiv is ioni  
a rb i t r a r i e  r i spe t t i vamen te  di (a, b), It, d), ~h, k{y, ~; ai, a~+~), ~h, k(~v, a; ci, ci+~ ) due  
funzioni  non negat ive ,  r ispet t ivi~mente sommabi l i  in c ~ y < d ,  a<_x<_b, e soddisfa.  

ei+a ai+t 

eent i  le p ropr ie t~ : i~  ~ :~ ~h,k(y,a;ai, ai+~)dy'<¢h,k(9 ) " a,k(x, ,;ca;ct+~).dx ~ 

e i ai 
~,~(~), con ~a,~ funz ione  non negat iv~ e tale ehe l im '~a ,~(~) -  0 per  

ogni ~, a l lora  r i su l t a :  a-- .-o~.__~o 

lira ~[[z - -  6,ar(n.~),-.._,,,<~, ~) ~ , R] --  gt[z - -  f(x,, y), R] {~). 
h ~ o  
k"---~0 

3. P r e m e t t i a m o  un  Lemma.  - Detto Rh, ~ il rettangolo [a ~ h <--x, < b + h ; 
c -  k <: y ~ .  d + k] (con h, k positivi e minori del pi¢~ piccolo tra i numeri : 
a, c), se f(x, y) appartiene alla elasse [CVLTQ], l 'area ~ I [ z=f* ,  Rh,~] tende 
ad ~[z = f, R] al tendere di h e k a zero. 

0 s s e r v i a m o  in tan to  che se R(a, ~) ~ il re t tangolo  [a + h ~--x ~ - - b - - h ;  
c + k __' y _~ d - -  k] 1' a rea  gt[z - -  f, R (h, k)] tende  ad ~[z  - -  f, R]. Infa t t i  ~ : 
6 [z  - -  f, R (~,~)] ~ ~[z  - -  f, R], ed in v i r th  dell~ semicon t inu i t a  infer iore  di ~I, 
ehe der iva  d i r e t t amen te  da l la  def iniz ione di a rea  seeondo LEBESGUE, ri- 
su l fa  : lira ~t[z - -  f, R (~, ~)] ~ ~[z  - -  f, R], la qua le  assoc ia ta  al ia  p receden te  

k ~ 0  
fo rn i sce  1' asser~o. 

P o s t o :  R ~ [ b - - h ~ - - x ~ , b ;  c + k  ~ - - y ~ - - d - - k ] ,  

R 2 ~ . [ a + h ~ x ~ b - - h ;  d - - k ~ _ y < d ] ,  
R ~ [ a ~ x ~ a + h ;  c + k ~ y ~ _ d - - k ] ,  
R ~ [ a + h ~ x ' - ~ b - - h ;  c . ~ y ~ e + k ] ,  

(i3) La f*(x, y) la def in iamo fuori  del sue eampo di def inizione R*, cosi come s 'b  fatto 
pe r  la f(x, y); cfr. not~ ei tata  in (is). 

( " )  Col simbolo Cg[z~[(x,  y), R] denot iame t ' a r e a  secondo LEBESGtm del la  superf ic ie  
z = f(x, v), per (x, y )c  R. 

Annali dl Matematlca 3~ 
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in eorrispondenza ad un , > 0 si pub determinare  an /, > 0 ed un k > 0, tale 

che s e ~ 0 < h < , h ,  0 < k ~ _ k ,  r isul t i :  ~[z----f, R~] < ~ ,  per  i - - 1 , 2 ,  3, 4. 

Sia R~(Rs) il ret tangolo simmetrico di R~{R~) rispetto alla re t ta  x = b 
(x == a), ed R~(R~) il rettangolo simmetrieo di R~(R,) rispetto atla ret ta  y - -  d 
( y - - c ) ;  per la stessa eostruzione di f*(x, ~) r i su l ta :  

( i - - 1 ,  2, 3, 4). (4) ~[z - -  f*, R,] < 

Siano era R*,  R*, R*, R*, i quattro rettangoli  rappresentat i  dall' insieme 
Rh, k - - [ R  ( ~ , ~ ) ÷ R I + R ~ + R - ~ + R ~ ÷ R a + R a + R ~ + - ~ ]  ed osserviamo ehe 
essendo l' area di una super[ieie data da un integrale di WEIERSTRASS-BURKILL, 
si pub d e t e r m i n a r e u n  h ' > 0 ,  k ' > 0 ,  h ' < h ,  k '~ .  ]¢, tale c h e p e r 0 < h < h ' ,  
0 ~ k ~ h', risulti : 

( i - - 1 ,  2, 3, 4). (5) ~[z - -  f*, R*] < 

Dalle (4], (5), segue allora C~[z - -  f*, Rh, ~] - -  ~[z  - -  f, R] ~ ~ per 0 < h < h', 
0 ~.. k < h', e eib dimostra il lemma. 

4. Dimostr iamo in questo numero  il teorema enunciato al numero 2. - 
Suddividiame gli intervalli  (a, b), (c, d) in parti mediante  i punti  

ce : al ~ a~ < a~ < a~ ~ . . .  ~ a, ,  : b ; c = c~ < c.~ < c~ ~ . . .  < e,, = d ,  

e poniamo : 
a , . + t  

a'" " j IT ro - 'wr (h ,k )¢ ,  c]+~]dw, 

al  

c/+l 

cj 

i 
A t  . . - -  t~ r2  ,2 - , , j _ ~  ~ , i+~ '~ , i+r~ , i )  "2 , e per ogni ptinto (x, y) di Q: 

~i+i-l-x 

y) = f  vz*(., v); oi ÷ y, c +i + y]du,  

a t-l-ae 

C j T i + Y  

e j + y  
t 

---- 2 2 ~ , 
A~,i(x, Y) (~, i (  x, Y) + ~.~( , Y) ÷ r~,i) ~ 

a'i,i, ~'~,i, a~,j(x, y), ~,j(x, y) esistono date the  la f*¢e, y} ~ C V L T  in R*, ed 

~wr(h'k) ~*~X ~ ~ A C T  in /~. 7 # l ~ ( x , y )  l t ~ ~'1 



C. VXN~V~: Sopra una classe di ]unzionali the approssimano Parea, ecc. 243 

Integriamo la .(2) in (ci~ vi+~), la (3} in (a~, a~+~), e teniamo conto delia 
proprieth 7 °) del N. 2 e delle posizioni fatte sopra:  

(2') 

C j +  ! 

~ f %, ~ly~ c~ 
cj~t 

= f ~,  ~(Y, 
c~ 

~ f ~,  ~(Y, 
e~ 

c.i+~ 

f v rawr~, ~)¢,. 

c s cj-~ 

f { ~¢~ ,  ~, ~)T~,~ ) . . . .  , ,  ~; a~, a~+~ldy + (1 + ~) (~,~.(~,~) (~,v)vu[[ lu, y); a~+ 

c# 

(3') 
a~+ l  

-< 

ai  

x, a~+t + w] I®=o dy -- 

ej+~ 

l/~'~(~'h'~)~'(~'O V,,[f*(u, y); a,-}-~, a,+~ +a~]dy!,=o ~ 
cj 

cs+O-y 
,~; a~, a~_~)cty + (1 + ~iv~e(oo;.> T ("'t) f '  "*'u v' 

~ 0  
c / + t  Cj-ZUy y=o  

" (~q~(~'Y) ~(~'Y)Pi'il~v~ Y) =o" 

cj y = o  
a~+~ 

t , ~) (~, u)Vv[f*(x, v) ; O i + y, ci+t + Y] x --  
ai ai-k. ~ 

~;c , ,v i+~)dx+(l - l -~) f  ( 
Ct i 
a¢+~ 

t~t+ ! 

a i  

~J+t 

c~ 

"-"'~(*,,> (*, y) ~, ilx, y) + 

~; a i, al+~)dy + (1 + :.,,~(®,y) ~(~,y)~,t(x, y) - x=o" 
y~--O 

ai4.1 

I f ~ ( ~ ' a ' k )  r'(~'~)Vv[f*(~c, v); c t + y ,  Ci+l+y]dxf <: ~a,k(x, o; ct, c],l)dx-}-(l +~) l~,,~(~.y) ~(~, 
,, ty---o 

a l  a i 

J e~(~(~'h'k) T(~'O f V r¢*tu l~ "~h,k(X, a; cj+~)dx + (1 + 
<- ~i, , ( ~,,-(~, y> (~, y ) j  ~L~ ~ , v); ~i + y, : i+~ + y] du :o  = 

~i a i +  l a ~-{--~ y=.o 

a i  y..-~o 

Dalle (2') e (3') segue:  
l 

(6) A ' . . - -  '~ ~ ,,, - (~, , ;  + ~'~,J + 4 i ) '  < 
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Applicando: ora la d isuguagl ianza  di MIi~KowsKI (~), dal la  (6) si perviene alla 

a~+i ci+~ 

ai cj 

I( ) ( ~ ( ~ ' h ' k )  T(~'t) ~ e~ ~ ( ~ ' h ' k )  T (~'t) 3 " -t- (I -t- p~,,~(..y) (.,y) ~,,i(x, y) + tl + j .~,~(.,.) ~..~)**,i(x, y) -4- 

a t + ~  ci+~ 

y=o ai c] 

y----0 

e per  le propr ie ta  5 ° ) d) e 6 ° ) del N. 2 segue:  

ai+~ ci+~ 

, a i  c j  
¢ 

+ (1 -{- ~) 1 ~ ( ~ '  h' ~) '~(~' t)~a2 ~x 2 r 2 _ ~,.(~,~) ~(~,~)~ ~,]~ , y )d -~ .~(x ,y )+ i,i) -~ I,~=o 
y=o 

ai-~ l Cj~-i 

f ~  -~'f¢~ I 6~(~x' h' ~)T (~'t) ' -- n,~(x, ~; c i, ci+~)dx ~,gy, ~; a~, ai+~)dy @(1 -I-e) (.~) (~,~) Ai, i(x,y)( 

a~ c i 

Sommiamo la (7) per  i = 1, 2, 3, ..., m;  j --  l, 2, 3, ..., m', teniamo conto della  
propriet/~ 7 °) del N. 2 e delle eondizioni a eui soddisfano ~ , ~ ,  qo~,~. Otteniamo : 

E A',, i < 2+a,~(~) d- (1 + ~)l ~ ( : '  a' k)T(~'~) Z ( ~ '  Y) (~' A¢i(~'  Y)I 
~ _ 0  ° 
y ~ o  

Detto A' il confine super iore  di tut te  le somme Z A ' -  ed A(x,  y) il confine 
super iore  di tu t te  le somme E Ai, j(x, y), dalla preeedente ,  in virgil della pro- 
prieti~ 5 °) a) det N. 2, si ded u ce :  

(8) A' ~-- 2~h,ga) + (1 -~ e)l ~ ( ~ ' a ' k )  (~,t) A x 

y=O 

Per  ogqi punto  (x, y} di Q denot iamo con R (~,y), R~ ~'u) r ispet f ivamente  i 
re t tangol i  [a Jr x, b ~- x ; c i t y ,  d J~ y], [a Jr x - -  e. b -~ x ~- e ; c ~- y - -  ~, 
d -{ -y  JF ~] e r icordiamo le seguent i  note propriet~ stabilite dal TOi~nLLI (~6). 

Y = O  

(i5) Cfr. G. It .  HARDY, J-. E. LtTTLEW0OD, (~. POLYA, Inequalities,  , Cambridge Uni- 
versity Press ,, 1952 pag. 31, formula (2.II.5). 

(t6) L. TONELLI, Sul la  quadratura  delle superfieie (~ota 2a), ¢ Atti Acead. 2~az. Lintel 
Rend. C1. Sei. Fis. Mat. 2Cat., (6), 3, pp. 4i5.450 (1926). 

I2. TO,ELL b Gfr. nora citata in (3). 
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a) A (x , y )  < ~ [ z - - f * ( u ,  v), R(~,u)]; A' < ~ [ z  - ~ ( a ' k ) ~ ' *  R] 
~ r  z ~ ( h , k ) # ,  R]. b) appar tenendo  la ~151~:~ f* alla class° [ACTR], 1' area ~ t  -" ~','-(~, y) ,  , 

6 data  da l l ' in tegra le  c]assico: 

!h.k)~, R] non supera  A ~. c) ~t[~ = vrc ~, y) / , 
Supponiamo s ~ a, s <" :* ;  i re t tangol i  R( ~+'., y+~) per  ogni (x, y) di Q e 

qua lunque  siano I ~ I ~ ~, I t l ~ ~ sono contenut i  in R*, e poich6 f*(x, y), in R*, 
C V L T ,  esistono finite le are°  ~[z  = f*(u, v), R (~+'~) y+t)]. 

Essendo poi y(a, h)[y'(~, k)] inf in i tes ima con ~ ed h [k] possiamo supporre  
~(8) cosi piccolo che per  ~ ~. ~, h < ~ [k < ~], r isult i  y <:' s [7' _~ ~]. Si ha allora : 

- ~(~,y) c~tz = f*(u, v), R( ~, <_ = 

per  I ~ l < :  % I t l ~ ' y '  e qua lunque  sia il punto  (x, y) di Q, e per  la propriet& 
5 °) b) r i su l ta :  

~uI~;~TI~:~')A(~, y)<_ ~[~ = f*(~, ~), R? '~)] 
qua lunque  sia (x, y ) C  Q. 

In  virtt't di ques t ' u l t ima  e dell° proprietk  a), b), c), del TO~TE~,I, dalla 
(8) segue : 

(9) ~[z= '~ '~)  t 1 ~.,,.(..u) f*, R] <-- 2+a,~(~) 4-" (1 4- e) ~[z - -  f*(u, v), R~ ~'u)] -" 
y = 0  

= ~+~, ~(o) + (~ 4- ~)~[~ = f*(u, v), R J ,  

ave~do posto R~ = I R?' ~) 1~=o" 
y=O 

Per  il l emma dimostrato al iN. 3, essendo:  lira ~[z == f*(u, v), R~]-- 

- -  ~[z  - -  f(u,  v), R], in corr ispondenza ad ~ > 0 arbitrario esiste un ~* > 0 
{e possiamo supporre  ~ * < ~ )  tale che per  ogni 0 < 8  ~ *  r i su l t i :  ~ [ z =  
- -  f*(u, v), R~] ~ ¢~[~ -" f(u, v), R] + ~, e quindi  dalla (9), snppos~o 8 < ~* segue : 

~ [ z - - ~  (a'~)~* R ] < 2 ~ , ~ ( ~ ) + ( 1 4 - ~ ) { ~ [ z  [(u, v), R] 4- ~ ~ ( ~  y) / ~ - "  , • 

Da ques t ' u i t ima  tenendo present°  che lim {a,~(~)_ 0, si deduce :  
h ~ 0  
k----~0 

l im ~[[z = ere (~'~')~'*(~,~)~ , R ] < ( 1 4 - ~ ) { ~ [ z _  -" f(u, v), R ] 4 - ~ I  < 
h.,---~ o 

< (1 4- ~) t ~[[z - - / ( u ,  v), R] 4- ~1 l ,  

e data 1 ~arbitrariet& di ~ si h a :  

lira ~[z = ~)]~I~'.,)~)~*, R] <_ ~[z = f(u,  % R]. 
h ~ 0  

Quest' ul~ima dimostra  il teorema enuncia te  al N. 2 osservando che per  la 
proprieth  3 °) e per  la definizione di area secondo LEBESGUE ~: 

(h, k ) # .  
t im ~t[z - -  ~ (~. ~)¢ , R] ~-- C~[z = f*(u, v), R] -" ~[z  - -  f(u,  v), R]. 

h----~o 
k---~O 
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(h, k) 6~(a ,  h, k) 5. I funzional i  ~ (~ ,y) ,  (~,u) medic in tegra l i .  - Sia f(x, y) appar- 
tenente  alla classe [CVLTQ] e supponiamo the  il min imo ~¥ di f(x, y) in Q 
sia positivo (ipotesi questa  non restr i t t iva perch~ basra even tua lmente  traslare 
la z----f(x, y) lungo l ' a sse  z). Detto z il pih piccolo ira i humer i  bo- -b ,  
d o - - d ,  per  o gni h e k, 0 < h ~ : ,  0 ~ k ~ ' : ,  e per  (x, y) C R ,  poniamo 

h k 

(mt y l = f + + , 

0 0 

con r reale e diverso da zero. 
Se f(x,, y) appar t iene  alla classe [LQ], fissati ad arbitr io z, h, k positivi, 

h, ~) ,p(~, t) ~, posto y(o, h) --  h, ~"(a, k) -- k, def iniamo ~!)~l~:u ) ~(~,u)~(x, y), per (0~, y) < Q, 
ponendo : 

h 

(11) ~)~((~'h'k)rp(~'t) 4:l~ f f (~, y) ~(~, y)i~ , Y) = h k . f (x + 
0 0 

~q, y -~ t)d~dt. 

La funzione orcl~:~f soddisfa mani fes tamente  la propriet/~ 2 °) del N. 2;  per 
mostrare  ohe ~ ver if ieata  la propriet/~ 3 °) del /q. 2, osserviamo che se B e C 
sono due numer i  positivi~ ed s b u n  numero  reale, si hanno le seguent i  
relazioni (1~): 

s .  B S - I ( B - - C ) ~ B  s - C  s ~ s . C s - ~ ( B - C )  (per s <~0 od s ~ l )  

s .  Bs-I(B - -  C) ~ , B  s - -  C s ~'  s .  Cs-I(B - -  C) (per 0 <: s --< 1) 

e da ques te :  

(12) l S ' - -  CS ] ___,Is[ . n  ~-~. ]B -- C I ,  

ore  D '-~ denota  il p ih  grande tra  i humer i  B '-1, C '-1. l~: 
t(h, k) ,ei~ 

] ~,,~ '(x, y) t~ , Y) - -  f ( x ,  y )  [ -- 
h k  h k  

1 r x  

0 0 0 0 

ed in virtfi della (1~) quest '  u l t ima viene maggiorata,  qua lunque  sia (x, y )C  R, 

come segue h k 

]rl fr(x  q- ~, y -~ t)d~dt - -  

o o 
h lg h k 

] ~ ] ~ j j f  O I  "x,  y)d~dt =V-~I ~ h_k f f l f , . , x . 4_~  ' y ~ _ t ) _ f , . ( x , y ) } d ~ d t [ ,  

0 O 0 0 

(~7) Cfr. G. ~ ,  ]=I~ARDY, J. E. LITTLEWOOD, C,-..POLYA, [nequalitias (testo eitato in t~), 

pag. 39, formule 2.15.1, 2.15.2. 
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eve M denota  un  numero  che l imita super iormente  in R le due funzioni :  
h k h k 

0 0 0 o 

qua lunque  siauo h e k, con 0 ~ h "< ~, 0 ~ k ~ ' c .  
Ma per  1' un i forme cont inui t~ della f"(~c, y) in Q, in corr ispondenza ad 

E ~ 0  esiste an  ~ ( ~ ) > 0  tale che per  0 < : - - ~ _ _ _ . h ~ ,  0 _ ~ ' t ~ ' k ~ 8 ,  e qua- 
lunque  siano (x, y ) C  R, si abbia :  

I + y + t) - y) t < I r 

e quindi  dalla (13), per  0 < h < ~ ,  0 < k < ~ ,  e per  (x, y) C R ,  si h a :  

La propriet~ 3 o) del /~. 2 ~ dunque  dimostrata .  
0sserviamo qra the  il funzionale ~(~,h,k) defini te  mediante  la (11) sod- (~, y) 

disfa le propriet~ 5°), 6°), 7 °) del ST. 2 perch , ,  come fae i lmente ,  si rode in [LQ] 
r isul ta  monotone,  per  esso vale la d isuguagl ianza di ~K[I~KOWSK~, ed i) 
addit ive.  

P r ima  di mostrare  che tali funzional i  soddisfano le (2), (3) del ~ .  2 
premet t iamo un  lemma del quale daremo un cenno di dimostrazione. 

LE)[M_~.- Se f(x) ~ continua e a variazione limitata in un intervallo 
(no, be), preso comunque un intervallo (a, b) interne a (ao, be), ~: 

b h 

I fix + h) - -  f(~) dx -< V[/(~c); a ÷ ~, b ÷ ~]d~ 
h 

~t o 

per  ogni O < h ~ _ b o - - b ,  e, dove V[f(w); a ÷ ~ ,  b ÷ ~ ]  ~ la variazione totale 
di f(~) ne l l ' in te rva l lo  (a ÷ ~, b ÷ ~) (18). 

Dividiamo (a, b) in un  numero  finite d ' in terval l i  consecutivi  (a~, b~), 
i - - 1 ,  2, 3 , . . . ,  n, ( a ~ - - a ,  bn----b), per  0 ~ h ~ - - b o - - b .  

h 

Poniamo fh(x) = l j f ( x+  ~)d~; r isul ta  al lora:  f'h(X) --- f(X + h)h - -  f(x) , ed 

0 

essenda  fa(x) assolu tamente  cont inua  si ha :  

b b 

V[fh(x); a, b] = f l f'h{x) l dx = f l f(x ÷ h)-- f(x) ] 

(is) Questo l emma ~ un migl ioramento  d ' u n  r isul ta to  note, vedi  T. I:~ADO, • Leng th  and 
A r e a  ~ (citato in nota ~), paragrafo  III .2.40,  rolazione (1), pag. 206. L a  dimostrazione qu i  
data  segue le l inoe di quel la  r ipor ta ta  dal  RAD0. 
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Ma ~ per  def iniz ione:  

- ~ l  1 
I fh(b~) - -  h(a,)  I --  

e poieh~ ~: 

si deduce:  

h 
f .  

O 

h 

1 f "iflbi+ 
0 

I f(bi -t- 7) - -  f(a, + 7) I <- V[f(~c) ; a + 7, b + ~], 

h 

D,(b,) - -  rh(.,) I -< ~ fv [r (~ ) ,  ~ + 7, b + ,1~. 
o 

Osservando the  il primo membro  di ques t ' u l t ima  disug.uaglianza pub 
essere eomunque  vieino ella variazione totale della fh(x) su (a, b), r isul ta :  

b h 

a o 

Mostriamo ore l e t  2) e (3) del N. 2. Derivando la (10) r ispetto ad x, dopo 
~lvere sosti tuito nella  (10) f(x, y) con f*(x, y), si ha:  

h k 1 - - r  

o o 

k 

"h-k., If* (x + h, y -~ t) - -  f* (x, y -~ t)]dt, 
0 

e quindi  : 

(14) 

h k 1- -r  

o v)c(~;y) r ~ x  <-- i t  V 1 ~ . :  f * ( x + ~ ,  y + l ) d ~ d t  
O o 

k 

"h-k I f * ( x + h ,  y + l ) - - f * ( ~ c ,  y + t ) l d t .  
o 

r - - 1  

Ma per le continuit '~ della f * (x, y) in R*, ogni qualvol ta  si fissino x, y, 
h, k, ((~¢, y) C R, O < h N x, O < k N ~) esiste un  ~', 0"~- -5 '~ .1 ,  tale the  
~--I r--i 

f * ( x - ] - h ,  y + ~ ' . k )  rappresent i  i! massimo di f * ( x + h ,  y + t )  el var iare  

di t in (0, k); ed analogamente  esiste un  I}", 0 <_ ~" ~ 1, tale e h e f  * (x, y -t- ~''" k) 
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rappresent i  il massimo di [ * (x, y ÷ t) al variare di t in (0, k). 
Denotando aUora con G(x, y, h, k) il pifi grande ira i due humer i  

[ * (q~ ~ h, y ÷ ~'.k), f * (x, y ÷ ~".k), dalta (12), ogni qualvol ta  si fissino 
x,, y, h, k, si deduce :  

i [ * ( x T h ,  y q - t ) - -  [*(~c, y + t ) l  <:lrl G(x,y, h, k)lf*(x~÷h, y ÷  t)-- /*(x,  y ÷ t ) l  , 

per  0 ~ t ~ k, e dalla (t4) segue : 
h k 

t15) . . . .  (~,~) <_ f*(x + 

0 0 

k 

~, y ÷ t)d'~dt 1-7". 

• ~ [  Y, Y ÷  --  y 
0 

In tan to  per  il teorema della media,  ogni qualvolta si fissi~o x, y, h, k, 
esistono un  ~ ,  0 <:0,~_~ 1, ed un O.~, 0 _ ~ < 1 ,  tale che:  

1 
Y - - 1  

[ * (x + ~ . h ,  y + ~2.k) 

h k 1--r 

+ + 
o 0 

e la (151 si serive sotto la fo rma:  

~O"(h'k)~* I G(x, y, h, k) (16) '"(~, y)/ __~ . 

k 

• lhk/'t f*(x + h, y ÷ t) --  f*(x, y ÷ t) ldt." 
. 1  
0 

Per  l ' un i fo rme  continuit '~ della [ * in R*, in corr ispondenza ad ~ ~ 0, 
esiste un  8(~)~ 0 (e possiano supporre  ~ ~ ":) tale che r i su l t i :  

r--1 r--I 

f * (~1, ~1) < f * t~, ~ )  + ~ ,  

per ogni coppia di punti  (~1, ~), (~2, ~) di R*, con I f, - -  i ,  I < 8, I ~ ,  - -  m I < 8, 
r - - 1  

z V > 0 e s s e n d o i l m i n i m o d i f *  i n R * ; e q u i n d i  supposto 0 < h < 8 ,  0 < k < 8 ,  
poich~, qualuDque sia (x, y) C R, per  la coppia di punt i  (~ ÷ h, y ÷ ~' • k), 
(x ~ ~ . h, y ÷ ~ . k), si h a :  

I ~ + h - - ( x - ] - ~ . h )  l - - l h i l - - ~ ) j  ~ _ h < 8 ,  

]y-{ -~ ' .k - - (y -{ - f f ,~ .k )  j = ] k ( ~ ' - - ~ ) [  < k  <8,  

e per  la coppia di punt i  (x, y -} -~" ,  k), (x, ÷ ~ .  h, y -~  ~2" k), si ha p u re :  

Ix-(x+ t.a)t 
Annati di Matematica 3* 
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r isul ta  : 

f * ( x+h ,  y + ~ ' ; k ) < f  *(x+~.x.h, y + ~ 2 . k ) + , N ,  
r--i ~--I 

e di conseguenza,  tenendo presente  la definizione di G(x, y, h, k), per  0 < h < 8, 
0 < k < 8, e qua lunque  sia (x, y ) C  R, si h a :  

G(x, y, h, k} < f *~(x+~ . h, y + ~  . k)+el, cio~ G(~, y, h, k) < 1 + ~. 

fr*'{x +.~, . h, y +&z.k) 
Dalla (16) supposto 0 ~ h < ~ 0 < k < 8, si deduce  allora : 

h 

(17) ~ ~'~<~' ~> < (1 + ~) l f*(~ + ~, v + 0 - ~*(z, y + O t d~. 
0 

E con analogo rag ionamento :  
h 

(18) l 'x]l'''{$'y)!~ ":'~(~"~y ~) ~* [<(t  +,)~/If*ix+.~,y+k)-f*(z+~,l y)id~, 
o per  O < h < ~ ,  O < k < ~ .  

Detti  (a~, a~+~), (vi, vi+~) r i spe t t ivamente  due interval l i  di (a, b), (o, d}, 
dalle (17) e (18) si ha :  

ai+l 
Vj,~(h, k) ~. . /" 

Lan~(x, y) / ~ a i  ~ O , i+ l ]  - -  

ai+t k at 
I f f 

~ (]. -~ ~ ) ~  l d g o l [  f*'(fl6 "~" h~ y 2t- t) -- f*(g6~, y--~ t) l dt ~ 

f~'+~ c ,~(h, k) ~, I 

. ] l ' ~ ' " ( ~ , V ) l d y  • r r ~ (  h, k) ei÷l ] --" 

ej+i h cj 

< 1 ! + , ) ~  dy [f*(x +.~, y t -k ) - - f* (x+ ~, y)[d~, 
c~ o 

e per  un  teorema di FUBII~I-TONELLI: 
k ai+t 

0 ai 

h e~+i 
/ / f*(x+~'Y+'k)--f*(m+~' Y)tdY" l r  ra~rr (h' k) ~2. • , Cj+x] < (1 + ~ ) ~  d ~  

, vl~,~ (~, y) ! , ej k 

o c~ 
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E infine in virtfi del lemma dimostrato in questo numero  si h a :  

h /c 

t (h, ~)] ; a~, a~+l] < (1 -{- ~) Vx[f*(x, Y -~ t) ; a~ + ~, a~+~ -~ )?]d~dt, 
. z  

0 0 

h k 

" ~  I:: ~I y*; o~, o,+~1 < (' + ,);~ f f vz*,~ + ,, y);o, + ,, o.~ + ~d,d,, 
] ] 

0 0 

(z, h, k) e queste, tenendo presente la definizione del funzionale (x,u) rappresen- 
tano le [2} e (3) del N. 2 quando si pone ~h,k -- 0, ~0a,~: --  0, d2h, k "-- 0. 

6. I funzionali  OEI~:~I, ~ I ~ '  h'k) y) pol inomi di St ie l t j e s -Tone i l i . -  Poniamo 
1 

h - -  k - -  - con n intero. Se f(x, y) appart iene alla elasse [CVLTQ], qualunque 
n ~ 

sia l ' in tero  n, e per (x, y ) C  R, definiamo ~ ' ~ - /  (~,y) f ponendo : 

(~s) ~(~'~) f=  f(u, v ) [ ~ - - ( u - - ~ ) ~ ] " [ ~ - - ( v - - u ) ~ ] . a u d v  = 
q 

bo--x do--y 

--  ~ f(x -4- ~, Y -]- t)(1 - -  ~2)"(1 - - t ' ) "d~dt ,  
--a~ - - y  

1 
ore b K . - -  f l  

Se f(~, y) appart iene alla elasse [LQ], fissati ad arbitrio ~, h, k positivi, 
posto y(~ h ) - - o * ,  y'(a, k)----z* (essendo o* il primo summultiplo di ~ minore 

di 1), definiamo ~3E ~,~) ~(~,~) 1 con la seguente legge:  

(x, y) (x, y) • --" 

-~ (f:*(~- e)° d,)' /(~ + n,~ + ,)(~- ¢)" ('-,~)" dnd,. 

/ 1  1 \  

La funzione (- '  '~ - ~E(~,u)")f soddisfa manifes tamente  la proprieth 2 °) del 51". 2. 
La propriet/~ 3 ')) del N. 2 ~ stata dimostrata dal TO~E~LI (~). I1 funzio. 

(i9) L. •ONELLI, SuUa  rappresdn taz ione  a n a l i t l c a  delle f u n z i o n i  d i  pii¢ v a r i a b i l i  reali .  
Rendicont i  Circolo ]t/[atematico di Pa le rmo ,, Tomo X X I X  (1910), I ° semestre, pp. 2-36. 

Ch.-J-. de la VAnL~E POUSSI~ CO~VS d'  A n a l y s e  Inf ini tdsimaIe~ Tomo, I I  (191"~), pag. 133, 
Paris ,  Gauth ie r -Vi l l a r s ,  Edi teur .  
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.ale :) (~,v) sopra def in i te  soddisfa  le propriet~ 5°), 6% 7 °) del N. 2, 
perch , ,  come fac i lmente  si vede, ~ in [LQ) monotone,  per esso vale la disu- 
guag l ianza  di ~][INKOWSKI, ed ~ addit ive.  

Se  f(x, y} appart iene  al la  c lasse  [CVLTQ], L. TONELLI (2o) stabi l i sce  le 
seguent i  disu~duaglianze : 

(20) Vx LO,,~(~, u) ; a~, a~+~] "< 2Mi n  -{- 1)(1 - -  ~)'(a~+~ - -  ai) -{- 
1 1 

+ V~[f*(x, y + t) ; a, -~ ~q, a,+~ + ~] 11 - -  ~2)"(1 - -  t~)" d~dt, 
~ X  - -1"  

(~11 v ~ c  (~' ~) t • 2M(,~ + 
1 1 

-{- Vu[(*(w -[- ~, Y); vi + t, ci+~ -~-/](1 - -  ~q~)'(1 - -  t2)'d~dt,  
- - 1  - - 1  

_1 i \  
~ ( " '  '*Jr* ~ data dal la  (18) qnando  nel la  ( 1 8 ) s i  sos t i tu i sce  f{x, y ) c o n  Ore ~l~(x.y) 

f*(x, y), Q con R*, ed e s sendo:  (a~, ai~),  (c i ,  ci+~) due in~ervall i  arbitrari 
r i spet t ivamente  di (a, b), (c, d);  M il mass imo di f*(~v, y) in R*, e 0 ~ c ~ 1 
un  numero  arbitrario. 

Osserviamo che  i l  secondo adde~ado del secondo membro  del la  (20) si serive : 

- - 0 "  ~ ( 7  

- - 0 "  1 

-{- y -{- t); ai + ~, a~+~ + ~](1 - -  ~:)"(1 - -  t~)"d~idt -{- 
- - 1  - - 1  

:t 1 

O" ~ I .  

K~ 
+--U , ]  , J  

(~0) L. TONELLI~ Cfr. nora citata in (4). 
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C o m p u t i a m o  il seeondo a d d e n d o  del la  (22): 

; ai + ~q, ai+, + ~](1 - -  ~ 2 ) " ( 1  - -  t2)"d~dt <_ 

f 
- - ' t  - - i  

V~[f*(~, y + t) ; a ,  + aq, ai+~ + ~](1 - -  ~2)"dT]dt <_ 

y + t) ; a~ + ~, a,+~ + ~]d~]dt <__ 

i 1 

~ 1  --J- 

y + t);  a~ + ~, a,+1 + ~]d~dt = 

• y + x  

~:4 ( i ,  o,)n f f voc~*(~, ~); ~ , +  ~, o,÷1+ ~Id~d~, avondo posto y+t=~. 
--i y--i 

C o m p u t a n d o  poi  il terzo, qua r to  e qu in to  a d d e n d o  de l ia  (22), si vede  che  
a n c h ' e s s i  sono magg io ra t i  d a l l ' e s p r e s s i o n e :  

K,,* (1 - -  a2) '~ V~,[f*(x, ~); ai + ~, ai+l + ~]d~d~. 
4 

~ l  y - - 1  

In  virtf i  di tal i  maggioraz ion i ,  da l l a  (20) si d e d u c e :  

t (~,v) / ; a , ,  ai+,] < 2M(n + 1)(1 - -  o')" (a~+, --. a¢) + 

x y + ,  

- - 1  y - - 1  

; a~ + ~, a~+, + ~] d~d~ + 

(7 Cr 

~ o "  --o" 



254  C. VINTI: Sopra una classe di funzio~mli cite approssimano l'area, eve. 

E poioh~ 4 :  

(23) 

1 1 
K~,-- (/:(1-t~)'dt) ' <  h~: 

Vx t~,~(x,v) S , ai, a~+~] <: 2M(n + 11(1 - -  z~)"(ai+~ - -  a~) + 

i y+i 

+ K : ( 1  - a2). + f fV~[f*(x, ~): ai + ~, av~, + ~]d~d~ + 
--i y--i 

+ ~ V.[f*(x, y + t ) ;  ai  + ~, a,+~ + ~](1 - -  ~2)'(1 --  t:}" d,flt, 

4(f:(,- ,:).a,) 
essendo , > 0 un numero arbi t rar io.  

Con analogo ragionamento, dMla l imi laz ione (21}, si deduce la seguente: 

(24) Vv w"<~.v) • , ej,  c/+~] <: 2M(n + 1)(1 - -  a~)'(c/+~ - -  ci) + 

x + l  z 

; ci + t, ci+: + t]d~dt + 

+ 1 + ,  

(I: )- 4 (1 - -  t~)"dt -~ -~ 
-~, y) ;  cj + t, q+~ + t](1 - -  ~ ) " ( 1  - -  t~)"d~dt. 

P o i c h ~  ~ K~, < n + 1 
7~ 

(~:), de t t o  M il pi~t g r ~ n d e  i ra  i n u m e r i :  

b ~-PI I 

; c + t, d + t]d~dtl, 

e p o s t o  : 

d 1 y + l  

c - -1  y - - 1  

a + ~, b + ~]d~d~l, 

%_,!(Y' ~; a~, a,+~) = 2M(n + 1)(1 - -  z~)"(a,+~ - -  a,) + 

l y--i 

- - i  y--1 

ai + ~, ai+: -[- ~]d~d~, 

(~i) Cfr. Ch. J-. de la VALL~E-POUSSI~b testo citato in  ,9), pag. 126. 
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r i s u l t a :  

- [ - ( n q -  1)(1 -- @ ) " /  f V,[f*({, y); c i -  t- t, 0t+~ -k t]d{dt, 

ca'+l 

E E ~(y, o; as, a~+~)dy --- 2M(n -}- 1)(1 -- o~)"{b - -  a)(d --  c) + 
i=l i=i 

cJq-i ~ yq-1 

"'f l f f" I + (n + 1t(1 - ~')" z dy z V~[f*(., ~); m + ,~, m+. + ~]d~d~ = 
i=I i=x 

cj --1 y--1 

--  2M(n q- 1)(1 - -  o')"(b - -  a)ld - -  o) q- 
d- l y+l 

-[-(Jg -~ 1 ) ( 1 -  ~2)n./'dy ) f j "  Va~[/*(~, ~); a .of. ~, b+ ~]d~d{ I<_ ~)h,k((~), 
c --1 y--1 

ai+ i 

" /'4 "-~ E l, ,(x, a; ci, cj+l)dm "-  2M(n q- 1)(1 - -  ~21,(b - -  alld --  c) -[- 

ai+i ~-i-~ i 

-F (n -t- 1 ) (1 - -  ~2)" Z, doe ~, Vy[f*({, y); c i -~ t, el+, n u t]d{dt -- 
"= j=l 

6~ ~--I --I 

--  2M(n + 1)(1 -- a'j"(b -- a)(d -- c) + 
b ~+1 1 

q- (n -b 1)(1 - -  a2)" / da~ Vu[/*({, y); c -}- t, d -t- t]d{dt --<'~h,k(a). 

cl ;~--1 --I 

R i c o r d a n d o  a l lo ra  la de f in i z ione  del  [unz iona le  ggS(~,y) , 

le (23) e (24) r a p p r e s e n t a n o  le (2) e (3) de l  N. 2. 


