
Sulla convergenza in lunghezza delle medie integrali. 

di  E.  B.~IADA (a P a l e r m o )  

A G i o v a n n i  S a n s o n e  ne l  sue  70me ¢ompleanno.  

Sunto .  - S i  f a n a o  a leune  eons ideraz ion i  er i t iehe s u l l a  convergenza  i n  lunghee~a e i n  area  
d i  a l c u n i  t ip i  di  medic, me t t endo  i n  luce i l  eara t tere  d i  passagg io  a l  l imi te  sotto iZ seg#o 
del classieo teorema di  Tonell i .  

1. E note t h e :  

1 °) So ~(t), y(t) sono definite, continue su (a, b), la cnrva 

C ~ [w(t), y(t); a, b] 

rettificabile allora e allora soltanto the  x(t), y(t) sono entrambi a variazione 
limitata (~). 

2 e) La lunghezza (2) di C, nelle ipotesi di sopra, i~ data da 

b--h - 

(1) L(C): a~olim yf Vi- t- lx ' t+ h)--h x(t}j 2-t-] [Y(t-t'h)--Y(t)] 
t t  

in altre parole, se si considera la curva Ch, detta media integrale di ampiezza 
h, di equazioni:  

h 

1 ;x(t + f)d~, x.(t) ---- ~ 
0 

(2) Ch ~ a h> O, a ~ t ~ b - - h ,  
y,,(t) - -  l / y ( t  + 

o 

questa curva converge, per h --~ 0 alla C e la sua iunghezza Lch tende alla 
lunghezza di C. 

(~) ]~ il classieo t eo rema  di JORDAN. 
(2) E un teorema note, pe r  la eonvergenza  in var iaz ione ,  ved i  T. RAt)6: Length and 

Area,  c A m e r i c a n  ~V[ath. See.  Col loquium p u b b l i e a t i o n s ~  Vol. X X X .  p. 207. P e r  la eonver .  
genza  in lunghezza  v e d e r e  una  dimostrazione ehe non usa la  media  in tegra le  in E.  BAIADA 
e T~. CARDAMONE: Va~a~.~o~o ~o~a~ 6 ~¢¢~ghe~a d~ ~ n a  ct$~'v~, • Anna l i  Scuola  Normalo  
S. di P i s a , ,  ser ie  l lL  Vol .  X I  Faso.lo I I .  
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30) " In (1) vale il passaggio al limite (~) sotto il segno di integrale allora 
e allora soltanto che x(t) e y(t} 'sono assolutamente continui.  In altre parole 
vale la formula classica per la lunghezza di una  curva:  

b 

J V y' ltjdt. (3) L c  = + 

2. La propriet~ di cui si parla in 2 °) pub essere espressa concisamente 
dalla formula seguente:  

b--h--k 

(i') L c  ~ min lim 1 + x(t + h) - -  x{t y(t + h) - -  y(t) tit. 
h, k ~ o  .. h k 

Irtfatti, a eausa della semi,-eontinuit~ deI funzionale- lunghezza b: 

b~h--k  

[x(t+h) - -  y(t) V L c - - m i n l i m f  ] /1-+-[  h x(t}]~+[ y ( t + k l -  dt 
h , k ~ o  j k 

c$ 

l 'uguaglianza in (1') discende allor~ da (1), facendo h = k. 
I r i su l ta t i  the  vogliamo segnalare sono i seguenti. 

a) Nel la  (1') l 'operazione di  l imite non  pub  sempre sost i tuire  quel la  di  
m i n i m o  limite. 

b) Facendo use della seeonda formulazione della proposizione 2 °) la 
questione precedente prende il seguente aspetto. 

Considerata la curva Ch.a di equazioni 

= x(t + 
"o a ~ t ~ b - - h - - k ,  

(4) Ch, =--  

t / h > 0 ,  k ; > 0 ,  1 
Y~(O = k- y(t + ~)d~, 

O 

essa converge uni formemente  a C quando h e k tendono contemporaneamente 
e indipendentemente  a zero. Si ha allora 

(4') max lira Lch, k ~ L c  ~ rain lira Lch, k, 
h~ k ~  0 h~ 7 c ~ o  

e i l  segno ~ sussiste effett ivamente in qualche easo. Mostreremo a) e b) con 
un esempio. 

(~) 1~ u n  e l a s s i z o  t e o r e m a  d i  ~ O ~ L I ,  I. 
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c) Un caso partieolare della situazione i l lustrata precedentemente  b 
seguente. 

Si eonsideri  la curva Ca di equazioni; 

il 

= .(t), 
k 

(5) _ =  i f  k<o, a t b--k 
y - -  ya(t) - -  k .1  y(t + ~)d~. 

0 

chiara  la somiglianza della curva Ca con Ca e C~,a: la O, si ottiene 
dalla C sostituendo ad una sola delle equazioni parametr iche la propria 
media  integrale di ampiezza k, la Ca sostitaendo ad entrambe le equazioni la 
media integrale di stessa ampiezza per entrambe, e la Chh sostituendo ad 
ea t rambe le equazioni le medic integrali,  una perb, la prima, di ampiezza h 
e 1.'altra di ampiezza k. 

]~ cio~ : 

(6) 
Ca ~ Ca, a, 

Ca - -  lira Ca, a. 
h---~o 

Potrebbe sembrare t he  la curva Oh sia, in un certo senso, pifi vicina 
della Ch, alla C, in quanto che in essa una sola delle equazioni ~ stata mo- 
dificata, mentre  in Ca lo sono state entrambe. ~ La eosa perb sta in tu t t ' a l t ra  
maniera.  

Infat t i  mentre Ch tende in  lunghezza a C, per la Ck n o n  ~ senz'altro detto 
cib accada. Faremo vedere con un eseInpio che effetf ivamente questa situazio- 
ne si presenta :  e precisamente  che senza mettere  altre eondizioni avviene, 
per part icolari  curve, 

(7) lira LO~ > Lc .  
/¢ "---*- 0 

d) La proposizione che si 
alla disuguaglianza : 

ottiene dalla (7) 

lira L ~  --- Lv ,  
k ,--,- 0 

sostituendovi P uguaglianza 

ri torna a valere se la coordinata non alterata: x ~ ~,(t) oltre the a-variazione 
l imitata ~ assolutamente continua {'). Si ha al lora:  

b--k 

,s,, "',_o f V°"'" + i "' + - 

(4) Di ques ta  propos iz ione  verr~t pubbl ica ta  una  d imost raz ione  di L. OARDAMONE pre- 
sen ta ta  a l l 'Aecademia  del le  Scienze  e TJettere di P a l e r m o  (1959), dal  t i tolo:  ,~ulle esp#'essioni 
che danno la lunghezza d i u n a  curva. 
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e) Facendo uso della proposizione d) nel caso part icolare in cut essa vale 
e ri~ordando la (6), poichb y~(t)~ assolutamente continua, avendo, come 
facile verificare,  derivate cont inue:  

L ~  - -  lim Lch, a, 
h . - - *  0 

prendendone il limite per k ~ 0  ed usando la (7) 

l imLok~---lim l imLca,  a > L c - - - m i n  lim Lea, 
k-- .~o k.---~O h ~ o  h,k*...~O 

e si ha cost la (4'). 
Pe r  dimostrare l e a ) ,  b), c), basra allora far  vedere t he  i~ valida ta i7) 

verificandola in un caso part~colare: ~ cib che faremo nel seguente numero.  
~3 importante,  perb, far  notare  ehe la proposizione data  in d) metre bene 

in luce il carat tere  di teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale 
che ha il teorema di TON]~LLI riportato in 3), in' quant0 questo passaggio al 
limite sotto il segno di integrale ~ valido anche se solo una delle coordinate 
continua assolutamente e l ' invers ione del limite con l ' integrazione si esegua, 
naturalmente,  soltanto per questa coardinata, ottenendosi cosi la formola (8'). 

]~ evidente che tulle le proposizioni sopra riportate sono valide altresi 
anche per le curve dello spazio. 

L a  stessa s~luazione si presenta per le superficie, in  quanto la proposizione 
a), b), c), avendo carattere negativo, se quelle positive vatessero per le superficie, 
dovrebbero valere positivamente anche per le curve, cosa invece che non avviene. 

3. Consideriamo la curva:  

I x = 
C=-- O ~ t ~ l ,  

y - -g( t ) ,  

dove la funzione g(t)~ la eosidetta funzione di VITALI, costruita a part i te  
delFinsieme 'di CANTOR, essa ~ notoriamente continua e non decreseente,  
quindi a variazione limitata. La curva C i~ evidentemente quel segmento di 
estremi (0,0) e (],1). 

La curva C ha quindi lunghezza V2. 
Andiamo considerare la curva 

I x, - -  g(t) 
k 

C h ~  I f O ~ t ~ i - - k ,  k > 0 .  l y =  g(t + 
y 

o 

Ricordando the  la g( t )ha  dei tratti  di costanza che sono precisamente gli 
intervalli  contigui alFinsieme di CANTOR, se t si trova in uno di questi tratti 
la coordinata x r imane evidentemente costante mentre  1;altra coordinata y 
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varia, anzi sappiamo ehe addir i t tura  cresee. I1 punto corrente sulla curva per. 
eorre allora un tratto parallelto all' asse delle y che not diremo per  brevitk 
verticale. So indichiamo con (t~, t~+i) quest ' intervallo di eostanz a per  la fun- 
zione di V I ~ I ,  la lunghezza del tratto di Ch che r isulta verticale ~' data 
(siceome la y~(t) ~ assolutamente continua e crescente, perch~ ha per derivata 

y(t - -  k) - -  y(t) 
k 

ehe risu[ta continua e non negativa) dall 'espressione 

t-l-i, 

Y,+, _ Y, - -  [ g(t -I- k) - -  glt) dr. 
d k 

Consideriamo un numero finite di questi segmenti  vertieali, ma arbitraria- 
mente g r a n d e e  congiungiatno il primo estremo di ognuno con il secondo 
estremo di quello ehe lo precede (con ascissa immediatamente  inferiore) con 
un segmenlo. Si ottiene eosi una poligonale 1° h iscritta nella curva Ca ed ha 
quindi lunghezza evidentemente inferiore a quella di Ch. 

La lunghezza di Pk ~ maggiore della somma delle lunghezze di quei 
segmenti  che la compongono che sono verticali  e della somma delle proiezioni 
degli altri segmenti  non vertieali  sull 'asse delle x. 

Ora la somma delle lunghezze dei tratti  verticali  ~: 

tiq-~ 

~.] g(t -t- k)k - -g( t )dr ,  

$i 

dove la sommatoria b esiesa a quei tratti del complementare  del l ' ins ieme di 
CAz~or¢ the  ~ state preso in considera~ione netla costruzione della poligonale 
PA. l~Ia siccome questi tratti  sono in numero grande quanto si voglia, la som- 
matoria  pub essere considerata su un namero  comunque grande di intervatli  
contigui all ' insieme di C•)rTOR, e not sappiamo c h e l a  somma di tali intervalli  
ries¢e a superare  qualunque segmento minore d i a n o .  
D'al tra  parte ~ note che 

1--k 

lira f g(t %- k ) - -g ( t )  dt - -  1, 
k.-*oJ k 

o 

perch~ fornisce la variazione (5) della funzione di VI~AT,T sull ' intervallo (0,1). 

(5) Vedero i lavori  citati in ('2); la relaziono pub perb veders i  qui diret tamente ed 
elomentarmente. 
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Fissato un e l > 0  possiamo determinare k ~ 0  tale ehe se 0 < k < k  
1 - - k  

" g(t  + k) ~ g{t) dt  1 
• k 

o 

Sempre in corrispoudenza di ~ determiniamo una poligonale Pk, prendendo 
in numero suffieientemente elevate intervalli  di costanza di g(t}, in mode tale 
che la somma degli intervalli  contigui  al l ' insieme di C A ~ o ~  sia eosl vicino 
a uno da far si che 

f g( ~ k) - -  g(t) d t  1 - -  
• k " 

:~(t~+t- i} 

Gib ~ fa[tibile ogni qualvolta si fissi k soddisfaoente alia 0 ~ k ~/~. Siceome 
la somma dello proiezioni di Ph sull 'asse'delle x b l - - k ,  avremo the  ia lunghezza 
della poligonale Pa b maggiore di 2 - - k -  2e. La lunghezza di Ck risulta 
allora maggiore di 2 J k. 
Cosiech~: 

lim Ca~---2, 
k .---~ 0 

mentre Lc = V2.  


