
S u l l e  c o n g r u e n z e  r e t t i l i n e e  n e l l o  s p a z i o  e l l i t t i c o .  

di WILHELM BLASCHK~ (a Hamburg )  

A Giovanni Sansone ~el suo 70rao compleanno. 

Sunto.  - Si eonsidera nel seguito un  fema classieo: la geomelria della tetra hello spaaio 
~eneuclideo ellittico mediante ~'uso dei quaternioni con applica~ioni alla geometria 
differenziale detle congruenze rettilinee. 

§ 1. Quaternioni 

Useremo q u a t e r n i o n i  eio~ espressioni del tipo 

(1) Q - -  qoeo + qlel + q2e2 ~ qaes , 

dove i qj signifieano humeri reali o eomplessi e per la moltiplieazione dei 
e# valgono le regole 

(2) eo--1 ,  eje i - - - 1 ,  e i e k = - - e k e ~ - - e z ;  j, k, 1 - -1 ,  2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2. 

Si conferma la legge associativa ed introdueendo il q u a t e r n i o n e  co~jugato  

(3) (~ = qoeo - -  qle~ - -  q~e2 - -  q~e3 

la regola per il eonjugato del prodotto 

(4) Q~Q~ = Q~QI .  

Inoltre introdueendo la n o r m a  d'  an quaternione 

(5) 

dalla (4) segue 

(6) 

Un quaternione con 
(7) 

hT(Ql Q~) - -  2/(Q~). ~(Q~). 

2q0 = Q + (~ = o 

si chiama un vettore.  I quaternioni furono introdotti nel 4 . 5 .  1748 da EULERO, 
usati da GAuss 1819 e ritrovati da HAMILTO~ 1840. 
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§ 2. D i r e z i o n i  d e l l e  re t t e  hello spazio ell i t t ico.  

Siano ~ ;  j--" 0, 1, 2, 3 coordinate omogenee d' un punto X nello spazio 
projettivo P~. Normalizziamo queste coordinate eolla condizione 

(1)  ( X X ) - -  ~ x~ + ~ - -  x 0 + ~c. 2 + y~ = 1. 

Allora Ia distanza ¢~ di due punti  X~ X'  dello spazio ellittieo E8 si definisce 
mediante  la formula 

(2) cos ~ = ( X X '  ) = XoXo' + x~x~' + x2x4 + x~x~'. 

La quadrica  assoluta del Ea sarh allora 

(3) < xx) = o 

e due punti  eolla distanza ~ - -  ~ cio~ con 

(4) ( x x ' )  = o 

sono assolutamente coniugati.  
Per  la ret ta R che congiunge due tali punti :  

(5) ( x x ~  = ( x ' x '  ) = 1, ( x x '  ) = o 

s ' in t roducono i quaternioni  

3 B 

(6) X = ~ eix i , X '  - -  ~ ejx i' 
o o 

e mediante questi  i vettori unitarii  

(7) r = . ~ x ' ,  ¢ = x , ~ - ;  ( ~ ) = < ~ ' r ' ) = l ,  r + ; = ¢ + ; = o .  

In  tal modo la recta (orientata) R viene rappresentata  mediante  le due 
<< direzioni>> r, r' sulla sfera sinistra ( r r l =  1, che chiameremo .S, e su quella 

destra S' con ( r ' r ' )  = 1. 
Queste direzioni r, r' non cambiano, quando si cambia i punti  X, X ~, che 

portano ]a R, nella maniera  

(8) X* - -  X cos ~ -l-- X' sen % X'* - -  - -  X sen ~ + X'  cos % 

moviment i  dello spazio E 3 si rappresenta  mediante i 

(9~ x *  = (~'xo,  Q Q  =Q'Q' = 1, 

con:m si verifica mediante  la (1,6) e la (9) ci d~ per  le direzioni 

(10) r* = (~rQ, r'* = (~'r'O'. 

I1 gruppo G~ dei 
quaternioni  nel modo 
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Ai movimenti dello spazio E 3 eorrispondono dunque le rotazioni (10) delle 
due sfere S, S'. Nella tabella seguente diamo qualche propriet~ della rap- 
presentazione delle rette R del E~ sulle due sfere S, S' delle loro direzioni. 

Le sfere S, S' 

coppia di punti r, r' 

cambiamento r* ' -  - -  r, 

due coppie eongruenti: 

( r~r~ ) = i r~'r~' ) 
rotazione r - -  Qr'Q 

antirotazione r --  w (~r'Q 

Q r ~  r'Q - -  0 

r t $  - - -  - - r  ! -  ~ 

to spazio E~ 
retta orientata R 

cambiamento di direzione della R 

rette R, R' che si tagliano 

punto Q (stella di rette) 

piano polare di Q 

la retta /~ colle direzioni r, r con- 
tiene il punto Q 

Resoconto bibliografico. 'La memoria fondamentale di CAYLE¥ sulla sua 
metrica ~: A siths memoir upon quantics, Phi!. Trans. 149, London 1859 
Papers 2, p. 583-592. Sulla rappresentazione delle retie: E. K. CLIFFORD, 
London Math. Soc. Proceedings 4 (1873) - -  papers Nr. 20, p. 181 ; J. HJELMSLEV, 
Kopenhagen Akademie 1900, p. 305-330; la tesi di G. Fum~i ,  Annali della 
Scuola Normale, Pisa 9 (t900), p. 1-74; E. STUDY, American Journal 29 
(1907), p. 116-159. 

§ 3. Tetraedro polare hello spazio E 3. 

Prendiamo nello spazio ellittico E 3 quattro punti X i con j ~  0, 1, 2, 3 
formanti un tetraedro polare della quadrica assoluta (2,3) col loro determi- 
nante positivo: 

(1) ( X j X ~ )  = ~j~, [XoX~X2X~] = + 1. 

(2) 

Per le direzioni dei sei 

r l  - -  , ~ o g ~  = - -  "Y~X ~,  

r~ = ,%oX~ = - -  x ~ X ~ ,  

r 3 - - -  koX~.-- ~X~, 

spigoli del tetraedro valgono allora le formule 

r~' ~ X ~ X o  - -  + X ~ f ~  , 

Queste relazioni si verificano nel case speqiale 

(3) g~ - -  ej, 

al quale s'arriva mediante un movimento ellittico (2,9) che eonserva le (2). 
Inoltre si ha 

(4) ; ~ j X k  --- - -  X ~ : ~ .  
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(5) 

P e r  la molf ip l icazione dei  punt i  X valgono d u n q u e  le tavole 

Xo X~ X~ X. 

1 r ,  r~ r.  

~ r ~  ] ~ F  3 r2 

~o 

k~ 

dove il p r imo fa t iore  t~ quel lo  a s inistra.  P e r  

X o 

Xo 1 

X i  I' 1 

X 2 T~2 

X 3 F~3 

t 
~ F 1  --F~2 - - r  3 

1 - -  r', r'2 

r'. 1 - -  Ttl 

F 2 r~l 

i vet tor i  r, r' valgono le condiz ioni  

(6) ( r ~ r , )  = ( r ; ~ , ' )  = ~ j , ,  [~ i , 2~ ]  = [~1'r2'r,'] = + i .  

§ 4. T e t r a e d r o  mobile .  

Supponendo  era,  ohe il t e t raedro  dei punt i  X d ipenda  da due  pa rame t r i  u, v, 
pe r  i d i f ferenzia l i  d X  ot ten iamo le fo rmule  

(I) d o X  ~ * --~-XI~I + X ~ 2  + X ~ % ,  

dXl ---- X~ * + X~3 -- X ~ ,  

dX~ --- -- X~ -- X~. • ÷ X3~ , 

a x .  = - x . ~  + x ~ ,  _ x ~  . , 

dove ¢¢, ~ s igni f ieano p f a f f i a n i  in u,  v. Der ivando  e s t e r n a m e n t e  secondo 
G. ~ROBE~IIrS ed E. C.¢R~AN ot ten iamo le condizioni  d'integrabiliSt~ 

(2) da~ - -  - -  [a,~,] - -  [~2%], d~, - -  - -  [a2%] - -  [~2~,], 

d ~ . - -  - -  [ ~ 2 ]  - -  [ ~ ] ,  d ~ .  = - -  [ ~ , ]  - -  [ ~ , ] .  

D'a l t ra  pa r t e  per  i cor r i sponden t i  vet tor i  r. r' abbiamo 

(3) dr1 --" * + r,Ya - -  r372, dr1' - - -  * + r~'73' - -  r3'T2', 

d r ,  " -  - -  r~Y3 * -t- r3y1,  dry' --- - -  r~'73' * ~ -  r3'7~', 
/ 

dr  3 ~ + r J 2  --r2Yx • ; dra - ~ + r x ' y ~ ' - - r , ' 7 ~ '  * 

Der ivando  le fo rmule  (3,5) o t t en iamo fra  i p fa f f ian i  a, ~, 7 le relazioni  

(4) ~'~ - "  ~ - -  ~ ,  Y / =  ~ + ~ -  

Le  eondi~;ioni d' integrabilit t~ (2) si ser ivono coi 1" (;osl 

(5) d~,, = - -  [~'~'~], d 7 ; =  - -  h';7~'], 

dy,  - -  - -  [7,71], dT*' " -  - -  [7~/t'~'], 

d~,~ = - [~,~,~]; a K  = - [~ , : ' ~ ' ] .  
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Le  pa ren tes i  

(6) [~ ]  + [ ~ ]  = o 

s igni f icano i prodot t i  a l t e rnan t i  di I-I. GRASSMA~ e 
es te rno  abb iamo  

(7) d(adu + bdv) - -  [da, du] + [db, dv] - -  (b, - -  av) [du, dv]. 

per il d i f ferenzia le  

§ 5. Congruenze rettilinee. 

Cons ider iamo ora  la congruenza  C dese r i t t a  da l la  re t ta  R t h e  por ta  i 
pun t i  Xo,  X~ del nostro  te t raedro  mobi le  e ce reh iamo i fuoehi  del la  /~, cio~ i 
pun t i  di conta t to  del la  R co l l ' i nv i luppo  del ia  C. In  genera le  per  un  fuoeo 
poss iamo por re  

(1) Y----Xo cos ~ + X s  sen 

colla  sola eecezione  del  easo, chc i fuochi  s tanno sul la  quad r i ca  a s so lu t a :  

< rY> = 0. 

U s a n d o  le (4,l) t rov iamo 

(3) dY--.~ ( - -  Xo sen %0 + X~ cos %0)(% + d¢~) + 

+ X1(~1 cos ~ -t- ~2 sen ~) -l- X2(~2 cos ~ -- ~I sen %0 ). 

Ne segue  per  i fuochi  

(4) a l c o s % 0 ÷ ~ s e n ~ 0 ,  a2 cos %0 - -  ~l s e n ~ - - 0 .  

E l iminando  ¢p o t ten iamo per  le r igate  s v i l u p p a b i l i  del la  C l ' equaz ione  
d i f fe renz ia le  

(5) ~1~1 + : ¢~  = 0. 

I1 prodot to  a l t e rnan t e  del le  (4) ci d~ per  i fuochi  la condiz ione  

(6) [a~t]  cos: ~ - -  { [ ~ ]  ÷ [~2~] } cos ~ sen ~ ÷ [ ~ 2 ]  sen 2 %0 --~ 0. 

I n t roducendo  nel la  (5) i p fa f f ian i  "i" o t t en iamo per  le r igate  sv i luppabi l i  
tu condiz ione  

(7) ~,~ + ~,~ = y~, + ~,~,. 

I1 s ignif ieato  geomet r ico  ~ ovvio:  Le  r igate  sv i luppabi l i  del la  C corri- 
~ t  

spondono nel la  t r as formaz ione  r 3 -* r 3 del le  sfere  S, S' le eoppie  di curve  
isometr iche .  L a  (6) si t rasc r ive  eosi  

(8) { [%,i~[~'] + [T~Y2'] ~ sen 2%0 + { [?1'T~] + [~'~7~'] } cos 2~ -- { [%q~%] + [7~'72'] } -- O. 
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§ 6 Congruenze polari. 

Cons iderando  inveee  del la  eong ruenza  C descr i t t a  dal la  re t t a  R col punt i  
Xo, X 8 e colle direzioni  r3, r~, la e o n g r u e n z a  polare  C* deser i t t a  da l la  re t t a  
polare  R*, che p o r t a i  punt i  X1,  X~ ed ha le direzioni  - -  rs,  rs'. P e r  i fuochi  
del la  R* o t t en iamo 

(1) Y * -  X1 cos ~ ~ X~ sen ~, 

(2) d Y* ~ - -  X~(al cos ~ -t- a~ sen ~p) 

-}- ( - -  XI hen ~ -t- X2 cos +)(~3 + d+) -!- X~( - -  ~2 cos + --I- ~1 sen ~) 

e percib 

(3) a l c o s  ~ + a s s e n ~ b ~ 0 ,  ~ c o s ~ - - ~ l s e n ~ b ~ 0 ;  

(4) [a1~2] cos ~ W - -  { [:¢1~] - -  [a2~] } cos tI; sen ti t -I-- [~a2] sen"- • --- 0, 

m e n t r e  le eondizioni  (5,5), (5,7) r imangono  ina l te ra te .  
Usando  i p fa f f ian i  7 o t t en iamo invece  delle equazioni  (3), (4) 

(5) (?~' - -  7~) cos + -t- (Tz' - -  7z) sen + - -  0, (T~' + Y~) cos ~ - -  (?~' + ?~) sen ~ - -  0, 

(6) l [7~V~'] - -  [Y~72'] } sen 2+ + { [71'72] - -  [VlV~'] } cos 2,~ - -  { [T1Y2] - -  [7~'72'] } = 0, 

Adesso abbiamo la possibili t~ di f i ssare  il t e t raedro  a e c o m p a g n a n t e  del la  
cong ruenza  C med ian t e  la condizione,  che i fuochi  Y siano a rmonic i  r ispet to  
al la  coppia  dei  punt i  Xo, X~ ed i fuoehi  Y* r ispet to  al la coppia  X1, X2. DaUe 
equazioni  (5,6), (6,6) segue  a l lora  

(7) [~,p,.] = O, [~p~] - -  0 

ossia 

(8) [?~?~'l = O, [~,'?.~] = O. 

§ 7. I a v a r i a n t i .  

Dal le  nos t re  fo rmule  si de r ivano  i m m e d i a t a m e n t e  invar ianf i  del la  con- 
g ruenza  C. P e r  gli e l ement i  l inear i  ds e ds' delle  imagini  s fer iche  (r~), (r3')si 

t rova dal le  (4,3) 

(I) as  ~ = ~ + ~ ,  ds '~ = ~'~ + ~'~ 

e per  gli e lement i  super f ie ia l i  del le  sfere  S, 5' 

(2) 0 = [~1~], ~ '  : {~I'V]. 

gonoseendo  le fo rme  di f ferenzia l i  q u a d r a t i e h e  ds ~, ds '~ la eongruenza  C 
b u n i e a m e n t e  d e t e r m i n a t a  salvo moviment i  dello spa~,io Ea, come vedremo nel  
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segui to  (§ 9). Ino l t r e  abb iamo  i s sguen t i  e lement i  super f ie ia l i  invar ian t i  

(3) 2 ~  = [~,/~,~] + h,,~/~], ~ = [ ~ ] ,  o = [~1~], 2 r  = [ ~ ]  + [~ ,~]  

( I ) ' - - + 5 + O ~ r ,  4 L t ' - O + O - - 2 W ,  

(4) (I)' ---- + A + 0 + r,. 40  - -  • + (I)'+ 2w, 

W - - - - - - A + O  ; 2P - -  (I) - -  (I)' 

e l ' equaz ions  d i f fe renz ia le  inva r i an t iva  

(5) a ~  + ~ ,  = 2(~,~%' - -  w~'~) = o, 

she  nel  caso  del la  speeia l izzazione (6,7) ei d~t 

(6) a~a~ ---- O. 

§ 8. Congruenze normali: 

~ m m e t t i a m o  ora, she  il pun to  Y del la  fo rmula  (5,1) dese r iva  u n a  super-  
f icie  F,  she  tagl ia  o r togona lmen te  le re t te  R del la  congruenza  C. Dal la  (5,3) 
segue  a l lora  

(1) a ,  + d~o - -  0, 

eio~ a3 ~ un  d i f fe renz ia le  esa t to :  

(2) dot8 - -  0 

o in eonseguenza  del le  fo rmule  (4,2), (4,4), (7,2) 

1 1 
(3) [a~[~,] + [~a,] - -  ~ { [y~'y~'] - -  [yzy,] t - -  ~ (0'  - -  0). 

Ne s e g u e :  Condizione neeessa r i a  e suf f ie ien te  per  una  eongruenza  normale  
she  la re lazione r ~ r' de l l s  s fere  eonservi  le aree.  

P r e n d i a m o  spec i a lmen te  il easo 

(4) O - - O ,  0 ' = 0  

nel  qua le  i pun t i  rs ,  re' sul le  s fere  S, S '  dipendono  ognuno  sol tanto da un 
p a r a m e t r o  

(5) re = r~(u), r ;  = r;(v). 

Dalle  (4), (4,4) abb iamo  

(6) [~1~,) + [~1~,] = o, [~,~,] + [~;a~] = o 

e ques te  relazioni  in conseguenza  de l l s  (5,6), (6,4) a s s i eu rano  l 'or togonal i tk  dei 
fuochi  Y sul la  R e dei fuoehi  Y* sul!a  R*. 

eolle  re laz ioni  
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Prendiamo per u la lunghezza della curva sferica rs'(u) e per v la lunghezza 
delia r3'(v), abbiamo 

(7) d r ~ - -  * + r f f d u  • , d r ~ ' - ~  , ÷ r'2gdv • , 

dr~ ~ - -  r J d u  * - -  r f l u ,  dry' - -  - -  r~' g d v  • - -  r3'dv , 

dra - "  * -+- r f l u  • ,  dr'a -~  * + r2'dv • , 

ore  f e g sono le curvature  geodetiehe delle curve sferiche. 
Indicando le derivate seeondo u e v con punti  troviamo 

(s) f(u) = [r~r~'r~], g(v) = [r~'r:~?]. 

Il confronto delle (7) colle (4,3) ei da 

(9) T1 ~ - -  du ,  72 --~ O, 78 - -  f d u ;  

y~' ~ - -  dv ,  7 ~ ' :  O, ~:8'~ g d v  

e mediante  le (4,4) 

(10) 2 ~  = + d u  - -  dv ,  2a2 ~-- 0, 2a~ = g d v  - -  f d u ,  

2 ~  == - -  d u  - -  dv ,  2~2 --- O, 2 ~  - -  g d v  -t- f d u .  

Per  una superfieie F ortogonale atle rette della congruenza C abbiamo 
dunque dalle (5,3), (8,1), (i0) 

(11 ) d Y --~ )[1 d u  --2 dv  cos q~ -t- X2 du +2 d v  

(~2) 

sen ~0. 

Ne segue l 'elemento l ineare della F 

1 
( d Y ,  d Y ) ~  ~ t  d u  2 -  2 cos 2 ~ . d u d v  ÷ dr21. 

§ 9. Sal la  geometr ia  di f ferenziale  delle superficie in E3. 

Ammettiamo, ehe il punto Xo descl'iva una superfieie Fo nello spazio 

del § 4 abbiamo 

(1) a~ - -  0. 

kbbiamo dunque per i differenziali  

(2) dXo --- * + X1~1 - F  X~a~ * , 

d X 1  = - -  X o ~  • + X ~ 3  - -  X 3 ~ ,  

a X ~  = - Xo~2 - -  X ~  , + X o ~ ,  

a X 3  = • + X ~  - -  X ~ I  * 

ellittico E3 ed i pun~i X t ,  X~ stiano nel piano tangente  della F in ]6o, eosi- 
eh/~ il punto X3 descrive la superfieie polare 2'3 di Fo. Allora helle equazioni 
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e per le condizioni d ' integrabili th 

(3) 

(4) 

e per le immagini  sferiehe troviamo 

(5) (D = [y~y~] ----- ¢o + o~,  o '  = [~'Y~l = Co + 0~.  

Per  la curva tura  Gaussiana della Fo viene 

@o +" q)a 

d ~  = - -  [~,~,], d ~  = --  [ ~ ] ,  0 = [ ~ , ]  + [ ~ } ,  

Gli elementi  superfioiali di Fo, F,  sono 

¢ o  = [ , ~ , ] ,  ¢~ = [ ~ ]  

d (da l  da ,  ) d ~  
(6) /Co = - -  ~o \ ~ o "  al + -~oo" a, - -  @o 

e per  quella della F3 

(7) K8 - - - =  - -  

¢p 

Percib vediamo : Le superficie di Es con Ko - -  0 sono caratterizzate dal fatto, 
c h e l e  lore immagini  sferiche si riducono a curve 

(8) ~ = ¢ '  = 0. 

Questo r isal ta  anche dal l 'equazione (8,12). Le superficie di E8 con K o - - 0  
furono introdotte da L. BtA~cm nel 1896. 

§ 10. Congruenze di Cebyscef. 

La scelta delle coordinate u, v nel § 8 s'applica anche in casi pifi gene- 
rali. Escludiamo, ehe le curve isometriehe sulle sfere S, S' 

(1) (~,~, + y~) - -  ( y ' ~ +  y'~) = o 

eoineidano ed inoltre escludiamo per queste curve 

(2) y~ + y: = y'~ ÷ y': = o. 

Allora le curve (I) si possono assumere come linee u, v =  eosk e gli 
elementi  l ineari  sulle sfere S,  S '  diventano 

(3) ds  ~ - -  E d u  ~ -t- 2 F d u d v  + Gdv  ~, ds  '~ ----- E d u  2 -4- 2 F ' d u d v  + Gdv  ~-. 

Ammett iamo specialmente t he  le reti  u, v - - c o s t ,  siano reti di CSBYSC~F, 
eio~ che in ogni quadrangolo della rete i lati opposti abbiano la stessa lun- 
ghezza, possiamo porre 

(4) ds ~ - -  d u  ''~ 4 -  2 cos 2), • d u d v + d v  2, d s  '2 ~ d u  2 + 2 cos 2~ .  d u d v  + dv  ~ 

• 4nnal l  d l  Matemat i ca  28 
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e pe r  i p fa f f i an i  ~' c o n s e g u e n t e m e n t e  

(5) "{1 ----- (dr  -4- du)  cos X, "[1' - -  (dv -4- du)  cos ~t, 

Y2 --~ (dv - -  du)  sen X, '(2' : (dr  - -  du)  sen ~. 

Dal le  condiz ion i  d ' i n t eg rab i l i t h  r i c a v i a mo  

(6) "[8 -~ - -  X, ,du A- X~dv, ~s' = - -  ~ u d u  + ~vdv 

ed ino l t re  

(7) 2Xuv + sen  zX = O, 2~tuv -4- sen  2tl : 0 

col s igni f ica to  geome t r i co :  Le  c u r v a t u r e  Gauss i ane  del le  (4) sono ugual i  ad 

uno.  P e r  le d i s tanze  dei punt i  focal i  sul le  r e t t e  R, R* ca leo l iamo 

__ sen  X cos X -4- sen  ~t cos ~ sen X cos X - -  sen  ~ cos 
(8) cos 2 ¢~ - -  sen  ). cos ~ -t- cos X sen  ~t ' cos 2 • --- sen  ). cos ~ - -  cos ). sen ~" 

Dal le  (5), (6) ved iamo:  Dal le  X, ~ si ca lco lano  i ~" e pe rc ib :  La  eonoscenza  
di ds  2 e ds  '2 imp l i ca  la d e t e r m i n a z i o n e  del la  C salvo mov imen t i  di Ea. 

§ 11. Congruenze isotrope. 

Cons ide r i amo e ra  il secondo caso escluso nel  § 10 a m m e t t e n d o  t h e  le cu rve  
i some t r i che  sul le  s fere  S~ S' co inc idano  colle  lore  g e n e ra t r i c i  re t t i l inee .  Di 
pifi la  r a p p r e s e n t a z i o n e  r~ ~ r, '  de l le  s fere  sia c o n fo rme  con eonse rvaz ione  

dei  vers i .  
:Ne segue  l ' ident i t 'h  

(1) 71Y2' -- ~2Yi' --= 0 

in u,  v;  du ,  dv  ossia  

(2) [7~';1 = [y+ / ]  = 0, ['~+/] = [~'1%]. 

Nei  p fa f f i an i  ~, ~ abb iamo a l lora  in conseguenza  del le  (4,4) le re laz ion i  

( 3 )  - = o ;  

P e r  i pun t i  focal i  sul la  t e t r a  R*, che  p o r t a i  pun t i  )(1, /(2 t rov iamo ponendo  

(5) 

in  modo ana logo  a l la  (6,2) 

o 2 _ _  0 (6) cl + 

ciob i fuochi  

(7) Y *  - -  X~ -+- iX2 

s t anno  su l la  q u a d r i c a  asso lu ta  (2,3). 

Y* "--- cIX~ "4- c2X2 
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I piani focali della congruenza C, ciob i piani contenenti due retie R, 
R +  d R  successive, sono i piani polari dei punti focali l ¢* sulla retta R* 
della C*, ciob dei punti d'incontro di due generatrici R*,  R * - t - d R *  delia C*.  

Percib questi piani focali toecano la quadrica assoluta, vuol dire soLto piani 
isotropi. 

Introducendo per i punti P del Ea coordinate canoniche x~ mediante 

(8) P - -  Xovco + Xia~ + X ~  + Xax~; Y, x t  ~ "-- 1 

i piani focali soddisfano le equazioni 

(9) x~ =t= ix~ = O. 

Derivando la (8) mediante le (4,1) troviamo per l'immobilit~ del punto X~ 
cio6 per d X - - 0  le eondizioni 

(12) 

dxo = , 

d x l  - -  - -  ~ o ~ i  

(1o) 
dx~. = - -  xoa2 - -  a~3  * 

Derivando l'equazione 

(11) x~ + ix~ ---- 0 

si trova dunque tenendo conto della (11) 

Xo(~ + i~)  = i%(~ + i~).  

Dalle (5,6), (4) abbiamo 

(13) 

o ponendo 

(14) 

segue 

(i5) 

e dalle (3), (15) 

(16) 

(17) 

* . 

[~1~-] c o s  ~ ~ + [~1~1 s e n  2 ~ = 0 

[ ~ , ~ ]  ch '  X = [~1~]  s h  2 x 

Percib dalla (12) 

xo sh X = i ~  ch )~. 
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Un ul ter iore  derivazione della (17) median te  le (10) assieme colle eondi. 
zioni (4,2) d'iniegrabilit/~ e le (9), (I7) d~nno per  l ' invi luppo dei p iani  isotropi 
il punto  X con 

(18) xo" ~1 " x~" % -- 

---" [to~o)~] oh X sh X" [to1 - -  it%, a3] oh X" [a)l--ic%, %] ch )~" - -  i [to1(~2] oh X sh )~ 

ind ipenden te  d e l l a  direzione to~ • cos. 

§ 12. Congruenze e curve isotrope.  

Dal § pree~dente r i su l ta :  I p iani  recall (11,9)della congruenza isotropa C 
inv i lappano  una  eurva  isotropa J : ( R ) ,  cio~ una  curva  di lunghezza zero. 
Le  ret ie  reali  R dei piani  osealator i  del la  curva  isotropa J dhnao le genera- 
trici  del la  congruenza isotropa C. 

P r e nd i am o  era le mosse del la  curva isotropa J- - (P)-~  P(u). Allora ab- 
biamo in pr imo luogo 

C1) (PP).= I, (P'P')'-O. 

I1 paramet ro  u si pub fissare in tel mode, t h e  divent i  

(2) ( P " P "  ) - -  1. 

~ e  seguono i valori  per  i prodoti i  scalari  delle derivate  

C3) ( P P ) - -  1, (Pe')=o,  <ee")=o, <pe")= o, 
(PP,)--o, (p'P,,)--o, (p,p,,,)__.-1, 

1, (P,,P,-)= o, 
;. 

Essendo 

IPTl-I T'l=Iv "l-o 
il piano tangente  nel pun to  P '  al la quadr ica  assoluta  coincide col piano osca- 
latore in P '  al ia J. Sia Q(v) la curva  eomplessa coniugata  al la  P(u), poniamo 

(5) ( PQ ) -- F(u, v). 
Dimostriamo: I punti 

Fv F. 
(6) Y~ = P--F, , ,  P', Y2= Q -  ~ Q' 

sono i fuochi delia oongruenza 0, descri t ta  dalla te tra  R, intersezione dei piani  
osoalatori  in P e Q alle due carve  isotrope. Basra per  esempio per  il punto  
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Y~ verificare che sta sulla ret ta  R, cio~ 

(7) ( 
~R 

e su quella vicina R + ~ du : 

(8) (Y~P")  - -  O, IY~Q' )=O.  

La superfieie locale (Y1) della congruenza U viene descri t ta  dalle tangenti  
della eurva isotropa J. Dalle (6) abbiamo per  i punti  Xo, X 3 fissati nel mode (6,7) 

(9) 2Xo = Yt + Y2, 2Xs = Y 1 -  Y2. 

Pare,  che nel nostro case della geometria ellittica non ci sia una con- 
nessione sempliee f ra  le eongruenze isotrope e le superficie minime come 
nel case euclideo. 


