Figure ellissoidali di equilibrio relativo magneto
idrodinamico di masse fluide elettricamente conduttrici
uniformemente rotanti e gravitanti.

Nota di CaTarpo AcgostiNerLLl (a Torino)

A Giovanni Sansone per il suo 70° compleanno.

Sunfo. - Si considera una classe di soluzioni stazionarie delle equarioni della magneio
idrodinamica che danno luogo, per una massa fluida eletiricamenie condutirice, unifor-
memente rotante e gravitante, a figure ellissoidali rotonde. Si studia in particolare il
caso di un ellissoide lenfamente rofanle ¢ quindi di eccentricita molio piccolo.

INTRODUZIONE

1. In una nota pubblicata nel Bollettino dell’U, M. 1. (%), considerando
una massa fluida incompressibile di conduttivitd elettrica infinita, uniforme-
mente rotante intorno a un asse baricentrale Oz e soggetta alla propria
gravitazione, ho segnalato alcuni casi notevoli in cui per la massa fluida sono
possibili figure ellissoidali rotonde intorno all’asse di rotaziome.

Dopo aver dimostrato che il campo magnetico interno deve essere neces-
sariamente simmetrico rispetto all’asse di rotazione Oz, con riferimento a
coordinate cilindriche r, ¢, 2, ho osservato che, se si indicano con H,, H,, H, le
componenti del campo magnetico, un primo caso notevole si ha per

L E)

) B=—i% =%

, rH,=FkV,

con k costante, e V funzione di 7, z soltanto, soddisfacente all’equazione

9 (13V *V
2 ~ = =— . Y =
2) rar(rw)+az2+'“v o
con la condizione che la V si annulli al contorno ellissoidale, che cio® al
contorno la componente normale del campo magnetico sia nulla.
La distribuzione della pressione p in ogni punto interno alla massa fluida
era indipendente dalla distribuzione del campo magnetico ed & fornita dal-

(1) C. AGOSTIRELLY, Sull’equilibrio relativo magnefo idrodinamico di masse fluide elet-
tricamente condulirici uniformemente rotanti e gravitanti, «Bollettino della U. M. L», Serie
111, anno XIV, n. 1, marzo 1959.
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I’integrale
p 1

3) o U— 3 w’r® = costante, (r* = o* + ),
essendo p, la densitd (costante) del fluido, w la velocitdh angolare costante di
rotazione, ed U il potenziale newtoniano delle forze di mutua attrazione delle
particelle fluide.

Un secondo caso notevole si aveva ponendc H, = 0. La funzione V doveva
allora soddisfare all’ equazione

o (13V *V
4 — = < — == 1*
@ raly ) T g = BT
dove % ed A, sono costanti, con la condizione ancora che la V si annpulli al
contorno ellissoidale, e la pressione p era data dall’integrale
P gLy L) =

(B) o U g W -+ o, (hV-[—- 5 h, V?) = costante,
essendo . la permeabilith magnetica (costante) del mezzo. Dalla (5) risulta
manifesto che, annullandosi la V al contorno, sono possibili per la massa
fluida figure ellissoidali rotonde.

In questa nota mi propongo ora di determinare la funzione V, con le
condizioni assegnate, nel primo caso, rinviando ad altro lavoro lo studio del

secondo caso ().

Riduzione del problema.

2. Indicando con a, ¢ i semiassi dell’ellissoide rotondo occupato dalla
massa flaida (¢ <a), con riferimento a coordinate ellittiche &, 6, poniamo

(6) r="vy,chEsenf, #z=ry,8hfcosh,
dove v, = Va® — c¢?), & la semidistanza focale degli ellissoidi omofocali § = cost.
1/ argomento 6 varierd fra zero e m:

0<8<m,
e posto
ch & = a/v., sh & = ¢/vo,

al contorno sard £ = §&,, e nell’interno dell’ellissoide sara
O Sg < Eo »

In ogni piano meridiano le linee § = cost., sono ovviamente ellissi omofocali.

{!) Questo secondo caso, per k; =0, & stato comsiderato dall’ Autore nella sua nota:
Su di una classe notevole di figure ellissoidali rotonde di masse fluide magnetoidrodinamiche
uniformemente votanti e gravitanti (« Atti della Accademia delle Sclenze di Torine », vol. 93,

1958-59).
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In questo sistema di coordinate, ponendo per brevitd

Aty @
V2—“T§;( )+é§z;

r or
risulta
— 1 *V  *V PV shi 3V ocosb
VeV = ot i T (% ki 3 sond)

e I’equazione (2) diventa

*V PV shE3V cosb 3V . 2 _ a2
{7) 5.E?_;__a.(_a.zu_ah_}g_az—s-‘-s-gl--(jiéé—{-Jk(ch E—sen? )V =0, (A =rik).

Di questa equazione vanno determinate autosoluzioni che si annullano
per £ =£&,. Esse si ottengono facilmente col criterio della separazione delle
variabili ponendo

8) V=FE)- G@).
Si deducono cosl per G ed F le equazioni
a*G cos 0 dG
(9) W —_— S—é'n*é aé- + (O — A sen® G)G =.0
a’F shi dF T

con O costante arbitraria, che va determinata in modo che la G risulti fun-
zione periodica di 0 di periodo 2=,

Ponendo
(11) G(9) = sen 6@(0)
ia (9) diventa
1 d ad i
(12) m %<Ben6—d§)+(0uaz_e_mxsedze>®20‘

che si pud scrivere

, da*® ao 1 .
(12) (1—n2)@§—21)%+[0—1“_nz—l(l—n“)](D:O, (7 = cos b).

Ora, per A =0, si hanno soluzioni periodiche di periodo 2=, ponendo
C=mn(n + 1), con n intero positive, avendosi in tal caso ® ::Pﬁ,”(v;), che &
la funzione di FERRERs di indice 1 associata all’n™° polinomio di LEGENDRE

1
PS)(YI) = (1 — n?p %g:—"! Indicheremo con ®, la funzione ® soddisfacente alla

(12) che per A =0 si riduce alla PY’. Essa si pud determinare con un proce-
dimento analogo a quello con cui vengono trovate le soluzioni dell’ equazione
di MATHIEU e la chiameremo percid fumezione sferica del tipo di Mathien
d ordine n .
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Supponendo allora la C sviluppabile in serie di potenze di A, e cosi pure
la ®, porremo

(13) C=Cp=nm+ 1)+ S CF*
1
(14) ® = 0, = PP + Tp Ok,
1

Sostituendo nella (12) in luogo di C e ®, i valori di C, e ®,, espressi formal-
mente dalle (13) e (14), e ugunagliando a zero i coefficienti delle successive
potenze di A, si oftiene

FOP . do 1 1
(15) (1 —1)2) d 2 — 27) d-q + n(n + 1)-— 1—:_—712} (pg)_}_[asl)_(l_.qznlyg:}:o

o} aoy )
(16) 1—7% ar —2 e -l-[n(n-[—l n] o + CHPY +

k—
+ 3, OPRE — (L0 =0, (=23, 4.,

le quali permetteranno di ricavare successivamente le costanti C‘ﬁ,”, Cﬁf’, C(s)

e le funzioni @y, &P, ®, ...

Calcolo delle funzioni ©, e delle costanti C,.

8. Osserviamo che dalle formule ricorrenti dei polinomi di LEGENDRE
8i ricava

(1 (A — %) PPs = alhn Piints + @2 P+ ahn PSia—s
con
© . _ (m+hmn+h+1) o = 2n +hn+h+1) .
Gtk = = G TR )2nt2h+3)’ T @n2h—1)@nt-2h+3)’
(18 © __ _ (mthmthtl) h=0 1 2.

Ttk = R —1)n+ 2+ 1)’
In particolare per » =0 si ha

(19) (L — 73 PO = o PO, + o P + o P

con
w___ nn+l) LS9 2nn+ 1)
T G DOn+3) P T @m—1)@En+3)’

(20)
a9 = nn + 1)
T @Gn—12n+ 1)
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ed & da ricordare che & P = 0. I’ equazione (15) diventa pertanto

dq)(n d@(l) 1

(21) (L =) o — 2 = o nn o ) — | B =

“n)‘P&—)}-z + (“g) - CS))P;U -+ “S)Psiz .

Trascurando I'integrale dell’equazione omogenea che & PY’, del quale si &
gid tenuto conto nella (14), si deduce che sard

2n(n 4 1)

@ = o)
(22) Cw’ = T 2 —1)2n+3)

o O sary della forma
23) O = aill PYL, 4 al) P, -

Sostituendo nella (21) e tenendo conto dell’equazione differenziale cui soddi-
sfano le funzioni Py},, PY,, si ricava

W oy n(n + 1)

0= O+ 8) . 22n + 1)(2n+ 3F
(24)
a® — “ﬁl) —_— nn 4 1)
ne = 2@2n — 1) 22n —1y*2n 4+ 1)’
Per k = 2 1’ equazione (16) diventa
< 2 GO aoy 1 (2)

+ 0(2) P(l) __]__ 0(1) q)(l) . 2) (D(l) —_ O

Avendo riguardo alla (17) e tenendo conto del valore (23) della funzione @’ , 8i
ottiene

(26) (1 — 0?0 = B Pols 4 BSL P, 4 B P B PYY, 4 B PO,

con 8 = ) . ali), = nn 4+ 1)(n + 2)(n + 3)

Gt s = T e T 1) @n 4 32 @n F 5)@n T+ 7)
BY = o . 0, = nwn -+ 1)(n 4+ 2)(n + 3)
mETTmTeR T Qe+ D@ + 3FCn + 7)
W_ @ o wow _  #ntl) [ (n42)n4-3) (n—2)n—1)
(27) me = Fncba s === = 550 o F3Y@n+5)  (@n_17@n—3)
WL o@ (n—2)(n — )n(n + 1)
e = Onalin—g = T 2n—0)2n —1@n + 1)

w_ 0 e . m—=2Am—Dnm+1)
mTTTE e T 2o — D)2 — 3)2n — 1) 2n + 1)
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I’ equazione (25) diventa percid

dz(p(z) d@(z) 1
28 (A —7) T,;;‘ + |{n(n -+ 1) — — @ + (09 — BRIPY =
=52 s:zL. + (62— O ) P, + (62 — O al) P2, + S PEL,,

dalla quale, trascurando al solito la soluzione dell’equazione omogenea, si
deduece
29) 9 = B2
e
(30) @(2) (2) g-_)]_‘ + a(z) ﬁiz + az) PS:)—z (2) P(l)
con

@_ &12 4@ — (1) 0(1) a(l)

"= d2n +5) T 2(2n + 3)
(31)

a’m _ ﬁ(l) 0(1) a(l) @ _ p(l)
s 2%n—1) * ™M T A2n—3)
Per k =3 1’ equazione (16) porge
2p® 2 1
(32) _____.qz) ddf: - dd + n(,n_i___ 1) nz (I)S‘)_’_ G(a) (1) + 0(1)®(2)+
+ o —(1 ~n2)<1>$f’=0-
Risulta
(33) (1— nz)g)(z) p(z) ﬁ-)}“e ‘3(2) S-)H @(2) (’it_)*_2 + ﬁ‘z) P(l)
B P, 4 PR, + B P,
con
B2 = af) - alile; B =all - ke + Al anle;
. 8 = al) « ofily + 0« alPly; B = alllal), + ailal)s;
(34)
BE = o) « a2, + ailaiils; B = alaills + auloils;
(2) __ (2) (38)

n7 — OnsOn—z

e pertanto 1’ equazione (32) diventa

dz@(S} d@(B) y

B5) (4 —n) g — -+ WO — B P =
6(2) &1‘4)}‘2 (2)___ S’aﬁfl]l’ﬁ.lig—}—[ﬁif,’,——()“’ (2) C(a)a(l)]P(l)

+ [ — s:>a£.=; Oal) PR, + (80 — CRall P + B Pl
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Si ottiene quindi

(36) 0F =B
(]
(37} (I)(a)_aﬁ’,)_ (1) o+ a(B)P(I) + a (S)P( ) e +a(3) 5‘112
+ a(a) P(l) )+ a(S) —e ,
essendo
(2) (2) (1) ,(2) (2) (1) (2) (2) (1)
gt it BRSO, B Ol — O
38) @n (2n+ (2n -+ 3)
a(s)— (Zg__og)a(z) C(Z)a(l) a 5(2)_0(1)0,(2) a(s)_ __(223— .
" 2@n+1) i O = 42n—38) 7 ™ 62n—b)"

Cosl continuando si ottengono -successivamente i valori delle costanti C e

delle funzioni @Y ) e quindi le (13) e (14) forniscono, per ogni intero positivo n

i valori di Cy e ®,. Si riconosce facilmente che le funzioni ®,(y) sono fun-

zioni dispari, oppure funzioni pari di v, secondoché n & pari oppure dispari.
In particolare per n =1, si ha

4

w_ 4 o W
0P =75, o =5 PY;
4 101 2
=g W= | P+ 5 B
o__ 8 @_ L @ 4 Y 31 ¢
Cl=—g Q= smeas It s Bt gy BV

e quindi

4 8
Ci=1-2+4 x_~5'7>\—3.5,,'713+...

X e 2
Oo= P g PY + g '7‘21’5;"-1—;—;21”9)]-%-

1

3 4 31
+l 5.72.92’11.13 (1)

(1)
tesrn Pt rwen B+

P
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Per n=2:
4 3
. W _°_ pp.
=7, =g P
4 1 6
(2) ___ (2) o {1) (1) .
Cl=—gm, & =g m g Pe tgog P
8 1 4 271
(%) (3) (1) (1) __ (1),
Cr'=— gy & =g5reniris L0 TEToT L0 T we s Lt
e quindi
. 4 4 8 .
Co=2:3+4 51—z p) —3'75.11} +
®, = P 4 20 + 22l 2l 4 ..
Per n=—3:
8 2 6
W _ S a0 W __ Y pw,
Cs 6’ =357, 577,90 THL 7 B
8.19 5 4
(2)_ (@__ 9 P ) (),
0= ® =gl T3l 5 7P
e percid

819
G=8 44 [0 g

@, = P 4+ 108 + 2ol + ..

4. Si possono ottenere soluzioni dell’equazione (12) espresse mediante
gerie di potenze di 7 = cos 0, uniformemente convergenti, nel modo seguente:
Ponendo

(39) @ = P, = V1 — n%pu(n)

quell’ equazione diventa

2 & d@n -
dove al posto di C, va messo il valore calcolato nel modo che si & visto
nel n° precedente, affinché la soluzione che si cerca sia, rispetto a 6, perio-
dica di periodo 2.
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Per n pari, per quanto si & osservato nel n° 3 la ¢, sard una funzione
dispari di 7. Quindi per » pari porremo

©
(41) Cps) = Am'f} -+ Anz’VIs + Ans"f 4= zlk Awk'f}g‘—"

e sostituendo nella (40) si hanno, per la determinazione delle costanti Ay,
le formule ricorrenti

6+ A—0C,

A= —5—3

A%l
(42)
A 2Kk 1)+ A — Ol e — Ay,
mkt = 2kCk + 1) ’
Per n dispari invece le ¢, dovranno risultare funzioni pari di 7 e por-
remo percio

k=2, 3 4,..).

P©
(43) <P$'l2) = Byo + Bm"’)z + an'ff + =2 Bnk'ﬂzk H
o
per le costanti B,y si ricavano le formule ricorrenti
X 2 o Gﬂ,
By, = “"i_—'é“‘*-— By,

(44)
[206 4+ 1)(2% + 1) + A — Cp) Byt — AB, ks

20 + 1) 2k + 1)

Si riconosce facilmente che le serie (41) e (43), che rappresentano le funzioni
cpﬁ,”, cpﬁf), sono convergenti essendo 7 == cos 8, in valore assoluto minore di 1.

Invero si tratta di serie di potenze del tipo
Ay + 0, T+ a2’ + ... + a2 + ...

con [z|'< 1, in cui tre coefficienti consecutivi sono legati da una relazione
della forma

B, k1= k=1, 2, 3,..).

Copa == %,0, + B0,

nella quale B, tende a zero col crescere indefinito dell’indice s, mentre «,
tende al limite 1. Questo & sufficiente per affermare che quelle serie convergono.

Proprieta delle funzioni &,.

5. Per le funzioni ®, sussistono le seguenti proprietd che sono analoghe
a quelle che si hanno per le fungzioni di MATHIEU:
Ciascuna delle equazioni ®,m) =0, (n=1, 2, 3,..), non pud avere una

radice doppia. Invero, se ammettesse una radice doppia 1 = 1v,, in questo

punto dovrebbero annullarsi simultaneamente D) © %" , e dall’ equazione

Annali di Matematica 26
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differenziale (12') (ove si ponga ® = ®,, e C = C,), si avrebbe che per v =7,

2

si annullerebbe anche (23)2“

equazione, si deduce che per v = v, dovrebbero annullarsi tutte le derivate,
cid che & impossibile.

Segue che due radici reali della @ (v, A) =0, per una variazione conlinua
del parametro A mon possono diventare imwmaginarie. Infatti, se si considera
il diagramma cartesiano della funzione y= @, (), quelle due radici sono
ascisse di due punti di intersezione della curva con l’asse v. Affinche col
variare continuo di A quelle due intersezioni reali diventino immaginarie,
occorre che per un certo valore di A le due intersezioni coincidano e il dia-
gramma diventi tangente all’asse 7 ; cio® che le radici coincidano; ma questo
8i & visto che & impossibile.

Il numero degli zeri di @, (cos 8, )) compresi fra 0 e = & indipendente dal
valore del parametro ). Invero una radice non pud uscire dai limiti 0, = per
la variazione di A. Per esempio, poiche la @, (cos 8, })==sen b . ¢, (cos 0, A),
si annulla per 6 =0, se una radice dapprima positiva diventasse negativa essa
passerebbe per il valore zero; si avrebbe dunque una radice doppia, cid che
& impossibile. Ora per 7\_0 la @, (cos B, A) si riduce alla P (cos 8) =

2P, (cos 8)
I
A, la ®, (cosb, A) ha n—1 radici comprese fra 0 e = (oltre ad annullarsi
agli estremi).

. Derivando successivamente rispetto a v la defta

che si annulla » — 1 volte fra 0 e n. Dunque: qualunque sia

Le funzioni assocliate alle G, = @, (cos6). sen6.

6. Ponendo ora nell’equazione (10) in luogo di C il valore C, definito
dalla (13), e che compete alla funzione G, = ®,(cos6)-senf, si ha

(45) ddgz _ z—hh—g %1% — (€, — A ch?IF, =0,

la quale definisce la funzione F,(), associata alla G,(6). Poiche quest’ ultima
equazione si ottiene dalla (9) cambiando G, in F, e 8 in %“ i€ si ha senz’ al-
tro, a meno di un fattore costante arbitrario

(46) P, =i"*'ch&. @, (ish & =1i"""ch*¢ . g, (ish ),

che risulta una funzione reale sia per n pari che per » dispari, come si

riconosce facimente ricordando che per % pari la funzione @,(y) & una fun-
zione dispari di 7, mentre per % dispari & una funzione pari.
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Della (7) avremo allora da considerare soluzioni della forma
(47) V.G 6, N=A4,F,E X)-G,08. %),

essendo F, e G, funzioni associate ed A, costante arbifraria. La condizione
richiesta che la V, si annulli al contorno, cioéd per § =§&,, diventa

(48) F &, A)=0.

Questa, considerata come equazione in A, ha infinite radici positive e si
hanno cosi, per ogni intero » infiniti aulovalori del parametro A che indi-
cheremo con 1,;, e corrispondentemente infinite autofanzioni Foi& Any). Le
corrispondenti funzioni G, (0, 1) le indicheremo con G, (6, A,,.) =sen 0. @46, A, ;).
Facendo il prodotto

(4:9) Vﬂj(g, 3, }*nj) _ F,,j(é, )\,,}')Gﬂj(ﬁ, A,,j),

si hanno infinite soluzioni V,; della (7) che si annullano per §=§,, soddi-
gsfacenti ciod alla condizione richiesta.

Relazione di ortogonalita.

7. Le soluzioni trovate soddisfano alla seguente relazione di orfogonalita

g
h?E — gsen® 6 .
(50) [ f Vas& 8, X)) VarE, 8, o) O—‘éhg‘m%— dgd8 = 0, per jj= k.
6 0

Invero le funzioni F,;, F,, soddisfano entrambe all’ equazione differenziale
(45) dove in luogo di A, C,, si pongano una volta A,;, C,,=mnn 4 1)+

o]
4 2y Gﬁzk)l’,ij, e una seconda volta 1,,, C,,. Moltiplicandé la prima delle
1

equazioni che cosi si oftengono per F,,, la seconda per F,;, e sottraendo
quindi membro a membro si deduce

d{pn e g, Ton) (g Ay, Do
dE\" " TgE " T qE ) chE\" "™ gE dE |

- (Onj - Gnh)Fnanh _!“ (lnf - )‘nh) Ghzg . Fnanh =0.

F P,

Dividendo ambo i membri per ché, e integrando rispetto a £ da 0 a &, si ha

1 dF ,.; . AF . \Te
CT%(FM G *——I’;u*gg*)} -

0

2 &
d v
— (an - Onh)/ Fnanh 6% + O‘nj - Anh)A/ Fnanh ch Edg = 07
[

0
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ma la parte integrata & nulla poicheé per § = §, si annullano F,;, F,,, mentre
per £ =0, se n & pari si annullano ancora F,;, P,,, e se n & dispari si
annullane le loro derivate. Segue percid

& £,
= ’ d
(DU O"lj - Anh)j Fnanh Gh E dE = (an - Cnh) fF”jF»lh a}% .

Analogamente, ricordando che le
Gnj; = sen 00,0, A,,) = sen® Og,, (8, A,))

soddisfano all’equazione differenziale (9), e osservando che queste funszioni
e le loro derivate rispetto a 6 si annullano per 6 =0 ¢ 6 = =, si deduce

(52) (GHJ nk)fGnanh (l,,} uh)-/ Gn;Gnk sen Qdﬂ

Moltiplicando membro a membro con la (51), dividendo poi per il prodotto
(Cpj — Cun)(hnj — Ann), 8i oftiene

g
f f PoiGoi + P sy — 5ig ) 460 =0, G-,
0 0

sen 0

che per la (49) non differisce dalla (50).

Caso di un ellissolde di piccola eccentricita.

8. Nel caso in cui la velocitd angolare w della massa fluida & sufficien-
temente piccola la sua figura ellissoidale differira poco da quella sferica,
1’eccentricita ¢ sard ciod molto piccola e la potremo considerare infinitesima.

Ora, essendo @, ¢ i semiassi dell’ellissoide rotondo (& > ¢) si ha

(53) yo=VZ—c*=ae

e posto

(54) p=7"och§

le (6) diventano

(55) r=psenb, z=Vp’— a’cosb
con

(656) ca<p=<a O0=80=<n

Sulla superficie dell’ ellissoide sard ¢ = a.
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Nelle coordinate p, 6, I’equazione (2), o se si vuole la (7), si trasforma
nella seguente

1 w3V . FV | a3V  cos 60V 217
(7) p’—¢’a’ sen®f %(p €a)8p + Fid + p % sen 038 +EV=0,

e di questa equazione occorre determinare soluzioni che si annullino per p =a.
Ponendo

(58) V=p¢senbt W
I’equazione precedente diventa
FW  23W ea’? oW 1 3 oW
2 RN —_— - — )
(69) (" — )( %° +t3 17 ap ) + e o sen 9 39 (senﬁ L ) +
+ L + Ep*—cea*sen* )| W =0,
e° sen2 0 o -

Se di questa ci proponiamo di trovare soluzione che siano il prodotto di una
funzione della sola p per una funzione della sola 6, serivendo

(60) W = W),

si hanno per la determinazione delle funzioni W(p), ®(6) le equazioni

2 awvr ela? AW e’a?
61) (0 — fad” a—-———k”)wzo
61) (¢ —ea )(d=+pdp)+p - ( - — Ko

1 d ao 1 222 2 _
(62) ——-ea-e(senﬂde>+(0—m——kea sen 6)(1?...0,
U ultima delle quali coincide con I’equazione (12), dove & A = a’c’k* e dove
C ® ancora costante arbitraria, da scegliere in modo che la ®(8) risulti perio-
dica di periodo 2w. Essa sard quindi la stessa di quella definita nel n°® 2.

Pere=0c C=nm+ 1) la (62) da ® = P{P(cosb), e la (61) diventa

d"l" 24T | [,, i+ L]y
) o +[k __.,.?_}q:_o,

la cui soluzione, regolare per p — 0, &
1
(64 W= 7 Turt o)

dove Jn4 & la funzione di BesseL di 12 specie e di ordine n—{—;

Per ¢ non®nullo la costante C sard funzione di k¥ e di &; cosl pure le
funzioni ®(8) a W(g) dipenderanno da k e da ¢. Immaginando queste qnantita
rappresentabili mediante serie di potenze di e, nell’ipotesi che ¢ sia suffi-
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cientemente piccolo, tale da poter trascurare i termini di ordine superiore
al primo in ¢, se si pone

® = @, = P{(cos §) + 'O,

(65)
=0 =0+ 0, con TP = \% Jutt (kp),
P
(66) C=mnn+1)4 CP,

si sostitnisce nelle equazioni (62) e (61), si tien conto delle equazioni cui
soddisfano la Pi:)(cos 0) e la Jn+%(kp), e si trascurano i termini di ordine
superiore al 10 in ¢ si hanno, per la determinazione delle funzioni ®®, WM, le
equazioni

1 d a®y 1
(67) sen B Eg(sen 8 ds ) + {n{n—!— h— sen®

O + (0% —Ka* sen’ 6P = 0,

Ty 2 ary n—l—l)
58 ST L S RS 5 b
) 3 de? + p dp +l
J&ETY 149 0V 1\ o
_w[dpz t e +(7_.P—2)w"]:0'

La (67) si pud scrivere

N doy 1 e D e .
1) gl —m G| +] [0 408 — Kt — PP =

(n = cos B),
e ricordando lo sviluppo (19) di (1 — )P% m) I’ equazione (67') diventa
d do; L W aWp)
) gl G|+ | | B+ ORI +

« 1 (1 1 :
R g (@n— DPEL— 220t DB + a4 HPLL) =0

dalla quale segue che la costante 0% avra il valore

@ _ 2n(n - 1) .
(70) "= G —Den 9

2

e la @ sara della forma

(71) oY = 4,P%., + B, PYL..

Sostituendo nella (49), e avendo riguardo all’equazione differenziale cui sod-
disfano le Pf}iz , P&, si ricavano per le costanti 4,, B,, i valori

n(n + 1) n(n + 1) ka?
220 + 1)(2n -+ 3)° 20%n — 1@2n+ 1) ’

(12) 4, = ka’, B,= —
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e pertanto si ha

— 2n(n + 1) 2 2.2

{73) 0,,_n(n+1)+(2n_1)(2n+3)kae
_ p@) 2oz Mm+ 1| PYm) PG o) ]
(14) @,(n) = Py'(n) + Ko’ . X 1|@n 3 ~ Bn— 1y

(1)

Sostituendo ora nella (68) in luogo di C’, il valore (70) e in luogo di T

valore -—1—_ Jn—i—§ (kp), essa divenia

Ve
Ty 2qrd a4+ 1] e -
75 R P Y =
7 dp“+pd9+{k ¢ }
n2+n—}
_ @ 1d 2nn + 1) 2% Juii(kp).
= e 3‘Edp+l<2w—1)<2n+3)‘"1]’“z+ T

Poiché dalle formule ricorrenti delle funzioni di BrssEL si ricava

190 g {Jn..a (ke) 4 J"”"‘g(kp)}

e dp 2"\ m—1 +(‘2n—— 1)(2n 43 Intilhe) — 2n+3)’
i _3 i Y Ty
i) = I In—Hke) n(kp) w(ke) }
Falke) = {< “DEn D “Den+9 T G Den+9
segue dalla (7D)
(1) (1) i
(76) Y e e
_ ok iy m—1nt1) . n(n + 2) .
= o G 5 D 0+ gD e 3 P |
e posto
(77) W = 7 3 [, T 3 (ko) + Buur 360

si ricavono per le costanti «,, B, i valori

— ez M —1)(n +1) R s nn + 2)
78 a=—a% 2@n — 1°2n + 1y’ Bo =o'k %2n + 1)(2n + 37"

Nell’ approssimazione stabilita risulta quindi

—otly e’a’k? n(n-|—2) m—1)(n+41) .
(19) T lo)=p u+2 (ko)+ Sont1) |@nt-3) Iyt ( 0) — Pn—1F Jn—.g(kP)} %
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Ricordando ora le posizioni (58) e (60), si hanno per la funzione V le
soluzioni

(80) V=V,=psend. ¥ (o) - D, (cosb) n,=1, 2, 3,..).

Per ciascuna di queste soluzioni la condizione al contorno diventa W (a)= 0,
ciod

1) Jurslhe) + g | B2 gy — EZDOED 5 sty = 0

che per ogni intero positivo » fornisce gli autovalori del parametro .
Poiché per e=0 la (81) si riduce alla

Jn+.2{(k(&) = O,

le cui radici sono ka = &,;, essendo le &,; gli zeri positivi in ordine crescente
della funzione J,i(8), per e =0 si pud porre nell’ approssimazione considerata

(82) bt = Euj + €;.

Sostituendo nella (81), e ftrascurando al solito i termini di ordine superiore
al 10 in €% si ricava

(83) Eni [ n(n+ 2

i — n—1)n41)
M T 2R 4 DT Gl @n + B

Ty 3En)— ¢ w36

T Cm—1)
e pertanto gli autovalori approssimati di % sono

(84) kn;‘ = (Eﬂg‘ + EZ’?ng‘)/a-

Nel caso counsiderato il problema risulta percid completamente risolto.




