
Figure ellissoidali di equilibrio relativo magneto 
idrodinamico di masse fluids elettricamente conduttrici 

uniformem~nte rotanti  e gravitanti. 

Nora di CA.TALDO AG(}STINELLI (a Torino) 

A ~ iovann i  Sansone par il  suo 700 compleanno. 

Sunto.  - Si  eonsidera una  elasse di sotuzioni  staziona~,ie dells equazioni delia magneto 
idrodinamica  che danno luogo, per u~a  massa  fluida elettricamente eo~duttrice~ uni[or. 
memsnte  ~'otante e gravitante,  a figure ellissoidali rotonde. S i  s tudia in  particolar6 il  
caso di un  ellissoide lentamente rotante e quindi  di eccentricit~ molto piccola, 

INTRODUZIONE 

1. In una nora pubbl ieata  nel Bollettino del l 'U.  M. I. (1), eonsiderando 
una ruassa f luida incompressibile di conduttivith elet tr ica infinita, uniforme- 
mente rotante  intorno a un asse bar ieentrale  0z e soggetta alla propria 
gravitazione, ho segnalato alcuni casi notevoli in eui per  la massa fluida sono 
possibili  f igure eltissoidali rotonde intorno all' asse di rotazione. 

Dopo aver dimostrato she il campo magnetieo interno deve essere neees- 
sar iamente simmetrieo rispetto a l l ' asse  di rotazione Oz, con riferimento a 
coordinate eilindriche r, ~, z, ho osservato she, se si indicano con H~, Hv, H ,  le 
eomponenti  del eampo magnetico, un primo case notevole si ha per 

I ~ V  1 3 V  
{1) H ~ : - -  r ~-~, H~:---r ~r '  r H ~ : k V ,  

con k costante, e V funzione di r, z soltanto, soddisfaeente a l l 'equazione 

(2) r ~  ~ + ~ + k ' v = 0 ,  

con la eondizione she la V si annulli  al contorno ellissoidale, she eio~ al 
contorno la components  normale del campo magnetieo sia nulla. 

La distribuzione della pressione p in ogni punto inferno alla massa fluida 
era indipendente dalla distribuzione del eampo magnetieo ed ~ fornita dal- 

(l) C. AGOSTINELLI, Sull 'equil ibrio relativo magneto idrodinamieo d4 masse fluids elet. 
tr icamente conduttrici  u~ifo~'meme~te ro tant i  e gravi tant i ,  ,Bo l l e t t i no  del la  U.  M. I . , ,  Se r ie  
III~ anno XIV~ n. 1, marzo 1959. 
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194 C. AGOSTINELLI : Figure ellissoidali di equilibrio relativo magneto, ece. 

1' in tegra le  

P U -  1 (02r 2 ~2 (3) Fo ~ --  costante,  ( r~- ---- -4- Y~b 

essendo ~o la densi t~  (costante) del f luido,  to la velocit~ angola re  cos tante  di 
rotazione,  ed U il potenziale  newton iano  delle forze di m u t u a  a t t raz ione  delle 
par t ice l le  f luide.  

Un secondo caso notevole  si aveva ponendo H~ --  0. L a  funzione  V doveva 
a l lora  soddisfare  a l l ' equaz ione  

~ (~ ~V) ~ V  r~ (h+h~V), (4) 

dove h ed h~ sono eostant i ,  con la condizione ancora  che la V si annul l i  al  
eon torno  ell issoidale,  e la  press ione  p era da ta  d a l l ' i n t e g r a l e  

(5) P U--  l ~ r  ~ ~ (h V + l ) ~o ~ + ~ ~ h~V ~ = costante,  

essendo ~ la permeabiliti~ magne t i ea  (costante) del mezzo. Dal la  ( 5 ) r i s u l t a  
mani fes to  che, annu l l andos i  la V al  eontorno,  sono possibil i  per  la  massa  
f lu ida  f igure  el l issoida]i  rotonde.  

In  ques ta  nora mi propongo era  di de t e rmina re  la funzione V, con le 
condizioni  assegnate ,  nel pr imo easo, r inv iando  ad al tro lavoro lo studio del 

seeondo caso (~). 

R i d u z l o n e  de l  prob lema .  

2. I n d i c a n d o  con a, o i semiass i  de l l ' e l l i s so ide  rotondo occupato dal la  
massa  f lu ida  (c < a), con r i f e r imento  a coordina te  e l l i t t iche  ~, 0, poniamo 

(6) r = Yo ch ~ sen O, z --  To sh ~ cos O, 

dove To ~ V ~ -  c2), ~ l a  semid is tanza  locale  degli  ell issoidi omofocal i  ~ --  cost. 
L ' a r g o m e n t o  0 var ie rh  f ra  zero e 7:: 

0 ~_ 0 ~ r:, 
e posto 

ch ~o --  a/To, sh ~o -" O/?o, 

al contorno sar'~ ~ -  ~o, e n e l F i n t e r n o  de l l ' e l l i s so ide  sari~ 

In  ogni piano mer id iano  le l inee ~ ~ cost., sono ovviamente  ellissi omofocali .  

(~) Quosto seeondo caso, per  ht~--O, ~ stato eonsiderato da l l 'Au tore  nel la  sua nora :  
Su di una class~ notevole di figur~ etlissoidetli rotonde di masse fluide magnetoidrodinamiche 
uniformemente rotanti e gravitanti (¢ Att i  della A.ccademia deIle Sclenze di Torino ,,, vol. 93, 

1958-59). 
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In  questo s is tema di coordinate,  ponendo por brevit~ 

= + ' 

r isul ta  

V~V--Tg(eh"~--sen"0)[3~" -~6~--\-~ eh~  + 30 s~-O]] 

e 1' equazione (2) d iventa  

3~V 3~V s h ~ 3 V  cos0  3V 
(7) 3~"̀  "]- 30" eh~  3~ sen0 30 + k(ch2~--sen2 0)V-" 0' 0" = Y~k~)" 

Di questa  equazione vanno de te rmina te  autosoluzioni  ehe si annul lano  
per  ~ - -~o .  Esse si ot tengono faci lmente eel cri terio della separazione della 
variabil i  ponendo 

(8) v = a(0). 

Si deducono cosl per  G e d  F l e  equazioni 

d2G cos 0 dG 
(9) dO 2 sen 0 dO + (C - -  k sen 20)G = . 0  

d~F sh ~ dE 
(10) d~ '~ eh ~ d~ (C --  kch~)F = O, 

con C eostante arbitraria ,  ehe va de te rmina ta  in mode c h e l a  G risult i  fun.  
zione periodica di 0 di periodo 27:. 

Ponendo  

(11) G(O) = sen 0~(0) 

la (9) diventa  

(12) 1 d (  deg) ( 1 ) 
sen0  dO s e n 0 ~  + C kse~  20 d 9 = 0 .  sen 2 0 

ehe si pub scrivere 

~)d20 d~  [ 1 ] 
(12') (1 - -  ~ ~-~ - -  2,j ~ + C 1 - -  ~2 X(1 - -  ~2) ¢ __ 0, (~ = cos 0). 

0ra,  per  k = 0, si hanno soluzioni periodiche di periodo 2u, ponendo 
C = n(n + 1), con n intero positive, avendosi  in tal case ¢9 = P~)(~), t he  
la fanzione di FEI~I~EI~S di indice 1 associata all' n m° pol inomio di LEGENDRE 

• Ind ieheremo con ~ la funzione • soddisfaeente alia 

(12) ehe per  k = 0 si r iduee alla P~). Essa si pub de te rminare  con un proee- 
dimento analogo a quello con cui vengono trovate le soluzioni de l l ' equazione  
di MATHIEC e la eh iameremo pereib funzione sferiea del tipo di Mathieu 
d' ordine n . 
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Supponendo allora la C sviluppabile in serie di potenze di ~, e eosi pure 
la (I), porremo 

(I~) c = Ca = n (n + I)+ ~ e~>), • 
I 

:t 

Sostituendo nella (12')in luogo di C e (I), i valori di C, e 0,,, espressi formal. 
monte dalle (13)o (14), e uguagliando a zero i eooffieienti delle successive 
potenze di l ,  si ottiene 

d(I)~) [n(n -]- 1) 1 ]O~) (~) 2 (1) a'~(2 2~ + + [ca --  (1-~)]P,,  =o  (15) ( 1 - - n  2) d~'  ~ 1 - - ~  -~ 

d2O~ ) dope' [ 1 ]( i)~)+ Cq')p(~)-5 
(16) (1 - -n ' )  dn, - - 2 n ~ +  n ( n + l ) - - l _ ~ ] 2  a ,, 

k-~ ,,(a)O(k-~ __ (1 - -  ~)(I)~ -~) O, (k = 2, 3, 4, ...), 
1 

le quali permettoranno di ricavare sueeessivamente le costanti C~ ), C~ ), C~ ), ... 
e le funzioni ~ ) ,  0~), ,~(8) 

C a l c o l o  d e l l e  f u n z l o n i  ~ .  e d e l l e  c o s t a n t i  Ca. 

3. 0sserviamo ehe dalle formule ricorrenfi 
si rieava 

(17) 
con 

(is) 

dei polinomi di LEGEI~DRE 

D(1) _(1) u(1) _(~) n(1) __ _(a> D(*) 
(I -- ~') ~a+a -- ~a+a ~a+~+2 + ~a+a r~-a n ~ ~.+h ~a+~-2 

a(•) (n --~ h)(n -{- h -}- 1) _(~) 2(n + h)(n + h 'b  1) . 
,+h - - - ( 2 n + 2 h T 1 ) ( 2 n + 2 h - { - 3 ) '  ~"+~ - -  ( 2 ~ ( ~ - + - 2 - h T c 3 )  ' 

a(~_a _ __ (n -{- h) (n + h -{- 1) 
(2n -]- 2h - -  1) (2n -]- 2h + 1) ' 

In particolare per h -  0 si ha 

(19) 

c o n  

(90) 

O~(n 1) - - -  

(h - -  O, 1, 2, ...). 

n(n + 1) ~(~> = 2n(n + 1) 
(2n + 1) (2n + 3)' (2n - -  1) (2n + 3) ' 

a~ ) = _ n(n + 1) 
( 2 n -  1) (2n + 1)' 
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ed ~ da r i eo rdare  t h e  ~ p~l)__ 0. L ' e q u a z i o n e  (15) d iven ta  per tan to  

d ~  ) d(I)~) ( 1 ] ~ ) ~ _ _  
(21) (I - ~) d~ 2~ -~- + n(n + I) I -- ~ 

-- ~(~) P(1) r~(~)~/)(~) ~(a) ]o(~) 
-- ~ V~t $-/-. ° 

io(x) Trasou rando  l ' i n t eg ra l e  de l l ' equaz ione  omogenea  t h e  /~ ~., del qaa le  si /~ 
gi/~ tenuto  conto nel la  (14), si deduce  t h e  sark 

(22) C~) __ ~z) __ 2n(n q- 1) 
(2n - -  1) (2n + 3) 

e q)~) sa ra  de l la  f o rma  

~(i) D(1) a(i) ]o(1) (~3) a)~) = ~ . 1 - . + ~  + .~ ,_  . _ ~ .  

Sos~ituendo ne l la  (21) e t enendo  eonto dell '  equaz ione  d i f fe renz ia le  eui  soddi- 
sfano le funzioni  P(~-2, P(~).-~, si r i cava  

(24) 
'~ - -  - -  2(--2n -b 3) = 2(2n q- 1)(2n -[- 3 f  

a(1) ~(~) n(n q- 1) 
2(2n - -  1) ~ 2(2n - -  i) ~ (2n -b 1)'  

P e r  k = 2 1' equaz ione  (16) d iven ta  

2~ + n(n + 1) (25) (i --~2) dB ~ 
1 

I- E~] ¢~)+ 

Avendo r iguardo  al la  (17) e tenendo conto del  valore  (23) del la  funzione  ,~(1) si 
o t t iene  

(26) (1 ~ ) O ~  ) ~(1) D(~) ~1) p(~) ~(~) D(~) ~(,) p(1) ~(~) ..(~) 

con 

(27} 

• ( 1 )  _(1) ~(~) n(n + 1) (n + 2) (n + 3) 
n~ = ~.1 • ~,,+2 = - -  2(2n + 1)(2n + 3)2 (2n + 5)(2n + 7) 

~(~) _(1) (.~! n(n + 1)(n -k 2)(n -k 3) 
.2 ~ ~,~1 • a.~-2 - -  (2n ~ 1)(2n q- 3) a (2n T 7) 

.8--~,,1 - . + . , ~ a . =  a,,_,;-- - 2 ( 2 n +  1) [2n-k-3)-(2n q- 5) --  ( 2 ~ 3 ) ]  

~(~) _(~) ~(~) (n - -  2)(n - -  1)n(n -k 1) 
. 4  - - - "  ( £ ' . 2 ~ - - 2  ~ - -  ( 2 n -  5 ) ( 2 n -  1) a (2n -k l) 

~(~) _a) _(3) _ ( n - -  2 ) ( n - -  1 ) n ( n  q- 1) 
.5 = ~,,~. ~,,-~ - -  2(2n - -  5)(2n - -  3)(2n - -  1)~ (2n q- 1)" 
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L' equazione (25) diventa percib 

d2 (I)~) dO~ ~) [ 1 10~) B(1)lp(l) 2 7  + .(. + i) - + [0(2) -- -- (~8) (i - , f )  d~" ~ ~ _  ,+~j ..2., . - 

~(1) D(1) f t ( t )  _(ih D(~) /~.(1) .(z) 1 i:)(i) q(1) p(:L) "+, ~.+, + [ ~  + ~..+ ~ . _ ,  - -  - v .  ,.,,,.,.j + . + .  + [ t ~ -  - -  "JtPl,  t ~ ' + 2 J  "L " + - - 2  , 

dalla quale, trascurando al solito la soluzione 
deduce 

(29) 0(,,2 ) - -  ~'~) 

dell' equazione omogenea, si 

e 

(3o) ¢ ~ ) =  ++.i +- "++, + + ++.+-'+-2 + ++., ~ ' + - ,  

con 

(3i) 

a(1) R(1) (~(i) _(1) 
(2) p '+ l  a(2) g ' + 2 -  v ' +  t t '+ t  

a . 1  ---- ,+3 ~ - -  4(2n + 5)' 2(2~ + 3) 

.(2) p.4 - .-.. ,~,'.~ ,,.(2) I'-~ 
"'++ = 2(2n - -  1) ~+'++ -- 4(9n : -  3)" 

Per k : 3 I' equazione (16) porge 

(3~) ( 1 - n  2) dV  -- - - ~ - +  n ( ~ + X )  

R i s u l t a  

I - -  V'+ ~¢'+ - -  - -  • 

(:~a) 

con 

t34) 

(1 = =(2) m(2) 0(I)  ~(2) p(1) a(2) o(1) =(2)/)(1) - -  "~ ),~'+ - -  ~ , , - - - - + ~  + v'+,. "++~ - F  v'+, ' -  , ,+~ - F  v, , ,  + 

R(=) p(1) m(2) pO) _L R(=) p~)_+ -J- p,n~ - - ~  "J- r-o . - 4  T r - 7  

o(~) _(2) _(I) • R(2) _(2) _(2) _(2) ~(I) 
+ f '@~l 

R(~) ,,~(';') _(S) (2) _('~) R(2) .(~,) C((a ) ,,.(,.,) ~(Z) • 

~(~) .(@ (2) _ ,.,(~). (0 R(2) ,,(2) (.) ^ _(2) ~(@ 
.~  = ~ ' - ,  " = - - ~  - I -  ' ~ ' + ~ ' + - ,  ; r'+o : '~-~ = . - ~  " k  (*'+, ~ - - ,  ; 

~(2) <2)++~) . 
" + ?  - - "  a ' + 4  - - 2  ,', 

e pertanto l 'equazione (32) diventa 

(35) ( 1 - ~ , )  d,+ - ~ -  
[ (a) [/~(a) R(s)I/:)(1) 

1 - -  ~ ' ~ j " "  q -  t ' - ' -  -- ~"+'J '~" = 

_ _ ~ .  ~ . ~  "++~ + [ ~ -  . . ~ - -  ~ .  ~ . ~ j  ~ , , + ~  + 

7 L- [ ~ /  P(Z)"(~') /~'(2)"~(I)I P ~ L 2  -~" L r "6  - -  " n  l"~'4J J -n - -4  T i"n~' -- " , - , .  ~ , . s - -  , - , .  ,~.2j rR(s) ~(z) , (~) l  l o0 )  ± R(s) P ~ )  6 
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Si  o t t i ene  qu ind i  

(36) 

(37) 

essendo 

(3s) 

O~ ) -- R(s) 

a~) p(~) .(s) ~(~) mJ. ~) - -  ~.~ ~.+~ + a., 

.(a) i>(1) .(a) ~:)(1) 
--~ ~.~ J- .-:t --~ ~.~._._~ 

OJs) •(2) .i h ( s )  

6 ( 2 n + 7  ; ~-2 = 

• ( • )  ~(I),,(2) 

4(2n + 5) 

~(2) ~(I)..(2) ~.(2),(,) ; a ~ ] = - -  v " " -  ~ .  ~ , . . - -  , , .  ~..~ 
9(~. + 3) 

. ( a )  e ' n 5 -  ~ ' .  t * . a  - -  . ( a )  r 'ne - -  , ~ ' .  , ~ . 4 .  _ ( a )  r " ~  

~ " ' =  2 ( 2 n +  1) ; ~"~----- 4(2-n--3-) ' ' ~ ' - -  6 ( 2 n - - 5 ) "  

Cost con t inuando  si o t t e n g o n o , s u c c e s s i v a m e n t e  i valori  del le  cos tant i  C~ ) e 
del le  funzioni  +~),  e q u i a d i  le (13) e (14) forniscono,  per  ogni in tero  pos i t ivo  n 
i valor i  di Cn e 0 . .  Si r i conosce  fac i lmen te  che le funzioni  (I).(v]) sono fun- 
zioni d ispar i ,  o p p u r e  funzioni  par i  di ~ ,  secondoch~ n i~ par i  o p p u r e  dispar i .  

In  par t i eo la re  per  n = 1, si ha 

0~1)= 4 +i" ~ vi" ~ ,  - -  ; 

5 7' 5-c-9 ~ + ~  ; 

c~.)_ s +i+_ 1 4 
- - -  3.5--~.-~, , , P( /)+ - - 5 . 7 " . 9 . 1 1 . 1 3  . • 3"5 ~ 7 ~ 13 

31 p~. 
P ~ ) +  3 . 5 ' . 7 ' . 1 1  

U O D @ I Q Q J O ~ O @ @ ~ O S ~ @ ~ @ ~ Q ~ O m 0 0 ~ O  

o qu ind i  

4 4 k: - 8 
A = i .  2 + 5 x - 5"--H7 3.5'----~ i" + ... 

+ ) ' " [ 5  

X p i  , x ~ [ l p . )  ~ ] 

1 p~, 4 .~, al ] 
• 7 ~ - 9 ' . I I .  13 + 3 . 5  4 .7".13 +3.5".7".11 P(a*) +"" 
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P e r  n ---- 2 : 
3 p(4~> 

5 . 7 2  

C'~+= 

-7 6 p~> C~2) _<2) 1 p~ )  + 7 • ; 
- -  3 3, (P~ - - 3 . 7 Z . 9 . 1 1  5 -  . 11  

8 0~3)_ 1 4 p~z) 271 p~X) 
3.7~.11; 5 . 7 . 9 2 . 1 1 z . 1 3  P(8~)-} - 5 .7 , .9~ .11  - -  7 e . 9 . 1 1 . 1 3  ; 

~ Q $ O t Q D I $ ~ t ~ O Q g Q O @ D Q ~ I $ 1 ° g  

e qu ind i  

P e r  n - - 3 :  

4 4 )~ 8 )~ + . . .  
C~- = 2 " 3 + ~] X - -  3.7----~ 3 . 7 5 . t l  

+~ = p<:) + ),+(:) + x:+? ) x~+i ~) + ... 

---- ' - - 3 . 7 . 9  5~..7 

c(:) = s. 9 5 5. 4 4 ,<1). 
5 ~ 9 ~ i  ' 7 . 9 . 1 1 2 . 1 3  7 .98.13 5%7 ~1  , 

e pe rc ib  

C~- -  3 . 4 - I -  
8 -  19 )2 + 

X + 52 . 92 . 11 "" 

¢o = P f )  + z+(2 + .~2+?> + ... 

4. Si possono o t t ene re  soluzioni  d e l l ' e q u a z i o n e  (12') espresse  median t~  
ser ie  di po tenze  di ~ = cos O, u n i f o r m e m e n t e  convergen t i ,  nel  modo seguen te  : 

P o n e n d o  

(39) 

que l l '  equaz ione  d iven ta  

(40~ (1 - -  ~ )  d~"  
d~ 2 

d~.  [ 0 .  - -  2 - -  X(1 - -  ~ ) ] ~ . - -  O, 

dove al posto  di C~ va  messo il va lore  ca lcola to  nel  modo t h e  si ~ visto 
nel  n ° p receden te ,  a f f inch~ la so luz ione  che  si ce rca  sia, r i spe t to  a O, perio- 

dica di pe r iodo  2r:. 
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Per  n pari, per  quanto  si /~ osservato nel n ° 3 la ~,, sark una  funzione 
dispari  di ~. Quindi  per  n pari  porremo 

c o  

A 3 , , .  (41) ~ )  = A,,17 + .27 + A,,,87 ~ + = ~Ik A,,~,72k-~ 
,,t 

e sost i tuendo nel la  (40) si hanno,  per  la de terminazione  delle eostanti  An, 
le formule  r icorrent i  

~42) 

A..~ 6 + X - -  C. A.x 
= 2 . 3  

A,,. ~+~ = [2k(2k + 1) + ). -- C,] A,,~ - -  XA,,, ~_x 
2k(2k + l) , (k = 2, 3, 4, ...). 

Pe r  n dispari  inveee le ~,, dovranno r isul tare  funzioni  pari  di 7 e per- 
remo pereib 

(43) ~o~ )-= B.o + B,,I~' + B, ,~ ~ + ... --  ~ B,,kT'k ; 
o 

per  le costanti  B,,k si r icavano le formule  r icorrent i  

B,,1 )' + 2 - -  C, B,,o 
= 2 

(44) 
[2(k + 1)(2k + 1) + ). - -  C,,]B,,k - -  ),B,,,k-~ 

B., ,+~ = 2(k + 1) (2k -4- 1) (k - -  1, 2, 3, ...), 

Si r iconosce faci lmente  ehe le serie (41) e (43), ehe rappresentano  le funzioni 
¢p~), ~ ) ,  sono eonvergent i  essendo ~ = cos 0, in valore assoluto minore  di 1. 
Invero si t rat ta  di serie di pdtenze del tipo 

ao + a~ vc + a2~ 2 + ... + a,xS + ... 

con Ix l <  1, in eui tre eoeffieienti  eonseeutivi  sono legati da una  relazione 
della  forma 

as+l = asas + ~#s-1 

nel la  quale  ~, tende a zero eel ereseere indefini te  dell ' indiee s, mentre  a, 
tende  al l imite 1. Questo b suffieiente per  af fermare  ehe quel le  serie eonvergono. 

P r o p r i e t / t  d e l l e  f u n z l o n !  q~,,. 

5. Pe r  le funzioni  q~,~ sussistono le seguent i  proprietor che sono analoghe 
a quel le  che si hanno per  le funzioni di MA~mEU: 

Ciaseuna delle equazioni ¢9~(~)~ O, ( n - - 1 ,  2, 3, ...), non pub avere una  
radiee doppia. Invero,  se ammet tesse  una  radice doppia  7 - - 7 0 ,  in questo 

dO,, punto  dovrebbero annul lars i  s imul taneamente  ~,,(7) e - ~  , e da l l ' equazione  

Annali dl Matematica 
~6 
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differenziale (12') (ore si ponga ~P ~ ~)~, e C ~-C~), si avrebbe che per ~ ~ ~o 
d2(I)~ 

si annul lerebbe anche - d ~ .  Derivando successivamente rispetto a ~ la detta 

equazione, si deduce che per ~ ~ ~o dovrebbero annul lars i  tutte le derivate, 
cib ehe b impossibile. 

Segue che due radici reali della ~,,(~, t) ~ 0, per una variazione continua 
del parametro I non possono diventare immaginarie. Infatti ,  se si considera 
il d iagramma cartesiano della funzione y--(I),~(~), quelle due radiei sono 
ascisse di due punti  di intersezione della eurva con l 'asse  ~ Affinch~ col 
var iare  continuo di ), quelle due intersezioni reali  diventino immagin£rie,  
occorre the  per un certo valore di ). le due intersezioni coincidano e i l  dia- 
gramma diventi tangente al l 'asse ~ ;  cio~ che le radici coincidano ; ma questo 
si b visto che ~ impossibile. 

[l numero degli zeri di cb~ (cos ~), )~) compresi f ra  0 e ~: ~ indipendenle dal 
valore del l~arametro )~. Invero una radice non pub uscire dai limiti 0, r: per  
la variazione di ),. Pe r  esempi% poichb la (I),~ (cos 0, )~) - -  sen 0 • ~ (cos 0, I), 
si annul la  per 0 ~ 0, se una  radice dapprima positiva diventasse negativa essa 
passerebbe per il valore zero; si avrebbe dunque una radice doppia, cib the  
b impossibile. Ora per  ).--~ 0 la qb,~(cos 0, )~) si r iduce alla P(~)(cos 0)~---- 

~P,~(cos0) ehe si annul la  n - -  1 volte fra 0 e re. Dunque :  qualunque sia 

)., la ~9,(cosO, I) ha n - - 1  radici comprese fra 0 e 7~ (oltre ad annullarsi  
agli estremi). 

L e  f u n z l o n i  a s s o c i a t e  a l l e  G,~ ~ ~ ,  (cos 0). sen 0. 

6. Ponendo ora nel l 'equazione (10) in luogo di C il valore C,, definito 
dalla (13), e che compete alla funzione G, - -  (I), (cos 0). sen 0, si ha 

(45) 
d2F~ sh ~ dF,  
d~ ~ eh ~ d~ 

(C, - -  i eh ~ ~)F, --- 0, 

la quale definisee la funzione F~(~), associata alla G,,(0). Poich~ ques t 'u l t ima 

equazione si ottiene dalla (9) cambiando G~ in F~ e 6 in ~ - -  i~ si ha senz' al- 

tro, a meno di un fattore costante arbitrario 

(~6) F,~(~) : i n+~ ch ~. (I),~(i sh ~) - -  i "-~ ch ~ ~ • ?.(i sh ~), 

che r isul ta  una funzione reale sia per n pari che per n dispari, come si 
riconosce facimente r icordando ehe per n pari la funzione q5(~) 8 una fun- 
zione dispari di ~, mentre  per n dispari 6 una funzione pari. 
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Della (7) avremo allora da considerare solu~ioni della forma 

(47) V,(~, O, ),)= A,,F~,(~, ),). G,,(O. ),), 

essendo F,, e G,~ funzioni associate ed A,, costante arbitraria.  La condizione 
riohiesta c h e l a  V~ si annull i  al contorno, cio~ per ~---~o, diventa 

(48) ~,(~o, ~) - -  0. 

Questa, eonsiderata come equa~ione in ),, ba infinite radici positive e si 
hanno cosi, per ogni intero n infiniti autovalori del parametro ), ehe indi- 
eheremo con )~,~, e corrispondentemente infinite autofun~,ioni F.~({, ),,t). Le 
corrispondenti  fnnzioni G~(0, ).) le indicheremo con G.~(0, X..) --= sen 0. (I).~(0,).,,~). 
Facendo il prodotto 

(49) V,,~(~, O, ) , .~) -  F,~(~, ),,,~)G,,~(0, ),,,~), 

si hanno infinite soluzioni V,,~ della (7) che si annullano per ~ = {o, soddi- 
sfacenti ciob alla condizione Hchiesta. 

Relazione di ortogonalita. 

7. Le soluzioni trovate soddisfano alla seguente relazione di ortogonalith 

~.0 r¢ 

t50) ~f f V.j(~, 0, )..j)V.h(~, 0, )~,,~) ch*~--oh ~ senSen200 d~dO----O, per j : t :h .  

o 0 

Invero le funzioni F . j ,  F .~ soddisfano entrambe all' equazione differenziale 
(45) dove in luogo di )~, C,,, si pongano una volta ).,,j, C,,j--n(n-t-1)-l- 

-1-Ek ~n w, e nan seconda volta )~.h, C,,~; Nol~iplicand6 la pr ima delle 
1 

equazioni che cosi si ottengono per F.a, la seconda per F,,j ,  e sottraendo 
quindi membro a membro si deduce 

d [F, dF.~ F,, dF.h'~ sit ~ [ dF.~ dF.h~ 
k ) - -  - -  - a T  ] - 

-- (C.j - C,,~)F.jF.h 

Dividendo ambo i membri  per ch 

1 ( F . ~ - -  

d[ _'k,.,)f - - ( C , , ~  - -  C.~) f F,,jF,,~ ch-~ + ()'.l 
0 0 

÷ ()'.~ - -  )'.h) eh~ ~" F . j F . ~  --- 0. 

~, e integrando rispetto a ~ da 0 a ~o, si ha 

~o 
F.jF, ,~ ch ~ d~ --- 0 ; 
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ma la par te  in tegra ta /~  nu l la  poieh6 per  ~--~ ~o si annu l l ano  F . j ,  F.a ,  ment re  
per  ~ - - 0 ,  s e n  ~ par i  si annu l l ano  ancora  F . j ,  F .h ,  e s e n  6 d ispar i  si 
annu l l ano  le lore  der iva te .  Segue  perc ib  

(5I} (k,q - -  k,,~) F.~F,,~ cb ~ d~ = (C.~ - -  C.h) F,qF,,h ch ~ " 

0 0 

Analogamente ,  r i eo rdando  t h e  le 

G, j  = sen O(I).q(O, k,~) - -  sen ~ O¢~,,j(O, k,,j) 

soddis fano  a l i ' e q u a z i o n e  d i f fe renz ia le  (9), e osservando  che ques te  funzioni  
e le lore  de r iva te  r i spe t to  a 0 si annu l l ano  per  0 -  0 e 0 - - %  si d e d u c e  

/ f 1521 (O.j - -  C,,h) G.jG.h dO = (X,,j--).,,~) G.jG,m sen 0d0. 
sen 0 

0 o 

Molt ip l icando m e m b r o  a m e m b r o  con la (5t), d iv idendo  poi per  il prodoi to  
(C.  i - -  Cna)()..j - -  k.a), si o t t iene  

( eh ~ sen O\ d 
f f F . j G . j ' F . h G , , ~ , ~ - ~ n "  0 ~h-~) ~ d 0 = 0  , (j : t :  h), 

o 0 

ehe per  la (49) non d i f fer i see  da l la  (50). 

Oaso d l  u n  e l l i s s o l d e  d l  p l c c o l a  e c c e n t r l c l t i t .  

8. ~ e l  case  in cui  la ve loei t~  angola re  to del la  massa  f lu ida  /~ suff icien-  
t emen te  p iccola  la  sua  f igura  e l l i ssoidale  differir/ l  poco da  que l la  sferica,  
l 'eccentr ic i t /~  ~ sar/~ cio6 mol to  p iceo la  e la po t remo cons ide ra re  inf in i tes ima.  

Ora, essendo  a, o i semiass i  de l l ' e l l i s so ide  ro tondo (a > c) si ha 

(53) 

e posto  

(54) ~ =- Yo ch 

le (6) d iven tano  

(55) 

c o n  

(56) ~a ~ ~ < a, 0 <-- 0 "< "a. 

Sul la  suoe r f i e i e  de l l ' e l l i s so ide  sar/~ ~ = a. 

r = ~ sen 0, z = V~ ~ - a~s ~ cos 0 
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l~elle coordinate p, O, l 'equazione (2), o so si vuole la (7), si trasforma 
nel la  seguente 

1 i ~ o ~ ~ V  ~sV ~aS~V cos O~V 1 
(57) ~ - -  ~a" sen s 0 - ~  ~ f~ ~p sen t (~ - ~-a ) + + ~ ~ ~ + ~ v  = o, 

e di questa equazione occorre determinare  soluzioni the  si annull ino per p = a. 
Ponendo 

( ~ W  23W)  ¢2a~3W 1 ~ ( ~t~) 

[~'a ~ 1 ] 
q- ~z sen 2 O -}- k~(pz - -  e a s sen -~ 0) W --  0. 

Se di qaesta ci proponiamo di grovare soluzione che siano il prodog$o di una 
funzione della sola p per una  funzione delia sola 0, scrivendo 

(60) W = W(~}(I)(0), 

si hann0 per la determinazione delle funzioni W(~), (I)(0) le equazioni 

~2a') ( d2~ dlF ~2a2 dlr C 03 ksO ~ ~ = 0 
(61) ( ~ s  \-3~rp ~ + -d~ + p d~ 

(62) 1 d (  d e )  ( 1 k'¢2a2 sen~ 0) (1) 0, 
senOd0 s e n O ~  -+- C sen"0 

l' ul t ima delle quali coincide con 1' equazione (12), dove 6 k - "  a~¢2k ~, e dove 
G 6 anoora costaute arbitraria,  da soog[iore in mode cho la ~(0) risulti  perio- 
dica di periodo 2~. Essa sar~ quindi la stessa di quella definita nel n ° 2. 

Per  ~ : 0 e C --  n (n -{- 1) la (62) d~t • --  P~)(cos 0), e la (61) diventa 

(63, d~tF 2 d ~  f n(n + 1)1 tF = 0, 
d~ ~ + ~-d-~ + k~ p~ 

la cui soluzione, regolare per p--* 0, 

1 
t64) ~ = ~ J.+_~ (kp), 

1 
dove J,~_-~ ~ la funzione di BESSEL di I a specie e di ordine n-{--~. 

Per  ~ non~nul lo  la costante C sarh funzione di k e di ~; cosi pure le 
funzioni ~(O) a W(~) dipenderanno da k e da ¢. lmmaginando queste qnantitk 
rappresentabili  mediante serie di potenze di ~-~, nell '  ipotesi the  ~ sia suffi- 

V = p s e n O  W (58) 
l 'equazione precedente diventa 
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cientemente piccolo, tale da poter trascurare i 
al primo in z2, se si pone 

• = 0 , ,  = P ~ ( c o s  O) + s : ' ¢~ ) ,  
( 6 5 )  

qs = ~ .  = ~o> + ~ > ,  con ~ 2  ) 

termini di ordine superiore 

1 
-- =-: J,+~ (kp), 

Vp 

e ricordando lo sviluppo (19) di ( 1 -  N2)p$.)(N), F equazione (67') diventa 

-}- k~a~ n(n -I- 1) ~,t)(~) _ 2(2n + I)P~ ) -[- (2n+3)P~)--2] : 0 
(2n -- 1) (2n -}- t) (2n --}- 3) [(2n - -  ~j~+2 

dalla quale segue c h e l a  costante C(~ 1) avr~ il valore 

(70) C(~ ) _ 2n(n "I- 1) k~a~ 
- -  ( 2 n  - -  1)(2n -}- 3) 

d:)h-) e la --,, sari~ della forma 
D(~) /.~ ]D(I) (71) e~  ) = ~,,~.+~ + - . ~ . - ~ ,  • 

Sosfituendo nella (49), e avendo riguardo all ' .equazione differenziale cut sod- 
disfano le P(~-~2, p¢1),~_2, si ricavano per le costanti A. ,  B,~, i valori 

n(n -{- 1) n(n -{- 1) /e2a z 
(72) A, : 2 ( 2 n +  1 ) ( 2 n + 3 )  ~k~a~' B . =  - -  2 ( 2 n _ 1 ) ~ ( 2 n +  1).~ , 

1 1¢2) + [02) k~a,(1- ~')]P[')(-,~) = o, 
1--~:  / • , _ - -  

(~ : cos O), 

d~ 

La (67) si pub serivere 

(i) d dO~ 1 
! 

-}- I n(n -1-- i )  (67') ~ ( ( 1 -  ~.) -g~-- l 
I 

(66) C --  n(n.-F 1) -1- ~C(~), 

si sostituisee helle equazioni (62) e (61), si tien conto delle equazioni cut 
soddisfano la P~)(cos 0) e la J.+~(kp), e si trascurano i termini di ordine 
superiore al 1 ° in z ~, si hanno, per la determinazione detle funzioni ~(~), W¢~), le 
equazioni 

(67} 1 d (  d ~ )  t [ 1 ]@~) 0)P~ ) 0, sen 0 d-0 sen 0 ---d-~] -Jr- n(n --~ 1) sen~ 0 --}- (G~} - -  k~aZ sen2 --- 

'd~W~ 1) 2dlV(~l) [ n(n + 1) f 
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e pertanto si ha 

(73) 
2n(n + 1) 

O, = n(n + 1) + (2n - -  1) (2n + 3) 
k~a2¢ z 

(74) (I),,(~) = ~'#)(~) + ~'a~ ~ n(n + i I P~)+,(~) P~%(,~) ] ".~(~ + l [ ( ~ - ~ - ,  (~---~,]" 

w(°) il ~(~) il valore (70) e in luogo di ~,, Sostituendo ora nella (68) in luogo eli ,~,~, 
1 

valore - ~  J,~_~ (kp), essa diventa 

(75) d~>d~ ~ +~-~ d~)d--U + P 

] 2n(n --}- 1) 
- -  - - -  + [ ( 2 ~  i~ (2n + 3) 

t 
a s __~ 1 d 

_ - - ~ . ~  2 t pd~ 

n' + n -- ~ J"+~(ko)' 
- -  1 k 2 + p~ 

Poieh~ dalle formule ricorrenti delle funzioni di BESSEL si ricava 

1 d J,,+: (kp) 

do 

1 
-~  J~+ ~(kp) = k ~ 

segue dalla (75) 

- - 2  k ~ 2 - n ~ l  + ( 2 n - - 1 ) ( 2 n + 3  J~÷~(kp) 2n--k3 . '  

l J--~(ko) ~'r,,+~(kp) J,,+~(k~) } 
( 2 n -  1)(2n + 1) "{- (2n - -  1)(2n + 3 )  -t- (2n --]- 1)(2n + 3) 

(76) - -- 
dp 2 -{-p dp 

m 

+ [k 2 n(n +, _ P' 1)] ~(~) = 

a2k2 1 (n -- 1 ) ( n +  1) n(n ..{- 2) I 
~ • 0-  ~ (2n - -  1)(2n + 1) J,,_}(kp) "F (2n n u 1) (2n + 3 J,~+](kp) . 

e posto 

(77) ~ }  -- p-~ [a.J,,_ ~ (k~) + ~,,J,,+](k~)], 

si rieavono per le eostanfi a,,, ~,, i valori 

(78) a,, = - -  a2k 2 (n --  1) (n -]- 1) n(n -[- 2) 
2(2n - -  1)2(2n n t- 1)' ~" -- a~k2 2(2• + 1)(2n + 3) 2. 

Nell'approssimazioue stabilita risulta quindl 
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Rieordando era le posizioni (58) e (60), si hanno  per  la funzione V l e  
soluzioni 

180} V - -  V .  = ~ s e n  0 • W,~(t~) • (I),,(eos 0), (n,  = 1, 2, 3 ,  ...). 

Per  e iaseuna di queste  soluzioni la eondizione al eon~orno diventa  W,,(a)--0,  
eiob 

 2a2k  [ + 2) (n - 1)(n + 1) J._ Ika)] = O, 
(81) J,+~(ka) + 2(2n A- 1) [(2n -b 3) 2 Jn÷~(ka) --  (2n - -  1) ~ 

ehe per  ogni intero positive n fornisce gli auiovalori  del parametro  k. 
Poichb per  a , - - 0  la (81) si r iduce alla 

J,+~(ka) = O, 

le cui radiei sono ka ~ ~ i ,  essendo le ~,q gli zeri positivi in ordine ereseente 
della  funzione J.+_~(~), per  s =l= 0 si pub porre  netF approssimazione eonsiderata  

(82) ka - -  ~,~i + ~2~,,i" 

Sost i tuendo nella  (81), e t raseurando al solito i termini  di ordine super iore  
al 1 ° in s 2, si r ieava 

~ i  [ n(n + 2 j~ ~ .~ ~ (n - -  1)(n -{- 1) J,+-~(~ni)] 
f83~ ~ni --  2(2n + 1)J',,_Q(~,,i)[(2n q- 3) 2 '*+~"JJ (2n - 1) ~ 

e per tanto gli autovalori  appross imat i  di k sono 

(84) k ,  i - -  (~.j + s~},i)/a. 

Nel ease considera te  il p roblema r isul ta  percib comple tamente  risolto. 


