
Alctme limitazioni per le soluzioni di equazioni paraboliche. 

Memoria di CARLO PUCCI (a Roma). 

A Giovanni 8ansone nel sue 70  m° compteanno. 

Santo. - Si discute il problema di CAUOHY relative all'equazione del ealore, ut--~uxx , ed a 
condizioni iniziali sull'asse t. Si  provano inoltre alcune propriet~ detle solu~ioni posi- 
tive di tale problema e di analoghi problemi di CAUCHY relativi a piit generali egua. 
zioni paraboliche. 

Summary. - We consider the CAUCHY problem for the heat equation, ut---~ uxz , with initial 
conditions on the t-axis. We,prove some property of positive solutions of this problem, 
and of similiar CAUCHY problems for more general parabolic equations. 

5Tella presente  Memoria si eonsiderano equazioni a derivate  parziali del 
seeondo ordine di tipo parabol ieo:  u t - - L u ,  con L operatore ellittico neUe 
variabil i  xl , . . . ,  x~. Si studiano soluzioni di tali equazioni che soddisfano a 
condizioni iniziali su una porzione del l ' iperpiano w, ~-0.  Si trat ta di pro- 
blemi di CA~c]~Y non ben posti, eve eio~ la soluzione non dipende con conti- 
nuith dai da t i ;  si prova in questa  Memoria ehe le soluzioni p o s i t i v e  dei 
problemi di CAuc~¥ eonsiderati  dipendono inveee con continuitk dai valori 
iniziali. Questo ~ il r isultato finale del presente  studio il eui pr ineipale 
obbiettivo ~ la r ieerea di modifiehe e di nuove impostazioni del problema di 
CAUCl~Y considerate in mode da renderne la teoria pifi idonea alle appliea- 
zioni (1). 

A parte eib sono state prora te  a lcune disuguaglianze per  le soluzioni 
positive di equazioni paraboliche forse non pr ice di interesse di per  se 
stesse (2). Indiehiamone una di pifi semplice enunciazione. 

Sia R l ' ins ieme dei punti  (x, t) tali t he  0 ~ x < l ,  0 < t < l ,  sia B un 
insieme chiuso contenuto in R. Esiste una eostante k dipendente soltanto 
da R e B tale ehe tut te  le funzioni u di classe C ~2~ in /~, soluzioni p o s i t i v e  

in R dell 'equazione del ealore u t - - u ~ x ,  soddisfano alla limitazione 

u(~, t ) ~ k m a x { l u { 0 ,  t) l + ]u ,{O,  t) i} ,  per  {,x, t) EB.  
O~t~l 

(t) Uno studio analogo per le equazioni di tipo ellittico ~ eontenuto in [5]. 
(e) Classi di soluzioni positive di equazioni paraboliche sono gik state oggetto di studio. 

Ades.  cfr. D. V. WIDDER [7]. 
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§ 1. - D e f i n i z i o n i  e d  e n u n c i a z l o n e  d e l  p r o b l e m a .  

Sia A un insieme aperto, convesso, dello spazio euclideo Sn, e 
x ~- (xl, ..., ~en) sia un suo punto. Sia B u n  sottoinsieme eonnesso di ~A, fron- 
t iera di A, aperto su A, contenuto nell~iperpiano x..n--0. Supponiamo che 
per  ogni punto x ° di ~A vi sia una sfera aperta,  contenuta  in A, avente 0~ ° 
sulla frontiera, e con raggio uguale ad una costante assegnata ~. Supponiamo 
inoltre c h e l a  frontiera di A sia di elasse C (~). Sia T l ' ins ieme dei punti  
(xl , . . . ,  xn, t) dello spazio S,~+1 tali che x E A  e 0 < t < : l ;  sia F l ' ins ieme 
dei punt i  di Sn+l tali ehe x E B e 0 < t < l. 

Siano definite in T l e  funzioni reali a~(x, t), b~(x, t), c(x, t), con 
i, j - - 1 ,  2, . . . ,  n, ed esse risult ino ivi holderiane. Consideriamo l 'opera tore  
differenziale 

~2u ~u 
(1) Lu ~-- ~ a , ~  + E b , ~  ~- cu. 

Oltre alle ipotesi gik fatte supporremo sempre in seguito 

(2) c g 0 ,  ~.a, j~, i jm-:¢[i[2 in T, 

con a cos~ante posit iva assegnata. Sia F la classe delle funzioni u di elasse 
C (°~ in T, dotate di derivata  prima rispetto a t e di derivate seconde rispetto 
alle variabili  x~, ..., ~¢n, continue in T. Indichiamo con F' la classe delle 
funzioni u di r dotate di derivata  normale nei punti  (x, t) di F. Indicato con 
¢~ e ~ due funzioni definite su F e fissata una costante e positiva si considera 
il seguente problema:  

Studio della classe di funzioni u, appartenent i  a I" che soddisfano alle 
seguenti  condizioni : 

~u Lu in T, (3) $- / - -  

(5) u >_ 0 in T, 

avendo indieato con un la derivata  di u secondo xn e con 11 ~11~' l ' es t remo 

superiore di I ¢¢I su F. 
0sserviamo che le condizioni (3), (4) con ~ " - 0  definiscono un usuale  

problema di CAt~c~c. Per tanto  le (4) con s > 0 hanno il signifieato di eondi- 
zioni iniziali di C~UOH¥ verificate con una certa approssimazione;  la (5) 
una condizione nuova che giust if icheremo in seguito. 

Indichiamo con U~ l ' ins ieme delle funzioni u della classe I" che soddi. 
sfano le (3), (4), (5); U~ ~ un pacchetto di soluzioni, eventualmente  vuoto. 
Stabil ire in quali  ipotesi tale pacehetto non ~ vuoto costi tuisce il teorema 
di esistenza per  il nostro problema. 
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Ind ica te  con D u n  insieme chiuso contenuto  in T - } - F  diremo diametro 
relat ivo a D del paeehet to  di soluzioni del  problema (3), (41, (5) il numero  

(6) ~(D) : es t remo super iore  ]u(~, t)--v(x,,  t) l ,  
(x ,~) f  D ;  u ,  vE U s 

se U~ non ~ vuoto;  a l t r iment i  ~ ( D ) -  0. 
Proveremo che in oppor tune  ipotesi esiste una  funzione a)(~), def ini ta  

per  ~ positivo, tale ehe 

(7) t im ~o(~) = 0 ; 8~(D) --<: (11V 11~ + II ~ HF)~(~). 

Questo r isul tato b per  il nostro problema il eorr ispondente  di a n  teorema di 
unieit~t per  il p roblema di CAUCHY (3), (4) con ~----0. Infat t i  esso ass ieura  
ehe le soluzioni del problema (3), (4), (5) differiscono tra  loro di una  quantitSt 
inf ini tes ima con e. 

§ 2. - A l c u n e  o s s e r v a z i o n t  s u l l e  s o l u z l o n i  d e l l ' e q u a z l o n e  

d e l  c a l o r e .  

Pr im a  di ent rare  ne i  det tagl i  matemat ic i  del la  dimostrazione del r isul tato 
indicato nel paragrafo preeedente  ~ oppor tuno cereare di chiarire  le ragioni  
per  le qual i  ei ~ sembrato uti le lo studio del problema (3), (4), (5), p roblema 
non usuale  'nel la teoria delle equazioni a derivate  parziali. Per  semplifi- 
care consider iamo il classico problema di CAUCI~Y : 

(St u t - - u x x  in R ~ - - I O < t < l ,  0 < ~ < 1 } ,  

(91 u(O, t) = u (o, 0 = +(t), o < t < I. 

HOLMGREN ha provato in [4] ehe, supposto ~ derivabile,  eondizione 
necessar ia  per  l ' es is tenza  di una  soluzione i~ e h e l a  funzione 

t 

f ~'(~) d% 
1 

0 

sia di classe C (:~' ed inoltre esistano due costanti  positive M e p tali che 

1 lld"gI<M,.~.,,t,,.vi2 per  0 < t < t ,  ed n - - l ,  2,... 
/ I 

La eondizione ~ anche suff iciente  per  ~ suff ic ientemente  grande.  Tale eondi- 
zione ~ analoga a quel la  stabili ta da I-IADA~ARD in [3] per  i dati  di CAUCHY 
di una  soluzione de l l ' equaz ione  di LAPLACE. L ' ana log ia  f r a i l  problema (8), 
(9) e il problema di CAUCHY per  l ' equazione  di LA~'LACE sussiste aaehe  per  
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quanto  r iguarda  la d ipendenza delle soluzioni dalle eondizioni iniziali. Si ha 
infatt i  in en t rambi  i easi una  instabilit~t del le  soluzioni, come segue, per  il 
nostro problema dal seguente  esempio.  

Fissato due  numer i  na tura l i  k ed n pon i amo :  

vn(x, l) - -  n-2~[e"~sen (2n2t -k-nx) + e - '°~ sen (2n~t - -  no~)]. 

Tale  funzione soddisfa alla equazione differenziale (8) e alle condizioni 
iniziali 

v,~(0, 0 = 2 n - ~  sen 2 n~t, 

dv,,] =0.  
d0a Jx=o 

Pe r  n - - - e ~  la suecessione [vn(0, t) l converge un i fo rmemente  a zero 
insiome alle sue der ivate  f ine a l l ' o rd ine  k - - 1  ment re  che in un  prefissato 
in te rne  di an  qualsiasi  punto  (a~, t) le funzioni  v,~ assumono valori  arbitra:  
r iamente  grandi  per  n suf f ic ientemente  grande.  Cib significa che una arbi- 
t r a r i amente  piccola variazione nelle  eondizioni iniziali del problema (8), (9) 
pub compor ta re  una  variazi0ne a rb i t ra r iamente  grande nella soluzione. Per- 
tanto, secondo una  definizione di [tADA~ARD, la soluzione non dipende con 
cont inui t~  dai dati  ed il problema (8), (9) non b ben posto. Se eonsider iamo 
la classe U~* delle soluzieni del la  equazione differenziale (8) verif icant i  le 
condizioni : 

(lo) l u(o, t ) -  I u (o, 0 - ] <_, o < t < 

con ~ costante positive, tale pacehet to  U~* non ~ vuoto (potendo sempre  
appross imare  ~0 e ~b con polinomi) ed ha un diametro uguale  a + c~ indipen- 
den temen te  da ~ (positive) e da l l ' ins ieme considerate  (dotato di pun t i  interni). 
Vale a dire una  conoscenza appross imata  di ~0 e ~b non comporta  a lcuna 
possibiti t~ di appross imazione numer i ca  della soluzione del problema di 
CAlycnY (8), (9~. D ' a l t r a  par te  l ' ipotes i  abe le condizioni iniziali siano note 
solo in mode appross imato  sembra  giust i f icata  e na tura le  qualora  ei si rife- 
r isca a problemi  posti  dalle applicazioni  nei quali  i dati  sono de terminat i  
sper imenta lmente .  Volendo evitare il fenomeno di instabil i t~ deserit to per  
man tene re  Fipotesi  di eondizioni iniziali approssimate ,  cio~ la condizione (10) 
inveee della (9), oecorre imporre  alle soluzieni della equazione (8) altre con- 
dizioni che le de te rmin ino  u l te r iormente .  Sieeome tali equazioni di tipo para- 
bolico sono spesso eollegate a fenomeni  analoghi  a quello della diffusiene 
del ealore sembra  na tu ra le  eonsiderare  iI problema con la condizione aggiun- 
tiva ehe le sohz ion i ,  t he  sono <(temperature ~), siano positive, lqei problemi 
di matemat iea  appl ieata  nei quali  le soluzioni rappresentano  tempera ture  
anzi assurdo non tenere  conto della  eondizione che le soluzioni devono essere 
positive (o di una  analoga l imitazione inferiore) essendo questa  condizione 
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s ieuramente  uu  dato del problema pih  certo delle condizioni iniziali e della 
equazione differenziate stessa. 

In  ques ta  ~ e m o r i a  vogliamo most rare  il ruolo e h e l a  eondizione di posi- 
tivit~t delle soluzioni pub avere in problemi del  tipo eons idera to ;  proveremo 
in part ieolase ehe le tempera ture ,  soluzioni della equazione differenziale (8) 
d ipendono con continuit~t dal le  condizioni iniziali di GAUCHY prescr i t te  sul- 
l ' asse  t. Cib comporta la possibilit~t di ot tenere approssimazioni  numer iche  
di soluzioni di problemi posti dal la  f isiea che fino ad oggi s o n o  stati  consi- 
derat i  mal  posti  e p ra t i camente  impossibili .  

§ 3. - A l c u n e  l i m l t a z i o n l .  

Consideriamo la elasse ~ degli  operator i  L,  defini t i  dalla (1) in T, con 
eoefficienti  ver if ieant i  le (2) e le eondizioni 

]la~iN0,~, IIb~[Io,'~, [l~l[o,~<=t~ , i , j = l ,  2 , . . . ,  n, 

ore  ), e ~t sono due costanti  positive prefissate,  ~ ~ 1, e 

II C I Io, ~ --  max  I c(x,, t) I -~- max  l c(~, t) - -  ~(x', t') I " [(t--t')' -~ Z (~v~- ~,')21 -~ 

Manteniamo le ipotesi del § 1 relat ive a l l ' ins ieme T e eonveniamo di 
indica te  con Ta 1' ins ieme dei punt i  di T avent i  d is tanza maggiore  di d dalla 
f ront iera  di. T. 

I. Fissata una  costante d, con 0 ~ 4d ~ l, e d ~ ~, esiste in  corrispon- 
denza una  costante k tale che, fissato comunque L in  ~, ogni funzione u di 
classe r, soluzione in  T dell' equazione differenziale (3), soddisfa alle l imitazioni  : 

(ll)  u(x~, t ) ~ u ( ~ ,  ~ ) + k u n ( ~ ,  ~) per  (x, t) E T d ,  t ~ - - d ,  

ove (~, ~) ~ il punto  della frontiera di T ove u assume il suo valore min imo  (3~. 
Fissato un punto  (~, ~) di ~T, con ~ ~ 2d, indiehiamo con (~}, ~) il punto  

di T sulla  te tra  normale  ad ~ T  nel punto  (~, ~) ed avente distanza da (~, ~) 

ugua le  a 2 .  Sia E(~) l ' i n s ieme  dei punt i  (x, t) aventi  distanza da (~, ~) rot- 

note  di ~, aventi  distanza da (~, ~) minore  d i d  ~, e tali ehe t ~ ~. Indicato  con 

r la distanza di un  punto (~, t) da (~, ~) consider iamo la funzione 

h(x, t) = d - -  r ~ + 2 d - -  r. 

(3) A b b i a m o  incticato con un{~, ~) la  d e r i v a t a  di u secondo la  n o r m a t e  i n t e r n a  ad  ~ T  
nel  p u n t o  (~, ~) se essa  es i s te ;  i n  caso eon t r a r io  i n d i e h i a m o  con u.(~, ~) i l  l imi te  i n f e r i o r e  
del  r appor to  i n c r e m e n t a l e  di  u secondo ta le  d i rez ione .  O s s e r v i a m o  che ne l  caso ~ ~ 2d  n o n  
es is tono p u n t i  (x, t) a p p a r t e n e n t i  a T d e con t ~ - - d ;  p e r t a n t o  la  (11) sarfi p r o v a t a  ne t  
case ~ ~ 2d. 
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Osserviamo che esiste un numero positivo 8, dipendente soltanto d a d  e 
dalla classe ~, tale ehe 

~h 
~.--[-  Lit < 0 in E(8). 

Infatti 

h~ --[-- -- --~' 

3 - h, - - [ - - ~ ( ~ d  - - 1 ] ~ - ~ ,  

3 1  
h~,~ : 7i(~d - - r )  - !  ( x , -  ~,)(~c~.~ - -  ~,) 

-k 11[~ -(x'- ~,),x~--~,)1 

~h L h  - -  ~ d - -  r a,#(x,  
- -  - t) - -  + O, 

1 
eve Q si mantiene limitato in E(8) per 8 < ~d mentre ehe il primo addendo 

del secondo membro diverge a - - c ~  per (x, t) - -  t~, ~}. 
Indiehiamo con E1 i punti  della frontiera di E(~) aventi distanza 8 da 

1 
(~, ~) ed indiehiamo con E~ i punti  della frontiera di E(~) aventi distanza ~ d 

da (7, ~). 0sserviamo che 

0 < h < 8 s -t- ~ in E(8), h : 0 SU E2,  

h . ( i ,  = l ,  

ore h,(~, ~) b la derivata di h nel punto (~, ~) seeondo la normale interna 
ad ~T in tale punto. 

0sserviamo inoltre ehe i punti  (w, t) di ~T con t < 1 hanno una distanza 
dall ' insieme El maggiore di una eostante positiva ~, ore z dipende solo da 8. 
Pertanto, siecome le soluzioni positive della (3) soddisfano ad una disugua- 
glianza analoga a quelle prorate da HARNACK per le funzioni armoniehe {~), 
esiste una eostante positiva k *  tale ehe, fissato comunque un operatore L in 

ed una funzione u,  di classe F, soluzione del l 'equazione differenziale (3), 
ed avente il minimo nel punto (~, g), risulta 

u(a¢, t) --  u(~, ~) ~ k* max [u(x ,  t) - -  u{~, ~)] per (x ,  t) E E~ 
(x, t) ~ ~'d, t<#--d 

(4) Poniamo Oi.i~ 0 per i :~:j, ~i# ~-- I. 
(s) Vodere A. FaIED~AN [2]. 
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L a  funzione  
S 

v(~, t) = u(z,  t) - u(~, ~) - k*[~; + ~]-~h(z, t) max 

soddis fa  a l la  condiz ione  

v t - - L v > O  in E(~), 

e pe r t an to  v a s sume  il suo min imo  in E~-4-E2;  essendo 

v > 0 su  E~ + / ~ ,  v(~, ~) = 0, 

deve  essere  

~,.(¢. ~) ~ o ,  
cio~ 

[u(z, t ) -  u({, ~)], 

u.(~,  ~) > k*[~' + ~]-~ m a x  [u(x, t) - u(¢, ~)], 
(~, 0 e ~'d, t<:~'--.d 

e pe r tan to  il t eo rema  b provato.  
I nd i ch i amo  con Ta* l ' ins ieme dei  pun t i  di T avent i  d is tanza  da l l ' ins ieme 

f i T - -  F maggiore  od ugua le  a d ;  r i su l ta  Ta*C Ta. 

II .  Fissata una costante d, con 0 < 4d < l, esiste vorrispondentemente 
una costanle kl tale che fissato vomunque un operatore L in ~ ogni funzione 
positiva u, di classe F', soluzione dell' equazione differenziale (3), soddisfa alla 
limitazione : 

~12) u(x, t) <-- k~( II u IIF + II u .  Ilv) per (x~, t) E Ta* (e). 

Sia  G 1' ins ieme dei  pun t i  (x, t) tal i  e h e w  E ~A e 0 < t < l ;  s ia  Fo 1' in- 
s ieme dei  punt i  (x, t) di F tali che t > l - - d .  Fissa~o an  numero  posi t ivo 
ind ieh iamo con F~ i ' ins ieme dei  pun t i  di F o d is tan t i  da G - - F o  per  p ih  di 8; 
s u p p o n i a m o  ~ su f f i c i en t emen te  piccolo  in modo  ehe F~ non sia vuoto.  S ia  g 
una  funzione di e lasse  C (2) su  G e tale ehe 

(13) g - - 0  su F~, g - - 2  su G--Fo, 0 " < g ~ 2  su Fo--F~, 

Fissa to  e o m u n q u e  L in £ nel le  nostre  ipotes i  es is te  una  funzione  y(a~, t) 
di e lasse  r '  ta le  ehe  

~ - - L y - - O  in T, 
Ot 

(14) T - - g  su  G, T(x, 0 ) - - 2  per  ~ E A  (*). 

(s) Indiehiamo con II u I IFe II u,~ IIF il massimo su F del valore assoluto di u e della 
derivata normale di u. 

(7) Questo segue da un reeente teorema di A. FRIEDMAN [l]. 
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Sin u u a a  funz ione  pos i t ive  di e lasse  r '  so luz ione  de l la  equaz ione  diffe- 
renz ia le  (3). L a  funz ione  v - -  u ~ y il u IIF ~ pure  u n a  soluzione di c lasse  r '  
de l la  (3) e qu ind i  a s sume  il sue  va lo re  min imo su  G o p p u r e  pe r  t - - 0 ;  
essendo  u pos i t ive  pe r  le (13), (14) il min imo deve  esse re  a s sun to  in Fo. P e r  
il p r eeeden te  t eo r ema  

v(x, t ) ~  rain v(x, t ) + k  m a x  vn(x, t), per  (x, t) ETa,  
(x, t) e/v0 (x, t) ~ F0 

e qu ind i  

u(x, t) ~_ [3 -k- k m a x  ?~,(x, t)] It u ilF + k li u,, I!F pe r  (x, g) E T a. 
(x,t~e Fo 

Esis te  una  cost•nte k' ta le  t h e  c o m u n q a e  si fissi  L he l le  e lasse  

m a x  ?n(x, l ) ~  k' (s~, 
(~, t) ~ Fo 

e qu ind i  es is te  una  eos tan te  k~ tale ehe c o m u n q u e  si f issi  L in ~ ogni fun- 
zione pos i t iva  u, di classe l~, soluzione del la  equal, lone d i f fe renz ia le  (3) sod- 
d is fa  a l ia  limita~,ione 

(15) u(x, t) "<'kIiItulI~,+ IIu,,i!~ ) per  (x, t)E Ta. 

P r o v i a m o  che ta le  l imi taz ione  suss is te  ne l l ' ins ieme pifl ampio  Ta* e cio~ 
t h e  essa  ~ soddis fa t t a  anche  in un  qua ls ias i  pun to  (~, I e) a p p a r t e n e n t e  a Ta*--Ta. 
Sin (x °, t °) il pun to  di  F aven te  min ima  d is tance  da  (~:, t e} e sia )~d tale 
d i s t ance ;  per  def in iz ione di Ta* e T a r i su l ta  ), < 1. Pos to  

~, = x ,  ° + ;~(x, - x,°),  ~ = to + x'~(t - t°), 

eons ide r i amo  la funz ione  v(~c, t ) - - u ( ~ ,  ~) ehe r i su l ta  def in i ta  in un  ins ieme  
eon tenen te  T. Pos to  

L*v(x, t) ~-- ~ a,j(~, ~) ~v(x,  t) ~v(x, t) )2 bx,Ox~ -{- )" Z bd~ , ~) bx, + c(~, ~)v(x, t), 

r i su l ta  
L * C ~ ,  v t - - L * v - - O ,  v > 0  in T, v e t ' ,  

e qu ind i  

v(x, t) <- k~( II v tlF + tlv. llF) 
0 0 Pos to  ~' ~- (x~, ..., ~n-1, ~ -t- d} r i su l t a  

v(x', t e) = u(~, t°), 

p e r  (~, t )~  _~,,. 

]t v ltF <-I1 u jl~, It v .  IIF <-  ~. tl u ,  H~', 

e qu ind i  il t eo rema  ~ provato .  

(s) Gfr. _4_. ~'~RIEDMAbl [~] ,  
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§ 4. - D l p e n d e n z a  d e l l e  s o l u z l o n l  p o s i t i v e  d a i  d a t i  d!  C a u e h y .  

Conserviamo le ipotesi introdotte alI ' inizio del § 1 e le notazioni intro- 
dotte al § 1 e § 3. Diciamo inoltre ehe un  operatore L della elasse £ soddi. 
sfa alla condizione H s e i l  problema di CAuctvr consistente nella r icerca  di 
una funzioue u, di classe r ,  ver if icante  l 'equazione differenziale (3) e le 
condizioni iniziali 

u - - 0 ,  u ~ , - - 0  su F, 

ammet te  soltanto la soluzione ident icamente  nulla. 0sserviamo che per  un 
classico teorema di HOLMSR~N tale eondizione ~ soddisfatta nel case ehe i 
coeffieienti  di L siano analitiei in T. In  una recente  pubblicazione di I~o e 
YAMABE [5] ib provat0 che tale condizione i~ anche soddisfatta per operatori L 
di ~ che siano autoaggiunti  e con i coeffieienti  a~j di classe C(~, x). ]~ presu- 
mibile che tale eondizione risulti  soddisfatta per  ogni operator e L di £ ;  
pertanto nel teorema seguente farem0 use della ipotesi the  l 'operatore  L 
soddisfi alla condizione H. Natura lmente  a tale ipotesi di comodo possono 
essere sostituite le ipo~esi esplicite di I~o e YA~ABE O le condizioni di anali. 
citk dei coeffieienti. 

III .  8ia L un  operatore della ~lasse ~ soddisfa~ente alla condizione H. 
Fissata  una  costante posit iva d, con 4d < l, esiste corrispondentemente una  
fun~ione w(~) definita per  ¢ positive, inf ini tesima per ~--* O, tale ~he, fissato 
camunque due funz ioni  ¢~ e ~ di classe C ~°~ su F, il pa$chetto di soluzioni, di 
classe ~', det problema {3), (4), (5) ha un  diametro relative a Ta* minore di  

Fissato un  numero positive % ~ < i, indichiamo con w(~) 1' estremo supe. 
riore dei diametr i  8~(Ta* ) dei problemi (3), (4), (5) al var iare  di ~ e ~ nella 
classe delle funzioni cont inue su F con li ¢~ I[F~ II ~ t I F ~  1. 0vviamente  il 
teorema ~ prora te  se si dimostra che 

lim w(~) -- 0. 
g - - - ~  0 

Per  la definizione di w esistono due funzioni u ed u', di classe F ,  solu- 
zioni positive della equazione differenziale (3), tall che 

(17) II u IIF, tl u' tI~, 

l] u - - u ' l [ ~ ,  iJ u . - - u . '  Jl~ ~ ~ ,  

I1 u.  11~, II u,: f1~" ~ ~, 
1 max lu(~, t ) -u ' ( ,~ ,  t) l > ~ , . ) .  

(~, t)~ T~* 

Annali di Matematica 22 
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Posto v c~-- u - - u '  si ha  qu ind i  che per  ogni  valore posit ivo di s, s < 1, 
esiste u n a  funzione  v (~) di classe IY, tale ehe 

v (  ~' - -  L v  `~' - -  0 in T ; 1I v(~' ItF, II v,, '~' IIF <- 2~, 

(lS) m a x  1 v(~)( x, t) [ ~ 1 w(~). 

Sia z u n a  cos tante  posi t iva minore  di d. Pe r  il t eorema I I e  per  la (17) 
esiste u n a  cos tante  k~, i nd ipenden te  da e, maggiore  di u ed u'  in T~*. Si 
ha  pe r t an to  

Iv  (~) [ <2k~ in To*. 

Essendo le v (~), 0 < ~ < 1, equ i l imi ta te  in To* esse r i su l tano  equicont inue ,  
ins ieme alle loro der ivate  parzia l i  pr ime r ispet to  a t e seconde r ispet to alle 
xi ,  in ogni ins ieme chiuso in terno a To* (9}. Pe r t a n t o  esiste una  suecessione 
{ s,. } convergente  a zero tale  c h e /  v %~ 1 converge in tut t i  i punt i  in te rn i  a T~* 
ad una  funz ione  v, con t inua  ins ieme alle sue der ivate  parzial i  vt~ v ~ ,  vx~x.¢, 
che soddisfa  a l la  equazione 

(19) vt - -  L v  - -  0 

in tut t i  i punt i  in te rn i  a To*. Risu l t ando  {v%)f un i fo rmemen te  convergente  
a zero su F, si ha  t h e  tale success ione 6 pure  un i fo rmemen te  convergente  
in Ta* ed ivi v ~ con t inua  e 

(20} v = 0  su F A T a * ;  

questo  si prova con l ' u s u a l e  metodo del la  fanz ione  bar r ie ra .  
I n d i c h i a m o  con g(~) u n a  funz ione  con t inua  sul la  f ron t i e ra  di T, t h e  coin- 

c ida  con v (~) su F, e t h e  r isul t i  in valore  assoluto minore  o ugua le  a 2~. 
I nd i ch i amo  con pc~) u n a  soluzione di classe 17 del seguente  p rob lema  

p ~ ( x ,  t)=gC~)(x, t) per  (x, t) E g T  e t < l .  

Tale  fun~ione esiste ed ~ un ica  per  un  gi& ci tato r i sul ta to  di FRIEDMAN, e 
[p(~ I <-- 2~ in T. Posto 

(21) qC~) _~ v~  __ p,~), 

(9) Vedere A. ~RIEDI~IA~ [1], 
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I q%)l ~ uniformemente  convergento in Ta* a v ed essendo 

q(~'~0  su F, qt (~'-Lq (~,-0  in T, qEl: ,  

per alcuni risultati  di FRIEDMAN gi/~ indicati  anche le derivate prime di q(~) 
sono equicontinue in Ta* e quindi I ~(~') ~/~. I converge uni formemente  a vx. ip 

in Tot* ed in particolare su F (3 Ta*. Dalla (21) segue che p(~) b dotata di de- 
rivata normale su F e che I p,,%~l converge uniformente  a v~ su F (3 Tot*. 
Proviamo che da cib segue 

(22} v ~ = 0  su F(~  Tg*. 

Supponiamo per assurdo che cib non sia. Esiste allora un insieme Fo 
aperto su F ore v.=~=0, ad esempio 

v~ > ~ su Fo, z costante positiva. 

Indichiamo con g una funzione continua su ~T,  con derivate continue 
su F, tale che si annull i  in qualche punto di Fo ed inoltre 

g = 3  su ~T--Fo. 

Indichiamo con p la funzione di classe ]~ soluzione del seguente problema 

pt  - -  L p  - -  O in T, p = g per (~c, t) E ~T ,  t < l. 

La funzione p(~,,'--e,.p ha un un massimo in F o e  quindi per qualunque 
i n d i c e r  in qualche punto di Fo r isul ta  

pJ~.P -- ~,.p~ --< O~ 

il che ~ assurdo perch6 l pn(~,.) I converge uniformemente  a v, ehe 6 maggiore 
in Fo della costante positiva z, 1 ~,. } converge a zero e p , ,  indipendente da r, 
si mantiene limitato su /7o. La (22) ~ quindi provata e per le (19), (20) la 
funzione v 6 nulla in Ta*. La ~successione v% ) 6 quindi uniformemente  con. 
vergente a zero in Ta* ed essendo w(a) non decrescente dalla (18) segue il 
teorema. 

OSSERVAZlONE. - Rimane il problema aperto della determinazione effe~- 
tiva della funzione w(~} ehe f igura nel teorema I IL  La congettura, basata 
anche sui risultati  analoghi per le equazi0ni ellittiche, 6 che w possa essere 
maggiorata da una funzione ~ con l ' esponente  a eostante positiva minore 
d i  1, dipendente d a d  e na tura lmente  dal l 'operatore L. La determinazione di 
qualehe maggiorante di w, oltre che quali tat ivamente interessante, potrebbe 
essere utile per le applicazioni. 
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