
Disuguaglianze tra limiti e coefficienti dello sviluppo 

asintotico di una funzione in un angolo 

~ o t a  di  BALTASAR R.-SALII~AS (a Saragozza)  

A G i o v a n n i  8 a n s o n e  nel sue  70 "to compleanno  

Sunto .  - S i  d a n n o  d i s u g u a g l i a n z e  pe r  i coef f ieient i  e l i m i t i  dello sv i luppo  asin$o#ieo d i  u n a  
f unz ione  in  n n  an9olo e d i s t tguag l ianze  pe r  i t im i t i  delle der ivate  d i  u n a  f unz ione  

a n a l i t i c a  i n  u n  an9olo. 

INTRODUZIONE 

Date un insieme O del piano complesso con 0 per punto frontiera e una 
CO 

funzione complessa f(z) definita in C e con uno sviluppo asintotico Y,a~z ~, si 
0 

definiscono come limiti /1//. di detto sviluppo asintotico i numeri  

f(~)- a~z~ 
M .  = Sup 

z~C ~n I 
(n = 0, 1, 2, ...). 

Questi limiti sono cer tamente finiti se [(z) ~ limitata. Effett ivamente,  essendo 

esiste un r > 0 tale ehe 

per J z l < r ,  e 

lira o 
z ~ O  ~ n  

If( ~--1 o 
ff, n 

- a. (z~Gi, 

o <Mo .,."~' la~l (~eC) 

w r  f ~ 1 2  r oon Me = S . p  t f(~)i < o¢.  
z~C  

In questo lavoro dimosfreremo c h e s e  O 6 un angolo piano f arg. z J < ,t~z/2 
di aper tura  ~z: < 2n o uu angolo 1 arg. z i -" ,¢:r/2 di aper tura  ,¢:z < , r  (~ > 0 )  si ha 

(I} la,~l<2 ~ ~.' 
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e 

/ e n \ ( 2 - a ) k  ~ k k 

per  O ~ k < n .  
Sono anche  o t tenut i  al tr i  r i sul ta t i  simili .  In  par t icolare ,  da (I) deduc iamo  

d i suguagl ianze  di tipo analogo a quel le  che d imos t r i amo nel  [6] per  i l imit i  
del le  der iva te  di u n a  funzione  ana l i t i ca  in un  angolo l arg. z I < at:~2 d i a p e r .  
tu ra  az: < 7:. R icord iamo t h e  Gol~lqY [2], KOL~IOGOI~OI~F [4] e H. CAI~Ai'¢ [1] 
sono stati  i p r imi  t h e  hanno  r i scont ra to  d isuguagl ianzo  di questo genere  per  
i l imit i  di u n a  funzione  n volte der ivab i le  nel la  semi re t t a  R+:  x > 0 e nel la  
re t ta  R. 

No~AzIo~I.  - I n d i c h e r e m o  con Aa l 'angolo ~arg. z[ <a~/2~ con A~ l 'angolo 
I arg. z[ -" az:/2 e .4~ la c l ausu ra  di A~, cio6: A~ - -  A ~- A~ per  a > 0. 

§ 1. - Disuguagl ianze  fondamen ta l i .  

TEOREh[A 1. - Sia f(z) una funzione analitica in As e continua in A~. Se 

1f(z) l < A  + B Iz [~ (~ > O) 

per z E A~ con A, B e ~ costanti, e 

lira log [ f(z) t = ~ < ~ (z E A~), 

si ha, qualunque sia ~ > O, 

(1.1) [ e -°~II~ f(z)] < e~  [A + ()~/~)~z B[ z i ~] 

per z E A~. 

DI~OSTRAZIOIqE. - Sia  a - - 1 .  Allora  

f(~} 
ge(z) = (~ + z)~ (~ > O) 

una  funz ione  ana l i t i ca  in Re. z > 0, con t inua  in Re. z > 0  e l imi ta ta  sopra  
l 'asse immag ina r io  dato che  

l gp(iY) 1 < Sup A -{- B l Y [~ _ Sup  A~-~ -[- B I Y t z 

per  essere  

Per tan to ,  s iccome 

l l + i y l > l  e I i - b i y t ~ l y l .  

lira l °g  I g~(z) 1 - -  ~ (Re. z > 0), 
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secondo un t eo rema  di M. t IEI~s  [3], r i su l t a  

I geiz) [ <_ (Ap-x + B) e ~ 

Quindi  

(~ = Re. z). 

per  Re. z > 0, q u a l u n q u e  sia p > 0. Bas ta  p rende re  in ques t a  d i suguag l i anza  
P - - ) '  t z t/~ pe r  o t tenere  (1.1) con  a - -  1. 

P e r  d imos t ra re  c o m p l e t a m e n t e  il t eo rema  ~ suf f ic ien te  app t i ca re  il pre- 
ceden te  r i su l ta to  a f(z~). 

0SSE~VAZIONE 1. - L'espressione di destra di (1.1) ~ funzione non decre. 
scente di ~ se ~ < ),. 

0SSERVAZIO~E 2. - Se r > 0 si ha 

A q- 33r z < e~  [A q- (),/~)~Br ~,] 

qualunque sia ~ > O. 
P e r  d imos t r a re  ques to  b suf f ic ien le  app l i ca re  t l . l )  a 

f(z) = A + Bz~ 

in A~, e p rende re  z,--r~ t enendo  p resen te  t h e  a l lora  ¢_<0  (~). 

COROLLARIO 1. - S e i l  polinomio 

soddisfa la disuguagl ianza 

P(z) = Y,a~z~ 
0 

IP(z) I ~ A- t -  B Iz['~ 

in  A~ (0 < a <_ 2), risul ta  

(1.2) I P(z) l ~ e~ [A q- (n/k) ~" B l z I"] 

per z E A~, qualunque sia k > O. 

DI~[OS~RAZIONE. - Basra  app l ica re  (1.1) a f(z) - -  P(z) e t ener  p resen te  che 
in qllesto caso ~_< 0. 

TEORE~tA 2. - Se il polinomio 

P(z) = Y a~z~ 
0 

soddisfa le disuguaglianze 

(1.3) IP(z) t < A  + B lzl ,~ 

(i) In questo caso so f(z)5l~-0 ~ a ~---O. 
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per zEAa e 0 < a < : l  o per  z E A~ e 0 < a < 2 ,  s/ ha 

(1.4) ]akl<__2 ~- A -B-4 ( 7 = 2 - - a )  

per O < k ~_n (~). 

DI~OS~aAzIo~]~.- Supponiamo in primo luogo the si verifica (1.3) in 
ha ( 0 < a < l ) .  Applicando il corollario 1 a xP(a) in A~ e a Pt--~) in A~-a e 
tenendo presente l'osservazione 1 e che 2 ~ ~_~a, risulta 

(1.5) [ P(~)I --< e~ [A + (n/k)Y" B I~ I"] 

per tutto z .  

Pertanto, per le disuguaglianze di CAUCHr, 

e ~k[A + (n/k)~. Br"] 

per qualsiasi r ~ 0. Da questo si ottiene (1.4) ponendo 

n 

Vg (', 
Nel caso ohe si verifichi (1.3) in A~ {0 < a ~ 2), e per conseguenza in .4~,, si 

pub proeedere nella stessa forma di prima, con la differenza che qui per 
ottenere (1.4) si deve solo applicare il corollario 1 a P(--z)  in A2-a e tenor 
presente l'osservazione 2. 

Tv.onE~x 3. - S e i l  polinomio 
n 

o 

soddisfa la disuguagl ianza 

IP(z) I~A + Blzl" 

in  Aa per  O < a < l o in  A~ per  O < a < 2 e mettiamo 

si ha 

1 ,  

(A + B =1= 0) 

(~} l a o i ~ A  e ta.i~_B. 
(a) S i  pub  s u p p o r r e  s e n z a  a l c u n  i n c o n v e n i e n t e  che  A e B sono  d i f f e r e n t i  da  zero .  
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per I~[<ro  e 0 < k _ < n ,  e 

(1.7) -~ Za~z ~ < 2 ~ 2  A ~ it,, 

per  ] z t > r o  e O < k ~ _ n .  

DiMosTaizm~]~. - Siccome secondo (1.5) si ha  

[ P(~) [ < e~ ~ [A + (n/k)o B(2rp] 

sopra la circonferenza di eentro z e raggio r = I z I, abbiamo 

$-i P( )(z) l <--~ [.4 + (n/k)o B(2r)"] I I ~ e~ ~ 

per  i~i = r, che per  il pr ineipio  del  modulo massimo si deduce  che vale 
anche per  l~l ~ r .  

Per tanto ,  essendo 

r isul ta  

~a,z~ - 1 j 
k ( k -  1}~! (z--  ~)k-x BlU)(~) d~, 

o 

per  I z ] < r .  Basta prendere  qui r = re per  ot tenere (1.6). 
Soffermiamoci  a p ro r a t e  (1.7). Tenendo  presente  il r isul tato precedente  

e (1.5), si deduce per  I z[-----re, 

o s s i a  

Za~z v ~ 2~+ 2 AI-~ B~ 
o 

per  [z] = re. Pe r  te rminaro  b a s r a  osservare the  questa  disuguagl ianza ~ va. 
l ida anche per  I zl ~ r o  per  il pr ineipio del modulo  massimo, date che 

i k - -1  
~ av~ 

anali t ica fuori del circolo ]z] < re, incluso il punto z = c~. 
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§ 2. - Disuguaglianze per i coetlicienti di uno sviluppo asintotico. 

TEOnEMA 4. - Sia C un  angolo A~ di aperlura a:: < ~ (a > O) o un angolo 
An di apertura aT: < 2~. Se f(z} ~ una funzione complessa definita in  C ohe 

CO 

ammelle lo svilup~o asintolico Ea~z ~ con limiti  M ,  in C, si ha 
o 

/en)~ ~ t -k- 
(2./) I a,,l_< 2 (%- Mo " - ~  (y--  2 - -~)  

per 0 < k < n .  

DIMOSTn~ZlOZ~. - Pe r  k - - n  la d i suguag l i anza  (2.1) 6 ev idente  dato t h e  
[ a . I  _ < , M . .  

Sia  0 < k < n .  Dato ehe 

soddisfa  

P(z) = Y,a~z~ 
o 

in 0, di (1.4) ne r i su l t a  (2.1}. 

T E O R ~ A  5. - Sia f(z) una funzione analitica in un angolo As d iaper .  
tura au > 27: sopra la s uperficie di RIEMA~¢ di log. z. Se f(z) ammette lo svi. 

O0 

luppo asintotico Y.a~z ~ con limiti M,, in  A~, si ha 
o 

k k 

(2.2) t a~ 1 _< ¢ ~ ~Uo . (~ = 2 - ~1 

per 0 < k<_n .  

DI~OSTnAZlO~E. - Suppon iamo t h e  f(z) ~ l imi ta ta  in A~, ossia Mo < ~ ,  
poichb, in caso contrar io  (2.2) b evidente,  k l lo ra ,  si vede fac i lmente  che 

a-}-ioa 

g(z) = ~ 

una  funz ione  ana l i f ica  in A2 che non d ipende  da a. 
Pe r tan to ,  ponendo  

avremo 

g(z) - -  ~c~z~o = 27:i ] t ~- [ f(zt-~} - -  Na~(zl-Sf']o tit, 
a - - l o o  

e per  conseguenza  

o 

Z n 
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per  ogni a > O, e in part ieolare 

g ( z )  - -  ~ ,c~z  ~ 
o l /  e \~"+~ e ( e " , ~ "  e 3 / o )  

da dove seeondo il teorema 4 r isul ta  

6 ~ k  i k k 
l a a i < r ( ~ k + 2 )  l c a l ~ - - r ( ~ k + 2 ) e  N M° " - -  

< e2/n\y~ ~. k k 
- 

dato the  per ~ >__ 1 6 
Oo GO CO 

0 0 0 

e per  0 < x < l ,  

r(x + 2) < 1 ~ - ~  < i + 3/4 _ 7 V2 < e 
~ -- x ~ ( I / 2 ) ~ / ~  --4 " 

0SSERYAZIONE 3. - Le disuguaglianze (2.1) e (2.2) sono valide se si sup- 

pone che f(z) ammette uno sviluppo asintotico ]Tnito : f ( z ) -  Za~z ~ 4: o(z)". 
0 

§ 3. - Disuguaglianze per  le derivate.  

TEOi~Ei~A 6. - Sia  C un  angolo A~ di apertura a= ~ ~: (~ > O) o un  angolo 
.4~ sopra la superfieie di R I E M A ~  di log.z. Se fiz) ~ n volte derivabile in 0 (~}, e 

/~ = Sup I f(~)(z) i (o < v < n),  
z ~ C  

si ha 

(3.1) i f~)iO)I_AcI ~)  M o "31". 
per O < k < n, con 

per 0 < a < 2 ,  e 

A : e q : e~'-~+ ~ 

per ~ > 2. 

(y - -  1 - -  ~) 

(~ > O) 

(~ > O) 

(4) Da  ques to  r i su l t a  se C ~  A~ t h e  f(z) ~ ana l i t l ca  in  A~ ma  n o n  n e c e s s a r i a m e n t e  
in  A~ .  Si pub  d i m o s t r a r e  c h e s e  /(z) ~ ana l i t i ca  in  A~ e con~inu~ in  A-~ e se f(~)(z) ~ l imi- 
t a ra  in  A=,  es is tono le d e r i v a t e  f ( z ) ,  f ' ( z )  ...~ [(n--i)(z) in  zt~ o sono ino l t re  cont inue .  

Annali di Matematica 2b 
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DIMOSTRAZIONE.  - Effe t t ivamen te ,  essendo per  la fo rmula  di T A Y L O R  

0 

per  i t eo remi  4 e 5, che  sono app l icab i l i  qui  secondo  
nendo p resen te  che  

1 

k I ~ e k~+~ e -~ 
e 

r i su l ta  

1 

n!  > V-2~ n "+-~ e - "  > n"  e - " ,  

1' osservaz ione  3, ete. 

k 

Ir" ' (°) l=k~t '~ ' t<~,- :"-]  ~ ' ~ - ~ ' ~ ' - ' -  v,~/n"- ~kl ~'o "-~<_ 

<_ '~ ~ ~ ~'~-~)~(~) Mo "-~."_< 

V~ ,~ , ,k/n,(l--a)k--I k k < - ~ " - ° * "  (-z) ~'° " ~ :  

pe r  0 < a < 2 ,  e 

_ ~ M "  I f'"'(O) ] < ~ l k ]  "~° " 

per  a > 2.  

(o < k < n) 

(o < k < n) 

L~MMA. - Se 0 ~ nx < n < n2 e q > 0, s i  veri f ica 

n1"'.T-~ n2m~-~i 
(3.2) q"--~l ( n . , -  nl~ '~-", < (1 -I- q)" n"  " 

\ n  - -  n~] - -  

DI~OSTRAZm~E. - Ef fe t t ivamente ,  ponendo  u - - n 2 / n l  r i su l ta  

~2 - ~ $  ~ - - ~ 1  

~ n - -  n l ]  " n n - -  

n " q  n - ' l  [ 4 ] , - , ,  n ' q " - " ~  

n,",(n - n~)"-", t(u -" - -  1)u ~ ]  < n ~ " , ( n  - -  n~}'-"; ~ 
(1 + q)", 

u 

dato  t h e  {u - -  1)u ~:~ < 1. 

T~,ORE~IA 7. - £ i a  f(z) u n a  f unz ione  ana l i t i ca  in  u n  angolo A~ di  ctpertura 
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ar~ ~ r:. Se poniamo 

- ~  - -  Sup i f'"'(~) [ (n - -  O, I,  2, ...) 
z~Aa 

8 

B ,  = n(X-~),M, (Bo = Mo}, 
si verifica 

1- 

(3.3} B~_< - -  e*2-~+ ~)~ B o * B~ (, > 0) 

per. O < k < n, e 

t3.4) B,~ < ] / 2 e  [e,+ ~ (e + 1)~-~]" B~: , , i  B,~ -,~, (~ > 0) 

per n, < n ~ n~. 

DIMOS~RAZIO~E. - A p p l i c a n d o  il t e o r e m a  6 a 

g(~) = f(a + ~) (a ~ A~) 
in  Aa, r i su l t a  

k (~--~k [ f(k~(a) [ - -  k(~-~)~Ig(k)(O)I < e(~-~+~) k B~ "B~ 

per  a E Aa e p e r  c o n s e g u e n z a  (3.3). 
P e r  o t t ene re  (3.4) n e n  c'i~ che  da app l i c a r e  il r i su l t a to  p r e c e d e n t e  a 

f"~)(z) e t ene r  p r e s e n t e  (3.2). 

TEORE~A 8. - a) Sia f(~) una funzione n volte derivabile nella retta reale 
R. Se 

M~ - -  S u p  l f(~)(~) I i0 < v < n) 

si verifica 

per 0 ~ k ~ n .  

( ~ >  0) 

si verifica 

(3.G) 

per 0 ~ k ~ n .  

b) Sia f(x) una funzione n volte derivabile nella semi.tetra R + :  w ~ 0. Se 

M~ = Sup 1P~)(x) I (0 < v < n),  
~ceR ÷ 

2e e n - -  
_ ~u o - ~ x ~  ( ~ > o )  

DI~IOSTRAZIONE. - S[ pub p rocede re  nel lo  stesso modo del  t eo r ema  7 ("). 

(5) Le diraostrazioni che abbiamo citato antoriormento di queste disuguaglianzo elabo- 
rate da GORNr, H. CARTAN e ~IANDZLB~OJT, si basano in  certe proprieth dei polinomi di 
TCKEBYCHEFF. 
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TEO:RE~A 9. - S ia  f(z) u n a  funz ione  anal i t ica  in  u n  angolo 

tura  o~r: ;> ~: su l la  superficie di RI~Z~A~ di log. z. Se p o n i a m o  

M .  = Sup I f(')(z) I 
zeA~ 

y(0) = t - -  a per  0 < 0 < 2 - -  

~((O)_ 2 per  l e - - 2 [ < O < e  

y(O) = ~ i per  O < O < a - -  2 

si ha  

2 e" per  O --- ~ [ arg. z l 0 ~ ' k < n .  

DIM0STRAZlONE.- Si deduce dal teorema 6 

A~ di aper. 

(n = 0, 1, 2, ...) 

(~ < 2) 

(~ > 2), 

M: (~ > 0) 

osservando che ~ ~ vertice 
di un  angolo di aper tura  [ 1 -  y(0)]7: < 27: contenuto in A . .  

§ 4. - Disuguaglianze per i limiti degli sviluppi asintotici. 

TEOREI~A 10. - S i a  C u n  angolo A~ di  aper tura  ~ ~ ~ (a >__ O) o u n  an- 
golo A~ di  aper tura  o:r: < 27:. Se f(z) ~ u n a  funz ione  complessa def ini ta in  C 

OD 

che ammet le  lo svi lup~o asintotico Ea~z '~ con l imi t i  M,, in  C, e p o n i a m o  
o 

B .  = n( ~-~')~ M .  (n = O, i,  %...), 
si ha  

k k 

(4.1) Bh < 5 [2e2-~] ~ B~ -~ B~ 

per 0 < k < n ,  e 

(4,2) B .  ........ < 5 [2(e + 1):-~] " B a~'-~,~ B~? -~'~o 

per  nl  < n < n~. 

DIS[OS~AZlOSIE. - P r ima  proveremo (4.1). Dato ctle il polinomio P t z ) =  

= Xa~z ~ soddisfa la disuguagl ianza 
0 

per z 6 C, ponendo 
I P(~) <2do + .M. Izl" 

r o = ~  e y = 2 - - ~  

secondo il teorema 3 r isulta 

Z k 

en)~k ~ _1- k k 
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per  l ~ l ~ r o ,  e 

z o :~ 'a~z~  __<2 ~ M o "M~ 

per  i~[ > t o .  

Pertan~o per ] z l < r o  si ha 

k - - 1  

c per  ] z [ > r o ,  

f(z) - -  Za~z ~ 1 ,,-1 

k 

k k k k 

- -  n ,  - -  

< 5 . 2  ~(e~v~ff k k 
- ~ k ]  o " ~ ,  

$~--I i k--i 

z ~° < ~ + -~ Ea~z~ < - -  Z o - -  

<2~ ~ ~o - ~ + 2 ~ + '  -~ M~_< 

I# " " __ B o B . ,  

da dove si deduce f inalmente  {4.1). 

Pe r  dimostrare (4.2) ~ suffieiente applicare il risultato precedente a 

f(z) -- Za~z~ 
0 g(~) - ~., 

e tener  presente (3.2). 

OOROLLARIO 2. - ~iC~ C un angolo A~ di apertura g7:~r: (a~O)  o un  
angolo A~ di apertura ~r: ~_ 27:. Se f(z) ~ una funzione complessa che ammetle 

CO 

uno sviluppo asinlotico Ea~z "~ in  C con limili  M~ tali che 
o 

(4.3) 

e Mn ::~ c% risulta f ( z ) ~  Ea~zL 
0 

y 

lim V21~ _ 0 

DI~OS~RAZIONE. - Effetfivamente,  siccome secondo (4.2) si verifica 

v--~--I i 

B.+~ < 5 [2(e + 1)~-~)"+~B. ~-- B~-" 
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per  v ~ n + 1 con B .  ql=oo e per (4.3) si ha 
1 

1 

lim B 7 - -  lira M~ 
v ,Ca_ 2 

- - 0 ,  

F; 

r isulta Bn+~ = 0 e Mn+~ = 0, e pertanto f(z) --  Ea~z ~. 
0 

COROLLARIO 3. - ~ia C Un angolo A~ di apertura arc ~ 7: (a ~ O) o un 
angolo A~ di apertura arc ~ 27:. Se f(z) ~ una funzione complessa che ammette 

OO 

uno svituppo asirt~otieo Ea~z ~ in  C van l imit i  M ,  tall ~he 
0 

n 

n ~  n a ~ 2  
(4.4) 

e Mo:4=cx~, si verifioa 

(4.5) 
e r ) . / n  

la,, 1-< 2Me \-e,¥/ (z - 2 - ~ ;  n = O ,  1,2, . . .), 

CX~ 

e s i h a  f ( z ) - -Eavz  ~per z E C s e  a < 2  e f ( z )=Ea~z  ~per lz]<l,/2)~ e z E C  se 
0 0 

= 2 ('). 

DIhIOSTRAZIONE. - Secondo (2.1) avremo 

per  v ~ n, da dove risulm, tenendo presente (4.4)e faeendo v.-*c~ di maniera  
eonveniente,  ehe 

er). n 
I a . l ~ 2 M o \ - ~ ] /  (n - - 0 ,  1 , 2 , . . . ) .  

Applicando (4.1) hello stesso mode, si ottiene 

(4.6) M,, ~ 5  Mo |--n~--] \ / (n --- O, 1, 2 , . . . ) .  

Pertanto,  

lira f(z) - -  Y,a~z 
n ~ (X) 0 

< lira M,, [z[~ - - 0  (zEC) 

per tutto z se :¢ < 2 e per < 1/2). s e a  --  2. 

(4) Si  potr~ migt iorare  questo l imi te?  Cer tamente ,  se f(z) ~ anal i t ica  in  A.~ da  questo e 
co 

(4.5) si deduce  eho f{z) = ~av~v per  t z [ ~ 1/)~ e z E C. 
0 
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