Disuguaglianze tra limiti e coefficienti dello sviluppo
asintotico di una funzione in un angolo

Nota di BAarTasar R.-Saninas (a Saragozza)

A Giovanni Sansone nel suo 700 compleannc

Sunte. - Si danno disuguaglianze per ¢ coefficienti ¢ limiti dello sviluppo asiniotico di una
funzione iu un angolo e disuguaglianze per i limiti delle derivale di una fungione
analitica in un angolo.

INTRODUZIONE

Dato un insieme C del piano complesso con O per punto frontiera e una
[+

funzione complessa f(z) definita in C e con uno sviluppo asintotico Za,#’, si
0o

definiscono come limiti M, di detto sviluppo asintotico i numeri

f8) — Zaz
M, = Sup zno (r=012.).
zeC

Questi limiti sono certamente finiti se f(z) & limitata. Effettivamente, essendo

n—1i
flg) — Za,2’
o

lim—2>— =g, (€0,
z—e0 2
esiste un r > 0 tale che
B—1i
fle) — Zaww’
S | <lan|+1 (#€0)
per |z| <1, e
n—1
flz) — Za,2
M, »7la,
z”o < ;_hg ;(3) o (2€C)

per |z|>r con MozSué)if(z)l<oo.

In questo lavoro dimostreremo che se C & un angolo piano |arg. 2| < an/2
di apertura an<<2mw o un angolo |arg.z|=an/2 di apertura ar<m(x>0) siha

(z—a)k _Iﬁ k
(1 ol <2(%) MMy

0
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e

en (2—a)k 1__If k
(in M <b.2k % M, "My
per 0 <k<m.

Sono anche ottenuti altri risultati simili. In particolare, da (I} deduciamo
disnguaglianze di tipo analogo a quelle che dimostriamo nel [6] per i limiti
delle derivate di una funzione analitica in un angolo |arg.2| < an/2 di aper-
tura amw <w. Ricordiamo che GorNY [2], KoLMOGOROFF [4] e H. CArraAN [1]
sono stati i primi che hanno riscontrato disuguaglianze di questo genere per
i limiti di una funzione n volte derivabile nella semiretta B+: x > 0 o nella
retta R.

NorazioNI. - Indicheremo con 4, angolo |arg. z| <aw/2, con A, I'angolo

larg.z| =am/2 e 4, la clausura di 4,, ciod: 4, = A 4 A, per «> 0.

§ 1. - Disuguaglianze fondamentali.

TrEoREMA 1. - Sia flz) una funzione analitica in A, e conlinua in 4,. Se

)| <A+ Bz (A>0)
per z€A, con A, B e X costanti, e
i gl (2 € A,),
PR !511100

st ha, qualungue sio > 0,
(1.1) |e=l" fla) | <eex[4 + (Mp)™ Bl 2 ]
per z€A,.

DIMOSTRAZIONE. ~ Sia a = 1. Allora

flz)

gp(z) = o+ 2 (>0

& una funzione analitica in Re.z >0, continua in Re.z>0 e limitata sopra
I’asse immaginario dato che

: A+ BlyP o Ae+ Byl _

per essere
14iy|=1 e [1+dy|=]yl.
Pertanto, siccome
fim loglgdel| _ (Re.z > 0),

s |7
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secondo un teorema di M. HEins {3], risulta

[ 9,7} | < (4p~* + B)eo® (@ = Re. 2).
Quindi

e fig) | < (1 + |2]) 14 + By

per Re.z > 0, qualunque sia p > 0. Basta prendere in questa disuguaglianza
p=A|2z|/p per ottenere (1.1) con a =1.

Per dimostrare completamente il teorema & sufficiente applicare il pre-
cedente risultato a f{z*}.

OssSERVAZIONE 1. - L’espressione di destra di (1.1) é funzione non decre-
scente di a se p <A,

OSSERVAZIONE 2. - Se r >0 si ha
A + Brr <e*[4 + (A/p)*Br']

qualungue sia p >0,
Per dimostrare questo & sufficiente applicare (1.1) a

fle) = A + Bz
in 4, e prendere z,—=r, tenendo presente che allora ¢<<0 (Y.

CoroLLARIO 1. - Se il polinomio
Ple) = ga,,z"
4]
soddisfa la disuguaglianza
| Plz)| <4+ Bz
in A, (0 < a<?2), risulta
(1.2) | Ple)| < e [4 + (nfkj B |2
per z€ 4, qualunque sia k> 0.

DiMOSTRAZIONE. - Basta applicare (1.1) a f(2) = P(#) e tener presente che
in questo caso o <O0.

TrorEMA 2. - Se il polinomio

P(z) = a2
0
soddisfa le disuguaglionze

(13) | Pl | <4+ Bz

(*) In questo caso se f(z)=[=0 & c=0.
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per 2€A, e 0<a<1loperz€d,e0<a<2, siha

ke kE &
(1.4) wugﬂ%Yme; (y=2—a)

per 0 <kE<n (%

DIMOSTRAZIONE. — Supponiamo in primo luogo che si verifica (1.3) in
A, (0 <«<1). Applicando il corollario 1 a Plg) in 4, e a P(—2) in 4, , e
tenendo presente l'osservazione 1 e che 2 — « > «, risulta

(1.5) | Plz)| < er®[4 + (n/k)™ B |z|"]

per tutfo z.
Pertanto, per le disuguaglianze di CavucHY,

0| < S 14 + (nf#ym B

per qualsiasi r > 0. Da questo si ottiene (1.4) ponendo

ST

Nel caso che si verifichi (1.3) in 4, (0 < @ < 2), e per conseguenza in 4,, si
pud procedere nella stessa forma di prima, con la differenza che qui per
ottenere (1.4) si deve solo applicare il corollario 1 a P(—z2) in 4._, e tener
presente l’osservazione 2.

TrOREMA 3. - Se il polinomio
P} = §avz"
soddisfa lo disuguaglianza '
| Ple) | <4 + B|2l* (44 B+0)

in A, per 0<a<<1 o0 in 4, per 0 < a<2 e mettiamo

-*1le/2 e Yy=2—ua
““Eb B ¢ YT

st ha
12 en\tk , B K
{1.6) E;E %avzv l’_<_ 2k+1 (7&?) A "n Bn

G la,|=4 e la,|=B
{3) Si pud supporre senza aleun inconveniente che 4 e B sono differenti da zero.
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per |2|<r, e 0<k<m, e

162
“% Zavz“
% o

% k
< 9k (e—’f)" i

(1.7) “

per |z|>r, e 0<k<mn.
DIMOSTRAZIONE. - Siccome secondo (1.5) si ha
| PE) | < et [4 - (n/k)™ B(2r)"]
sopra la circonferenza di ceniro 2z e raggio r = |z|, abbiamo
1
)z
FRaCIE

o1 + (nfHj B(2ey]

per |z|=r, che per il prinecipio del modulo massimo si deduce che vale
anche per |z|<r.

Pertanto, essendo

2
ki3

Al }‘ ) e 1
Yo = @:—mj (e— O+ P®(Y) d,
risulia

Zavz

O 4+ (n/kjr Br)

per |2| <r. Basta prendere qui r =1, per oitenere (1.6).
Soffermiamoci a provare (1.7). Tenendo presente il risultato precedente
e (1.b), si deduce per |z| =1,

”

1 k—1
Sa.e

Ea\,z <

1
Ml P

13
— A8
-1

<

. em\r |,k bk
<2«+1( )A—"Bn+{2’°+2" u)<k) Bn<2"+2(k> " Bh,

ossia

) Za,,z" 1 < Q2 ( k) Al"~ Bn

per |z| =r,. Per terminare basta osservare che questa disuguaglianza & va-
lida anche per |z| >, per il principio del moduloe massimo, dato che

Fo1

z" ua@z"

o analitica fuori del circolo |#| <<r,, incluso il punto 2 =oc0
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§ 2. - Disuguaglianze per i coefficienti di uno sviluppo asintotice.

TegorEMA 4. - Sia C un angolo A, di apertura en <w (x> 0) o un angolo
A, di apertura arx <2n. Se flz) & una funzione complessa definita in C che

[on]
ammetie lo sviluppo asintotico Za® con limiti M, in C, si ha
0

en\rb_ 1 F X
@.1) |ax] <2 (%) 7" b (r=2—a
per 0 <k<m.
DIMOSTRAZIONE. — Per &k = »n la disuguaglianza (2.1) & evidente dato che
|an | <M, .
Sia 0 <k < n. Dato che

P(z) = Za.»

soddisfa
| Ple) | < M, + M, |2|"
in O, di (1.4) ne risulta (2.1).
TreorEMA b. - Sia flz) una funzione analiticaw in un angolo A, di aper-
tura an > 2n sopra la superficie di RIEMANN di log.z. Se flz) ammetle lo svi-
luppo asintotico %Oavz" con limiti M, in 4,, st ha

n\r¥ 1—E L
2.2) fakjgez(gé) MYH (y=2—q)
per 0 <k<m.
DIMOSTRAZIONE. — Supponiamo che f{z} & limitata in 4,, ossia M, < coc,
poichg, in caso contrario (2.2) & evidente. Allora, si vede facilmente che
a+ioo
()= L [ & ety 0,5=0—2
gz)—QTijtz g ) (a'> )9 = — )
a—ico
® una funzione analitica in A, che non dipende da a.
Pertanto, ponendo

0 = s
P IRy 4 2)°
avremo
a-+400
S = L [ O fiat-0) — Sa, (-] dt
gle) — 6= g allet™) — Oav(z pldt,

o -—$00
e per conseguenza
-—1
g(z) — Zeye "
5 €
S 2&8%—{—1

a" M
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per ogni ¢ >0, e in particolare

= (<3

da dove secondo il teorema 4 risulta

n—1i

g() — Zoy»’
0

L.
lan| < U3k + 2) 1okl<n5k+2)e( o) A<
. nA\tkE _ 1— L.
<ot () 2y o (r=—2,

dato che per £ >1 &
I'lx 4+ 2)

ww

o]

o w0
= (x4 1) /(e—‘t)“‘dt < [(e“‘t}‘”dtﬁ[e“‘tdt =g
0 0 0

eperi<a<l,
Po+2) 14+ 1434 7 5
s S s <z —aVi<e

OSSERVAZIONE 3. - Le disuguaglianze (2.1) e (2.2} sono valide se si sup-
pone che f(z) ammette uno sviluppo asintotico finito: flz) = Zae’ 4 ofz)".
o

§ 3. - Disugunaglianze per le derivate.

_ TroreMA 6. - Sia C un angolo A, di apertura an <w (¢>0) 0 un angolo
4, sopra la superficie di RIEMANN di log.z. Se fi2) ¢ n volle derivabile in C (%), e

M, =Sup | ()| O<v<m),
si ha
(3.1) | F10)] < Aq“(g)YkMi‘“s s f=1—q
per 0 < E<n, con
A= V%‘i’ e g = er—ats (e>0)
per 0<<a<2 e .
4= V%ﬁé e g = ex3ts (e>0)

per o > 2.

(%) Da questo risulta se C=4, che f(z) & analitica in A4, ma non necessariamente
in A, . Si pud dimostrare che se f{z) & analitica in 4, e continua in 44 e se f*(z) & limi-
tata in A, esistono le derivate f'(2), f'(¢) ..., f"—1(2) in 44 e sono inoltre continue,

Annali di Matematica 20
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DiMosTRAZIONE. - Effettivamente, essendo per la formula di TavLoRr
M,. n (0
{zl (Cf/\,:f(v(l )),

per i teoremi 4 e 5, che sono applicabili qui secondo I’ osservazione 3, e te-
nendo presente che

o

fle)— Za,,z"

k1< ekt+iet

e
n!>Von IO >nte ",
risulta
Vk / ],; = Kk
TRCIETIENES: ex-ak(p) MM <
Vai/n '
1 p\1—atk ,___E L
<2ekzel—ak (E) M M
Iy 1o, Bk
/26 e("-a+e k(k) ’ M, » M O<k<m)
per 0<a<2 e
- o E ok
| F®0) | < |/ & ets—zton(? = [ i O<k<n
f ( ) I — 28 e k o ”n < ny )
per « > 2.
LeEMMA., - Se O <n,<n<n, e ¢ >0, si verifica
ﬂ n—n
. o [P — W\ I — ”z m—m
(3.2) g™ (m) <{l+gr o

DiMosTrAZIONE. - Effettivamente, ponendo u = n,/n, risulta

e o
Wy ~— 9’&1)"_‘"1 m Yttty Mg ﬂz-ﬂl

N—~my
¢ (n — n"

n, jn-—n;
nrgr—" {("1’2 — 7&1)%1»9——%1} _

= i — ™ M
* { l} l_ Ppha—ny

n”q”“”l W 1n—n, %"q"-’ﬁ <
= nln,(n —_— nl)n—m [(MI —_ l)u f-—TA] ML"‘(W Y e

) <@ +grm,
dato che (u — 1ljui—s <1,

TEOREMA 7. - Sia f(¢) una funzione analitica in un angolo A, di aperiura
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an < w- Se poniamo

M, = Sup | f™(e)| (h=0,1,2,..)
z€A @
e
B, = nu—an}f, (Bo = M,),
st verifica
k
(3.3) B, < ?ff glz=atak B Bf; (€ > 0)

per.0<k<m, e
Nyt n—m,

(3.4) B, < V%e [erTe(e 4 1p—]" B::?’-ﬂ Bra—m >0

per n, <n<1M,.

DIMOSTRAZIONE. ~ Applicando il teorema 6 a
9(2) = fla + #) @€ 4,)

in 4,, risulta
K2k | flq) | = K—ok | gl9(0) | " “v e(z-oa—{—s)k B “n Bn

per a € 4, e per conseguenza (3.3).
Per ottenere (3.4) men ¢’® che da applicare il risultato precedente a
ftmi(z) e tener presente (3.2).

TrEOREMA 8. - a) Sia flx) uno funzione n volte derivabile nella retia reale
R. Se

M, = Sup | f)fa) | 0<v<mn
st verifica
- e L.
(3.5) M, < - etk }f - » M» (e>0)
per 0 < k<.
b) Sia flx) una funzione n volle derivabile nella semi-retia R+: x>0. Se
M, = Sup| /)| O<v<m),
st verifica e
(3.6) M, < Vze e ”‘ i (> 0)
per 0 <k<m.

DnMoSTRAZIONE. ~ Si pud procedere nello stesso modo del teorema 7 (%),

(°) Le dimostrazioni che abbiamo citato anteriormente di queste disugunaglianze elabo-
rate da Grorxy, H. CARTAN e MaNDELBROJT, si basano in certe proprietd dei polinomi di
TCHEBYCHEFF.
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TrOREMA 9. - Sia f(z) una funezione analitica in un angolo A, di aper-
tura an > n sulla superficie di RIeMANN di log.z. Se poniamo

si ha

(3.7)

My = Sup [£*e)] (n=0,1,2,.)
B =1—a per 0<8<2 —«a {«<2)
Y(e):eg“ per  |a—2|<08<a
¥0) = —1 per  0<68<a—2 (@>2),
% Nk
| 1) | 31 = euww(‘ka) MM (e > 0)

per 0=Z;arg.z{ e0<E<n.

DIMOSTRAZIONE. — Si deduce dal teorema 6 osservando che # & vertice
di un angolo di apertura (1 — y(0)]lr <2z contenuto in 4,.

§ 4. - Disuguaglianze per i limiti degli sviluppi asintotici.

TrorEMA 10. - Sia C un angolo A, di apertura an <= (¢ =0) 0 un an-
golo A, di apertura am<2m. Se flz) é una funzione complessa definitu in c

s}
che ammette lo sviluppo asintotico Za,z* con limiti M, in C, e poniamo
Q

si ha

4.1

per 0<E<m, e
(42)

per 1, < n < N,

Bn et ,n(2—oc)n M,, (n = 09 1; 27 "') s

k

k
B, <b[2e=]* B, * B

n
"

Ny—N  N—Wy

B, <5[2(e + 1)—" By B

DIMOSTRAZIONE. - Prima proveremo (4.1). Dato che il polinomio P(z)=

:WZ_&W soddista la disuguaglianza

0

per 2 € C, ponendo

| Pe) | < M, + M, |2 "

n

o G

2\n M, Y=2—o

gsecondo il teorema 3 ri‘sulta

1 Yl
= S0,
CAN

ko, F K
< gr (‘f,?)" MR
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per |z <1y, ©
lk——l
1-—-20&,,z"

2&4—2(6;:) M;—— M”
per |z| > 1.
Pertanto per [2] <7, si ha

k-1
f(Z) - %avzv "ot ) nek
P _<. gi %avz + Mﬂ 151 _<_.
I E Ok L.
<2~+l(9’? MM+ MM <
e\r® 1—1—" k
< 5.2 (E) Bo B: ’
e per |z|>7,,
Jeoy,
fle) —Za,2” M -
zh_o — {z}: + zavz S
L S
<o (g)* M e (9;;)* MM <

e\rE -k
<5-2(¢) BBy,
da dove si deduce finalmente (4.1).
Per dimostrare (4.2) & sufficiente applicare il risultato precedente a
"—1

fiz) — Za,z

0

9 = —

e tener presente (3.2).

CoroLLARIO 2. - Sia C un angolo A, di apertura an<= (¢ >0} o un
angolo A, di apertura an <2n. Se f(2) é una funzione complessa che ammetle

[~
uno sviluppo asintotico Ta.” in C con limiti M, tali che
[

(4.3) dim VMV =0
e M, == oo, risulta f(z) = %ayz".
o
DimosTRAZIONE. ~ Effettivamente, siccome secondo (4.2) si verifica

y—n—1 1

Boys <5 [2(e+ 1jp=2"+1B =" B
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per v=n-41 con B,Foco e per (4.3) si ha

; M o,

V0 Yy e QO ya—2

1
1 v
lim By = lim v

"
risulta B,y , =0 e M,,, =0, e pertanto f(z)= Za,s".
o

CoroLLARIO 3. - Sia C un angolo A, di apertura an < n(2=0) 0 un
angolo A, di apertura an << 2r. Se f(z) ¢ una funzione complessa che ammetie

w
uno sviluppo asinfotico Za,zv in C con limiti M, tali che
[+

(4.4) lim y_gﬁ =A<
=
e M,==co, si verifica
4.5) |a,,1_<_n2Mo(‘?—;%) G=2—a; n=0,1,2,..),

e si ha f(z):ozoa,z” per 2€0 se a <2 e f(z):c'gavzv per |z| < 1/2h e 2€(C se
1) [}
=2 (%
DIMOSTRAZIONE. — Secondo (2.1) avremo
" A\
jonl < 2(2)" a3 (V)
71 vd 2

per v =>n, da dove risulta, tenendo presente (4.4) e facendo v-—co di maniera

conveniente, che

T A
ianigzMo(%) (n=0,1,2,...).

Applicando (4.1) nello stesso modo, si ottiene

Zer X)"

i m=20,1,2,...).

(4.6) Mn SﬁMO(

Pertanto,

E R )
lim |f(#) — Za,2
o

n—00

< lim M, |2|"=0 (z€0)

per tutto 2 se « <2 e per |2 < 1/2X se a =2,
(%) Si potrd migliorare questo limite? Certamente, se fl#) & analitica in 4, da questo e

[e o]
(4.5) si dedunee che flz)==2Zaye» per |2{< 1/A e z€ (.
¢
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