
Sulla approssimabilit~ dei numeri algebrici mediante 
numeri razionali. 

~Iemoria di MARCO CUGIANI (a Milano) 

A ~ iovann i  Sansone nel suo 70too eompleanno. 

S~mto. • Sfru t tando il  metodo di ROTH-SCHNEIDER 8i dimostra iZ seguente teorema: • Se 
algebrico di grado g ~ l e se esiste una  sttccessione IPn/q~ di  humer i  razio~al i  

( O ~ q ~ q , - ~ i ) ,  per cu~ si ha :  q~. .~q ' , , ,  qn", essendo q~'-----b~ ~, in  modo che r isut t i  
]ogqn' / iog q , , ~  l - - ~ - - ~ ( q ~ ) ,  e~ (~ ed to costanti ~__0) ed inoltre: 

] ~ - -p . /q~  ]<  qn-(~+'~+,f~q~ )) 

t 

dove ¢~(q,~) = (log log log qn)--~, f (q.)  ~ I (4 ~- 2~)(2g + 1) -~- o~ + al ¢~(q,~) 

con ~ > O; allora sara:  

lira log qa+~/log qn ---=- q" e,~ ,. 

I . .  I n t r o d u z i o n e  - R l s u l t a t L  

Del  r i su l ta to  ormai  c lass ice  di K. F.  Ro~]~ (~), su l la  appross imabi l i t~  di 
un n u m e r o  a lgebr ico  median te  razionali ,  sono s ta te  da te  pa reech ie  var iant i .  
R ico rd iamo qui  in par t i co la re  que l la  dovu ta  a TH. SC~NE~DEI~ (~) la qua le  
conduce  a una  proposiz ione  del  s eguen te  tenor~,: 

(( s e a  ~ a lgebr ico  di grado g > 1 e {P,~/q~ ! ~ uua  suecess ione  di n u m e r i  
razionali ,  con (p~, q~) ~ 17 q,+~ ~ q~ > 0, i cui  denomina to r i  si possano  seom- 
por re  nel la  fo rma :  qa~c[,, .q%, dove q",,-----b z~ con b in tero  f isso e ),~ in tero ;  
allora, posto 

~q--- lira log 9',,, 
, , . ~  log q,, 

e scel to t~ > 1 4 -~  e del res t  o qua lunque ,  esis te  al  piil un  n u m e r o  f ini to di 
f razioni  p~/q~ per  le qua l i  r i su l t a :  

[ a - - p , , / q ,  ] < q7~.>) 

(i) Si  veda :  K. :F. ROTH, Rat iona '  approximat ion  to algebraic numbe~% • Mathemat ika  ~, 
(1955), 1.~o. 

(2) Si veda :  Th. SOtINEIDER~ Einfi~rung in  die transzendente~ Zahlen~ c Grund.  ) ia th .  
Wiss.  81 ~, Spr inger ,  Ber l ih  {1957). Qui si al lude al Satz 6, § 5~ pag. 13. 
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Poich~ b ev iden temeu te  ~ <:_ 1 in ogni caso, da l la  proposizione sopra  
enunc ia t a  viene impl ica to  a, nche il teorema di Ro~m 

iNoi vogl iamo dare  de1 teorema di ROTH-SC~3EIDEn u n a  nuova  var iante ,  
g iungendo  a d imos t ra re  il s eguen te :  

TEORE~tA. - S ia  o: algebrico di grade  g > 1, s ia poi  assegnata  u n a  sue. 
cessione {p, , /% }, con q,,+~_~ % > O, ( p , ,  %)== 1, tale ehe i % si possano  
decomporre nel  mode seguente : 

q,, = c1',, • ct",, , ,~",, = bZ~ 

con b e ~.,, interi,  b fisso, la quale  i~wllre soddis faccia  le due condiz ioni:  

a) esistano due  costonti  ~ ed 03(0 <--~ ~ l, 0 ~ ,  03) tall ehe r isul t i  

(1) 
1 0 ~ ,  (~ ,, 03 

log q,, ;~  1 - -  "q - -  {log ii,g log ~,,,,, ~*/=; 

b) esista u n  s > O, abbastanza piccolo, pea" cui si abbia: 

(2) 

essendo : 
Qn 

i 

f (q , )  - -  { (4 + 2~)(2g + 1) -+- to + s }/(log log log (b,)"; 

r isu l ter~  allora : 
lOOP /3 

lira ~, 't.+~ . . . . . . . . . . .  ~ - t -  o o ,  
,~-~co log % 

Da questo teorema si deduce un cr i ter io di t rascendenza ,  in base al quale  
si pub a f [e rmare  ad esempio che sono t rascendent i  tut t i  i humer i  ct del la  
famig l ia  : 

CO 

(3) :¢ ~ E d.~a--e~ 

con a, c in ter i  fissi, a ~  2, o k  2, essendo i d,~ interi ,  diversi  da zero per  
inf in i t i  valori  di v, ch iamiamol i  v*, abbas tanza  f i t t i  perch~ la d i f fe renza  di 
due successivi  v* r isul t i  sempre  minore  di una  costa nte f i ssa ;  per  v abbas tanza  
grande  sia inol t re :  

I 
per un s > 0 fisso. 

Arres tandoc i  infa t t i  al t e rmine  ~-es imo (i:~ corr i spondenza  di un  d ,  4==0}, 

e ponendo : 

p /q " d - c  ~ 
Y ~ O  
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avremo, essendo ovviamente ogni termine non nullo maggiore del doppio di 
ognuno dei sueeessivi (per v abbastanza grande):  

co 

[ a - - p . / q .  l - -  ~ d~a-c~ < 2d.+la--c"+~ 
v=n+l 

(nelFultimo membro si pub serivere n + r  invece di n + - i  so risulta 
d,,+~ = d,+~ - -  - -  d,+,._~ = 0, d,,+,. :4:0, il ehe non altera sostanMalmente 
il ragionamento che segue). Abbiamo era :  

( °- ) - -  C n + l  ~ C  n - b  - -  - - l o g a 2  

rieordando ehe:  q.  ~ ac", e ponendo:  
C ~ Cn+i__Cn-i_ l o g  a 2 
~ ) l / 2 - - E  ( l o g  

otteniamo 

X : ~  e - -  1 -t-- (log n)  ~12-~ ÷ 0 

ed essendo o ~ 2, ne viene 
1 + o(1) 

(4) x ~  1 + 
(log n)l/2-~ 

Qui possiamo prendere  ~q = 0  ed ( . - - 0  e la (1) sara sempre soddisfatta 
essendo q,,"---q,, ,  mentre  troviamo subito: 

lira log q.,+l 
.--*co log q. 

o n + t  l o g  a _ 0~ < + c,o. 
l i m c " - '  log a - -  

0 r a  s e a  fosse algebrico di grado g, avendosi:  
1 t 

tog log log q. ----- log n + 0(1); (log log log %)~ ---- (log n) ~ + o(1) 

non potrebbe essere, a eausa della (2), per un K opportuno:  

K 
X < I +  

(log n),l~ + o(1) 

in evidente contras~o colla (4) per n abbastanza grande. 
0vviamente  il preeedente discorso si pub applicare con lievi modificazioni 

pih in generale a numer i  del tipo: 

(3') ~ =y ,  d~zv 
(~C v 

per ogni w razionale e Belle stesse limitazioni per a, c, d~; I numeri  a del 
tipo (3') risultano dunque aneh 'ess i  trascendenti.  

Annal i  di Matemat ica  I 8  
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II. - D u e  l e m m i  p r e l i m i n a r i .  

Per  la dimostrazione del nostro teorema ci serviremo di due lemmi the 
desumiamo dai lavori di RoTI-I, e di SCHNEIDER~ e al cui enunciate dovremo 
premettere un breve richiamo della noziene di indice di un polinomio in un 
punto, la quale del resto ~ ormai classica in questo tipo di rieerche. 

Sia Q(xl, x , , . . . ,  x,~) un polinomio non identicamente nullo, ed inoltre 
siano a~, a2,. . . ,  a,, ed r l ,  r~, . . . .  r~  due m-ple di numeri reali ( r ,>0) .  
Poniamo: 

Q(a~ + y l ,  ... , ~,, + y , )  - -  xc~l,~, ,~ y~Ti'.., y~'~ 

essendo le yi nuove variabili. Direme allora ind i t e  del pol inomio P nel pun to  
A ----- (al,  a2, . . . ,  am) in  relazione alla m-pla r~, r~, ... r,n, il numero 0, cosi 
definite: 

( r  i ~ + . . . +  '~ ) 0 - -  M i n  Q + r2 ~ " 

(:;: ;::::::;o) 
Indiehiamo poi con: 

0,~(B; q,, q~,..., ~/,,; r l ,  r2, . . . ,  r,,) 

(dove gli argomenti sono suseettibili di valori reali positivi e di pih i q~ in- 

teri) l 'estremo superiore degli indici 0 nei punti A p~ P2 mentre 

variano: 

(a) la m-pla Px, p2, ..., P,,,  nella quale ogni numero p~ assumerh tutti 
i valori interi compatibili eolla condizione (Pi, Cl~)--~ i ;  

b) il polinomio Q, non identieamente nullo, i eui eoeffieienti, interi, 
ausumeranno tutti i valori eompatibili eolla eondizione ehe il grade di Q ri- 
spetto ad ogni ~ non superi r~, mentre il valore assoluto dei eoeffieienti 
stessi non supera B. 

Passiamo era ad enuneiare il: (~) 

LEMMA 1 °. - ~ ia  m irdero posit ive e ~ reale, tal i  che: 

(5) 0 < ~ < l / m ;  

r~, r~, . . . ,  r~  siano numer i  interi  posi t iv i  per i 9uali  si ha: 

(6) r~ > 10/8 

(7) rj_,/r~ > 1/~ 1 - -  2, 3, . . . ,  m. 

(a) Si veda: K. F. ROTI-I~ lee. eit. in (t), Lemma 7, alia pag. 12. 
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(8) 

(9) 

allora si ha: 

(lO) 

I numeri  ql, q~,..., q,~ interi soddisfino alle relazioni: 

0 < q ~ q ~ . . . ~ q , , ,  

log qx > m(2m ÷ 1)/~ 

r j  log qj ~ rx log qx ( j  - -  2, 3, . . . ,  m); 

O,(q~; q~, qz . . . .  , q,,,; rx ,  r 3 , . . . ,  r~)< 10"~( ½)' 

E pass iamo adesso a espor re  il ( ' ) :  

LE~MX 2 °. - Sia a algebrico di grado g. Fissati  un  numero reale ":, e un  
numero m intero, tali the r isul t i  : 

1 1_ 
(11) 0 < x < ~  ~ m ~ - - I  > 2g; 

allora, comunque si scelga una  m - p l a  di numeri  interi positivi rx, r2, . . . ,  r,n, 
si  pub sempre trovare u n  polinomio, non idenlicamenle nuUo, dioiamo 
¢(xx, x2, ..., w.~) a coeffivienti razionali  interi, volle seguenti proprietY: 

a) tulle le derivate: 

" ( 

• (,) 
r-, r .  r .  

sono identicamente nulle ; 

b) l ' indice di ~9 nel punto  A(a, a .... , a) in relazione aUa m--pla rl ,  
r2, . . . ,  r ,  ~ maggiore di: 

v) esiste una  vostante y dipendenle solo da ~ per eui si ha :  

ev(",+"~...+",,) 7> B 

essendo B il massimo modulo dei voeffivienti di  ¢~. 

(4) Si veda: Th. SCHNEIDER~ op° cir. in (3), § 5, Hilfssatz 11, pag. 26. 
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III - D e t e r m i n a z i o n e  d e l  p a r a m e t r i .  

Pr ima  di procedere alla dimostrazione vera e propria del nostro teorema, 
dovremo far vedere come i parametr i  % m ,  ~ , r l ,  r2 . . . .  , rm ,  ql ,  . . . ,  q,,  possono 
essere scelti in guisa che risultino soddisfatte tutte le condizioni poste nei 
precedenfi  lemmi, nonch~ le altre the  verranno qui di seguito indicate e ehe 
r isul teranno essenziali ai fini della dimostrazione. 

Procederemo per  assurdo e quindi comineeremo col supporre the  con- 
t rar iamente  alia tesi da dimostrare si possa t rovare una eostante h per cui 
risulti  : 

log tb,.1 < h 
log q~, 

per  n abbastanza grande, anzi sar~t equivalente  il supporre, con una eventuale  
diversa scelta della costante A, che tale relazione sia soddisfatta per  ogni n. 
Potremo dunque  scrivere:  

(12) q,,+~ < q~. 

Poniamo adesso: 

e deeidiamo di ehiamare q~ il primo dei humeri  q~ per i quali  si ha:  

log q~ ~ e~";  

ponendo esat tamente : 

log ql - -  ce 2era 

risulteri~ a causa della (12): 1 <_c < A, onde potremo serivere: 

(13) 
1 l 

log log log qt --" m + 0(1); (log log l o g q J  - -  m~ + o(t). 

Con tali posizioni saranno inoltre soddisfatte la (5) e la (8) non appena 
m ~ abbastanza grande, e in pifi potremo fare in mode che risult i :  

(14) log ql > m?~/~ 

dove : 

~'1 ~ max (?, log t 16(1 + l ~ I) t) 

essendo y la eostante che f igura nel punto c) del lemma 2 °. 
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Seegliamo poi una  eatena di valori q,, e l i  indicheremo con qt, in mode 
che risulti  : 

(15) log~ b > 2 2e,, ~ 
log q~_~ ~ = 

o seegliamo eiaseun qj in modo eho sia il minimo 
eorrispondente relazione (15). 

Ne risulterk allora, per la (12): 

log q~/log oj_x _<2 2 5 e ~" 

( j = 2 ,  3, ..., m) 

dei q~ the  soddisfa alia 

e si avr~: 

ossia: 

' (  (,.-1.)) 
(16) (log log log q.~)~ ~; m + log m + 0 -~ - -  m-2+ o(1). 

AI valore d i m  prescelto verdt  dunque ad essere associata una  m-p la  di 
denominatori  q~ ( j =  1, 2,. . . ,  m), in mode ehe oltre la (5) e la (8) sia sod- 
disfatta la (15); se faeciamo ul ter iormente aumentare  m, e variamo in conse- 
guenza la m-pla  dei qj,~ queste tre relaMoni saranno sempre soddisfatte; la (13), 
e la (16), valide per m ~ -I-cx~, ei permettono poi, aumentando eventualmente 
aneora m, df fare in mode che, fissato a > 0 e posto: 

1 
(log log log qm)~ 

risultino soddisfatte anehe le relazioni (11), oltre alle seguenti :  

(17) ~ < 9a~ < - - 4  

(18) axm > 10"* • ~(~t2f" 

t 
(19) ~(log log log q~)~ > 2g + 1 (j = 1, 2, ..., m) 

(30) 
1--!-~--b ":(2-I-3~-q- 2 ~ +  1 ) 

1 - -  2(1 -t- ( ~  
- -  1 + ' t / +  ~:(2 + 3° + 2g t° ) _t_ 1 -t- 

+ 2(1 + -~) (1 + ~)~ + 0(~ ~) ~ 1 -¢- ~ + (4 + 2~)(2g + 1) + ~o + 
1 

(log log log q~)~ 
= 1 +-~  + f(q~) 
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dove per l 'arbitrarieti~ di o, anche ~ > 0 pub essere scetto piccolo a piacere. 
Fissato cosl definif ivamente m, e quindi $, nouch/~ la m-pla  dei q~, 

scegliamo un numero naturale  r, tale che si abbia:  

(21) r~ > 10 log q,,,~'($ log q~) 

altri m - -  1 humeri  naturali  r j( j  = 2.3,  ..., m), definifi e suceessivamente  
dalle relazioni : 

(22) r, log q~/log q~ <_ rj < 1 + ri log q~/log q j. 

Grazie alia (22) anehe la (9) sar~ soddisfatia e, tenendo oonto della (21), 
sar~ soddisfatta anehe la (6). Avremo inoltre:  

_ _  log qj log q . ,  r~ logq j  < 1 + - - ~  1-I- . . . . . . . .  < 1 + -  
r~ log q~ rl log q, r, log q~ 10 

da cui, per la (15), ot ieniamo:  

) - 1  1 > !og qj {1 + > 
rj log q j_, \ ~ 

onde anche la (7) sar/~ soddisfatta. 

I V .  - D l m o s t r a z i o n e  d e l  t e o r e m a .  

Fissati  cosi i valori dei parametr i  m, $, ~5, ql, q2 . . . . .  q, , ,  r , ,  rz . . . .  , r,~ in 
mode che siano soddisfatte tutte ie coudizioni per la validit~ dei Lemmi 1 ° 
e 2 °, costruiamo un polinomio CI) colle propriet/~ indicate nel lemma 2 °. 

Il polinomio @(xl,  x2 ,  . . . .  x , , )  potrebbe non servire al nostro scope in 

quanto potrebbe annullarsi  nel punto(  ~5, P"-/ 
\ql q 2 ' " "  %,/" 

Osserviamo allora che per il lemma 2 °, comma c), e per la (7), avremo: 

B ~ eY (rl ~r~-k...+r,,) < ~,(mrl 

e quindi per la (14): 

(23) B < qfi",. 

Allora, per la (10) del lemma 1% e per la (18) avremo: 

( A "  
0,,, < 10"$ \~/ < o z m  

Esiste quindi ahneno una m-p la  di numeri  interi non negativi i , ,  i~, ..., i , ,  

per cui si ha:  

(24) i, i2 i- '  - + - A -  ... -I- - -  < oTn~ 
*If, r 2 r~tt 
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e tale  ehe il pol inomio eo r r i sponden te :  

' (L¢(±? 
F ( x ~ ,  x~ ,  . . . ,  x,,,) - -  i l  ! i .  ! ... i . ,  ! \ O ~ J  \O,x d "'" 

non si annu l l a  nel punto  A(pl/q~, p , /q , ,  ..., p,,/q,). 
I1 pol inomio F(x l ,  x~,. . . ,  x,~) avrk  coeff ic ient i  raz ional i  interi ,  per  il 

modo stesso con cui ~ costrui to,  inol t re  detto B ,  il mass imo modulo  di tali  (-) coeff ie ient i ,  r i eordando la l imi taz ione  k ~ 2", si vede subito ehe sar~ B~ < 

< 2r,+~'-+...+*,,B. I1 n u m e r o :  

, q , . . . ,  q , , / . >  0 

sar'h dunque  razionale,  
per  denomina to re  un  divisore del  n u m e r o :  

ed avremo inol t re  the ,  seri t to in forma ridotta,  avr~t 

r l  r 2 r~l~$ 

Ora abbiamo per  (1) e (19): 

(25) l ~ l O g b l _ ~  - co > 1 - -  7 - - : l - - ~ - - Q . ¢ ° ~  
log qj 2g+ 1 

(log log log q~)~ 

In  q[, .  "-' '"" q2 .... q,,, ~ contenuto  come fa t tore  il numero  

b "~ ~ r~ + t 2r..,+ .,. + i,,~ r .~ . 

D' ul t ra  parte,  a causa  del l e m m a  2 °, comma a), ogni te rmine  del pol inomio 
, , .  ~ t ( • ° F(x l ,  x,.. ~c,,) dopo le sost i tuzioni  x~ ~p~,qj  3 -  1, 2, ... m) si t ras forma 

in una  frazione il cui  denomina to re  non pub eon tenere  un  prodotto di potenze:  

per  cui r isul t i  

. . . . .  -+ ... -I- - - ~  m 
rl 'to rm 2 -{- ~ " 

Quindi  se ser iv iamo iI denomina to re  del numero  F nel la  fo rma :  

"" O' Q" II q~i II qi J = " 

il f a t t o r e  Q" non pub supera re  bX, , dove:  

( s j ~  rt) 

A "-- Max i~k~ -1'- i~X2 + ... + i,,,k,,,. 

rj " 
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I1 denominatore  di F non pub dunque  superare  la quant i tk  

Ora, posto : 

H - - b  1 

al variare d i i l ,  i2, ..., i,n, sempre  sotto lu eondizione:  

E - < m  + ~  
i=1 r1 

avremo per  la (25) e la (9): 

e quindi  
I 

b~x~"~ - ~  = m n  H ~ ~ ( ~ - ~ ) ( t - ~ - ~ ) ~ ' .  

II denominatore  di F sar~ dunque  non maggiore  di 

q~q~ ... q~ylq~(~-- ~)(1-,~-~)r~. 

Ora a causa di (22) e di (6) possiamo ser ivere:  

1 1 r i l o g q j < l + _ _  ( l q -  - - < 1 +  
r ,  ] - - o g  q---~ r j  - -  1 - r . ,  - 1 § 

e per  la (17) avremo anche :  

r i log q1 < (1 q- ~z)r~ log q~ 
e quindi  : 

qf,. q~ ... q2~ < C(~+~)~,. 

Pot remo alloru scrivere (essendo ovviamente  il numera tore  di F almeno 
uguale  ad l): 

m --~ (i--N--~-))rl--m(l+o~)r i -- ~ (l-~N+2(l+o)~-i-~)r i 

(26) F > q l  >q~ " 

Voglialno adesso trovare un valore appross imato  dal di sopra per  il 
I l l l m e r o  Fo 

Pens iamo allo svi luppo di F(x~, x2 , . . . , xm)  per  le potenze di ( x ~ - - a ) ,  
( x ~  - -  ~ ) ,  . . . ,  ( x , ~  - -  ,¢). 
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A eausa  del  l e m m a  2 °, c o m m a  b) e del la  (24) ogni  t e rmine  di tale  sv i luppo  
cont iene  un  fa t tore  

_ . . .  _ 

per  il qua le  ~ c e r t a m e n t e :  

(1 ) h~ e h2 + ... "+" h,,~ > m - -  (1 .+  (~)'c 
r-5-  r-2 " 

P o n e n d o  in tale fa t tore  x i ~ Pi/qJ(J - -  1, 2, ..., m) avremo in tanto  a eausa  
di (2) e (9): 

Se ind ich iamo con K it mass imo  modulo  dei  eoef f ie ien t i  del lo  sv i luppo  
di F (x l ,  x2, ..., x,,) pe r  le potenze degli  (x i - - a )  av remo:  

~n  

F < K(r~ + 1)(r2 + 1) ... (r~ d-  1)q~-- ~ ll--2(L÷~)~lll+~+[(q")Ir' 

P e r  o t t enere  una  maggioraz ione  di K,  r i co rd iamo ancora  la nora re laz ione 

(~) ~ 2~, oIlde, det~o a n c o ~  B 1 il mas~imo modu lo  dei ~oe fficie~lti d i F ,  e 
v ~ /  

posto  a = 1 d - ] a  1, av r emo :  

K < (2a)~,+~+"'+~(rz + 1)(r2 + 1) ... (r,~ -+- 1) B~ < 
< (4ay~+r~+.. + s , .  2~,+~+...+~.~ B 

e qu ind i  per  la (23): K < ( 8 a )  m'~ • q~rl, e inf ine  per  la (14); 

K (ri + 1)(r2 + 1) ... (r,,~ + 1) ~ K 2  "~1 < q ~rl. 

Giungiamo cosl, grazie  a l la  (17), al la  l imi taz ione :  

(27)- 
m 

F< qi 

Confron tando  la (26) e la (27) o t t en iamo:  

1 -t- ~ + 2(1 + ~)~: -t- Q > {1 - -  2(1 -t- g)~}[1 + ~ -t- f(q,~)} - -  ~v, 

e qu ind i :  

1 + ~ + f(qm) < 
1 + ~ + ( 2 +  3a)': + fl 

1 - -  2(1 + o)z 

in ev idente  con t ras to  col la  (20). 

1+ '~ d-2:+3<yc -+-2g + 1 
1 - -  2(i -+- ~): 

Da ques ta  contraddizior te  r i su l ta  p rova to  il t eo rema  proposto .  

Annali di Materaatica |~ 


