Teoremi di unicitd per sistemi di equazioni
a derivate parziali in pit variabili indipendenti.

Memoria di Maria CiNQUINI-CiBRaRIO (a Pavia).

4 Giovanni Sansone nel suo 70" compleanno.

Sunte. - Sotto ipotesi molio ampie sono dimostrali alcuni feoremi di wnicitd e di dipendenza
continua dai dati della soluzione del problema di CAUCHY (in senso generalizeato) del sistema

L 02;(2, Yyqyene h czi(z.
) 2 Ayl Ygsues Y 245005 7m) e yf & h)+ 2 0ir(, Yy s Yt B1y vony Z) ?119_7 2 =
j=1 o =1 oYy
=fUATy Yy oy Yui 24y ey Bm)y (=1, 2,.., m).

La soluzione & ricercata mnel campo funzionale, costituilo dai sistemi di funziondi
2% Yyyeos Ya)y =1, 2, ..., m), che sono definite in un ben determinato campo, sono
101 assolutamente conlinue in x e lipschitziane in y,, ..., y,, ¢ soddisfano il sistema (1)
quass ovungue in tale campo.

Abbiamo iniziato, recentemente, lo studio dei sistemi di equazioni a
derivate parziali di tipo iperbolico in pili variabili indipendenti (*) e abbiamo
dimostrata 1’ esistenza, 1’unicitd e la dipendenza continua dai valori iniziali
della soluzione, in senso generalizzato, del problema di CAUCHY per un
sistema quasi-lineare della forma

Bzi(m, Yis oy yh)7
(a) T w T
) 24T, Yoy oo
+§1P¢,,[ao, Yoy oos Yns AlXy Yoy o sYnhy oer s Zonlly Yas ooy Y)]. : ,Jay‘ - =
= fé{%’: Yiyons Yhs 2”1(60) Yiy ooy yh), ey Zm(%‘, Yiyeees yk)}v (Z - 1’ 2’ e '”Q),

mentre, anteriormente, erano stati dati da altro antore (¥) alcuni teoremi di
unicitd, valevoli sotto ipotesi pilt gemerali e in un campo funzionale piw
ampio, sia per il sistema (a) che per il sistema

(b} 9_’.2_5{5_17, Yiseees yh) —
ox

Ao, Vo,
OZ ey Yn CEHULs Yiysasys Y1
=71, Yayeee, Yhy BalBy Yy oey Yh)s oy Bk, Yayenes Yh; il ) Yu ’..J,_} i, Y1yeens Y1)

a?l— PELLE a‘/l/h Srm—
t=1, 2,,.., m).

3

(v M. CrnQuiNi-CIBRARIO, Sistemi di equagioni a erivate parziali in pil variabili indi-
pendenti, « Ann, di Mat.», (4), XLIV (1957), 357-418. Tale memoria sard indicata nel seguito
con (M}.

(*) 8. Cinquint, Sopra Vunicitec della soluzione dei sistemi di equazioni a derivate
parziali del primmo vrdine, « Rendic. Istituto Liombardo », 88 (1955), 960.978. 11 § 1 & dedicate
ai sistemi non lineari in pidt di due variabili, il § 2 ai sistemi quasi-lineari.
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Nel presente lavoro iniziamo lo studio di sistemi di equazioni a derivate
parziali di tipo iperbolico in pilt di due variabili indipendenti di forma piu
generale del sistema (a}; precisamente ci occupiamo qui di teoremi di unicita
relativi al sistema (in s funzioni incognite e & -1 variabili indipendenti)
\aZj{.IJ, Y1y oo Yn)

m
(I) 7'§1 Aii[(% Yisoeos Yos 2@, Yiy ooy ?/h), ) zm(w? Yiyoory yh)] ) e

4~

h

32,0, Yy, ooy I
+ b Pir[(‘m Yiy ooy Y Zl(m} Yy ooy Yy ooy zm{m; Yiyoeos yh)} }( ‘é;/ ’ Jh) =
r=1 r

= fil=, Y1y ooy Yhj 2Ty Yis ey YRy ey Zm(®, Yoy ey Ynll, (=1, 2., m)

La soluzione & ricercata nel campo funzionale costituito dai sisteri di
funzioni

2@, Yis s Yn), 2oy Yooy yh)7 oy Bml®y Y1y s Yubs

che sono definile in un ben determinato campo (che sard specificato caso per
caso), e sono twi assolutamente continue in x e lipschilziane in y,, ..., yn; un
tale sistema di fungioni costituisce nel suo campo di definizione una soluzione
in senso generalizzalo del sistema (I}, se le funzioni siesse soddisfano il siste-
ma (1) quasi ovungue.

In questa prima ricerca le fanzioni A;(®, Yui...., Yn; 2,y Zm).
(3,7 =1, 2, ..., m), sono supposte continne nel complesso delle variabili, mentre
le funzioni g%, Yi, o) Yn} Bryes By, (=1, 2, ., m; r=1, 2, ..., k) sono
supposfe soltanto quasi-continue in x, ¢ continue nel complesso delle varia-
bili %y, .y Yri B, e, Zm, € infine le fumzioni fix, 9, ..., Yn; 21, s 2m)
(#=1, 2,.., m), sono supposte soltanto gquasi-continue in tutto il loro campo
di definizione. ,

Nel § 1 le funzioni Ay, Y, .., Yn; 21yeey Zm)y irdeennd), filond) (6,7 =1, 2,0, m;
r=1, 2,..., h), sono supposte definite per = variabile in un intervallo (0, a,)
e per tutti i valori reali di y,,..., ¥r; 21, ..., Zm. Nel Tromrrma I, supposie
note due soluzioni (in senso generalizzalo) del sistema (1), definite in nn campo

Dy: 0<wxe<aq, — oo < Yy <+ 00y, — 00 L Yu < 00,

0 < a=<a,), si dimostra che, se esse coincidono in un campo limitato (appor-
tenente all’iperpiano x = 0), definito dalle

sz, _HLS‘Q1£H1..-., _—thyhgﬁh,

(dove le H, sono costanti positive), coincidono anche in un campo ben deter-
minato T appartenente al campo Dy. Il visuliato del TEoREMA I permette di
provare (TeorEMa II) Uunicitd della soluzione (in senso generalizzalo) del
sistema (1), che é definita in Dy e asswme. valori assegnati per x =0; si ha
cosl un feorema di unicita della soluzione del problema di CAUCHY (infesa in
senso generalizzato) relativo al sistema (1)
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Nel § 2 sono dimostrati due teoremi (TEOREMA IIT e TrEOREMA IV) rela:
tivi alla dipendenza continua della soluzione del problema di CAUCHY (in
senso generalizzato) dai dati (°).

I teoremi dei §§ 1 e 2 permettono di provare che, variando ¢ dati del
problema di CAUCHY (iu senso generalizzalo) in un campo limitato dall iper-
piano x =0, la soluzione pud variare in un campo anch’esso limitato appar-
tenente a D, (cfr. le considerazioni sviluppate nel n. 7)

Nel § 3 si dimostrano sia un feorema di unicita (TEOREMA V) della so-
luzione del problema di CAUCHY (in senso gemeralizzalo), sia un feorema di
dipendenza continua della soluzione dai dati (TEorEMa VI), net ecaso, in cui
ci si riferisca a soluzioni definile, invece che in Dy, in un cerio campo limi-
tato T (dello spazio delle variabili @, 91, ..., yr), e anche nel caso (cfr. n. 13 a)),
in cui anche le funzioni Ayl®, ¥, ..., Yr; 21y s Zm)y Lirl®y Yoy ooy Ynj 21y ne 2m)s
Fildey Yoy ooy Yns Zayns By (b =1, 2,0, m; r=1, 2,..., h) sono definite in
un campo limitato C, dello spazio delle variabili @, ¥, .., ¥n; 21,0, Zm.

I risultati oltenuli nel presenle lavoro hanno caratiere di novitd anche nel
caso, in cui le variabili indipendenti sono due; il sistema (I} diviene allora

N ozix dzilx, y
1) 5 w2l 9), e 2 )| o, 5 000, 9 2l ) Y
=3 Y
- fi(ma Y; zl(x’ y)! ser s zm(mi ?/)), (1’: 17 27 ) 1")'

Qualche osservazione, relativa al sistema (I'), & contenuta nel § 4. Come
& ben noto (*), alla forma (I') si pud ricondurre un qualunque sistema di
equazioni a derivate parziali in due variabili indipendenti, il quale sia di
tipo iperbolico.

§ 1. - Teoremi di unicita.

1. Richiamiamo, per comoditd, alcune definizioni gia date in (M) ().

DeriNizZIONE 1. - « Una funzione zix, y,, ..., Yn), definita nel campo
Do : Oswsa’; — 00 Y < + 00, ., — oo L Yr < o0,

st dice di classe G nel campo stesso, se, per ogni h-pla (y., ..., yn) reale fissata,
é assolutamente continua in x nell intervallo (0, a), e, per ogni x fissato di

(*) Si sarebbero potuii dimostrare prima i TroreMI III o IV e dedurre poi da guesti
i risultati del § 1; ma si & preferito tenere il camminoe inverso, per mettere meglio in evidenza
i teoremi di unicitd.

(*) Ofr. p. es.: M. CinquinNi~-CiBRARIO, BEquazioni non lineari e teoria delle caratteristiche
(in « Equazioni alle derivate parziali a caratteristiche reali >, C1.M.E., Varenna, Villa Mona-
stero, 110 gingno 1956), Cap. IIL, § 1, n. 5, p. 116117, e Cap. IV, § 1, n. 1, p. 140-141.

(®) Cfr. (M), § 2, n. 1, p. 370-37L.

Annali di Maiematica 14
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(0, a), ¢ lipschitziana nel complesso delle variabili y,, .., yn, con costante di
LipscHITZ indipendenie da x ».

La funzioune z(x, ¥i, ..., yn) &, evidentemente, confinua nel complesso delle
variabili, inoltre essa & differenziabile mnelle variabili y,,.., yn in quasé
tutto Dy, (%).

DeriNiziONE IL. - « Una funzione g (X; @, 41, ..., Yn), definita nel campo
Ao 0==X<a, O=gsor<a, —ocolp<+oo,., —ooYn<<+oo,

st dice di classe G mel campo stesso, se, per ogni x fissato di (0, a) e ogni
h-pla reale fissata (4., ..., yn), & assolutamente continua in X in (0, a), e, per
ogni X fissato di (0, a), ¢ di classe G nel cangpo Dy,.

2. TeorEMA 1. ~ Le funzioni Ay, Yi, .o, Yn; 21, 20 (6,5 =1, 2, ..., ),
stano definiie nel campo

Op: Ose<atty, — o< <+00,u., —mo<yn<+too;
—eo L << Foo,.., —o0 <&, <+ o,

e siano Wi conlinue nel complesso delle variabili; se A & il deferminante, il
cui elemento generico & Ai;, sia in tuito Cy

(1) A=1.

Esistano m® funzioni p;; (x), definile nell’ intfervallo (0, ao), i quasi-conlinue,
non negative e infegrabili ("), tali che, per {utle le (h -+ wm)-ple reali
fissate (Yi, oy Yn; @1y e s Zm)s € per ogni coppia di punti &', x dell inlervallo
{0, a,) sia () |

(2) I Aij(m,’ Yiy ooy Yns By enny zm) - Aii(x“; Yis ooy Yri Bry oy zm) r =
2!
< [p,gj-(X)dX}, 4, j =1, 2,..., m).

Comunque siano & numers positivi H®, (s =1, 2,..., h); Q°, =1, 2,.., m),

(6) Infatti per ogni x fissato di (0, &) la funwione 2{a, Yiyees Yy} © lipschitziana in
Yis s Yy, quindi (cfr. H. RapuMacuer, Uber pariielle und totale Differencierbarkeit von
Funktionen wmelerver Variabeln und diber die Transforination d o Doppelintegrale, « Math.
Ann.», 79 (1919), 340-359; cfr. in particolare Parte I, n. 3, Troruma I, p. 847) la funzione
2(®, Y., ., Y;) & differenziabile in'y,, .., ¥, per quasi tutte le k-ple (4, ., #4):

(") In tutto il lavoro I integrabilith & intesa nel senso di LEBESGUE.

%) Dalle {2), tenuto confo della definizions di assoluta countinuitd, segus che per ogni
{h 4+ m)~pla reale fissata {yy, .., Yui 21,y 2, lo funzioni Ay(®, ¥y, .oy Yuj 150y 2} sODO
assolutamente continue in x nell’ intervallo (0, a,).
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esista una costante positiva A9, tale che sin

(S} ]A,;(w, y].,-n, yh; 31, as gy zm)—Ai](m, :’;1,"., éh; ;1, ey zm)i S
3 _ n —
= A % E_iiys “‘ysl + £§11 2, — % I ¥’ (ip 7: 17 2: ey m}:

per ogni x di (0, ao) e per tutte le coppie di (b + m)-ple reali (s ,..., Yrs 21, ..., 2),
(1) 00y Yn 21, ey Zm), SOddisfacenti le

< HO, g | <HO, 5=1, 2, 1) 2] < 5| <, (=1,2,..., m)

Le funzioni o,.(@, Yy, .o, Yn} Z1,y.e, Z) (E =1, 2, ...y m; r =1, 2, ..., h), siano
definite nel campo C,, per ogni (h 4+ m)-pla reale fissatw (Yy, vy Yn; 21y eey 2m)
siano quasi-continue in x nell’ intervallo (0, a,), e per ogni x fissato di (0, a,)
siano coniinue nel complesso delle variabili ¥y, .. Yn; 21y ., 2, ; e8istano h 4 1
funzioni M,(x), L(x), definite in (0, a,), i quasi-continue, non mnegative e
integrabili, tali che, per quasi tutti gli « di (0, a,), sia

(4 o, Yoy ooy Y5 Zuy e, 2| < Mdx) (i=1,2,..,m;r=1, 2,..., h),
per tulte le (B + m)-ple reali (Y, ... , Yn; 21, 5 Zm)

(5) oirl® Yoy s Yns 21, eny 2) — il ?}17-" s i&h; ;u ey Zm) | <
h o hedd - s e
< Li{x) | El;y,,wys( —}—lﬁlfz, — 2, i=12..,m;r=1,2 .., h),
S oy

per tutte le coppie di (h 4 m)-ple 1eali (Yu, ., Yn; 21yemes2m)y Yy Y13 Z1 sy B
Le funzioni filx, ¥, .. Yn; 21, ..., 2,,) siano definite nel campo Cy e siano
ivi quasi continue; comunque siano le costanti H,9r =1, 2,.., h), Q,9,
(=1, 2,..., m), esistano m -+ 1 funzioni N9x), (i=1, 2,.., m), L,9x),
definite in (0, a,), vi quasi-continue, non negative e integrabili, tali che, per
quasi tutte le h-ple (4, ..., yn) soddisfacenti le |y, | < H,®, (r=1, 2,.., h)
sia per quasi tuili gli x di (0, )

(6) i fi(a,;) Yy ooy Yns 21 eee,y zm) } = Ni(o){w)ﬂ' {@ = I) 2} ey m):
per tutle le m-ple reali (z., ..., 2,,), soddisfacentile |z, =< @, (=1, 2,..., m};
{7) [FAZ) Uiy ey Yis Zryoees Zm) = FlX Yoy ooy Yn] By o ém) <

< L) ;%1 |2 — 7], (i=1, 2 .., m),

per tutte le coppie di m-ple reali (z,.., 2,) (B, ey 2m) sSoddisfacenti le
|2, = Q9 2, = QW (=1, 2,.., m)
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TIu queste ipotesi siano
8) Zu==2:(%, Y1,y Yh)y ooy Zm = B(®y Y1y ooy Yn)
(8%) 2 == 2%, Yry ooy Yhhy ooy Ton = Zml®, Yiy ey Yn)
due sistemi di funzioni, definite nel campo
Dy: 0e<<a, —oco<yyy<+oo.u., —oolyr<+oo

fcon 0 < a < a), i di classe G, e soddisfacenti in quasi tutto D, rispettiva-
menle le

e 24 Xy Yi oo
(I) 'ElAii[m; Yiy ooy Yus z].(w; Yisoeny ?]h)) ey Zm((l', Yiyoens yh)]g 7( Jéx yk) +
?:
3 zi(w’ Yuy ooy yh) !
+ r‘/—dl Pu[x’ y13 (211 @lh; zl(w; ."!1, e 8 yh)2 ten g zm(x,' ?/1; fre g ?/h’] _m—‘a;' ] T { =
= f,[w, Yis ey Yr; 2;'1(99, Yis oony yh)s ey zm(m9 Y1y ooy yk”& (7’ = 1’ 2: vee y m)‘
m 3z .
(I*) ‘S" Aii[w7 y17 e yh7 ’4"1*(.’13, yl’ wary yh}y ey Z:;(:Z?, ?/n ety ?/h)} 1 { 4 :glm’ yh)+
=1

z 3z ey 4
+ Lipi"[m? yl’ ey yh; zl*(m’ y17 ey yh)? AR} z::l(w) ?/1’ vy yh\’] ! ( ’ :gél—’ ! Jh) -
r= ”

- fi[w’ Yry ey Ynsy zl*(‘”; Yoo -, ’!jh), cery z::»(x; Yoy ooy yh)]o (7' = 1’ 2’ seey m)-
Sia
9) 240, Y1y, yn) =2X0, yi, ., Yn), t=1, 2,.., m),

identicamente per
ly-.| = H,, ir=1, 2,..., h),

dove le H, sono costanti positive; allora é anche
(10) 2%, Yuy o, Yn) = 2@, Yi, e, Yu) i=1, 2,..., m)

identicamente in tutfo il campo
T 0=rx<a,—H + [Mr{X)dXS y,‘SH,.—-/Mr(X)dX, r=1, 2,..., h),
o 0

dove a, é il pity piccolo dei numeri a, &, &,.., an, essendo «, &l minimo
x ag

valore di @ per oui [M(X)dX =H,, se [M,(X)dX=H,, e alirimenti essendo
0 [}

“r = ao R

@) Risolvendo le (I) rispetto alle

242, Y1,y Yn) =1, 2 .., m),
o
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8i trova subito che in quasi tutto Dy @

3z;
m i s 1)
=E1 [, Yoy ey Yn; 20X, Yiyen s Yh)y ooy 2%y Yiy ey, yh)]{ Loreor] —
" u“ dzlx, ¥y, ..., .
— 3 Aiz[ ..... ] Z Pir[ ..... ] l‘ %1 yh);, (j = 1, 2, vy m),
1=1 r=1 Y

dove oj(®, %, .., Yri: %, .., %Zm) ® il complemento algebrico di
Aij(®, Yy.oh 2n; 23, ..., 2,) nel determinante A, e si tiene conto della (1).
Per le ipotesi fatte esistono 2m costanti K,, K*, (=1, 2,.., m), tali
che per ogni x di (0, a) e per tutte le coppie di h-ple reali (y.,.., ¥z,
(Y1 - s Y2) sia

fl ba®

Y —u,|, (=1,2.., m

1

(11) I 5"(0’5, ?,!'1, ey yh) —— zi(m, 51, ves s ?}h} I S .K,'

- - h _
(11%)  |eMew, g1y, Yyn)—2H, Yoy oo, Yn) | < KF* 2 |y, —ys|, (=1, 2,.., m).
8==1

b) Nello spazio delle variabili @, y;,..., yr si consideri il campo
R: 0=e<a, —H.<y,.=<H,, (r=1, 2,.., h);

evidentemente il campo T appartiene al campo R.
Nel campo chiuso limitato R le funzioni z(x, %1, ..., #n); 2.5, 9y, ..., Yn),
#=1, 2,.., m) sono limitate; sia Q@ una costante tale che in tutto R sia

(12 ]zi(x’ Yry ey Yn) I =9 Ez,;*(ﬂ}, Yis s Yn) } =Q, =12 .., m).

Nello spazio delle variabili @, i ..., yn; 21, .., 2, si consideri il campo
chiuso limitato

Op: O<soe<a, —H,.<y,<H,, (r=1,2,..,h); —Q<2,<Q, (i=1,2,.., m).

In tale campo le funzioni Ayl®, ., ..., Yr; 21, .., 2,,) sono limitate; preci-
samente sia in tutto Cp

(13) | A2, Yay ey Yrs 21y ey 2m) | S, EGji=1, 2 .., m),
dove p & una costante. Ne segue che in tutto Cp & anche

(13) [0f{®, Yoy s Yni 21,0y 2p) | < pltl, 6 ij=1, 2 .., m),
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dove si & posto (°)

m—1

plil = pm—tm — 1) =,

Inoltre per le ipotesi fatte esiste una costante, che indicheremo con A,

tale che se (%, %1, ..., Yn; 21ye0s Zim)y (& Y1y ey Ynj 21y e, 2,5} sSONO due punti
di Cg, &

(14) [Aif(@, Yoy ooy Yn; By ey 2o — Aif(@, Yoy ooy Yns 215 ey 2 | =

h _ m -
<A g g+ 3 a -],

$==]

Per le ipotesi fatte circa le funzioni fi(x, #:,..., i 2. ..., 2,,), (=1, 2,..., m),
esistono wm -1 funzioni N,(x), (¢=1, 2,..., m), Lz, definite in (0, a,), ivi
quasi continue, non negative e integrabili, tali che per quasi tutte le h-ple
(#, ..., yn), soddisfacensfi le

ly. | < H,, r=1, 2,..., h
sia per quasi tutti gli @ di (0, a,)
() [fil, o, ey Yns 20y, 20) | = i), =1, 2, .., m),
per tutte le m-ple reali (2;,..., 2,,) con [, |=Q, (I =1, 2,.., m), e
(7') PR, 3y oy Uns 21y ey @) — F2 Y10e oy Yns By Bm) | <

< L) 2 |z — 2,
I==1
per tutte le coppie di m-ple reali (21, ..., Zm)y (21, e ) Zm) cOR |2 =Q, [2] =Q,
=1, 2,.., m)
Dalle (IT), tenuto conto delle (4), (6'), (11}, (13), (13"), segue che in quasi
tutto R &

(15) aﬁ@’_ﬁ”fgé:-’-w@ < plimpK M) - N,  (j=1, 2, .., m),
avendo posto

m h n
(16) K= 2 Kj; (17  Mx)= X M, (x); (18)  N(x)= T Nifx).

==t =1 I=1

Analogamente si trova che in quasi tutto B &
*,
(15 2 Yo D) O+ Bl G = 2 )
dove
(16%) K*=3 K*.
[

{%) Si applica qui la nota disuguaglianza di HADAMARD; efr. p. es. la dimostrazione di
L. ToxeLtt. Sul teorema di HADAMARD relativo al valor magyiorante di un determinante.
« Giornale di Matematiche di Battaglini, Veol. XLVII, 212218,
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La (15) per quasi tutte le h-ple (g1, .., y») con |y, | < H,, (r=1, 2,..., h),
vale per quasi tutti gli  di (0, @); quindi per quasi tutte le h-ple (y., .., ¥»)
con |y,| = H,, (r=1, 2,..., h), comunque siano «, " in (0, a)

(19) i .’:/']'(.D;, Yiy ooy yh) - Zj(%", Yusoeesy yh) \ =
< ] [mpKM(X) + N(X)JdX |, G=1, 2., m),

e poiché il secondo membro della (19) non dipende da ¥, ..., y», e il primo
membro & funzione continua di yi, .., y», segue che la (19) vale, comunque
siano i punti (2, y., ..., yn), (&', ¥, ..., yn) del campo E.

Tenuto conto delle (2), (11}, (14), (16), (19) si verifica subito che (')

(20) | Aijloe's o5 2@, ) — Ail@”, ys5 afe’, yo)) | <
< | sl X) + o KMUX) + NE)X |, G5 5 =1, 2, )

comunque siano i punti (£, 9., .., yn), (@, 91, ..., yr) del campo R, e

(21) ‘ Aij(w: Yss z’z(.l‘, ys)) - Ai]’(w’ ?}s ) zl(w’ ?}s)) I =
h _
SA(1+K) 2 f?/s“‘“?/s]’ (i;j‘::l’ 2; ey ’ﬂl),
s=1

comunque siano i punti (x, 4., ..., ), (@, Yi,-., 1) del campo R.
¢) Sia (&, Y., ., Yn), un punto fissato del campo Dy, e sia ¢ uno, fissalo,
tra i numeri 1, 2, ..., m; ragionando come in (M) (cfr. ivi § 2, n. 2, I, b),
p. 373-374) si introduca il sistema di funzioni
gil(X; Ly Yiyoens yh)! gi2(X; Ly Yy ooy .”/h)7 ey gih(X; Ly Yiyeons yh)y
definite nel campo

Ap: 00X <0 020, —co<h < +00., —oo< Yy <+ oo

e ivi di classe G, soddisfacenti il sistema di equazioni differenziali, scritte
sotto forma integrale ()

(22) 9 (X5 @, Yoy oy Yo) = Yo —

2

- / pi?[tx gis(t; Ly Yisenn sy yh); Z((t, gis“’; Ly Yiseees yh))]dt; {’I‘ = 1’ 27 ey h)'

(*%) Qui e in seguito seriveremo spesso per brevitd ziw, y,) invece di 2w, Yy, .-, ¥}
Ailee, Y55 2 invece di Aglw, yy,.r Yas 215.05 2,,); analogamente nel seguito seriveremo
oirl®s Yys 1)y Fil@s st 2y invece di Pird®y Yy s Yn3 Zayeres Emds FAL Yoy ooos Yns Bises B

{#Y) Per le (22) cfr. (M), § 2, n. 2, (IV), p. 872,
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Si supponga che il punto (x, 7., ..., y») appartenga al campo T'; si verifica
facilmente che per 0 < X <a & ()

X b's
@) —Hot [ B Sgo(X; 2 e, g0 < He - [ at.pat,
¢ o
e quindi, in particolare
(24) |9l X5 2, Y1y oy y) | < H,, r=1,2.,, b
per (&, ¥, .., yr) appartenente al campo T e 0 <X <.

d) 8i indichino, provvisoriamente, con X, Y.,.., Y le coordinate
correnti; si considerino in tali coordinate la é-esima equazione (I) e la
i-esima equazione (I*}, e in esse si ponga

(25) Y, =g (X3 2 Yooy Y}, r=1, 2,..., h).
Si ottengono cosl le

(26) ,21 A X, 9l X5 2, Y1y oy Un); 8l X, 90X 5 25 91, 05 YR))] X
]:

¥ a_z.‘l(X’ gis(X 5_90;_@/1, s yh_)) + g Pg,-[ ..... ] azj(Xv gia(X; Ly UYsy e yh)) — f‘[ ..... ]’
oX r=1 Y,

(26*) EIA{:'[X? gz‘s(X; Xy Yivoens ZIh); Z,*(X, gx‘s(X; Ly Yiy oy @/h))] X
L R
r=1 ¥

-~

(1?) Infatti dalle (4), supposte 0 <X =<<¢, segue

®
196X 5 Uiy ey Yp) — Y2 Sfﬂfr(t}dta (r=1 2., k)
X

ciod

x x
yr—er(t)dtsgir(X; Ty Yuyoor Y=Y~ +er(t)dt’ (r=1,2,..; bj,
X X
e poichd (cfr. la definizione del campo T}

x /]
—H, + f Mpdt<y,<H,— f M, (), r=1,9.., k)
0 [

si ottiene
X X

— Hyot [ MDA S 00X @ gu, oos 90 S H,— [upa, =12, m,
0 [

per ogni X tale che 0 <X <u.
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Per ogni « fissato di (0, a), per quasi tutte le k-ple reali (y.,.., yn)
le (26) e (26%) valgono per quasi tutti gli X di (0, a) (*%).

Si ponga
(27) ui(wa Yiy ooy yh} = zi{m; Yisoons ?!h) e zi*(w, Yiseens yh)} (’& = 1) 29 s m)'

Dalle (26) e (26%) sottraendo si oftiene in modo evidente

m uAX, g, X; x, Yayee., Yn)
28) & 440X, 93 2, oy 90 21X, Gl X5 2, ey ]| A LT S D)
z

r dudX, g (X x, Yy,
+ r-z‘zi Pir{X; gis(X; z, ylr'"} yh) ; zl(X: gis(‘X; Ly Yiseees ?/hm ]{ 9 ( aY ’ yl, ? yk)) é =

= ¢,[X, gilX; @, 1, s Y2,
avendo posto

Sk
VAifX, Y00, Y| — X, Yo5 24X, T.) % wj
1

29) ¢lX, Y j=—

7

=

— 3 2lagx, Y, alX, YlkolX, Y.; alX, ¥ —

}:1 T=1(
%X, Y,

- AM(X’ Ys; zl*(X7 Ys”Pir[Xa Ys; zl*(Xﬁ Irs)] Y +

+ X Yo; alX, YOl - FIX, Ye; a¥(X, V).

Anche la (28), per ogni « fissato. per quasi tutte le h-ple reali (y,,.., )
vale per quasi tutti gli X di (0, a).

e) Supposto che il punto {x, 4, ..., yn) appartenga al campo 7, e che
sia 0 < X <, valgono le (24), e quindi, tenuto conto delle (12) & anche

(SO) i zy'(Xy gis{X; Ly Yuyoee s ?]h}) i g Q; } Zj*(X, gia(X; Ly Y1y 10y @/h)) { S 99
(j=1, 2,.., m).

Allora per ogni « fissato di (0, a,), per quasi tutte le Z-ple (y,,..., yn) tali
che il punto (x, 91, ..., y») appartenga al campo T, le (15), (15*) (nelle quali
si ponga X al posto di x e gu(X; @, 1, ., Ynhy o, GinlX; @, Ys, ..., yn) al
posto di ¥:, .., ¥r), valgono per quasi tutti gli X di (0, x) (**). Tenuto conto

{3} Per la corrispondenza biunivoca cle, per ogni = fissato di (0, aj, le

. . X=X, Y, =g;(X; @ Y5y Ui (r=1,2.., h),
pongono fra i campi

I=X=a —coTy, <00, — 0oL yy <A+ o0
0=X<a, —co Yy <+ 00, —oo< Y, < + o0,
ofr. (M), § 2, n. 2, I, d), &), p. 374-376.
(14} Cfr. la precedente nota (12).

Annali di Matematica 15
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anche delle (4), (6'), (11), (11¥) e (13), ne segue che entrambi i membri della
(28) sono integrabili rispetto a X tra 0 e x; integrando si ottiene

Fm (X, 91s( X 2, Ysyee
131) f‘EIAij[X’ gis(X; Ly Yiyores ?/h); zl(X7 gts(X; Ly Yiyeers ?jh))]; ]( 2 (a)}m Y ’yh))“l"

f—

0

r dui(X, il X; 22, 4syeee, j
2 X, Gl X3, G )3 K Gl X ey g LT Vs U g
r= r

®
=[Ci(X, gis(X; Ey Yy eoe yh))dX'
I

La (31), per ogni x fissato dell’intervallo (0, a,), vale per quasi futte le
h~ple (4., ..., yu}, tali che il punto (x, ¥, .., yn) appartenga al campo T.

Se (2, Yi,-., yr) 8 un punto del campo T, e se X', X" sono due punti
dell’ intervallo (0, @}, dalle (11}, {19) e (22), tenuto conto anche delle (4}, (17),
(24), si ottiene
B2) [ 5(X, gl X5 0, Uiy Yn) — 2(X7S G X5 @, s e, Yn))| <

X

< | 1m M) + M) + KM DX, (=12, )
X

Dalle (32) e dalla definizione di funzione assolutamente continua segue
che le funzioni 2;{(X, ¢us(X; ®, #,.., Y), (=1, 2,.., m), sono funzioni
assolutamente continue di X nell intervallo (0, x); la stessa proprietd vale,
evidentemente, per le funzioni

Z,‘*(X, gis(X; By Yry ey yh”’ uj(X: giS(X; Xy Yoy eens fl/h”; (.7 = 1: 29 ey ”7’)'

Allora, ragionando come in (M), § 2, n. 2, I, ¢), p. 875376, si trova che,
per ogni « fissato, per quasi tutte le h-ple (sn,..., yal, tali che il punto
(@, 4., ..., yn) appartenga al campo 7, &, per quasi tutti gli X di (0,a)

dui(X, gis(X; 2, Yo, s Yn)) _ UK, il X5 @, Yy e . Yn)) +
aXx - oX

2 (X, il X ®, 11 5eees Ynl
+ §1 eil X, 9is( X5 @, 150y yr) s AU X, Gisl X5 25 Y1000y Yrl)] (X, gl e 5e0 Y1) ,

(33)

(=1, 2, .., m)

La (31) si pud dunque scrivere

2 ; AuAX, il X5 2, Y1, Y1

[Aif[X’ gis(X; Ly Y1 eury yh); zl(Xa g'is(X; Ly Yasoery 'th})] Mﬁ}i“‘gﬁ(dX_Jl—fJI))dX:
0 x

= ] X, gulX; @, Gy s Y1) AX,

[}

(34) X

=
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e la {34), per ogni w fissato di (0, a,), vale per quasi tutte le h-ple (y.,..., yn),
tali che il punto (x, 9., ..., y») appartenga al campo T.

f) Se (x, 41, ..., yr) & un punto fissato del campo T, le
A X, 90X 2 oy ey Y0 2lX, 9l X5 2 Yoy, Y], G 4=1, 2,.., m)

sono funzioni assolutamente continue di X nell’intervallo (0, x); se infatti
X', X” sono due punti di*(0, x), dalle (19), (20), (21), (22), tenuto conto anche
delle (4), (17) e (24), si oftiene

(35) lAfj[X’,.ng’, L, Yoy Yn)s X G X5 ®, th, e Yn))] —

=

— Ai[X", gilX"5 2, Y1, s Yn); @ X7, 9l X5 %, Yoy ey Yn)]

X
= | [ X0 + A KD (X) + N(X) + A(L + K)M(X)aX }
v (6, j=1, 2,.., m),

e il risultato segue dalla definizione di assoluta continuita.
Allora negli integrali, che compaiono a secondo membro della (34). si
pud integrare per parti, e poiché per le (9) e (27) &

(36) (0, Y1y ey Yn) =0, (j=1, 2,..., m),
6 gquindi anche
(36/) uj(o,' g’is(o; Ly Y1y euey yh)) == O; U = 1: 2’ see gy m))

e inoltre dalle (22) segne

{37) Gl 5 Xy Yoy o yh) =Yn, r=1, 2, ..., h):
gi ottiene
(38) .21 Aijz, Y, ; zfz, ;)] ?’“’j(x‘9 Yooy Yn) =
]:
n 'mdAi" X, qil X5 26, Yuyors i) 2 X, 95l X 2, Yayoeos
— 3 / (X gisl X5 0, 91 ,}jcfg)Xm{ g @x, Y yh))}sz Gl X 2, 4y ey Y} AX -

j==1
[} @
+ f il X, gl X @, Y1, e, yr))dX.
0

Aunche la {38), per ogni » fissato di (0, a,), vale per gquasi tutte le h-ple
(#1, -+ Yn), tali che il punto 'w, ¥, .., yu) appartenga al campo T.

g) Nella (38} si fucciano assumere successivamente all’indice ¢ i valori
1, 2,..., m; si oftiene cosi un sistema lineare nelle incognite u;(x, 41, ..., yn),
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(=1, 2,..., m), il cui determinante 4 & uguale a 1 (cfr. la {1)); risolvendo
rispetto alle w;(®, #:,..., yn), (=1, 2,..., m), si ottengono le

(39) uj{m; Yryoeny ?/h) = Z % [w7 Ys Zl(w’ %H >
=1
X; [{ §1dAiv[X1 gts(X; Ly Y1yeees y;gfz_l(Xs gis(X; Ly Yisreey yh)” uv(X, gas(X; X, Yupery yh)) +

0

ol X, gulX; @ gy, paldX L (=1, 2,0, m
Per ogni punto « fissato nell’intervallo (0, a,) le (39) valgono per quasi
tutte le h-ple {y., ... , yn), tali che il punto (x, 9., ..., y») appartenga al campo T.

k) Cerchiamo ora di maggiorare il secondo membro della (39); dalla
(35) segue che per ogni punto (@, ¥, .., ys) fissato del campo T &

AAi[X, gi(X; T, Yuy s Yu)s Al X, gl X5 2, 41,y ey Ynl)]
ax =

< 1 X) + mplIA(mp KM (X) + N(X) + AL + E)M(X), (,§=12,.., m),

(40)

per quasi tutti gli X di (0, x) (*°).

(*5) Circa la disuguaglianza (40) rileviamo che se ¢(X) é una funzione definifa in un
intervallo (0, u), e se comungue siano X', X" in (0, ), é
xr

@ o) o) || [oat;
b.G

dove v(X) é una funzione definita in (0, =), ivi quasi-continua, non negativa e integrabile,
la funzione o(X) é assolulamente continua in (0, «), ed ammette in guasi futto (0, @) derivaia
o'(X), lo quale in quasi tutto (0, o) soddisfa la

(b} o' (X} | = v(X).

Che ¢(X) sia assolutamente continua in (0, %) segue dalla definizione di assoluta continuita
e dalla (a); posto poi

X
(o) U(X)= f v(t)dt,

in quasi tuito (0, 2) esistono finite le derivate ¢'(X) ed U'(X) ed &
{?) U'(X)=v(X).
Sia dunque X un punto di (0, ), nel quale esistono finite le derivate ¢'(X), U'(X) e vale
la (d), e sia X+ h un altro punto di (0, «); tenuto conto della (a) &
pany

[ () ‘ i

X

| o(X + R} —o(X)|=
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Tenuto conto delle (4), (5). (7'), (11%), (13), (14), (15%), (16%), (27), (29), segue
che per quasi tutti i punti (X, Y., .., Yx) del campo

I=X<a, | Y, |<H,, (s=1, 2,..., h),
é

(41) (X, V)| <[mpAmpK*M(X) + NX)) + AK*M(X) +
+ pKL(X) + LX) = wiX, Y.

Posto l=1
(SIX) = mu@A(mpKM(X) + NX)) 4+ Al -+ K)M(X)
| S(X) = mplIA(mp K*M(X) + N(X)) + AK*M(X) + hpK LX) + Ly(X),

dalle (39), tenuto conto anche della (13), seguono le

@x
n

(42) [ (o, Yoy oee, )| pld] El zi /[mz(X) + §(X) +

+ S X wl X, 96X 5 @, 91,0, yuh1dX,  (j=1, 2,..., m)

Le disuguaglianze {42) per ogni «x fissato di (0, a,) valgono per quasi tutte
le h-ple (y,..., yn), tali che il punto (x. y,,.., y») appartenga al campo T.

I) Le funzioni wix, #.,..., ¥x), (=1, 2, ..., m), sono continue nel campo
T; si indichi con U(x) il limite superiore di

. 2 | uile, Y, e, yn)|
nel campo chiuso fe=t,

T): 0<ue<w, —H, + / M,(hdt <y, < H, — [ M,Hdt, (=1, 2, .., h)
1] [

La funzione Ulx) & limitata, non negativa e non decrescente nell’intervallo
(0, a,). Dalle {42) segue, evidentemente

x
m m

(43) [ (o, Y1y, yn)| = pld [( Z 3 pg(X) + mS(X) -+ mSl(X)) nxyax,

f=1 fe=1
o

Dividendo per | k| e tenendo conio della (c), si trova

lcp(X—i—h)-*i?(X)
h

e al limite per h tendente a zero

ﬁ‘ U(X+h;1»—U(X)!7

[o'(X) [ = o(X),

ciod la (b), che dunque vale in guasi tutto (0, «).
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Il primo membro di ognuna delle (43) & continuo in tutto il campo T'; il
secondo membro non dipende da 3., #,,..., y»; ne segue che le (43) valgono
in ftutto il campo T.

Sommando le m disuguaglianze (43), ottenute per j=1, 2, ..., m, risulta

(44) g‘: [usloe, 4.y, Yn)| << mpltl [ ( g g naX) + mS(X) -+ mSl(X)) UX)dX;

J=1 [ES R ESY
V]

la (44) vale in tutto il campo 7.
Tenendo conto del modo nel quale & stata definifa la funzione Uz}, segue
che in tutto Uintervallo (0, a,) & anche

x
m nt

(45) Uloe) << mplt] / (.‘.1 2 pa(X) 4 mS(X) + mSy(X )) UXydX.

=1 i=

Una semplice estensione del LEMMA di GRONWALL (') assicura allora che
in tutto (0, a,) &

(46) Ulx) =0.
Quindi in tutto T8
(47} wil®, Yyy.ens Yu) =0, i=1, 2, .., m).

Dalle (27) segue allora che in tutto T valgono le (10) e il TEorEMA I &
dimostrato.

3. OsSERVAZIONE. - Il campo T, nel quale il TrEorEMA I assicura la
coincidenza delle soluzioni (8) e (8%) del sistema (I), & determinato sia dalle
costanti H,, (r =1, 2,..., h), le quali definiscono il campo

—H,<y,<H,, (r=1, 2...., hj,
dell’iperpiano # = 0, in cui & identicamente
{9) 20y 91,0y yn) =270, 1y, Y),

sia dalle funzioni M, (x), (r =1, 2,..., k), per le quali sono soddisfatte le (4).
Le costanti H,, (r =1, 2, ..., k) siano {issate ; esistano k funzioni M,Mx),
(r=1, 2,.., ), definite in (0, a,), ivi quasi continne, non negative e inte-.

grabili, soddisfacenti, per quasi tutti gli = di (0, a,), le

48) M) < My{a), r=1,2 ., h),

(A0Y) | oal @y Yy e s Yrj By s ) | SM), (=12, ,m5r =1, 2.0, k),

(18} Cfr. G. Saxsoxe e R. Coxri, Hquazioni d:fferenziali non lineari, «Monografie
matematiche del C N.R », Edizioni Crenionese, Roma 1956, Cap. I, § 2, n. 1, p. 15-16. 8i vede
subito che nel caso attuale il Lmmma di GRONWALL si pud applicare, senza preoccuparsi se
la funzione Ux) (certo limitata, non negativa e quasi-continua in (0, a,)), sia inoltre continua
oppure no in (0, ay).
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per tutte le (b -+ m)-ple reali (yi,.., yr; 21, .., 2,). Sia @,/ il pih piceolo
tra i numeri @, o/, ..., ax, dove «,” & il minimo valore di x per cui

j M,X)dX = H,,
]

s j M,M(X)iX > H,,
]

e altrimenti «', == a,; si consideri il campo

@ x
TH: 0<w<al, —H, + j M(X)dX <y, < H, — j M,0(X)dX,
0 v (r=1, 2,.., h)
Evidentemente il campo T, definifo nell’ enunciato del TEoREMA I, appartiene

al campo T Sostituendo, nell’enunciato del TrorEMA I alle (4) le (41]), si
trova che le

(10) 2@, Yi, ey Yn) =25 @, Y1y, Y), =1, 2,.., m)
sono soddisfatte identicamente in tutto il campo Tt) che, in generale, & pil
ampio del campo T.

Quindi, se le costanti H,, (r =1, 2, ..., h) sono fissate, cioé se & fissato,
nell’ iperpianv ¢ =0, il campo in cui valgono le (9) (e ciod coincidono le due
soluzioni (8) e (8%) del sistema (I}, intese in senso generalizzato), una scelta oppor-
tuna delle funzioni M,[x), per le quali valgono le (4l!), pud permettere di
provare la coincidenza delle due soluzioni (3) e (8*) del sistema (I) in un
campo pitt ampio T (appartenente sempre al campo D).

4, TeorEMA I1 - « Valgano fulte le ipofesi del TEOREMA I, e inolire le
(9) 20, y1, e, Yn) =2*0, Y1, e, Ynl (t=1, 2,.., m),

siano soddisfatie identicamente in y,, ..., yn. Allora in tutto il campo Dy, nel
quale sono definite le soluzioni (8) e (8*) del sistema (I) (inlese in senso gene-
ralizzato), é identicamente

(1Qy BHL, Yuy ey Yu) =&, Y1,y Yn) (=1, 2,.., m).

Quindi, se Py, ..., yn), (=1, 2,..., m), sono funzioni assegnate, definite
per tulti i valori reali di yy,.., yr, e lipschitziane in Y., .., Yn, NON PUO
esistere pity di un sistema di funzioni (8), definile in un campo

DOQ: O‘SwSa, —*00<y1<+00,---,—0°<yh<+°°;

(con 0 < a=a,), ivi di classe G, soddisfacenti le (1) in quasi tutlo Do e soddi-
sfacenti le

(49) 20, Y1, ey Y1) = PilYs, e, Ya)y (=1, 2., m),
identicamente in Y., ..., Yun>.
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Il TeorEMA I costituisce un feorema di uwnicita della soluzione del pro-
blema di CAUCHY, inteso in senso generalizzato, relativo al sistema (I), quando
lo varietd portante © dati sia Uiperpiano x = 0.

La dimostrazione del TEorEMA II & immediata. Si osservi, in primo luogo,
che nelle ipotesi del TEOREMA I (cfr. I’ enunciato di tale teorema, in fine), se &

40]

(50) j M,(X)dX < H,, r=1, 2,.., k),

& certamente o, = d,, ¢ quindi @, = a.

In secondo luogo sia (%, %, ..., ¥4'”) un punto qualunque, appartenente
al campo Dy ; si scelgano i numeri positivi H,, (r =1, 2,.., k) abbastanza
grandi perché oltre alle (B0} valgano le

w(o)

(50) ] MX)dX + |49 | < H,, r=1,2.,h),
0

dalle quali seguono le

O] g

— H, + ] MX)dX < 3@ < H, — j M X)dX, (r=1,2,.., k).

Allora il punto (®®, 1., ..., y»'} appartiene al campo T (definito nel-
I’enunciato del TEOREMA I}, e, poiché nelle ipotesi attuali le (9) sono soddi-
sfatte identicamente in y,,..., yr, e quindi, in particolare, per |y.| < H,,
(r=1, 2,.., &), segue che le (10) sono soddisfatte identicamente in T, e, in
particolare che &

22, 3@, o, YR9) = 2, 3O, ., YR, t=1, 2,.., m),

e poiché il punto (x©, %Y, ..., ¥»'”) & un punto qualsiasi del campo D, il
TroreMaA II & dimostrato.

5. OSSERVAZIONI. a) Se per quasi tutte le h-ple reali (y.,.., yn), per
quasi tutti gli @ di (0, ao), le {6) valgono per tutte le m-ple reali (2, ..., ),
e le (T') per tutte le coppie di m~ple reali (21, .., 2u), (1, ., Zm), € se inoltre
le (13} (e quindi le (13')) e le (14) sono soddisfatte in tutto il campo Cy, le
{15), (15*) valgono in quasi tuito il campo Dy, le (19) e (20) valgono comunque
siano i punti (¥, ¥, ..., Yn), &’ Y1, .., yn) in Dy, e le (21), comungue siano
i punti (@, Yi, ey Yo}y @ Yooeoy ¥n) in Do,

b) Nelle ipotesi particolari fatte in a) il TEoREMA II pud essere dimo-
strato direttamente, in modo indipendente dal TrorEmMa I. Supposto infatti
che (x, %, ..., yr) sia un punto fissato gqualsiasi del campo Dy, basta ripren-
dere in modo opportunc le considerazioni del n. 2, eapoversi ¢}, d}, &), f), 9),
h); si giunge cosi a provare che le (39) e (42), nelle attuali ipotesi, per ogni
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« tissato dell’ intervallo (0, a), valgono per quasi tutte le A-ple reali (y, ..., y»)\
Dalle (19) e dalle analoghe per le funzioni 2;*(x, y., ..., yn), (i=1, 2,..., m),

segue ®

(61)  lail®, %1, o5 yrd — 20, B1, o, yn) | =< pl j [mpKM(X) + NX)JdX,
0 (@ == 1, 2, ey m),

B1Y) |2, Gy s Y1) — 250, Yo, e, Y1) | = pll f (mpK*M(X) + NX)dX,

o (t=1, 2,.., m),
in ogni punto (x, ¥, ..., y») del campo Dy,. Poiché nelle ipotesi del TrorEMA II
le (9) valgono idenficamente in g, .., yn, © si & posto
27} wilee, Y1y oo, Yu) =, Y1,y Yu) — 2HE, Yo, e, Yu), (=1, 2,.., m),
¢, evidentemente @
1) e, o, )| 10 [ (s + KHMX) + 2V X)X <

0
a

= [ oK + KHMX) + 2NXRX, =1, 2, )

Le funzioni uix, 9., ..., y») sono dunque limitate nel campo Dy; se si
indica con Ulx) il limite superiore di

.2" ui(f';') Yy ey Yi)
nel campo =t
0sSx<w, —co<Y<+20,.., —oc0<Yp< -+ oo,

e si ragiona come mnel n. 2, I}, si trova che le (43), (44), (47) valgono in tutto
D, e ne riesco provato direttamente il TEorEmMA II.

¢} Il TeoreMA I e V' OssErvazioNE del n. 3 valgono, in particolare, per
il sistema

0% (w, Yiy ooy yh)
a t
(@) dx +

R dzslae, 2y, e, i
,+r2"19n'[x: Yiy o0 s Yr; 2:’1(%, Yiyoers y?’«)a seny zm(x? Yy ooy ?;lh)} ’)( : Jaly’ ’ yh) =
== »

= fi{xy Yiy ooy Yn; z((w) Yiyoeey ’!}h), ey zm(w’ Yisoees yh)]; (6 = 1) 2: .y M),

studiato nella nostra precedente memoria (M) (*).
Il TeorEMA II estende le ipotesi del teorema di unicita dato in (M) (**).

{(*7) Il Teoreva I non & stato dato in (M); quindi tale teorema e I'OssERVAZIONE del
n. 3 hanno interesse anche per il sistema (a).
(4%) Cfr. (M), § 8. n. 2, Teorema IV, p. 402408; in tale teorema sono fatte ipotesi

notevolmente pit restrittive delle attuali circa le funzionmi [y, ¥yswes Yi3 usees Zmh
(i=12,.., m)

Annali di Matematica 16
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§ 2. - Dipendenza continua della solunzione del problema
di Cauchy (in senso generalizzato) dai valori iniziali.

6. TeorEMA T1I - « Valgano tutle le ipotesi del TrorREMA I, tranne la {9);
sia T il campo definito nel Tmorema 1. Allora, dalo un numero positivo e, si
pud deferminare un numero posilivo o tale che, se &

{52) 15,(0, Yy oues yh) — zi*{o’ Yis eeey ,'ljh) ! =0, (6= 1 27 ey 11’&),
per 4| < H,, r=1, 2,..., h),
é anche

(53) L2:de, 92y ey Yn) — 252, Yoy s Yn)| e, {i=1, 2, ..., m,

in tutto il campo T ».

Si riprendano le stesse disuguaglianze e gli stessi calcoli, sviluppati nella
dimostrazione del TEOREMA I (cfr. § 1, n. 2, capoversi a), bj, ¢}, d), e}, f)), fino
a giungere alla (34}, nella guale, al solito, si & posto

(27) “i(‘r; Yiy ey yh) == 2%, Yay s yh) - zi*(wﬁ Yiyeers ?/h).’ {7’ =1, 2; ey m)-
Dalla (34), integrando per parti, si ottengono, nelle ipotesi attuali, le

(54) _2‘ Au[ﬂ'/‘, Yss zl(wﬁ ys)]uj(w) ys) -
j=1
"
- :‘ Aij{()) gz‘s(o; Ly Yry s Yn); 51;07 gis{o; Ly Yuyeees yh})}u’j((}’ gzs(oa Ly Yayoers ?]h}} =
f==1

— gj dAn’j[X? gis(X; x} ylr“; ?/g},{zz(X, gls(X;w7 .’lJ1a---, ?jh)” uj(X, gis{X; x;yh.“’ yh))dX +
j=1
4

+ j X, giolX; @ 9, e, gi))dX, (=1, 2., m)
&

Risolvendo le equazioni (D4) rispetto alle ui(x, #1, ..., Yn), ooy Wl Yiy ooy Yn)y
si ottengono le

(55) UL, Yo,y oy Yr) = i’\i ailx, Yy, wle, Yol X

><; 2 4]0, gid0; @, Y1y s Yr); 20, 9isl0; @5 g1, ey Yr)]UO0, GislO; @, 91,5 yn)) 4

y=1

&z
m (A4 X, i X; 25 Yayens Yah; 2l X, Gisl X 2, 10, Y]]
+ Z ax
v,
0

uf X, Qis(X; Ly Yayeees y’L))dX +

@x
«{-fc@{X, 9is( X5 2, Yoy o, yu)AX 1, (=1, 2,.., m}
0
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Con le stesse considerazioni, mediante le quali nella dimostrazione del
TeoreMA I (cfr. § 1, n. 2, b)) si & passati dalle (39) alle disuguaglianze (42),
mantenendo le stesse notazioni, dalle (55) si ottengono le disuguaglianze

(56) L, g, oees gr) | S T Z [0, 90 @, 9, e, g} [+
T Z I (X)) + SX) + SHX) | wfX, gulX5 2, 9, .o, yn) | AX,
0 =1 2,.., m).

Queste disuguaglianze, per ogni « fissato, valgono per quasi tufte le h-ple
reali {y,,..., ya), tali che il punto (x, #.,.., y») appartenga al campo IT.
Seguendo un procedimento del tutto simile a quello tenuto nel § 1, n. 2, 1),
si indichi con V{x) il limite superiore di

i§1[ ui(ic, Yryeeey Z/h) |

nel campo
z 7
Tiey: O<z=w, —H, + / M(X)dX<y.<H, — fM,(X}dX,
0 0
r=1,2 .., h).
Per le (27) e (B2) &
{B7) Vi0) < mo.

La funzione V(x) ¢ limitata, non negativa e non decrescente nell’in.
tervallo (0, a,); dalle (56) e (D7) segue che in futto il campo T &

[
m

58) L, oy )| = m0ppltlo 4 [ (;2"1 £ X +
0
+ mS(X) + mSUY(X))V{X)dX, (=1, 2,.., m).
Sommando le m disuguaglianze (58), si ottiene
59) E lfo, g,y 9| = wipps gl [ SPUX)V(X)aX,
dove si & posto, per brevita ‘
(60) sex) = £ ﬁ 1ol X) + mS(X) + mSH(X).

Dalle (59} tenendo conto del modo, nel quale & stata definita la funzione
V(r), segue che in tutto I’intervallo (0, a,) &

(61) Vie) = mPpplils 4- 1np[1]f5[9](X)V(X)dX,
0
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dalla quale, applicando 1’ estensione del LEmMMA di GRONWALL ecitata nella
nota (**), segue che in tutto 'intervallo (0, a,) &

(11 [z 2l
(62) Vix) < m*pplloe™ fos (X)X

Dalle (58), tenuto conto della (62), segue allora che in tufto il campo T

valgono le
1] fe (2]
{63) [uilx, ¥,y yu)| < mPppllice™ /oS H0dx

11 fos [2]
< mzpp{‘lcem‘* ,[o S XdX

e la (B3) & soddisfatta in tutto il campo 7, quando nella (52) si scelga

g R e e
(64) @ < ey ¢ [ s¥ax,

7. 11 TrorEMA III mette in evidenza lo dipendenza continua dai doti
della soluzione del problema di CAUCHY (in senso generalizzato), relaiivo al
sistema (I); cid & messo anche maggiormente in luce dalle considerazioni,
che seguono.

Siano ®i{#:, -, yn)y, O®*W1,y -, Yn), =1, 2,..., m) due m-ple di funzioni,
definite per tutti i valori reali delle variabili ., ..., ¥», e lipschitziane nel
complesso delle variabili; sia

(65) @i(y1, o s Yn) = O*Yr, o 5 Yn)s (=1, 2, .., m),

identicamente in tutti i punti (dello spazio delle variabili y,,..., yn) che non
sono inferni al campo

5: '—“ng'yl gHy_, —IIQS.yQSHZ,---, _th‘thHh,

dove le costanti H, sono numeri reali positivi.
Se le (8), (8%) costituiscono due soluzioni (in senso generalizzato) del
sistema (I), definite nel campo

Dp: 0=sax<a —colh<+too —colY<+00., —coYp< o0
e ivi di classe G, e se &

(49) 2i(0, Yuy e, Yn) = DiYs, - s Yr) =1, 2,.., m),
(49%) 240, Yy, ooy Yu) = P*Ys, o, Yn), (i=1, 2,.., m),

identicamente in #,.., y», nel campo T, definito nel TEorEMA I, le due
soluzioni {8 e (8%) possono essere distinte (e il TEorEMA III e, in particolare,
le formule (62) e (63) permettono di limitare superiormente i valori
| 220, Yro oo s Yn) — 2@, Yo, gu)], =1, 2., m), quando siano limitati
superiormente i valori | Di(ys, ..., Yn) — Oy, oo, Yyu) |, E=1, 2,..., m)).
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Si consideri poi il campo t, definito dalle disuguaglianze
 0<x=<oa, —H, — [M,(X}dXSy,. =H,+ [M,.(X)dX, r=1, 2,.., h).

Si vede immediatamente che il campo T appartiene al campo <. Dal
TrEorEMA I segue poi subito che nei punii del campo D, non apparienents
al campo T. é cerlamente (*°)

(10) 2, Yoy ooy Yn) =20, Yiy s Yn), t=1, 2, .., m)

Le (10), per ragione di continuitd, valgono poi anche in quei punti della
frontiera del campo t, che non sono interni al campo & e neppure alla inter-
sezione del campo t con I’iperpiano « = a.

In conclusione, se noi sapponiamo di avere risolto il problema di CaucHY
(in senso generalizzato) relativo al sistema (I), gquando la varietd portante i
dati sia ’iperpiano & =0, le considerazioni del presente numero mettono in
luce quale influenza possa avere sulla soluzione di tale problema il mutare 4
dati iniziali in un campo limitato dell’ iperpiano x — O ; precisamente se i valori
iniziali vengomo mutati nei punti interni al campo 8, nei punii esterni al
campo © la soluzione resta invariaia.

8. OSSERVAZIONE. Analogamente a quanto abbiamo rilevato nel § 1, n. 3,
il campo T dipende, oltre che dalle costanti H,., {r =1, 2,..., k), anche dalle
funzioni M,(x), (r =1, 2,..., h); se, fissate le costanti H,, esistono k funzioni
M), r =1, 2, ..., h), definite in (0, a,), ivi quasi-continue, non negative

(%) Evidentemente se le (9) valgono, invece che nel campe 2, nel campo (dello spazio
delle variabili y,,..., ;)
¥: b, <y,<<b,, r=1, 2,..., b),
(dove le b,, b,’ sono numeri reali arbitrarii), il TEorrMA I assicura che le (10) valgono nel
campo

@® &
T 0<z<a/, b+ f MAX)dX <y, <b, — f M(X)dX, (r=1, 2., h),
0 1]

dove a,’ ® il minore fra i numeri @, §,.. , &, essendo §, il minimo valore di =, per cui

® x
r_. -
er(X)dX = é!‘_z__él' ) 8o er(X)dX = b—,"Tb'r 3
0 o

o altrimenti essendo &, = a,.

Allora, se (x'®, y,,..., y,) & un punto appartenente al campo D ed esterno al campo
t, 8i possonc sempre determinare due h-ple di numeri b,, .., b;; by, by, in modo che il
punto (&9, y, ..., y,®) sia interno al corrispondente campo 7/, e nessun punte del campo
7" sia interno al campo <.

E pure evidente che anche il TroreMA IT & valido, quando ai campi 3 o T si’ sostituiscono
i campi 3 e T'; cosl restano valide le considerazioni del presente n. 7.
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e integrabili, soddisfacenti per quasi tutti gli » di (0, a,) le (48) e (41), allora
le (B3) valgono in tutto il campo TT), che pud essere pit ampio del campo T.

Ripetendo poi le considerazioni del n. 7, il campo t viene sostitnito dal
campo

o €X
@ O<e<ae, —H,— [M,.W(X)ngy,x =H. + [M,.W{X)dX,
0 0
e tale campo appartiene al eampo <. r=1,2. .., h),

Quindi, fissate le costanti H,, cio® il campo 3 dell’iperpiano @ = 0, una
scelta opportuna delle funzioni M,UDx), (r =1, 2,..., ki, pud permettere di
ampliare sia il campo T, nel quale sappiamo limitare superiormento i valori
zile, Yoy ons yu)— 2™, oo, oo, yndl (€ =1, 2,..., m), sia il campo, costituito
dai punti del campo D, esterni al campo U, nel quale valgono le (10).,

9. 11 teorema, che dimostreremo nel presente numero, non é del fullo
analogo al TeOREMA II di unicitd, dimostrato rel § 1, n. 4; esso vale nelle
ipotesi introdotte nel § 1, n. 5, a} e b), alquanto pilt restrittive di quelle del
TeorEMA L

TeoREMA IV ~ « Valgano le ipotesi del TrorEMA 1, tranne la {9); inoltre
esistano due costanti p e A, tali che sia
(13) FAifloe, 9y s UR5 v, 8n) [ S (6 F=1 2,0 m),
in ogni punto (x, 4, , ..., Yn; 21, ., 2,) del campo Cy,

{14) | Aijfe, Yo,y Yns 21y, 20) — diff, Wiy oo Yhi Bay s G| =<

h _ w -
=A{Z ]1,.-y,.]+l2 {zl——zﬂé, (6 7=1, 2, .., m,
r=1 =1

per ogni x di (0, (so}me per tutte le coppie di (b - m)-ple reali (Yi, ., Yn; 21y 2y
(Ui, ooy Yns 21y eees Bon) ()

Esistano m 4+ 1 funzioni Nijjx), (i =1, 2;..., m), L), definite in (0, a,),
ivi quasi continue, non negative e integrabili, tali che per quasi tulte le h-ple
reali (Y, ..., Yr), sia, per quast fulti gli « di (0, a,
(6” lfi(xa Yiy ooy Yus Bryeoey zm) 1 = Ni(w)’ (7’ = 17 27 ey m),
per tutie le m—ple reali (2., .., ),

{71} I ﬂ(x7 Yiy ooy Yns Bryoeey 3m) - fi(wa Yy ooy Yny 215 0eey zm\’ { =
m .
< Ly(w) zE | —al, (i=1, 2,.., m),

=1
per tutte le coppie di m-ple reali (2., ..., ). (51, ey Bo) ()

(?%) L’ipotesi (14) include la (3).
{24) Lie ipotesi attuali (6}, (7') includono le (6) & (7).
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Allora dato un numero reale positivo & arbitrario, si puc determinare un
numero reale positivo o, tale che, quando sia

(62 F2i0, ooy ey Un) — 2340, Yoy oo, yr) [ <o, (E=1, 2,.., m),
per tutte le h—ple reali (Y., .., yr), Sia anche

(63) [z, iy ooy yn) — M, Yo, o, Yu)|<e, (=1, 2,..., m),
in tutto il campo Dy ».

Riprendendo le considerazioni sviluppate sia nel § 1, n. 5, b), sia nella dimo-
strazione del TEoREMA 1II, si trova che le (56), per ogni x fissato di (0, a),
valgono per tutte le h-ple reali (y:,..., y»). Ragionando come nel § 1, n. 5,
b), dalle (bl) e (D1*), tenuto conto delle (27) e (52), si ottengono le

@x

66) |y Yoy, Y} | S 0 pld j (K 4+ K5M(X) + 2N(X)JdX <

0
a

<o 4 pid f[mp.(K + KYM(X) + 2NX)dX, (=1, 2 .., m),

le quali valgono in tutto il campo De.
Le tunzioni ugx, 41, .., yul, (¢ =1, 2,.., m), sono dunque limitate nel
campo D ; indicato con Vix) il limite superiore di

Z { u;(;;}, Yisoeny .’éfh) §
nel campo =

OS-Q_GSQB, — oo Yy < -+ o0, —oo L yYp < 4 oo,

si verifica subito che valgono le (58)-(63), e precisamente che le (58}, (D9},
(63) sono verificate in tutto Dy, e le (61), (62) in tutto (0, @). Scelto quindi o
in modo da soddisfare la (64), se per tutte le h-ple reali vale la (52), in tutto
Dy, vale la (33).

Il TroremMA IV mette in evidenza la dipendenza conlinua dai dati della
soluzione del problema di CAUCHY (in senso generalizzato) per il sistema (I),
quando la varieta portante i dati sia I iperpiano x = 0.

10. OssSERVAZIONE. - | TreoreMI III e IV valgono, in particolare, per il
sistema (a) studiato nella nostra memoria citata (M).

Il TrorEMA 111, le considerazioni del n. 7 e 1’ osservazione del n. 8 hanno
carattere di novitd anche per il sistema (a), il TEOREMA IV estende le ipotesi
di un teorema, contenuto nella nostra memoria (M) (**).

(*3) Cfr. (M), § 3, n. 1, Troraya 1II, p. 397-102. Le attuali ipotesi, relative alle funzioni
fdo, ¥ oy Ya3 2454 2,) sono notevelmente pilt ampie,
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§ 3. Ulteriori Teoremi.

11. TEOREMA V. ~ Le funzioni Aij(®, Y., ..., Yn; 21,05 2m), (8, j=1, 2,..., m};
P, Yry s Yr; Zry en, Bm), r=1, 2, .., Kh; i=1, 2,.., m,
filt, Yuooey Yn; 21y, 2m)y (=1, 2,.., m), soddisfino le ipolesi del TEo-
kEMA 1. Siano H,, (r=1, 2,..., h) costanti positive, sia T il campo definilo
nel TEOREMA 1 e siano

8 B == 21, Yayoery Yh)y ensves s Zm = @y Yi, ey Yn)
‘8*) = 31*("1;: Yiyoeey 1 y @m = zm*(wy Yis ey Yn)

due m-ple di funzioni, definifc nel campo T, ognuna delle quali in T é con-
tinua nel complesso delle variabili ed é funzione assolulamente conlinua di x
su ogni segmento y, = cost., ..., yr = cost., tullo appartenente al campo T;
esistano 2m costanti K;, K;*, i =1, 2,..., m), tali che sia

_ - n ~
(11) |z, Yuyeey Yn)— 2@, Yoy YRS K Z |y —ye|, (=1, 2...., m),

r=1
_ —- h -
(11*’ Izi*(m’ Yisoers yh)mzi*(w’ Yiseers ?/h)l = K* leyr—yrli (7’ - 1’ 2; ey 1")!
=

comungue siano i punti (@, Y., .., yn) (X Y1, Yn) nel campo T. Allora se
in quasi tutto T le funzioni (8) soddisfano le (I) e le (8%) le (I*), ed é

9 240, Y1y oo, Yn) =250, Yi, oy Yn), =1, 2,.., m)
identicamente per

lyr | < H,, r=1, 2,.., h),
é anche
(10) 2, Yuy e s Yn) = & @ Yi, oy Yn)y t=12.., m)

identicamente in T ».

Per dimostrare il presente TEOREMA basta ripetere, con qualche opportuna
modificazione, le cousiderazioni fatte nella dimostrazione del TEOREMA I.

Ci limitiamo ad alcune osservazioni. Si indichi, in primo luogo con Q
una costante tale che in futto il campo T sia

2, Yo,y Y= Q, |25, ¥, .., yn)| = Q, =1, 2,.., m).
Esiste allora una costante p, tale che in tutfo il campo
Cp: O0=2<a, —H, <y, <H,, (r=12,.,h), — R=a=0Q (i=12.., m)
sia

(13) 1*41'7'(%) Yiy ooy Yrs Biyoney zm” =p, (% .7 =1, 2,0, 1t}
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e si possono ripetere, con poche modificazioni, le considerazioni del § 1, n. 2,
b), giungendo a stabilire le disuguaglianze (13'), (14), (¢'), (7') (in Cr o, rispet-
tivamente, in quasi tutto Cg), e (15), (15%), (19), (20}, (21) (in quasi tutto T o,
rispettivamente, in tutto T).

In secondo luogo, quando, per un indice ¢ fissafo tra i numeri 1, 2,..., m,
si introduce il sistema di equazioni differenziali, scritfe in forma integrale

(22) gii‘(X; Ly Yiyoees ?/h} =Yr—

—4%W%WWJWWWMW%WWmeMM,VxL%uW
X

le funzioni g3{X, Yy, ..., Yn 28X, Yi, .o, Ya), o, 20X, Yy, ..., .Y3)] nelle
ipotesi attuali non sono definite per 0 <X << @ e per tutti i valoxi reali di
Y,,.., Ys, ma soltanto nel campo T (pensato nello spazio delle variabili
X, ¥1,.., Y&), nel quale sono definite le funzioni #(X, Yy, ..., Ya), (=1, 2,..., m).
Si definiscano allora per tutti gli X di (0, a;) e per tutti i valori reali di
Y, w., Yy le funzioni BiiX, Y,,.., Yz come segue

67) RilX, Yoy, Yo) =0l X, Yu,0e, Yo; 2X. Yoy ory Yoo, 2ol X, Yayoons Vi),

per

X X
O<X=<a, —H, +] Mydi< Y, < H, —j Mhdt,  (s=1, 2., h),
) 0

X
(67,) RilX, Yu, ., Yo) = R(X —H, -+ / M(t)dt, Yo, ..., Yh>
o

per

X X

X
OéXS%,ﬂ<~%+/MWM—HHJMMWSnSHfJMMM
0 1 o
(5=2 3,..., h.

x
(67.) RulX, Yo, ., Y;L):R,-,,(X, H— j Mybdt, Ys, ..., yh),
13

per

X X
0<X<a, Yi>H — f Mybdt, — H, 4 f Mt <Y,<H, — [ M,(t)dt,
0 o

X
67)  Ru(X, Y., .., yh):m,(x, Y., — H, + f MA)dt, Y, .., yh>,
¢
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er
P X

0<sX<a, —oo<¥, < +oo Yz<—~I{2—|—fM2(i)dt,

]

X X
—H, + f Mdt<Y,<H, — / M,(hdt, (=3, 4., h),
0 o

X
(672,) Rir(X, Yl, ser g Yh) == -Rir (X7 Y:I.} Hz —sz(t)dt: Y8 yeer Yh)}

er
P X

0=X<a, —oc<Y,< oo Y2>H2—/Mz(t;dt,

]

X X
—H, + f Mdt <Y, <H, — f Mdt, (s=3, 4 .., &)
Q 0

X
670  BulX, Yi,.., Y) = Ry (X Ye, .., Yo, — Ho+ f Mh(i}dt),
per 0
OS—Xga’l,a """OO<Y1<+°O""7 -~OO<Yh_1<+OO,

X
Yo <—Hn —I—j Mp(t)dt,

X
671)  BalX, Yoy, Yi) = Ba(X, Yoy, Yaoa, Ha— [ Mt
per "
0£X3a1, —OO<Y1<+OO,..., —"'OO<Y};_1<+OO’

X
Yr > Hy —th(t)di.
0

Per quasi utti gli X di (0, a,) valgono allora le

| RlX, Ya,..., Ya)| < M (X), r=1,2.., h;i=1,2,.., m)
per tutte le h-ple reali (Yy,..., Ya),
— — A —
| Bl X, Yiyeo Yn)— BiX, Yo, ., Yn)| = LX) + K) 3§=31| Y, — Y|

r=1,2.,h;i=1, 2,.., m)
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per tutte le coppie di h-ple reali (Y,,.., Ya), (Y1, ., Ya), dove
(16) K= 3 K,.
[ £31
Allora al sistema di equazioni differenziali, scritte sotto forma integrale,

(68) gif(X; Ly Y1seee s 'th) =Yy —

- [ Bult, gult; @ 91,y Yn)y o, Gin(t; @, Yoy, yu)ldt, (@r=1,2,.., )
X

si possono applicare i teoremi di esistenza e di unicitdh di CARATHEODORY (*%);
le funzioni g(X, &, #h,..., yn), r =1, 2,..., k), cosl costruite, sono definite
in tatto il campo

IsX<a, 0sx=sa, —co<y <+20., —colyr<+oco.

Come nella dimostrazione del TEorREMA I (cfr. § 1, n. 2, ¢)), si prova che,
se il punto (%, #:,.., y») appartiene al campo 7, & per ogni X di (0, )

X X
(23) — H, + [Mr(t)dt = gir(X: Ly Yis e s yh) = Hr _va(t)dt’
;
r=1, 2,.., b),
e quindi in tale caso le funzioni g;(X; ®, 9., ..., yr), (r =1, 2, ..., k) soddisfano
anche le equazioni (22).
12. TeoreMA VI - « Siano soddisfatte le stesse ipotesi del TEOREMA V,

tranne la (9); allora, se ¢ é un nuimero positivo arbitrario fissato, si pud deter-
minare un numero, tale che quando sia

(52) |20, 9. ..., yn) — X0, 91,..., )| < 5, =1, 2 .., m),
per

ny[ =H,, (r= 1; 2, .., h),
é anche
(63) ‘ 2, Yoy oy Yn)— zi*(‘m Yis ey Yn) s <, = 1’ 2, .., m),

in tutto il campo T ».

La dimostrazione & del tutto analoga a quella del TEoREMA III, integrata
dalle osservazioni fatte nella dimostrazione del TrorEMA V.

18. OsSERVAZIONI, - o) I TeEOREMI V e VI confinuano ad essere validi,
anche quando le funzioni (@, #i, .oy Yn; Ziyeeey Zm) Pr{®s Y1s ooy Ynj Bryeeey Bm),
£, Yoyeny Yns 21,00, 2,) G, =1, 2,.., m; r=1, 2,.., h), invece che nel
campo Oy, sono definite in un campo limitato C,, che definiremo tra poco.

(z%) Cfr. C. CaraTHEODORY, Vaorlesungen iiber reclle Funktivnen, Teubner, Leipzig, 1918
ofr. Kap. XI, pp. 665.688, e in particolare, n. 582, p. 672, n. 583, p. 674.
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Precisamente siano M,(x) funzioni definite in un intervallo (0, a,), ivi quasi-
continue non negative e integrabili; siano H, @, (r=1,2,..., h), Q@ =1, 2,..., m,
costanti positive, e sia

dy
H,© = /M,.‘O’(X)dX, r=1, 2,.., h).
0
Le funzioni Aijl@, #, ., Yn; 21wy Z)y 0irl® Yrsers Yni Pry ey Py
fd®, Yiyes Y Bryeny 2p) (6, §=1, 2.0, m; =1, 2,..., h) siano definite
nel campo (*)

O<o<a, — H,© [ M, 9X)dX < y, < H,©® — [ M, (X )dX,

0

r=1 2,..., b,
— <51, (=1, 2,.., m),

Cy:

e soddisfino ipotesi, che si deducono facilmente da quelle fatte nel TrorEMA T
(efr. le (1)=(7)); si deve inolire fare 1’ ipotesi che, in quasi tutto (0, @), sia
M, @) = M,(x), r=1 2., h,
e inolfre
H©>=H,, r=1, 2,.., h),
e che in tutto il campo T le funzioni (8) e (8%) soddisfino le
|22, Yo, ooy Yn)| <= Qi |2, 9o, e, Yn) | =9, (=1, 2,.., m).

I/ artificio di cui ci siamo serviti nella dimostrazione del TEOREMA V,
permette di dimostrare i TEorgEMI V e VI anche nelle aftuali ipotesi.

b) Le considerazioni fatte in a) permettono di estendere ancora le ipotesi,
sotto le quali valgono alcuni dei teorvemi dimostrati nel presente lavoro. e
precisamente di estendere i risultati ottenuti al caso, in cui le funzioni
Aij(m) Yigooes Yns Biyonny By Qirly Yiyenry Ynj 1y 00y Zin)s f‘»(x: Yis ooy Yny &1,y 0en s Zu),
(G, =1, 2,..., m; r=1, 2,..., h), pur essendo definite in tutto il campo C
non soddisfano le ipotesi del TeoremMaA I in tutto Uy, ma soltanto in ogni
campo limitato tutto appartenente a C..

¢) I TeoreMI V e VI e le OssBRVAZIONT @) e b) valgono, in particolare,
per il sistema (a);'nella nostra memoria (M) non erano state fatte ipotesi del
tipo di quelle introdotte in tali teoremi (*).

{24) In particolare potrebbe essere identicamente in (0, ag): M, ®(x) =10, (r==1, 2,..., h);
il eampe C® sarebbe allora definito dalle
t<z<a,, —H <y ,<H, ¢=1,2%.,k , —<g=<8, (#=12.,m.

(25) Per il sistema (a) un teorema di unicith valido sotto ipotesi anche pili ampie del
TroreMa V (anche tenendo conto dell' osservazione fatta in ¢)), ® in un campe funzionale

pitl ampio & stato dato da S. Cixquing, L e. in (3).
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§ 4. I1 caso di due variabili indipendenti.

14. T TroreMI I-VI dimostrati nel presente lavoro, e tutte le considera-
zioni e osservazioni relative valgono, in particolare, nel caso, in cui le variabili
indipendenti sono due, e cioé per il sistema

n 2z,
0 £ 4o, 53 80, 9 e, 2 ) P4 0, 9 200, ) e, 9)

azf(w,_@ o
i oy

=[x, y; ale, ), ., 2@, Y (t=1, 2,.., m).

Il TeorEMA V, tenuto conto anche dell’ osservazione del n. 13, a), estende
ampiamente le ipotesi di un teorema di A. DoucLis (*%); tale autore suppone
che le funzioni Aylx, ¥; 2, .y Zuw)y 08, Y5 @1y ey @)y [d®y Y5 Ziyney Zin)s
(5, =1, 2,..., m) siano continue nel loro campo di definizione; che le fun-
zioni A (@, Y5 Zryeey Zm)y Aij0, Y5 210y 20)) 0% Y5 21y ey ) (B =1, 2,..., W)
soddisfino una condizione di Lipscuirz uniforme in tutte le variabili, che le
funzioni filw, ¥; # ... 2,), @ =1, 2,..., m) siano lipschifziane in z,,.., 2,
soltanto ; 1’ unicita & dimostrata nel campo funzionale delle funzioni 2, y), ...,
Zn@, y) lipschitziane in x e .

Nelle nostre ipotesi le funzioni Ay, ¥; 21, ... 2m), G =1, 2,.., m)
sono continue nel complesso delle variabili e lipschitziane soltanto in ¥, 2z,
., %, (con costante di LipsoHITZ, indipendente da x), e in « soddisfano le
condizioni (2), (che portano ad una assoluta continuitdh in 2 uniforme, per
cosi dire, rispetto a ¥y, 2., .., 2,); le funzioni pix, y; 2,.., 2,,) sono con-
tinue soltanto in ¢, 2., ..., 2w, mentre In » sono guasi-continue, le funzioni
fie, ¥; 21, .., 2 Sono soltanto quasi-continue in tulle le- variabili; valgono
le condizioni (4) e (6) (di integrabilitd), e inoltre le () e (7), che sono condi-
zioni di CARATHEODORY, pilt generali della condizione di LipscHITZ; infine
il campo funzionale, nel quale sono dimostrati i nostri teoremi di unicita, &
quello delle funzioni z,(%, ¥), ..., zu(®, y) assolutamente continue in % e lipschi-
tziane in y (con costante di Lipscurrz indipendente da ).

15. Se, in particolare, il sistema (I') si riduce al sistema

n 0zi(, 1 czix, )
(Ct) C‘“(axlz + pi(x: Yy, zl(w; ?j), ey gm(m; ?j}) (_:7%2;_-/) - fi(m: ¥ 21({1}, Z/); cery zm(m) ?j)};

(t=1, 2, .., m),

(*%) A. Doucris, Some existence ‘theorems for hyperbolic systems of partial differential
equutions in tico independent variables, « Comm. pure appl. Math.», vol. 'V, (1952), 119.154,
efr. § 3, p. 128129,
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anch’esso studiato in una nostra precedente memoria (*), i TrorEMI I, III,
YV e VI, le osservazioni relative e le considerazioni del n. 7 hanno carattere
di novita anche per il sistema (a") rispetto ai risultati contenuti nella memoria
stessa; i TEOREMI II e IV estendono le ipotesi di due teoremi ivi dimostrati (**).

Nel caso particolare del sistema (@) e anche del sistema non lineare

’ i — f . . az,‘((ﬂ, y) .
(b) ”-e_x-”_‘ - ft(wy ¥ zl(mv y), srey zm(m, ?/).v '_a_y“_)’ (z -— I’ 2’ ey m),

teoremi di unicith di carattere molto generale sono stati dati da altro aufore
con metodi del tutto differenti (*°).

27) M. CiNQUINI-CiBRARIO, Nuovi leoremi di esislienza e di unicitd, per sistemi di equa-
zioni a derivate parziali, « Ann. della Scuola Normale Superiore di Pisas, (3), IX, 1955, 65-113,

(*%) Cfr. L c. in (*%), § 4, n, 24, TeorEMA VI, p 107, e n. 23, Trorema VII, p. 111.112;
in questi due teoremi le ipotesi relative alle funzioni fy{w, ¥; 2(y.., 2, sono notevolmente
pilt restriftive delle attuali.

(?%) 8. Civquing, L c. in (%), § 2, p. 968-978 per il sistema (o).

S. Cixquiny, Un feorema di unicita per sistemi di equazioni a derivate parziali del primo
ordine, « Rendie. Acc. Naz. dei Linceis, (VIII), XVII, 1954, Nota I, p. 188.191, Nota II,
p. 839-344, per il sistema (b').




