
Teoremi di unicit~t per sistemi di equazioni 
a derivate parziali in pifi variabili indipendenti. 

Memoria di ~ARIA CINQUINI-CIBRARIO (a Pavia) .  

A ~ i o v a n n i  Sansone  **el sue  70 ,w compleanno.  

Sunto.  - Sotto ipotesi  molto amp le  sono d i m o s t r a t i  a l cun i  teoremi di  u n i c i t ~  e di  d i p e n d e n z a  
c o n t i n u a  da i  da t i  del la soluz ione del prob lema  di  CAUcI-IY (in sense general izzato)  del s i s t ema  

m ~ Yi , ' . ' ,  Y ~ ) ~  h ~ "x z z "~zJ(x' yt , . . . ,  yh) I (~) ~ AiJ( x,  yt,,.-, Y~g z~,..., z,~)~ ~zi(x' ~ ~i4 ,Y t , " ' ,Ya;  ~,'", ~) 
i=1 { ~X v - ~  ~Yr 

~--f~(x, y i , . . . ,  Yh; Z i , " ' ,  Z,~), (i~---1, 2, . . . ,  m). 

L a  soluz~one ~ r icercata  nel  campo funz iona le ,  cos t i tu i to  d a i  s i s temi  di  fu**zioni 
zi(x, Y i , ' " ,  Y~), ( i : l ,  2,. , . ,  m), che sono def ini te  in  u n  ben d e t e r m i n a t e  campo, sono 
i v i  a s so lu tamen te  con t inue  in  x e l ipsch i t z iane  in  yt~ ... ; Yh~ e soddisfa**o i l  s i s t ema (I) 
quas i  ovunque  i n  tale campo.  

Abbiamo iniziato, recentemente~ lo studio dei sistemi di equazioni a 
deriv~tte parziali  di ripe iperbolico in piil variabili  indipendent i  (i) e abbiamo 
dimostra ta  F esistenza, l ' un ic i th  e la d ipendenza cont inua  dai valori  iniziali 
dell~ soluzione, in sense gener~tiz~ato, del problema di CAUOH¥ per  un  
sistema quas i - l ineare  della forma 

(a) ~z~(~, yl,...,~x yh), 4- 
h 

~- ~ ~,.[x, y l , . . ,  yh;  z~(x, y ~ , . . . , y h ) , . . . ,  zm(x~ y~, ... yh)] ~zi(x, Y l , . . . ,  yh) _ 
~ = ~  ' , . ~ y , ,  - -  

= fi[x, y~, . . . ,  yh;  ~ (x ,  y~, . . . ,  yl~), . . . ,  z,~(~, y~, . . . ,  yh)], (i = 1, 2, ..., m), 

mentre,  anteriormen~e, erano stati  dati  da altro autore (~) alcuni  teoremi di 
unieit'~, wlevoki  sotto ipotesi pill general i  e in un  campo funzionale pia  
ample, sia per  il s is tema (a) che per  il s is tema 

(b) ~z~(x, y~, ..., YD _ 

. . . .  ~ y ~  ' ""' ~yh ' 

{i = l,  2 , , . . . ,  m). 

(i) 5]~. C[NQUIN][-CIBRARIO, S i s t emi  di  eqt tazioni  a der ivate  p a r z i a l i  i n  p i h  var iab i l i  indi .  
pe~dent i ,  ¢ Ann.  di Mat. ~, (4), XIhIV (1957)~ 35741.8. Tale memoria sarh indicata  nel  seguito 
con (~'I). 

(~) S. CINQUINI; Sopra l ' u n i c i t ~  del la  soluzione dei s i s temi  di equaz ion i  a der ivate  
p a r z i a l i  del p r imo  ordine,  <( Rendie .  Is t i tu to  Lombardo % 88 (1955)~ 980-978. I1 § 1 ~ dedicate 
ai sistemi non  l inear i  in  pifi di due var iabi l i ,  il § 2 ai sistemi quas i - l inear i .  
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Nel presente l~voro iniziumo lo studio di sistemi di equazioni a derivate 
parziali di tipo iperbolico in pifi di due variabili  indipendenti  di forma pifi 
generale  del sistema (a); precisamente ci occupi~mo qui di teoremi di unicit~ 
relativi al sistemu (in m funzioni incognite e h +  1 variabili  indipendenti) 

" t ~ zJ ( x ,  y l ,  . . .  , y h )  
(1) v A~j[(x, y l ,  . . . ,  yh; zl(x, Yl ,  . . . ,  yh), ..., zm(x, y~, . . . ,  yh)] t ~x . + 

+ ~ ~ [ x ,  y l , . . . ,  ya; z~(x, y~ , . . . ,  Yh L . . . ,  z,,(x, y~,. . ,  yh)] ~zJ(x' 
~=i ' ~Y~ --  

- - f ~ [ x ,  y~, . . . ,  yh; z~(x, y l ,  . . . ,  yh), . . . ,  z,~(x, y~, . . . ,  yh)], (i ~--1, 2, ..., m). 

La soluzione ~ r icercata  nel campo funzionale costituito dai sistemi di 
funzioni 

z~(x, y~ , . . . ,  yh), z~(x, y~ .. . .  , yh), . . . ,  z,,(x, y~, . . . ,  yh}, 

che sono definite in  u n  ben determinato cam£o (che sa r l  specificato caso per 
caso), e sono iv i  assolu tamente  cont inue in  x e l ipschitz iane in  y~, . . . ,  y~; u n  

tale s is tema di  f u n z i o n i  costituisce nel  suo campo di  def iniz ione u n a  soluzione 

in  senso generalizzato del s is tema (I), se le f u n z i o n i  stesse soddisfai~o il  siste. 

ma  {I) quas i  ovunque.  
In questa prima r icerca le funzioni A~i(x, y l . . . . ,  yh; Z~,.. . ,  Z,,), 

(i, j ~ 1, 2, ..., m), sono supposte continue nel complesso delle variabili, mentre  
le funzioni ,~i~(x, y ~ . . . ,  yh; Z~,..., Zm), (i--~ 1, 2 , . . . ,  m; r-----I, 2 , . . . ,  h} sono 
supposte s o l t a n t o q u a s i - c o n l i n u e  in  x, e continue nel complesso delle ~'aria. 
bili y~ , , . . . ,  yh; Z~,. . . ,  Z , ,  e infine le ftmzioni fi(x, Y i , . . . ,  Yh; Z~,.. . ,  Z,~), 
(i--- 1~ 2, ..., m). sono supposte soltauto quas i - con t inue  in  tutto il  loro campo 

di  definizione. 
Nel § 1 le funzioni A~j(x, y~, . . . ,  Yl~; z~,..., z,~), ~i~( ..... ), f~( ..... )i f ,  j - - 1 ,  2 , . . ,  m;  

r - -  1, 2, . . . ,  h), sono supposte definite per x, variabile in un intervallo (0, ao) 
e per tutti i valori reali  di y~ , . . . ,  yh; z~, . . . ,  z .... Nel TEORE~,~A I, s~pposte 

note due soluzioni  ( in senso generulizzato) del s i s tema (I), definite in  n n  eampo 

D~ : O ~ , x  <~ a, - - c ~ < y ~ < - f - ~ , . . . ,  - - c ~ < y h < - f - ~ j  

(0 < a ~ ao), si d imos tra  che, se esse coincidono in  u n  eampo l imi ta to  (appar.  
tenente a l l ' i p e rp iano  x - -  0), definito dalle 

x = O, - -  H~ ~__ y ~ _  HI .... , - -  Hh ~-- yh ~-- H~,  

(dove le H~. sono cos~anti positive), coincidono anehe in  u n  campo ben deter. 
mina to  T appartenente  al eampo D~.  I t  ris~tllato del rI~EOI1ES[A ] permette  di 
provare tTEonE~[i II) l~unicildt della soluzio~e ( in senso generalizzato) del 

s i s tema {I), ehe ~ def ini ta  in  D ~  e a s s u m e  valori  assegt~ali per  x - - - -0;  si h~ 
cosl ten teorema di ~tnicitdt della soltezione del problema di CAUct~¥ (intesa in  
senso generalizzato) relativo al s is tema (I). 
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Nel 8 2 sono dimostrati  due teoremi (TEOREMA I I I  e T]~OREMA IV~ rela-' 
tivi alla dipendenza  cont inua della soluzione del problema di  CAuc~Y ( in 
senso general izzato)  da i  dat i  (3). 

I teoremi dei 88 1 e 2 permettono di provare che, var iando  i dat i  del 
prob lema di  CAucHY ( iu senso generalizzato)  in  u n  campo l imitato dal l ' iper .  
p i a n o  x -  O, la soluzione p u b  var iare  in  u n  campo anch'  esso l imitato appar-  
tenente a D~  (cfr. le eonsiderazioni sviluppate nel n. 7) 

Nel 8 3 si dimostrano sia u n  teorema di un ic i t~  (TEOI~EMA V)  della so. 
luzione del problema di CAUCE¥ ( in senso generalizzato),  sia u n  teorema di 
d ipendenza  con t inua  del la  sotuzione da i  dat i  (TEORE]~A VI}, net caso, in cui 
ci si r iferisca a soluzioni  definite, invece che in D~,  in  u n  certo campo limi- 
taro T (dello spazio delle variabili  x ,  y~, ..., yh), e anche nel case (cfr. n. 13 a)), 
in eui anehe le f u n z i o n i  A~jIw, y~ , . . . ,  yh ; ~ , . . . ,  zm), ~i,.(w, y~ , .. . ,  yh ; Zl , ... gin), 

5(X, Y l , . . . ,  yh;  Z~ , . . . ,  Zm), (i, j =  1, 2 , . . . ,  m ;  r =  1, 2 , . . . ,  h) sono definite in  
u n  campo l imitato Co dello spazio delle variabili  x, y~ , . . . ,  yh; z~, . . . ,  ~,~. 

I r i su l ta t i  ottenuti  nel presente lavoro hanno  carattere di  novit~ anche nel 
caso, i n  cui  le var iabi l i  i nd ipenden t i  sono due;  il sistema (I) di?~iene allora 

(r) . . . ,  y)l[ 
= fi(x, y;  z,(x, y), ..., z,,(x, y)), (i = 1, 2, ..., m). 

Qualehe osservazione, rela~iva al sistema tI'), ~ contenuta nel § 4. Come 
b ben noto (~, alla forma ( I ' ) s i  pub ricondur~e un qualunque sistema di 
equazioni a derivate parziali in due variabili indipendenti,  il quale sia di 
tipo iperbolico. 

8 1. - T e o r e m i  d i  u n i c i t / L  

1. Richiamiamo, per eomodit'~, aleune definizioni gi~ date in (M) (5). 

DE~'I~TIZIONE I. - ~ Una funz ione  zi(x, y~ , . . . ,  yh), def ini ta  nel campo 

D~o: 0 <~c <--a, - . c ~  < y~ < + c~, ..., - - ~  < y h < + c ~ ,  

si  dice di classe G nel campo stesso, se, per  ogni h-pla  (y~ , . . . ,  yh} reale f issata,  
assolu tamente  con t inua  in  x nel l ' in terval lo  (0, a), e, per  ogni x fissato di 

(~) S i  s a rebbe ro  potut i  d imos t ra ro  p r ima  i TEOREMI I i I  e I V  e dedur ro  poi da  quest i  
i r i su l t a t i  del  § 1 ; ma si ~ prefer l to  tenere  il cammino invers% per  met tere  meglio in ev idenza  
i teoremi  di  unicith.  

(4) Cfr. p. es. : M. CINQU]NI-CIBRAR10, Equazioni no~t lineari e teoria dells caratteristiche 
(in. ~ Eq~azioni all~ derivat~ parziali a caraSteristiche reali ,, C.I.]~.E., Varenna ,  V i l l a  ~Iona- 
stero, 1.10 g iugno 1956}, Cap. I I I ,  § l ,  n. 5, p. 116-117, e Cap. IV ,  § 1, n. 1, p. 140-l~tl. 

(5) Gfr. (M), § "2, n. 1, p. 370.871. 

Anna~i di Matqmatica 14 
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(0, a), ~ l ipschi tz iana nel complesso delle variabi l i  y~ , . . . ,  yh ,  con costante di 
L n ,  sc~H~z ind ipenden te  da x )~. 

L ~  f u n z i o n e  z(x, y~, ... ,  y~) ~, e v i d e n t e m e n t e ,  cont inua  nel ~omp!esso delle 
variabil i ,  i no l t r e  e s sa  ~ differenziabite nelle variabi l i  y~, ... ,  yh in  quas i  
tutto D ~  (~}. 

D E ~ I z ~ o N ~ .  I I .  - <( Una funz ione  g ( X  ; x, y~, ..., y~), definita nel  campo 

si dice di elasse G~q net ea~npo stesso, se~ pe r  ogni  x f issato di (0, a) e ogni  
h - p i a  reale f issala (y~, . . . ,  ya), ~ assolutamente  cont inua in  X in  (0~ a), e, per  
ogni  X fissato di (0, a), ~ di classe G nel campo D~.  

2. TEORE~A I. - Le  f u n z i o n i  A#(~c, y~, ... ,  yT~; z~, ... ,z,~) ( i , j  - -  i ,  2, ..., m ~, 
s iano definite nel  campo 

e s iano ivi  cont inue nel complesso delle var iabi l i ;  se A ~ il deter,minante, il 
cui elemento generico ~ A~j, s ia in  tutto C~ 

(1) A = 1 .  

Esistano m ~" f u n z i o n i  ~t# (x), definite nel l ' in ferval lo  (0, Cto), ivi  quas i -cont inue ,  
non  negative e inlegrabil i  t~, tali  ehe, per  tutte le [ h + m ) - p l e  reali  
fissale (y~, . . . ,  yh ; z~, ..., z,,), e per ogni eoppia di p u n t i  ~c', x" del l ' interval lo 
(0, a o ) s i a  (s) 

(2) [ A~j(x', y~ , ... , yh ; z~ , ... , z,,) - -  A~i(x", y~ , ... , yh ; z~ , ... , z , , ) l ~  
~2, ?f  

~ t ; ~ i i ( X , d X l ,  (i, j = 1, 2, . . . ,  m). 
if,,! 

Comunque  s iano i n u m e r i p o s i t i v i  H y ,  (s : 1, 2, . . . ,  h) ;  p~{o), (l - -  1, 2, . . . ,  m), 

(c) Infa t t i  per  egni  x fissato di (0, a) la  fuazione z(~c~ Yi~-.., Y~) e li t)schitziana in 
Yi, ...~ YJ~ quindi  (eft-. H.  ~AI)E3[ACItER~ Uber pcertielIe u n d  rotate Di f f e , ' e , z i e rbarke i t  von 
E i ~ n k t i o n e n  meherer  Var iabe lu  u n d  i'~ber die T , ' a n s f o r m ~ t i o n  d.q" Dopl;el integrale,  ~ Math. 
Ann.a,, 79 (1919), 3~0-359; cfr. in par t icolare  1)arte I, n. 3, TEOREMA I~ p. 34:7) la funzio~e 
z(x~ Yi~ ..-, Y~) ~ d i f ferenziabi le  ir~'yi,  ..., YI~ per  quasi  tutte le h -p ie  (Yi, ..., Y~)' 

(~) I n  tutto il Iavoro ] ' in tegrabi l i t 'h  ~ intesa nel sense di LEBESGUE. 
(S) Dal le  (2), tenure conto del ia  def inizione di ~tssoluta continuith, segue .ehe per  egni  

(h -~- m)-p la  rea le  f issata (Yi, ..., Yh ; z i ,  ..., z,,0 le funzioni  Aij(x ,  Y i ,  . . . ,  Yl~ ; z i ,  . . . ,  z~,) sono 
assolutamente  cont inue in x ne l l ' i n t e rva l l o  (0, a0). 
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esista u n a  costante positiva h (°), tale the sia 

(3) IA~i(x, y t , . . . ,  yh; ~ , . . , ,  z ,~)- -A~i(x ,  y t , . . . ,  yh;  ~ , . . . ,  z , ~ ) I ~  

~ A(°' l ~=,~ lY~--Y,I+ =1 z, - -  z~I t, ( i , j - - 1 , 2 ,  . . . ,  m), 

per ogni x di  (0, ao) e per  tutte le coppie di  (h + m)-ple  reali (y~ ,..., ya ; z~, ..., z,,), 
(y~,..., y~; z~,. . . ,  z,,), soddisfacenti  le 

t~d. I ~ H,,o,, I Y.I ~ H/o,, (8 = ~, ~, . . . ,  h); I ~, 1 < U,,o,, [i, t ~ ~,'° ' ,  (~ = ~, ~, . . . ,  m). 

Le fu~z ioni  ~,.(x~, y~, ..., yh ; z~, ..., z~), (i - -  1, 2, ... ~ m ; r - -  1, 2, ..., h), siano 
definite nel campo C~, per ogni {h .+ m)-pla  reale fissata (yx, ..., Yh ; Zx, ..., Z,,) 
siano quasi -cont inue in  x nell' iutervallo (0, ao), e per  ogni x fissato di  {0, ao) 
siano continue nel complesso delle variabili  y~, ... ya ; z~, ..., z,,, ; esistano h + 1 
funz ioni  M,.{x), L(x), definite in  (0, ao), ivi  quasi-continue,  non negative e 
integrabili, tall  che, per quasi tutt i  gli x di (0, ao), sia 

(4, I e,, .(x, y~ . . . .  , yh ;  z~, . . . ,  z , , )  [ ~ M,.{z) (i = I, 2, . . . ,  m ; r = 1, 2, . . . ,  h), 

per tutte le (h + m)-ple  reali (yl, ... , yh; z , , . . . ,  z,,), 

(5t l~,~(~v, Y~, . . . ,  yh; z~, . . . ,  z,,) - - ~ , , ( x ,  y~,..., ya; ~ , . . . ,  z ~ ) I ~  

h m _ 

< L(x) 1 ~ i Y ~ - -  Y-~ ] + ~ i zt -- z~ll, ( i - -  1, 2 , . . . ,  m ;  r - -  1, 2 , . . . ,  h), 
s = l  l ~ l  

per tutte le eoppie di (h + m)-ple reali {y~, . . . .  Y h  ; Z l ,  . . . ,  Zm) ,  (Y l ,  ..o Y h  ; Zl  , . . . ,  Zm) .  

Le funz ioni  fdx, y~, .... yh ; z~ . . . . .  z,,) siano definite nel campo C~ e siano 
ivi  quasi cont inue;  comunque siano le costanti H,.(°)(r--1, 2 , . . . ,  h), ~2/o,, 
(l ~ 1, 2 .... , m), esista~w m + 1 funz ioni  1V~°~(x), (i ~ 1, 2, . . . ,  m), L~(°~{x), 
definite in  (0, ao), ivi quasi-continue,  non negative e integrabili, tall che, per 
quasi  lutte le h-p le  (y~, ..., yh) soddisfacenti  le I Y; I <- H,'(% (r = 1, 2, ..., h), 
sia per quasi  tut t i  gli x di (0, ao) 

(6) I f~(x, Y~, ..., yh; z~ .... , z,,)l<__ 37,(°'(x), (i " - I ,  2, . . . ,  m), 

per  tutte le m-p le  reali tz~ , . . . ,  z,,), soddisfacenti  le I z, l ~_ ~o , ,  (l - -  1, 2, . . . ,  m); 

(71 I f~(x, y l ,  . . . ,  yh ; z : ,  . . . ,  ~ , , ) -  fi(x., y~, . . . ,  y ~ ;  ~, ,  . . . ,  zm) I<_ 

< L~,o,(~) ~ i~., _ ~, I, (i = l ,  2, . . . ,  ra), 
1=1 

per tutte le eoppie di m-ple  reali (zl, ..., z,,). (zl, ..., z,,) soddisfacenti  le 
[ zl J ~ Q I z ~ 1 <- £2~,o, (l : 1, ,~,o ..., m). 
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[u  queste ipotesi s iano 

(8) z l  = zl(x, y~, . . . .  yh), . . . ,  z~  = z, , (x,  y i ,  . . . ,  yh) 

(s*) zl = z~*(x~, y l , . . ,  yh), . . . ,  z,. = z*{w, y~ , . . . ,  YD, 

due s i s temi  di funz ioni ,  definite nel eampo 

D ~ :  0 <_ ~ c ~  a, - - o o < y t < + o % . . . ,  - - ~ < y h < + ~  

(con 0 < a <_ ao), ivi  di  classe G, e soddis facent i  i n  quas i  tutto D~  rispett iva.  
mente le 

(I) E Aii[x, y~ , . . . ,  yn;  zl(x, y~ .... , yn), ..., z, ,(x,  y~ , . . . ,  yh)]) 3X + 

h 
+ 2 ~,,[x, y l , . . . ,  yh;  z~(x, y ~ , . . . ,  yh), z , , (x,  y~ ... yh~] 8zj(z' 

y~, . . . ,  Yh) t 
r = i  ' " '  " ' ' ~y,. t - -  

"-f~[x,  Yl,  .. . ,  yh ; z~(x, y~, ... ,  yh), . . . ,  z, ,(x, Yl,  .. . .  Yh)], ( i -  1, 2, . . . ,  m). 

m t ~zj*(x, y l ,  yh) 
z ,dx,  y~, ..., ya)] + (t*) E A#[x, y~,. . . ,  yh; zl*(x, Yl , . . . ,  yh),. . . ,  * ~ "" '  

t=1 ~x 

. . . ,  Z*m(X, ... ~ZI*(X, Y i ,  *.. yh )  + )3 ~ , . [ x ,  y l ,  yh;  z : ( x ,  y~,  . . . ,  yh), ... y~, yh)] - -  ' = 
~ = 1  ' ' c ~ Y ,  • 

= f,[x, y l ,  ..., yh;  z~*(x, y ~ , . . ,  yh), ..., ~,,{x~ y~, ..., Yh)], ( i -  1, 2, . . . ,  m), 

~ C t  

(9) 
ident icamente  per  

z,(o, y~, . . . ,  y h ) =  z,*(o, y l ,  . . . ,  yh), 

[y.I<--H,., 
dove le H,. sono costanti  posi t ive  ; a l lora ~ anche 

(i - -  1, 2, . . . ,  m), 

tr = 1, 2, . .: ,  h), 

(lO) z,(z ,  y l ,  . . . ,  y h ) =  z,*(x, y l ,  . . . ,  yh), (i = 1, "2, . . . ,  m), 

idenl icamente  in  tutto il campo 

off g8 

r :  2,. . . ,  h), 
0 0 

dove al ~ il pii~ piccolo dei n u m e r i  a, ~1, a2, ..., :¢h, essendo o~,. il m i n i m o  
~e a o 

valore di vc per  cui f M , , ( X ) d X  -" H r  , se f M,.(X)dX ~ tt,., e a l t r iment i  essendo 
0 0 

O~ r ~ ~o>>, 
a) R i s o l v e n d o  le (I) r i spe t t o  a l le  

8zj(x, Y l , . . . ,  yh) (j = 1, 2, .. . ,  m), 
8x 
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si trova subito ehe in quasi  tutto D~o 

(II) Oz~(x, y~ .... , ya) 

= ,=~:~ ~,i[~, v , ,  . . . ,  w ;  ~(~, v , ,  . . . ,  v~), . . . ,  ~,(o¢, v l ,  . . , ,  w)] If,[ ..... ] -  

" ~ O~(X, y~, . . . ,  Ya) I - -  ~'=~ Aa[ ..... ]~=~ p,~[ ..... ] - ~ , .  , ( j - -  1, 2, ..., m), 

dove a~ i ( x ,  y~ . . . .  , ya ; z~, . . . ,  z, ,)  ~ il eomplemento  algebrieo di 
A,i(x,  y~ , . . . ,  Zh; Z~ ... .  , Z,,} nel de te rminante  A, e si t iene eonto della (1 t. 
Pe r  le ipotesi fatte esistono 2m costanti  K~, K~*, ( i - - 1 ,  2 , . . . ,  m), tali 
che per  ogui x di (0, a) e per  tut te  le eoppie di h -p le  reali  {y~, .... yD, 
(yl ,  . . . ,  yh) sia 

h 

(11) t~,(x~, y~ , . . . ,  y a ) - -  z,(x, y l , . . . ,  yh) 1 ~- K~ ~ l Y,  - -  Y~ I, (i - -  1, 2, . . . ,  m) 

h 

b) Hello spazio delle variabili  x, y l ,  . . . ,  yh si consideri  il campo 

R :  0 ~ _ x - < . a ,  - - H ~ _ y ~ ' H ~ ,  ( r - - l ,  2 , . . . ,  h);  

evidentemente  il eampo T appar t iene  al eampo R. 
Nel campo chiuso l imitato R le funzioni  z j x ,  y~, . . . ,  yh); z~*(x, y~, . . . .  yh), 

( i - - 1 ,  2 , . . . ,  m) sono l imi ta te ;  sia Q una  eostante tale ehe in tutto R sia 

(12) l z,(x., Yl ,  . . . ,  Yh) l ~ g~ ; I z,*(x, y~, ..., Yh) I ~ ~q, (i - -  1, 2, ... ,- m). 

Hello spazio delle variabili  x,  YI,  . . . ,  yh;  z~, . . . ,  z , ,  si consideri  il campo 
ehiuso l imitato 

CR: O ~ x ~ a ,  - - H , . ~ y r ~ H , . ,  ( r - - l ,  2 , . . . ,h) ;  - - Q ~ z ~ Q ,  ( i - -  1, 2,... ,  m). 

In  tale campo le funzioni  A~t(x , y l ,  . . . ,  yh;  zl ,  . . . ,  z,,) sono l imi ta te ;  preci- 
samente  sia in tutto CR 

(13) I Ait(x, Yl ,  ... , yh ; ~1, ... , z~) l ~-- ~ ,  (i, j : l ,  2 , . . . ,  m), 

dove ~ ~ una  costante. 5Te segue che in tutto CR ~ anche 

(13') t ~J(~, y , ,  . . . ,  yh ; ~ ,  . . . ,  ~,,) J <- ~ 1 ,  if, j = 1, 2 . . . .  , m), 



1.10 ~[. C~ov~-C~na.~a~o : Teoremi  di ~,nlcitdt per s i s tcmi  di cqttazioni~ ccc. 

dove si b posto (9} 

Inoltre per le ipotesi fatte esiste una costante, che indicheremo con A, 
tale ehe se (x, y~, . . . ,  yh;  Z~, . . . ,  Z,,), (X, y ~ , . . . ,  yh;  Z~, . . . ,  Z,,) sono due punti  
di CR , 

(14} IAq(x ,  y ~ , . . . ,  Yh; z~, . . . ,  z , , ) - - A q f f c ,  y ~ , . . . ,  yh;  z~ , . . . ,  z , , ) l ' <  

Per  le ipotesi fa.tte circa le funzioni f~(x, y~, ..., Yh; z~ . . . . .  z,.), (i --  1, 2, .... m), 
esistono m + 1 funzioni N,(x) ,  (i : 1, 2, .... m), L[qlx), definite in (0, ao), ivi 
quasi continue, non negative e integrabili,  tali che per quasi tutte le h-ple  
fY~, ..., Ya), soddisfacenti le 

ly,.l<_~,., ( r =  ~, 2 , . . . ,  h) 

sia per quasi tutti gli x di (0, ao) 

(6') I f , (x,  y~,  . . . ,  y~ ; z~, . . . ,  z,,,) I <- N,(x) ,  (i = l ,  2, . . . ,  m),  

per tutte le m-ple  reali (z~,..., z, ,)  con I z ~ l ~  Q, ( l -  I, 2, .... mh e 

(7') I f i lx ,  y~,  . . . ,  Y~; z~, . . . ,  z , , ) -  f,(x, y ~ , . . ,  y a ;  z , ,  . . . ,  z,.) I ~- 

<-- L[~I{ x) ~ I zt - -  z~l, 

per tutte le coppie di m-ple  reali (z~, . . . ,  z,,), (z~ . . . .  , z , ,)  con I z~] ~ ~, I z,] <~ ~, 
(l--=--1, 2, ..., m). 

Dalle ([][), teuuto conto delle (4}, (6'}, (11), (13), 1t3'), segue ehe in quasi 
tutto R 

avendo posto 
m h 

(16} K--~ Z Kz; (17) Mix)  : 2 M,.(x);  (iS) 

Analogamente si trova che in quasi tutto R b 

(15") ] ~zj*ix, Y~' yh) < Ix~[mlxK,M(x}  + N(x)], 

dove 

(!6") K * =  ~ K*. 

( j - ~  1, 2, ..., m), 

N(x)-= ~ _~,{x). 

tj : 1, 2, . . . ,  m), 

(9) Si appl ica  qui  la nota  d i s u g u a g l i a n z a  di }IADAMARD; ell'. p. es. la d imos t r az ione  di 
L, TONELLL SItl teorema di ];]:ADAMARD relativo al valor maggiorante di un  d~termi ,ante .  

, G-iornale di M a t e m a t i c h e  di Ba t t ag l in i ,  Vol .  X L V I I ,  212-218. 
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La (15) per  quas i  tu t t e  le h - p l e  {y~, .. . ,  yh) con l Y,. I <_ H,. ,  (r = 1, 2, .. . ,  h), 
va le  per  quas i  tut t i  gii a~ di (0, a~; qu ind i  pe r  quas i  tu t t e  le h - p l e  (y~, . . . ,  yh) 
con ]y,. I < H~,  4r 1, 2, ..., h), c o m u n q u e  s iano a~', in (0, a) i~ 

(19) [zl(ac', y~, . . . ,  y h ) -  zj(a~", y~, . . . ,  ya) l <- 

t • t 
~.[q J [ m ~ K M I X )  + 1V(XI]dX , (j  = 1, 2, . . . ,  m), 

, 2  

e poich~ il secondo m e m b r o  de l la  (19) non  d i p e n d e  da y~, . . . ,  yh,  e il p r imo  
m e m b r o  ~ funz ione  c o n t i n u a  di y i , . . . ,  ya,  segue  che  la (19) vale,  c o m u n q u e  
s iano i p u n t i  (x', y~, .. . ,  yh], (x", y~, .. . ,  yh) del  c ampo  R. 

T e n u t o  conto  del le  (2}, ( t l ) ,  (14}, (16t, (19) si ve r i f i ca  subi to  ehe  (~o) 

(20) I A~j(x', y ,  ; z~(~', y , ) ) -  A,~(x", y ,  ; zz(x", y,)) [ <-- 

<-- [ [x i j iX) '+ 'm~t l lA(m~KM(X}  + , (i, j - -  1, 2, . . . ,  m), 
3, f  

c o m u n q u e  s iano i p u n t i  (x', y~, . . . ,  yh), (~", yx, . . . ,  yh) del  c ampo  R, e 

(21) I W ; V . ) ) -  A,j(x, ;  z(x, <- 
h 

~.A(1  + K)  Z [y~ - - y ,  l, (i, j =  1, 2 , . . . ,  m), 

c o m u n q u e  s iano i pun t i  (x, y , ,  . . . ,  yh), (X, ?]~,..., yh) del  campo  R. 

c) Sia (x, y , , . . . ,  ya), un  pun to  f issato del  campo  Din, e sia i u n o ,  fissato, 
t ra  i n u m e r i  I, 2 , . . . ,  m ;  r a g i o n a n d o  come  in (M) (cfr. ivi § 2, n. 2, I, b), 
p. 373.374)  si i n t r o d u c a  il s i s t ema di funz ion i  

g ~ ( X ;  x, y~ , . . . ,  y~), gi~(X; x, y , ,  . . . ,  y~), . . . ,  g ~ ( X ;  x, y~, . . . ,  y~), 

def in i t e  nel  c a m p o  

e ivi di c lasse  G [~l, sodd i s facen t i  il s i s t ema  di equaz ion i  d i f ferenzia l i ,  sc r i t t e  
sotto fo rma  in tegra le  (~) 

(22j g ,  (X  ; x,  y~ , . . . ,  yh) : y,. - -  
O0 

/. ~ , [ t ,  g~.Jt ; x ,  y~, . . . ,  y ~  ; zdt , g~,(t ; ac, y~, . . . ,  y~})]dt, (r = 1, 2, . . . ,  h). 
x 

(i0) Qui e in segui to  sc r ive remo spesso per  bre'vith z i l x  , y~) invece  di z i ( x  , Y i , . . . ,  Y~), 
Ai~(~c, y,~; z~) invece  di Aij{x,  y~,  ... .  Yh; z ~ , . . . ,  z,~); ana logamente  nel seguito sc r iveremo 
.%.(x, y.~; zz) , f i (x ,  Ys; z~) invece  di ~tr~X, y ~ , . . . ,  Yk;  z i , " ' ,  z,3, f~(x, Y i ,  . . . .  Yt~; z i ,  . . . .  zm~" 

(~i) P e r  le (22) efr. (M:), § 2, n. 2, (IV), p. 37"2. 
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Si supponga  the  il pun to  (x, y~, .. . ,  ya) appar t enga  al eampo T ;  si ver i f ica  
f a c i l m e n t e  t h e  per  0 <7_ X _ < x  ~ (z~) 

x x 

t / {23) - -  H,. --}-, H,.(t)dt <-- g,,.(X ; x, y~, ... , yh) <_ H , .  M~(t)dt, 
• ] 

0 0 

(r  = 1, 2, . . . ,  h), 
e quindi ,  in par t ieo la re  

(24) t g , , I X ;  ~, y~, ... , y,~) l <_ H,. ,  (r - 1, 2, . . , ,  h), 

per  (x, y~, ..., yh) appa r t enen te  al campo T e 0 < X < x. 

d) Si indiehino,  provvisor iamente ,  con X, Yx, ..., 
c o r r e n t i ;  sl eons ider ino  in tali  coord ina te  la i - e s i m a  
i - e s i m a  equazione  (I*), e in esse si ponga 

Yh le coordina te  
equazione {I) e la 

(25) Y, = g,, {X ; x, yl .... , YD,  ( r = l ,  2 , . . . ,  h). 

Si o t tengono cosi le 

t4¢ 

{26) Y. A~j[X, g , , (X ; ~c, yl ,  ..., yh); zt(X, g,,{X ; x., y l , . . . ,  yh))] X 
]=1 

x { ~ z i ( X , g , s ( X ; x ,  y l , . . . , y h )  ) h ~zi{X, gi , (X ; w,y~ , . . . ya) ) I  
a x  + r , p , , [  ..... ] = f , [  ..... ], ~=1 ~ Y," 

(26*) v A,i[X, g , , (X;  x, yl .... , yn); zz*(X, g , , (X;  x, y l ,  ..., yh))] X 
i=1. 

X {  ~z,*(X, g,s(X; ~ , , x , . . . , yh) )  h ~zj*(X, gi,(X; x, y l , . . . ,  yh!} t 
~ x  + ~ o , j  ..... ] Dr,. = f ' [  ..... ]" 

(t~) Infatti dalle (~), supposto 0 <__ X<___x, segue 

oiob X 

x x 
o poiehg (eft-. la definizione dol eampo 2" I 

si  ot t iene  o o 
x x 

- ~zr ÷ f M r ( t ) a t  <_ g~r(X; ~, u,, . . . ,  U~)<--H~--fM,(Oat, 
0 0 

per  ogn i  X tale  t h e  0 ¢== X ~ x .  

(r = 1, 9, ..., h), 

(r ---~ 1, 2, ..., h), 

(r = 1, 2, ..., h), 

( r ~ l ,  9~..., h), 
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Per  ogni x fissato di (0, a), per quasi tutte le h-ple  reali  (y l , . . . ,  yh) 
le (26) e (26*) valgono per quasi tutti gli X di I0, a) (13). 

Si ponga 

(27) udx,  yl , . . . ,  yh) = z,(~, y~, ..., yh) - -  z~*(x, yl  , . . . ,  yh), (i ----- 1, 2, ..., m). 

Dalle (26) e (26*) sottraendo si ottiene in modo evidente 

(2s) i=~ ~ A,j[X, g,(X; ~, y,..., y~); ~,(X, g,(X; ~,, y,..., yh))] I ~ui(X' g,~( X;~xX, y~,..., Uh)) ~_ 

h ,,~ ~ui(X, g~(X;  x, y,,..., yh)) 
+ ~.=~Z ~,.[X, g~,(X; x, y~,..., yh); zt(X, g~,(X; x, y~,..., y~j~j ~Y,7 ~ = 

: ~,[X, g ~ ( X ;  x, y~, . . . ,  yh)], 

avendo posto 

. ~O~i*(X, Y~) (29) c,(x, y~) = -  ~ I A4x,  Y~; ~,(x, ~~)] - A,jtx, ~',; ~,*(x, L))j i ~-Z - 
]=1 

- Z!A~j[X, Y.; z~(X, Y.)]e,JX, Y.; z~(X, Y.) ] -  
i = I  ~=1 ¢ 

(~i*(x, L) 

t elf X, + Y, ;z,(X, Y~)]- f,[X, Y~'z~*(X, ~")]I" 

Anche la {28), per ogni w fissato, per quasi tutte le h-pie  reali ( y~ , . . ,  yh) 
vale per quasi tutti gli X di (0, a). 

e) Supposto che il punto (x, y~, ..., ya) appartenga al campo T, e ehe 
sia 0 < X <  x, valgono le (24), e quindi, tenuto eonto delte (12) 6 anehe 

(30) ]z~{X, g,~(X; x, y~, ..., Yn)) I~_~;  I zi*(X, g , , (X;  x, y~, ..., ya))]_~2, 

(j  = 1, 2, ..., m). 

Allora per ogni x fissato di (0, a~), per quasi tutte le h-ple  (y~,. . . ,  ya) tall 
che il punto (x, y~ , . . . ,  yh) appartenga al campo T, le (15}, (15") (netle quali 
si ponga X al posto di x e g~ (X;  x, y~ , . . . ,  yh},, . . ,  g~a{X; ~, y~, . . . ,  ya) al 
posto di y~ , . . . ,  yh), valgono per quasi tutti gli X di (0, x) (~*). Tenuto conto 

(i3) :Per la corrispondenza biunivoca the, per ogni x fissato di (0, a), le 

X = X, Yr ----- g~r(X ; x, Yi,.. ' ,  Yh~, ( r  = 1, 2,. . ,  h), 
pongono fra i campi 

cfv. (M), § 2, n. 2, I, d), e), p. 374-376. 
(i4) Cfr. la precedente nora (r2). 

Annali di Matematica 15 
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anche delle (4), (6'), (11), (I1") e ~13), ne segue che entrambi i membri della 
(28) sono integrabili rispett0 a X ira 0 e x;  iutegrando si ottiene 

a~ 

q31) f i=iA~i[X, g, , (Z; ~¢, yl,..., ya); z~(X, g~,(X; x, y , . . . ,  yh))]t ~X "" -]- 
0 

h 

-t- Z p~[X, g~,~X ; ~, Yl,..., yh) ; zz(X, g~(X; ~, y~ ,..., y~))] ~ui(X' g~(X; x,  yl,..., yh) ) i d X  - -  

- - -  x ,  . . . ,  yh))dX. 
, I  

0 

La (31), per ogni ~c fissato del l ' intervallo (0, a~), vale per quasi tutte le 
h-ple  (y~, ..., yh), tali ehe il punto (x, y~, ..., yh) appartenga al europe T. 

Se (a~, y~,..., yh) ~ un punto del campo T, e se X', X"  sono due punti 
del l ' interval lo (0, x), dalle (11), (19) e (22), tenure conto anche delle (4), (17), 
(24), si ottiene 

(32) I zi(X',  g~,(X'; ~¢, y~ , . . . ,  yh)) - -  z i (X" ,  g~,i'Z"', x, y~, . . . ,  yh)) ] ---t" 
X~"  

J 1 [~Im~KMt X) + NIXt) + K  lXt]dZ , ( j  = t ,  . . . ,  

X r 

Dalle (32) e dalla de~inizione di funzione assolutamente continua segue 
che le funzioni z i (X  , gi~(X; x, y~ , . . . ,  yh)), ( j - - l ,  2,. . . ,  m), sono funzioni 
assolutamente continue di X nel l ' interval lo (0, x); la stessa proprieth vale, 
evidentemente,  per le funzioni 

zi*(X, g~(X ; x, y~, ... , ya)), u i (X,  g ~ t X  ; ~, y~, ... , yJ~)t, ( j  = 1, ~,~ ... ,  m). 

Allora, ragionando come in (M}, § 2, n. 2, I, e), p. 375-376, si trova che, 
per ogni x f issato, per quasi tutte le h-pie  (y~, . . . ,  ynl, tall che il punto 
(x, y l ,  . . . ,  yh) appartenga al campo T, ~, per quasi tutti gli X di (0,~} 

(33) du~{X, g~(X ;dxx, y~ , . . . ,  y~)) ._  ~ui tX,  g~(X  ;~xX, y~ , . . . .  y~)) 

-]- Z ~ [ X ,  g~(X; x, y~ ,..., y~}; z~(X, g~tX;  ~, y~ ,..., y~})] ~u](X, g~lX; x, y~ ,..., Y~I) 
~=~ ~y , .  ' 

( j  := 1, 2, .. . ,  m). 

La (31) si pub dunque scrivere 

[ ~ . .  ,,~ du i (X  , g~(X; ~, y~,..., y~)) d X  (34) E A,i[X , g,~(X; 'x, yz ..., yn); zt(X, g i~(A; x., y~,..., ynt~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - -  
i=w d X  

0 
P 

= l c ~ ( X ,  g~(X;  ~c, y~, .. . ,  ya ) )dX,  
, , ]  
0 
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e la i34), per ogni ~v fiss~to di (0, a~), vale per  quasi  tut te  le h -p le  (y~, ..., ya), 
tall ehe il punto (x, y~ , . . . ,  Yh) appar tenga  al campo T. 

fl Se (~c, y~, ..., YD ~ un punto  fissato del campo T~ le 

A~][X, g ~ ( X ;  x, y~, ..., yh); zz(X, g~(X;  x, y~, ..., ya))], (i, j - - 1 ,  2, ..., m) 

sono funzioni  assolutamente  cont inue  di X ne l l ' in te rva l lo  (0, ~); se infat t i  
X', X" sono due punt i  di '(0, x), dalle (19), (20), (21), (22), tenuto conto anche 
drl le  (4), (17) e {24~, si ot t iene 

I gi~( yh); z ' " (35) A,~[X', Z ' ,  ~. y~, . . . ,  z(X ,g,~(X , ~, y~ ,... y a ) ) ] -  

- -  A~i[X" , g~(X"; x, y~, ..., Yh); zt(X", g~(X";  z ,  y~, ..., yh))][ ~ 
i 

X r t  
t ~ 

! 
X r 

(i, j :  l,  2 , . . . ,  m), 

e il r isul tato segue dalla definizione di assoluta continuitk.  
Ailora negli  integrali ,  che compaiono a secondo membro  della 

pub in~egrare per  patt i ,  e poieh~ per  le {9) e (27) 
(34), si 

(36) ut(O, y~, ..., yh) : O, (j  - -  1, 2, ..., m), 

(~ quindi  anche 

(36') uj(0, g~(0 ; x, y~, .... yh)) = 0, ( j -  1, 2, ..., m), 

e inoltre dalle (22) segue 

(37) g~r(X; X, y~, ..., y h ) = y h ,  (r- - -1 ,  2, . . . ,  h), 

si ottiene 

(38~ ~ Aij[x, y~; z~(x, y~)] ui(x, Yl .... , Y h ) =  
]=1 

X 

;~ [" dA~j[ X. g~(X; x, Yl, .... yh); zl(X, g~J X; x, yl,..., Yh))] 
~- ~ ! u](X, g~(X; x~, y~,..., ya))dX + 

~=~ d X  
o X 

+ ]c~(X, g~(X;  x, y l ,  ..., yh))dX. 
] 

o 

Anche la (38), per  ogni ~ fissato di (0, a~), vale per  quasi  tut te  le h-p ie  
(yl, ..., yh), tall che il p~mto 'x~, y l ,  ..., yh) appar tenga  al cumpo T. 

g) 5Tella (38) si f~ceia.no assumere  success ivamente  a l l ' indice  i i valori  
1, 2, ..., m ;  si ot t iene cosi ul~ si~tema l ineare helle incognite ui(x , y~, ..., yh), 
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(j-----1, 2, . . . ,  m), il out determinante A 6 uguale a 1 (efr. la {1)); risolvendo 
rispetto alle ui(x , y~, ..., yh), I j  == l, 2, ..., m), si ottengono le 

{39) ui(~, y~, ..., Y h ) =  y' a~[x, y~ ; a(~c, y,)] X 

X,.~L~=~ d X  

0 ]I + c~(X, g d X ;  x, Vx, ..., Ya) )dX , { j - - 1 ,  2, ..., m). 

Per  ogni punto x fissato nel l ' in terval lo  (0, aJ  le (39) valgono per quasi 
tutte le h-ple  {y~,..., yh), tali ehe il punto (x, y~, ..., yh) appartenga al campo T. 

h) Cerchiamo era di maggiorare il secondo membro della {39); datla 
(35) segue ehe per ogni punto (w, y~, ..., ya) fissato del eampo T 

(40) I dAit[X , g~{X; ~c, y~, .... yh); zdX, g~(X; x, y~, .... yh))] I ~ 
d X  ! 

_~ ~i](X) + my.['IA(m~KM(X) 47 N(X))  + A(1 -{- K)M(X) ,  (i, ] -- 1, 2, ..., m), 

per quasi tutti gli X di (0, ~) (~5). 

(i~) Girea la disuguagl ianza (40) r i leviamo ehe se ~(X) ~ u n a  funzione definifa in  un  
inte~,vallo (0, ~), e se eomunque s iano X t, X"  iu  (0, ~), d 

Xtr 

(a) 
x, 

dove v (X)  ~ ,~na fuuz tone  defi~ita in  (0, ~), iv i  quasi -cont inua,  non negat iva  e integrabile, 

la funz ione  ¢p(X) ~ assolutamente  cont inua  in  (0, ~), ed statuette in  quasi  tutto (0, c¢) derivata  
¢~'(X), la quale in quasi  tutto (0, c¢) soddisfa la 

(b) I ?'(X) 1 --< v(X). 

Che ~(X) sia assolutamente continua in (0~ ~) segue dalla definizione di assoluta continuit~ 
e dalla (a); posto pot 

x 

(e) u(x) = f v(~)dt, 
0 

in quasi tutto (0, ~) esistono finite le derivate ¢p'IX) ed U'(X) ed 

(a) u'(x) = v(X). 

Sis  dunque X un punto di (0, a), nel  quale esistono finite le derivate ~'(X), U'{X) e vale 
la (d), o sis X +  h u n  altro punto di (0, ~); temtto conto della (a) 

X+h 
f .  I 

+ I 
X 
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Tenuto oonto delle {4), (5i. (7'}, (11"), (13), (141, (15"), (16"), (.7l, {29), segue 
ehe per quasi tutti i punti (X, Y , , . . . ,  Yh) del campo 

O ~ . X < a ,  ]Y~I<--H~, (s----l, 2,. . . ,  h), 

(41~ t c~( X, Y~)i ~ [m~t[1]A(m~tK*M(X) + NIX)) 3- AK*M(X) + 

3- h~KL(X) 3- LdX)] Z u,(X, Y~). 
Posto z=l 

t SIX) : m'flllA(m~KM(X~ + N(X)) + A(1 + K)M{X) 

I S~(X)~-m~[~]h(mgK*M(X) + IV(X)) + AK*M(X} + ht~KLIX) + LdX), 

dalle {391, tenuto conto anche della (13'), seguono le 

" /'[I~dX) (42) l uslx, yl , . . . ,  yh)! < l~ tlj ~ ~ + S(X) + 
i~l l = l  

0 

3- &(X)] I uz(X, g d X  ; x, y~, ... , yh)) ] dX, (j -~ 1, 2, ..., m). 

Le disuguaglianze (42} per ogni x~ fissato di (0, a~) valgono per quasi tutte 
le h-ple  (y~,..., ya), tali che il punto (z, y~,..., yh} appartenga al eampo T. 

l) Le funzioni u~(x, y~, ..., yh), (i ~- 1, 2, ..., m), sono continue nel campo 
T; si indichi con U(~) il limite superiore di 

~ lu,(7,, y~,..., y~)I 
nel campo chiuso ~=* 

r(x): O~_m~'m,  - - H , . q - / M , ( t ) d t ~ y , < H , . . - l M , . { t ) d t ,  ( r = l ,  2,.. . ,  h). 
f ,  g. 

0 0 

La funzione U(x) ~ limitata, non negativa e non decrescente nell ' intervallo 
(0, a~). Dalle {42) segue, evidentemente 

m 

) (43) luj(x, y~,..., yh)l <_~H ~. ~ ~ z ( X ) + m S t X ) + m S ~ ( X t  U(X)dX, 

° ( j  = t ,  2, ..., ,n). 

Dividendo  per  I h l  e tenendo emito del la  (e), si t rova  

~(X+h) - - v (X ) I<  - U(X +h)- -U(X)[  
h I' 

e al l imite pe r  h tendente  a zero 

1 ~'(x) l ~ v(x), 

cio~ la (b), che dunque  va le  in quasi  tutto (0, ~). 
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I1 p r imo membro  di ognuna  delle {43) ~ cont inuo  in tut to il eampo T;  il 
secondo m e m b r o  non d ipende  da  y~, ~j~,..., yh; ne segue che le (43) valgono 
in tut to il campo T. 

Sommando  le m d i suguagl ianze  (43), o t t enu te  per  j = 1, 2 .... , m, r i su l ta  

£ /  

($4) = I u (x, . . . ,  l 
0 

la {44) vale in tut to il campo T. 
Tenendo  eonto del  modo nel  qua le  ~ s tata  def in i ta  la funzione  U(x), segue 

ehe  in tut to l ' i n t e rva l lo  (0, a~) ~ anche  

) (451 U(a~) ~:' ml~ [~1 YE E I~(X) + mS(X) + m&(X)  U(X)dX. 

0 

U n a  sempl iee  es tens ione  del L ~ a  di GRO~WaLL {*~) ass ienra  al lora  t h e  
in tut$o (0, a~) i~ 

= o .  (46) 

Quindi  in tut to  T 

(47) uitx, y~, ..., yh} = 0, (i - -  1, 2, . . . ,  m). 

Dal le  (27) segne  a l lora  che in tut to T valgono le (10) e i l  TEOREIV[A I 
d imost ra to .  

3. 0SSERVA~IO]~E. - I1 oampo T, nel  qua le  il TEOliEMh. I ass ieura  la 
co inc idenza  del le  soluzioni (8) e {8") del  s i s tema (I), 6 de t e rmina t e  sia dalle 
costant i  H,.,  {r---1,  2, ..., h), le qual i  def in iscono il campo 

- - H , . ~ y , . _ ~ H , . ,  ( r - - l ,  2 .... , h), 

de l l ' i pe rp i ano  ,x.--= 0, in cut  ~ i den t i c amen te  

{9) z~(0, y~, ..., Y h ) =  z~*(0, y~, ..., YD, 

sia dal le  funzioni  Mr(x), (r = 1, 2, ..., h), per  le qual i  sono soddisfat te  le (4). 
Le  costant i  H~, {r - -  1, 2, ..., h) s i a n o / i s s a t e  ; es is tano h fnnzioni  M,.[~lIx}, 

( r - - 1 ,  2 , . . . ,  h), def in i te  in (0, ao), ivi quasi  cont inue,  non nega t ive  e inte. 
grabil i ,  soddisfaeent i ,  per  quasi  tut t i  gli ~v di (0, a0), le 

(48) Mr[t](.90) ~ M,.(w), (r = 1, 2, ..., h), 

(4111) I ~9~,(w, y~, ..., yh ; z~, ..., z,,) I ~ M,'[l!(x), (i = 1, 2, ..., m ; r - -  1, 2, .... h), 

(lq Gfe, @. SA~SONE e R. COXT b Equazioui  d;ffe,renzia~,i non lineari, (<Monografie 
matemat iche  del  C N .R  ,,, Ediz ioni  Crcmonese,  Roma  1956~ Cap. I ,  § 2, n. 1, p. 15-16. Si vede  
subito eho nel  case attuale il ]~E.~IMA (1i GRON~VALL St pub applicare,  senza Ioreoecuparsi se 
la funzione U{x) (certo l imitata,  non negatiw~ e quas i -cont inua  in (0~ a~)), sia inol t re  cont inua 
oppnro no ia  {0, ai).  
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per  tut te  le (h ~ m)-ple reali  iY l , . . . ,  ya;  z l , . . . ,  ~,~). Sia all I] il pifi piccolo 
tra i nume~'i a, o:(, . . . ,  ah', dove a..' ~ it minimo valore di ~ per  cui 

X 

j M, .[q(X)dX = H,. ,  

I) 

Go 

se [ M,.[I[(X)dX ~ H, . ,  
, 2  

0 

e. a l t r iment i  a',. : ao; si consideri  il campo 

J 
o o (r = 1, 2, .. . ,  h). 

Evidentemente  il eampo T, defiai~o n e w  enuncia to  del TEORE~A I, appar t iene  
al campo ~[q. Sost i tuendo,  ne l l ' e aunc ia to  del TEORE~A I alle (4) le (4[q), si 
trova t he  le 

(10) z~(x, y~, ... ,  y h ) =  z~*(x,, y~, ... ,  yh), ( i :  1, 2, .... m) 

sono soddisfat te iden t icamente  in tutto il campo T[ ~1, che, in generate,  b pifi 
ampio del campo T. 

Quindi,  se le costanti  Hr,  ( r - - 1 ,  2, ..., h) sono fissate, cioi~ se b fissato, 
neWiperp ianu  x = 0, il campo in cui valgono le (9) (e ciob coincidono le due 
soluzioni (8) e (8*) del s is tema II), intese in senso generalizzato), una scelta oppor- 
tuna deile funzioni M~.[~l(x), per  le quali  va.lgono le (4111), pub permet tere  di 
provare  la coincidenza delle due soluzioni (8) e (8*) del s is tema (I) in un  
campo pill ampio TH (appartenente  sempre  al eampo D~). 

4. TEORE:~IA I I  - ¢ Valgano tutte le ipotesi del TEOREMA I ,  e inoltre le 

(9) z~(0, y~, . . . ,  y~) : ~ * ( 0 ,  y~, . . . ,  yh), ( i : 1 ,  2 , . . . ,  m), 

s iano soddis fat te  ident icamente  in  y~, ... ,  yh.  A t lora  in  tutto il cam:po D ~ ,  nel  
quale sono definite le soluzioni  {8) e 18*) del s i s tema (I) (intese in  senso gene. 
ralizzato), ~ ident icamente  

(10) z~(x, y~ , . . . ,  y h ) :  z~*(~, y~ , . . . ,  yh), (i = 1, 2, . . . ,  m). 

Quindi ,  se ¢i(y~, ... ,  yh}, (i = 1, 2, .. . ,  m), sono f u n z i o n i  assegnate, definite 
per  t~itti i valori  reat i  di y~, . . . ,  yh ,  e l ipschi tz iane in  y~ , . . . ,  ya ,  non  pub  
esistere pii~ di  u n  s is tema di f unz ion i  (8), definite in  u n  campo 

D~ : O < ~ ~_ a , - -  c~ < y~ < -~ ~,% ... , - -  c~ < y~ < ~ c~, 

(co~ 0 ~ a < no), ivi  di  classe G, soddis facent i  le (I) in quas i  tutto D~ e soddi.  
s facent i  le 

(49) z~(O, y~, . . . ,  y~) - -  ~P~(y~, ... ,  ya), (i - -  1, 2, .. . ,  m), 

ident icamente  in  y l ,  ..., y~ )). 
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II  TEOREI~IA I f  coslituisve u n  teorema di unicit~t della soluzione del pro.  
blema di C A u c K G  i J~leso in  senso geueralizzato,  relalivo al s i s lema tI), q u a n d o  
la varietal portante  i dali  s in l ' iperp iano  x = O. 

La dimostrazione del TEORE~IA i I  6 immediata .  Si osservi, in pr imo luogo, 
ehe nelle ipotesi del TEORE~I~_ l ~ (err. 1' enuneia to  di tale teorema, in fine}, se 

ao 

]  L.(X)dX < (r : 1, ..., h), (50) 
o 

6 eer tamente  ~r ~ ao, e quindi  a~ ~ a. 
In secondo luogo sin tx (o~, y co>, ..., ygo,)un punto  qualunque,  appar tenente  

al campo Doo; si seelgano i humer i  positivi Hr ,  (r---~ I, 2 , . . . ,  h) abbastanza 
grandi  perch6 oltre alle (50) valgano le 

,~(0) 

(5o') j  l,,(X)dX + ,o, ~ i<_H~,  ( r - ~ l ,  2 , . . . ,  h), 

0 

dalle quali  seguono le 
~(0) x(O) 

- + -[  f (X)dX <_y;o, <_ ( r - -  1, 2, . . . ,  h). 
d 

o o 

Allora il punto  (~o~, y<O~, ...,  ygO~) appar t iene  al campo T (definito nel- 
l ' enunc ia to  del TEORE~A I), e, poich6 nelie ipotesi at tuali  le (9) sono soddi. 
sfatto ident icamente  in y,  ... .  , yh ,  e quindi,  in particolare,  per  ]y~[~--H,., 
( r - - 1 ,  2 , . . . ,  h), segue che le (10i sono soddisfatte iden t ieamente  in T, e, in 
part ieolare  che 6 

zda~+, ' y~O,, .-., ygO~)--z~,(x+,, ydG ..., ygo~), (i-----1, 2, ..., m), 

e poich6 il punto  (x <°~, y~O>,..., ygO)) 6 un punto  qualsiasi  del campo D=, il 
TEORE~IA I~ 6 dimostrato.  

5. OSSERVAZIO~¢~. a) Se per  quasi tul le  le h-p le  reali (Yl .... , yh), per 
quasi  tutti  gli x di (0, no), le (6') valgono per  tut te  le m-p le  reali (z~, ..., z,~), 
e le {7') per  tul le  le coppie di m-p ie  reali (zl, ..., z,J, (zl, ..., z,~), e se inoltre 
le (13} (e quindi  le (13'}) e le (14) sono soddisfat te in tutto il campo Ca,  le 
(15), {15") valgono in quasi  tat to il campo D~,  le {19) e (20)valgono comunque  
siano i punt i  (x', yz, .. . ,  yh), (X.', Yl,  .. . ,  yh) in Do~, e le (21), eomunque  siano 
i punt i  (x, yl, ..., y~), (x, ~ .... , yh) in Dco. 

b) 1Yelle ipotesi part icolari  fatte in a) il TEORE~IA II  pub essere dimo- 
strato d i re t tamente ,  in modo ind ipendente  dal TEOREMA I. Supposto  infatt i  
che (~c, yl ,  ..., yh) sin un punto fissato qualsiasi  del campo D~, basra ripren- 
dere in modo oppor tuno le considerazioni  del n. 2, eapoversi  c), d), e), [), g), 
h);  si g iunge cosi a provare ehe le (39) e (42), hel le  attuali  ipotesi, per  ogni 
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x fissato del l ' interval lo (0, a), valgono per quasi tutte le h-ple  reali  (y~, ..., yh). 
Dalle (19) e dalle analoghe per le funzioni zi*(x, Yl,  . . . ,  yh), (i == 1, 2, ..., m), 

segue 

..., ..., " f [mp.K~(X) + (51) I z~(z, y i ,  yh} - -  z~(0, y~, yh) l <' ~1 N(X)]dX, 
o (~ = 1, 2, . . . ,  ~ ) ,  d 

( 5 1 . )  I z,*(~, y~, . . . ,  y~) - -  z,*(o, y~, . . . ,  yh) l < - ~ E ~ ] [ ~ n ~ K * ~ X )  + N(X}]dX, 
J o (i = 1, 2, . . . ,  m), 

in ogni panio (x, y~, ..., yh) del campo D~. Poich~ helle ipotesi del TEO~EI~A I I  
le (9) valgono identicamente in y~, . . . ,  yh,  e si ~ posto 

(27) m(~, Y~, . . . ,  Ya}--" z~(w, Y~, . . . ,  y h ) -  ~*(~, y~, . . . ,  yh), (i--" 1, 2, . . . ,  m), 

b, evidea~emente 

(51') [ ui(x, y~, . . . ,  yh) [ ~ ~b] "/'[m~t(K + K*)M(X)  + 21V~X)]dX <_ 
1 

0 

--~ ~t[ ~]] [mg(K + K*}M(X)  .4,- 2N(X)]dX, (i = 1, 2, . . . ,  m). 
,J 

0 

Le funzioni u~(x; y~, . . . ,  y~) sono dunque  limitate nel campo Dee; se si 
indica con U(x] il l imite superiore di 

Y, u~(x, y~, .. . ,  y~) 
nel campo ~=~ 

O < - - x ' < x ,  - - ~ < y ~ < + c ¢ , . . . ,  - - o ~ < y ~ < + c ~ ,  

e si ragiona come nel n. 2, l), si trova the  le (43), (44), (47) valgono in tutto 
Do~, e ne riesc6 prorate  diret tamente il TEOREI~:A II.  

c) I1 TEOREMA I e t' 0SSE~aVAZ[O~TE del n. 8 valgono, in particolare, per  
il sistema 
(a) ~z,(x, y~, ..., y~) 

h 
.+  Y-, p , [x ,  y~, ..., y~; z~(x, y~,. . . ,  y~),..., z, ,(x, y~, . . . ,  y~)]~z~(x, Y~ , Y~) __ 

~=i ~ y , .  - -  

-'f~[x, y~, . . . ,  y~; z~(x, y~ , . . . ,  YD, . . . ,  z,,(x, y l , . . . ,  yh)], ( i ' - - l ,  2 , . . . ,  m), 

studiato nella nostra precedente memoria (M) (~). 
I1 TEOREMX II  estende le ipotesi de l  teorema di unieitk date in (M) (~s). 

(i7) I I  TEOaZiti  I n o n  b state date in  (5{); qu indi  tale teorema e t'OssERVAZIONE del  
n. 3 hanno interesse anche per  il sistema (a). 

(is) Cfr. (5I), § 3, n, 2, TEOR~A IV,  p. ~02403; in  tale teorema sono fatte ipotesi 
notevolmente  pit'~ res t r i t t ive  de| le at tuali  circa le funzioni  f i(x,  Y t : . " ~  Yh; z t , . . .~  zm)~ 
(4=1, 2,..,  m). 

Annali di Matema~ca x6 
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§ 2 . -  D i p e n d e n z a  c o n t i n u a  de l l~ t  s o l u z i o n e  d e l  p r o b l e m a  

d i  ( ~ a u e h y  ( i n  s e n s o  g e n e r a l i z z a t o )  d a i  v a l o r i  i n i z i a l i .  

6. TEOREMA I I I -  ~ Valgano tutte le ipotesi del TEOREMA I, tranne la {9t; 
sia T il  campo definito nel TEOnEMa I. Allora, dato un numero positivo e, si 
pub determinate  un  numero positivo ~ tale che, se 

l z,(O, y l , . . . ,  y~) - -  z,*(O, y , , . . . ,  y~)t '< ~, (52) 
per  

anehe 

t53) 

I y~!<- -H~,  

(i ~-- 1, 2, ..., m), 

( r =  1, 2, ..., h), 

= i aA,,[x, a.(x; 
]==~J 

0 

Y,... ,  YD; zzjX, g~,(X;x, y~,..., yh)l] uj(X, g~(X; x,y~,..., yh))dX + 
d X  
x 

+/ 'c~(X ,  g~(X; x, y~, ..., yh))dX, (i --"1, 2, ..., m). 
0 

Risolvendo le equazioni (54) rispetto alle u~(x, y~ ..... yh), ..., u,,(x, y~ , ..., yh), 
si ottengono le 

(55) u~(x, y~, . . . ,  y h ) =  "2, ~j[x, y , ,  z~(x, y~)t × 
i---1 

× I ~ A~[0, g~(0; x, y~, ..., y~); z~t0, g~(O, ~, y~, ..., y~))]u,,(O, gdO; ,x, y ,  ..., y~)) + 

ya=l~ l  
0 

x, yi,..., yh); zz(X, gidX; x, y~,..., yh))] udX,  gi~(X; x, yl,..., yl~))dX + 
d X  

÷ f x, 1, 
o 

{j ---- 1, ~) mb 

I zi(x,  Yl, ..., yh) - -  z~*{x, YI, ..., yh) t ~ ~, (i ~ l ,  2, . . . ,  ml ,  

in  tutto il eampo T ~). 

Si r iprendano le stesse disuguaglianze e gli stessi calcoli, sviluppati nella 
dimostrazione del TEOI~E~ I (cfr. § 1, n. 2, capoversi at, b), c), d), e), f)), fino 
a giungere alla (34), nella quale, al solito, si ~ posto 

(27) u,(x, Yl, ..., ya)~-z , (x ,  Yl,  ..., Y D -  z,*(x, y l ,  ..., yh), (i = 1, 2, ..., m). 

Dalla (34/, integrando per patti,  si ottengono, nelle ipotesi attuali, le 

(54) v A~j[x, y~ ; zt(x, y~)]uj(x, Y , ) -  
1=1 

- -  Z A~[0,  g~,(0; x,  y~, ... ,  yhi; z~',0, g~A0; x,  y~, ... ,  yh))]%(0, g , ( 0 ;  x,  y~, . . . ,  y h ) ) =  
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Con le stesse considerazioui, mediante le quali nella dimostrazione del 
TEOaE~IA I (eft. § 1, n. 2, h)) si ~ passati dalle (39) alle disuguaglianze (42}, 
manteneudo le stesse notazioni, dalle (55) si ottengono le disuguaglianze 

t i c  

(56) lug(x, y , , . . . ,  yh) l ~ ~ Z Z I u~(0, g~,(0 ; ~, y~, ..., Yh))l + 
"i=l V=I 

+ ~,Z- ~, ,/(~'JX) + SiX) + St~l(X))lujX, g, jX; x, V, , . . . ,  ya))[dX, 
" ~  V----1 

o ( j = L  ~,..., ~). 

Queste disuguaglianze, per ogni x fissato, valgono per quasi tutte le h-ple  
reali (YL,..., yh), tali che il punto (x, y . , . . . ,  Ya) appartenga al eampo T. 
Seguendo un procedimento del tutto simile a quello tenuto nel § 1, n. 2, l), 
si indiehi con V(w} il limite superiore di 

~ I-,(~, v,,..., w) l 
i = l  

nel eampo 

T(x) : 0 ~, .~ _<. x, 
- H. + f M (x)dx <_ y. <_ . .  - f 

o o 

(r = *, ~, . . . ,  h). 

(57) V(0) ~, me,. 

La funzione V(a~) ~ limitata, non negativa e non decrescente hel l ' in .  
tervallo (0, a,); dalle (56) e (57) segue ehe in tutto il campo T 

x 

{ v = l  
0 

+ mSiX} + mSUI(X))V(X)dX, (j = 1, 2, ..., m}. 

Sommando le m disuguaglianze (58), si ottiene 
x 

f 159} ~ l uj(x, y , , . . . ,  yh)[ <-- '~w~t-tp.[q~ + m~['] S[~](X)V(X)dX, 
1=1 

0 
dove si ~ posto, per brevit~ 

(60) S[~I(X) = X Z ~,~(X) + mSlX) + mSU1lX). 
i---1 v--:l 

Dalle (59) tenendo conto del modo, nel quale /~ stata definita la funzione 
V(x), segue che in tutgo l ' intervallo (0, a,) i~ 

(61) V(xt <-- m ~ o l ~  + m~['l / St~J(X)V(X)dX, 
o 

Per le (27) e (52) 
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dalla quale, appHcando l 'es tensione de l  LEMMA di GRO~gWALI+ eitata nella 
nora (x~), segue the  in tutto l ' in terval lo  (0, a~) 

m I l l  [~c S[2],X,dX 
(62) V(x)  <<_ m ~ t ~ l ~ e  ~ J0 t , 

Dalle (58), tenuto conto della (62), segue allora che in tutto 
valgono le 

(63} 

il eampo T 

l uflx,  y , ,  ..., yh){ <--- m~v.~m*e'~/~lf~, st'~l~x'aX <- 

<__' m ~ O l z e ' ~ [ l l  f~ ' s[2ltx'~i l j =  l ,  2, . . . .  m) ,  

Se le (8), (8") eostituiscono due 
sistema (I), definite nel eampo 

D ~  : 0 ~ x <_ a, - - ~ c < y ~ < + c , z ,  

e ivi di classe G, e se 6 

soluzioni (in senso generalizzato} del 

- - o c  < y ~  < + o % . . . ,  - - o 0  < y h  < + 0 %  

(49) z~(0, y~, ..., y h ) =  qh(Y~, ..., yh), ( i =  1, 2, ..., m), 

(49*) z,*(0, y~, . . . ,  y~)-----O**(y~, . . . ,  yh), (i = 1, 2, . . . ,  m), 

ident ieamente  in y~, . . . ,  yh ,  nel campo T, definito nel TEOI~EMA I, le due 
soluzioni (81 e (8") possono essere distinte ( e i l  TEOnEMA I I I  e, in particolare, 
le formule (62) e (63! permettono di l imitare super iormente  i valori 
! zdx,  y~ . . . .  , yh) - - z i * ( x ,  y~, ... , yh) l, (i = 1, 2 , . . . ,  m), quando siano limitati  

super iormente  i valori" taPdyl, . . . ,  y h ) -  ~ i* (y l ,  . . . ,  yh) I, (i : 1, 2, . . . ,  m)). 

e la (53) ~ soddisfatta in tutto il campo T, quando nella t52) si scelga 

, _, .~[qfal SN(x}dx 
e J o  (64) ¢~ < m ~ l  1 

7. II TEORE~[A I I I  metre in evidenza la  d i p e n d e n z a  c o n t i n u a  d a i  da t i  
de l la  so luz ione  del  p r o b l e m a  di  CAuc~Y ( in senso general izzato) ,  re la l ivo  a l  
s i s t e m a  (I); cib ~ messo anehe maggiormente in luce dalle eonsiderazioni, 
che seguono. 

Siano Opdyl, . . . ,  ya), Oi*(y~, . . . .  yh), (i = 1, 2, . . . ,  m)  due m-ple  di funzioni, 
definite per tutt i  i vatori reali  delle variabili  y l , . . . ,  Ya ,  e l ipschitziane nel  
complesso delle variabi l i ;  s in  

(65) Odyl, ..., yh) = ~P~*(Y~,..., Yh), (i - -  1, 2 . . . .  , m), 

i d e n t i c a m e n t e  i n  t u t t i  i p u n t i  (dello spazio delle variabili y ~ , . . . ,  yh) che n o n  

sono i n t e r n i  a l  c a m p o  

~ : ~ H~ <.  y l  <- - t t l ,  - -  H~ ~ '  y2 <_ H,~ , ... , - -  Hh  ~ '  yh <-- Hh , 

dove le costanti H,. sono numer i  reali positivi. 
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Si eons ider i  pot il eampo  ~, de f in i t e  dal le  d i suguag l i anze  

.T, X 

• : f  (X)dX, hl. 
o o 

Si vede  i m m e d i a t a m e n t e  che  il e ampo  T a p p a r t i e n e  al eampo  ~. Dal  
T ~ o R ~ x  I segue  poi subi to  ehe  nei p u n t i  del campo Doe, non appartenent i  
al campo ":. ~ eertamente (~) 

(10} z~(~, y , ,  . . . ,  y~) : ~*[w, y~, . . . ,  y~), (i : 1, 2, . . . ,  m). 

L e  (10), p e r  r a g i o n e  di continuitY,  va lgono  pot anehe  in que i  pun t i  de l la  
f r on t i e r a  del eampo  z, ehe  non  sono in t e rn i  al campo  ~ e n e p p u r e  a l ia  inter .  

sezione del  e ampo  "~ con l ' i p e r p i a n o  ~ v -  a. 
I n  conc lus ione ,  se not  s u p p o n i a m o  di a v e r e  r isol to  il p r o b l e m a  di C x u c ] ~  

(in senso genera l izzato)  r e l a t ivo  al s i s t ema  (I}, quando  la va r ie tk  p o r t a n t e  i 
dat i  s ia l ' i p e r p i a n o  ~ : 0, le  eons ide raz ion i  del  p r e se n t e  n u m e r o  me t tono  in 

l u t e  quale in f luenza possa avere sulla soluzione di tale problema it muta te  i 
dat i  in iz ia l i  in  un  campo l imitato dell' iperpiano x : 0 ; precisamente s e i  valori 
iniz ial i  vengono muta t i  net p u n t i  interni  al campo ~, nei p u n l i  esterni al 
eampo "~ la soluzione resin invariata .  

8. OSS~,RVAZ~O~. A n a l o g a m e n t e  a quan to  abb iamo r i l eva to  nel  § 1, n. 3, 
il eampo  T d ipeude ,  o l t re  ehe  dal le  eos tan t i  H~,  (r - -  1, 2, . . . ,  h), anehe  dal le  
funz ion i  M,.(x), (r - - 1 ,  2, . . . ,  h);  se, f i ssa te  le eos tant i  H, . ,  es is tono h funz ion i  
M.[q(x), ( r -  1 ,  2, . . . ,  h), de f in i t e  in  (0, ao), ivi  q u a s i - c o n t i n u e ,  non  nega t ive  

(i9) Evidentemente se le (9) valgono, inveee ehe nel eampo ~, nel campo (de]lo spszio 
delle variabili Yl , ' " ,  Yh) 

~' : b~ ~ Yr ~ b~', (r = I,  2, . . ,  hl, 

(dove le br, b r' senD numeri reali arbitrarii), il ~EOREMA I assieura che ]e (10) valgono he! 
campo 

.... 
0 0 

dove al' ~ il minoro fra i numeri a, {i, .. , ~h,- essendo {r il minimo valore di z, per cut 

------2 ' so Mr(X)dX ~ b ; b,, 

0 0 

e altrimenti essendo ~r--~ a0. 
kllora, so (x (°), yi ~o>, ..., yh c°~) ~ un punto appartenente al campo Dov ed esterno al campo 

~, si possono sempre determinare due h-ple eli .numeri bi;..., bh; bt r, ..., bh ~, in mode che il 
punto (a~ (°~, yi co~, ..., ya (o)) sia interne al corrispondente campo T p, e nessun punto del campo 
T' sin interne al campo ~. 

/~ pure evidente che anehe il TEORE~tA I I  ~ valido, quando ai campi ~ e T si sostituiscono 
i campi ~t e T~; cos1 restano valide le considerazioni del presente n. 7. 
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e integrabil i ,  soddisfacent i  per  quasi  tut t i  gli x di (0, c~,) le {48) e (4[q), al lor~ 
le (53) valgono in tut to il campo TIll, che pub essere  pifi ampio del eampo T. 

Ripe tendo poi le eons ideraz ioni  del n. 7, il campo z viene sosti tuito dal  
campo 

,'1~ aJ 
f*  

t:[t{ : 

0 0 

e tale campo appar t i ene  al oampo ~:. (r----1, 2 .. . .  , h), 
Quindi,  f issate le costant i  H , ,  eio~ il campo g de l l ' i pe rp iano  x = 0, una  

scel ta  oppor tuna  del le  funzioni  M~[ll(x), ( r -  1, 2 . . . . .  hi, pub pe rme t t e r e  di 
ampl ia re  sia il campo T, nel  quale  sappinmo l imi ta re  supe r io rmen to  i valor) 
{ z~fx, y~, . . . ,  y h ) - -  z**(x, y~, . . . ,  yh) !. (i = 1, 2 .. . .  , m), sin il campo,  eost i tui to 
dai punt)  del campo Doo es terni  al campo ":[~1, neI quale  valgono Ie (10b 

9. II teorema,  t h e  d imos t r e r emo  nel  p resen te  numero ,  nou  ~ del tutto 
analogo al TEORE~A I][ di unici th,  d imost ra to  r.el § 1, n. 4 ;  esso vale nelle 
ipotesi  in t rodot te  nel § 1, n. 5, a) e b), a lquanto  pi~ res t r i t t ive  di quel le  del  
TEORE~IA I .  

TEORE~.IA IV - (~ Valgano le ipotesi del TEOREMA I, t ranne la 49); inoltre 
esistano due costanti ~ e A, gall che sia 

(13) ] Aq(x, y l ,  . . . ,  yh ; z, . . . .  , z,,)i --< l*, (i, j = 1, 2, .... m), 

in  ogni punto (x, y , ,  .... yh ; z , , . . . ,  z,,,) del campo C~, 

{14)  ]Aij(x, y , , . . . ,  yh; z, ,  . . . ,  z , , , ) -  A~i(x , y~, .... yh; z~, ..., z.,)l_<_ 

.< h 
r - - - - " l  / = 1  

per  ogni x di (0, ao) e per httte le coppie di (h ~ m)-ple real) (y~, ..., yh; Z~ .... , Z,,,), 
(°). 

Esis tano m q-. 1 funz ion i  5~(x.), { i -  1, ~')~ . . . ,  m), L,(ae), definite in  (0, ao), 
iv) quasi continue, non negative e integrabili,  tali the per quasi tulte le h-ple 
real) (y,.  . . . .  yh), sia, per quasi  tut t i  gli m di (0, ao) 

(6't ]fi(x, y , , . . . ,  yu; z l , . . . ,  z,,,)l <- Ni(m), (i = 1, 2, ..., m), 

per  tulle le m-ple  reali  (z,, ..., z,,), 

(7') [ fdx, y , ,  . . . .  yh; z , , . . . ,  z , , , )-- f~(x,  y~ , . . . ,  yh; z-, , . . . ,  z,,d l <_, 

<__. L~(ac) ~ ] z~ - -  g t, (i - -  1, 2, . . . ,  m), 
t = l  

per tutte le coppie di m-ple  real) {z,, ..., z,~). (z~, ..., z,,) (=~). 

(~0) L ' ipotes i  (14) include la (3). 
(~q Le ipotesi attuali (6'), (7') includono le (6) e (7). 
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Allora dato un  numero reale positivo ~ arbitrario, si pub determinate  un  
numero reale positivo ~, tale che, quando sia 

(52~ l z~(O, y~, ..., y ~ ) -  zi*(O, y~, . . . ,  Yh)l < ¢~, (i = 1, 2, ..., m), 

per tutte le h-ple reali tY~, ..., yh), s ia anche 

(53~ t zi(x, y~ , ..., yh) - -  ~i*lx,, y~ .... , Yh)'i ~ ~, (i ~ 1, 2, ..., m), 

in  tutto il campo Do~ ,>. 

Riprendendo le considerazioni svi luppate  sia nel § 1, n. 5, b), sia nella dimo- 
strazione del TEORE~rA l I I ,  si trova ehe le (56), per  ogni x fissato di (0, a), 
valgono per  tut te  le h -p le  reaii IY~,..., ya). Ragionando come nel § 1, n. 5, 
b), dalle (51) e (51"i, tenuto eonto delle (27) e (52), si ot tengono le 

(66) t u,( x, Y~,-.., Y~)I <-- ~ + ~[~]] [m~t(K -{- K*}M(X) + 2N(X}]dX <<_ 
o 

+ ~[~lf[m~(K- + K*)M(X)  + 2~(X)]dX,  (i = 1, 2, ..., <<. 

O 

le quali  valgono in tutto il campo Doo. 
Le funzioni u~(x, y~, . . . ,  yhi, i i - - 1 ,  2, ..., m), sono dunque  l imitate 

campo D~;  indicato con V(x} il l imite super iore  di 

w,. . . ,  y )t 
nel campo ~-~ 

O < x ~ . x ,  - - o o < y ~ < + o % . . . ,  - - o o < y h < + o o ,  

si verifica subito che valgono le ~58}-(63~, e prec isamente  che le (58}, 

nel 

(59), 
(63} sono verificate in tutto Do~, e le (61), (62} in tutto (0, a). Seelto quindi  
in modo da soddisfare ta (64}, se per  tut te  le h -p ie  reali vale la (52), in tutto 
D~ vale la (53). 

I1 TEOnE~'[A IV metre in evidenza la dipendenza continua dai dati  della 
soluzione del problema di CAucI~¥ (in senso generalizzato) per il sistema (I), 
quando la w~riet~e portante i dat i  s ia l ' iperpiano ~c ~ O. 

10. 0SSERVAZIONE. - ]~  TEOREMI I I I  e IV valgono, in particolare,  per  iI 
s istema (a} studiato ueila nostra memor ia  citata (M). 

I! TEOREMA III,  le considerazioni del n. 7 e l' osservazione del n. 8 hanno 
carat tere di uovith anche per iI s is tema (a}, it TEORE)~A IV estende le ipotesi 
di an teorema, co[ltenuto uella nostra memoria  (M} ('-'~). 

(e.2) Cft'. (hi), § 3~ n. 1, r.~EOI~:~tA 1II, 1 o. 397.402. Le attuali  ipotesi, relat ive alle funzioni 
[~(x~ y i  . . . . .  Y h ;  z i ,  ...~ z ,~) sono note~'olmente lair1 ample. 
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§ 3. U l t e r l o r l  T e o r e m l .  ~ 

11. TEOREMA V. - Le fun~ioni  A~i(x , y~, .... yh;  z~,..., z ,d , (i, j---- 1, 2, ..., m); 
p~(x, y ~ , . . . ,  y a ;  z ~ , . . . ,  ~,,}, { r = l ,  2, . . . .  h ;  i - - 1 ,  2 , . . . ,  rot, 
f{(~, yl .... , yh; z , ,  ..., Zm) , ( i - - -1 ,  2, ..., m), soddisfino le ipotesi del TEO- 
~EM~ I. S iano H,.,  ( r =  1, 2, ..., h) costanti positive, s ia  T il campo definito 
he! TEOREMA I e siano 

(8) zl = z~(x, y~, . . . ,  yh), ...... , z,~ = ~,,(x, Yi, . . . ,  yh), 

{8") zl - -  z~*~x, yl , . . . ,  Yh), ...... , z,, --" Zm*(X, Yl , ... , yh) 

due m - p l e  di funz ioni ,  definite nel campo T~ ognuna delie quali  in  T ~ con. 
t inua  nel  vomplesso dells variabil i  ed ~ funz ione  assolutamente cont inua di  x, 
su ogni segmento y ~ - - c o s t . , . . . ,  y a - - c o s t . ,  tutto appartenente at campo T;  
esistano 2m costanti K~, K~*, ( i -  1, 2, ..., m), tall the sia 

h 

(11) I z,(x, y~, . . . ,  YD--z , (x ,  y~, . . . ,  Yh) I N K ,  Z l Y , . - - Y r l ,  ( i = 1 ,  2 .... , m), 

h 
(11'~ [z,*(x, y~,..., yh)--z ,*(x ,  y~,..., yh)[ ~_K~* Z [y , . - -y , . ] ,  ( i =  1, 2 , . . . ,  m), 

comunque siano i p u n t i  Ix, y~, ..., yh), (x, y~ , . . . ,  ya) net campo T. Al lora se 
in  quasi  tutto T le funz ion i  (81 soddisfano le lit e le (8'~ te (I*), ed 

19) z~(0, y l ,  . . . ,  y ~ ) =  z~*(O, y~, ..., y~), (i = 1, 2, . . . ,  m), 

ident icamente per  

[ Y.  I ~--' H, . ,  (r - -  1, 2, ..., h), 

anche 

(10) z,(x, y~ .. . .  , yh)---zi*(X, y~, ..., ya), ( i - - -1 ,  2, . . . ,  m) 

identicamente in  T >>. 

P e r  d imos t r a re  il p resen t s  TEOREigA basta  r ipetere ,  con qua lche  oppor tuna  
modif ieazione,  le considerazioni  fa t te  ne l la  d imos t raz ione  del  TEOREMA I. 

Ci l imi t iamo ad a l eune  osservazioni.  Si indichi ,  in p r imo luogo con 
u n a  eos tante  tale ehe in tut to il eampo T sia 

I z,(x, Yl, ..., Yh) t "< ~ ,  l z,*l x, Yl, ..., Yh) t ~  ~ ,  ( i - - 1 ,  2, ..., m). 

Esis te  al[ora una  cos tante  ~, tale che in tut to il eampo 

CR : O ~ x ~ . a ,  - - H , . ~ y ~ _ H , . ,  ( r - -  i , 2 ,  ..., h), - -  ~ ~-- z~ ~-- O, (i -- 1, 2, ..., m), 

s ia 

(13) ]A~(x, y l , . . . ,  yh;  z~ , . . . ,  z~,)]_~.~, (i, j = 1, 2 .... , m), 
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e si possono ripetere,  con poche modifieazioni,  le eonsiderazioni del § 1, n. "2, 
b), g iungendo a stabil ire le d isnguagl ianze  (13'), (14), (fib (7') (in CR o, rispet- 
t ivamente,  in quasi  tutto C~), e (15), (15"), (19), (20), (21) (in quasi  tutto T o, 
r i spet t iwmen~e,  in tut to  T). 

In  secondo luogo, quando,  per  un  indice i fissato tra i numer i  1, 2, ..., m, 
si introduce il s is tema di equazioni differenziali ,  scritte in forma integrale 

(22) g , . ( X  ; x, yl , . . . ,  yh) = y,. - -  

- - t j~ir[X'  q~s(X; x, y~ , . . . ,  yn); zz(X, gi~(X; ,x, yl ,  .. . ,  y))]dX, (r = 1, 2, ..., h), 
X 

l e  f u n z i o n i  ~ir[Z, ~ , . . . ,  Y h ;  zx{X,  Y I , . . . ,  ~*h)). . . ,  z m ( Z ,  Y I , . . . ,  ,Yh)] n e l l e  

ipotesi at tuali  non sono defini te  per  0 <_X <_ a e per tutti  i valoai reali di 
Y~,.. . ,  Yh, ma soltanto nei campo T (pensato nello spazio delle variabili  
X, :Yx, ..., Yh), ne! quale sono defini te  le funzioni  zdX,  Yx, ..., ~ ) ,  (i = t,  2, ..., m). 
Si deHniscano allora per  tut t i  gli X di (0, a~)e  per tutti  i valori reali di 
Y~; ..., Yh le funzioni RirtX, Y~, ...,  Yh) come segue 

R~,.(x, y~,. . . ,  Y h ) =  ~,,[x, Y~, ..., "r,,; z~(x. 2~, ..., yh),..., z , , (x ,  7,'~,..., Yh)], (67) 

per  

O ~ X ~ a x ,  

(671) 

per  

O ~ X <.a~,  

X X 

- H, +j s(t)dt Y. H. 
0 0 

X 

R,,,(x, - + 
0 

X X 

0 0 

(67~') 

p e r  

O<--X<_ a~, 

(s = 1, 2, . . . ,  h), 

(67~) 

, . . . ,  Yh) 

X 

<_ Y. _< H~ -J  M.(t)dt, 
0 

(s =: 2, 3, ..., h). 
X 

= ( ), R~,(X, Y~, ..., Yh) Ri, X, //1 Yh 
0 

X 

Y~ > & - -  f M#)dt, 
0 

R~(X,  Y~ , . . . ,  Yh) = R , . ( X ,  Y~, 

X X 

- -  H.  + .M.(t)at < Y.  <_ H.  - -  
o o 

(8 = 2, 3, ..., h). 
X 

o 

Annali di Matematica z7 
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per 

(67~') 

per 

(67h) 

per 

X 

0 ~ X <2 a~, - -  ~ < Y~ < -{- 0% lz, <: - -  H, -}- [ M2(t)dt, 
. 

o 

X X 

-~,+/~,(od~ r,~,- /~,(t)~,  (~=3, 4,..., ~t, 
o o 

X 

I-~ir(X, Y l , . . . ,  Yh)- - -R,r (X,  Yx, H z - - f  M~(t)dt, Y., .... , Yh), 
o 

X 

o 

X X 

- H, + f M Z ) d t  <- r ,  ~ H,--f~1,(t)at,  (~ = a, 4,..., h~, 
o o 

X 

t~ir(X, YI,..., Yh)--" Rir(X, Y1,..., Yh--1, --Hh-~-/Mh(t)dt), 
o 

O ~ X < _ a l ,  - - c x ~ < Y l < q - ~ , . . . ,  - - ~ < Y h _ ~ < q - c , o ,  
X 

Yh < - -  Hh ~-)'Ml~(ttdt, 
o 

X 

per 

X 

Yh ~ Hh --  ] Mh(t)dt. 
J 

o 

Per quasi ~utti gli X di (0, al) valgono allora le 

t R,¢(X, Y~, . . . ,  Yn) I <-- M,.(X), (r-" 1, 2, ..., h ; i --  1, 2, .... , m) 

per tutte le h-ple reali (Y1, ..., Yh), 

t R,~(X, Y,, ..., r ~ ) -  R,~(X, • ,  ..., 
h 

?h) I <-- L(X){I -{- K) Z I Y~ -- Y, ] 

(r ~ I, 2,..., h; i - - 1 ,  2, ..., m), 
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per tutte le coppie di h-.ple reali (Yl, ..., Yh), ( Y I ,  . . . ,  Yh), dove 

(16) K - -  Z Kl.  
| : l  

Allora al sistema di equazioni differenziali,  seritte sotto forma integrale, 

(68) g ~ ( X  ; ~c, y l  , ... , yh) - -  y,. - -  
tiff 

--/Ri~[t, g~(t ;  ~, y l , . . . ,  yh), . . . ,  glh(t; x ,  y~, . . . ,  yh)]dt, ( r -  1, 2, . . . ,  h) 
I 

x 

si possono applicare i teoremi di esistenza e di unicitk di CARA~H]~ODORY (,3) ; 
le funzioni g~(X,  x,  y~, . . . ,  yh), ( r - - 1 ,  2 , . . . ,  h), eosi eostruite, sono definite 
in tutto il campo 

O <_ X ~ a~ , O ~ x ~ a~ , - -  c,:~ ~ y~ < -{- c,o, ... , - - ~ < y h < + c ~ .  

Come nella dimostrazione del TEOREMA I (err. § I, n. 2, C)), si prova ehe, 
s e i l  punto (~, y ~ , . . . ,  Yh) appart iene al campo I ,  ~ per ogni X di (0, x) 

x x 

- -  H,  + M'( t )d t  <-- g' (i : . , <_ - -  f 
0 0 

( r = l ,  2, . . . ,  h), 

e quindi in tale ease le funzioni gi~(X; x ,  yz ,  . . . ,  yh), (r " -  1, 2, . . . ,  h) soddisfano 
anehe le equazioni {22). 

12. TEOR~]h[~ VI - << S i a n o  sodd i s fa t t e  le stesse ipotesi  del  TEOI~V,M~. V, 
t r a n n e  la (9); al lora ,  se ~ ~ u n  n u m e r o  pos i t i ve  arb i t rar io  f issato,  s i  p u b  deter.  

m i n a r e  u n  numero ,  tale ~he q u a n d o  s ia  

] zdO, y l  . . . . .  ya) - -  z~*(O, y~, ... , Ya) l < ~, ff - -  1, 2, . . . ,  m),  

ly,.[ ( r =  l, 2,... ,  
anche  

(53) ] z~(x, y , , . . . ,  yh) - -  z~*(:v, y , ,  ..., y~) ] < ~, ( / =  1, 2, ..., m), 

i n  tu t to  i l  campo  T >>. 

L~ dimostrazione ~ del tutto analoga a quella del TEOI~E~IX III ,  integrata 
dalle osservazioni fatte nella dimostrazione del TEORE~A V. 

13. OSSEnVAZm~L - a) I TEO~EM~ V e VI continuano ad essere validi, 
anche quando le funzioni A~(x,  y~, . . . ,  ya;  z~,. . . ,  zm), ~ ( x ,  y~ .... , ya; ~ , . . . ,  zm), 
f~(x, y~, . . . ,  ya ; z~, . . . ,  z , ,)  if, j : 1, 2, . . . ,  m ; r - -  1, 2, . . . ,  h), invece t he  nel 
eampo C~, sono definite in un campo limitato Co, che definiremo tra poeo. 

(5 ° ) 
p e r  

(2~) Cfr. C. CARATH~oDor¢'/, V~Jrlesungen iiber reelle Funkti,,nen, Teubner ,  Leilazig ~ 1918 
cfr. Kap. XI,  pp. 665.688, e in  partieolar% n. 58,  o, p. 672, n. 583, p. 674. 
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P r e e i s a m e n t e  siano M , . ( ° ' ( x ) f u n z i o n i  def in i te  in un  in terva l lo  (0, ao), ivi q u a s i -  
con t inue  non nega t ive  e in tegrabi l i ;  s iano H ,  (o), ( r ' -  1, 2 .... , h), ~(i----- 1, 2, ..., m ~, 
cos tant i  posi t ive,  e sia 

6t 0 

H,.  (°, ~ ~ ( M / o ' ( X ) d X ,  (r - -  1, 2, ... , h). 

0 

Le funzioni  A~i(x , y~, . . . .  y n ;  z~ . . . .  , z , ,) ,  ~,.(x, y~, . . . ,  y h ;  Zx , . . . ,  Z,, ~, 

f,(x,, y~,  . . . ,  y ~ ;  Z~, ... , Z,,), (i, j - - - 1 ,  2, . . . ,  'm;  r ~ 1, 2, ... ,  h) siano def in i te  
nel  c ampo  (:*) 

Co : 

O ~ x ~ a o ,  

o~ 

- -  H / o ' +  fM,,o,(X)dX 
o 

3~ 

<_ y,. __< H,. C°) - -  f M,'o'(X;dX, 
o 

( r - - 1 ,  2, ..., h), 

- -  P.~ < z~ _~ Q~, ( i  - -  1 ,  2 ,  . . . ,  m ) ,  

e soddis[ ino ipotesi ,  che si dedueono  fac i lmente  da quel le  fat te  nel TE()REMA I 
(err. le (1)-(7)); si deve  inol t re  fare  1 ~ipotesi che, in quas i  tut to  (0, ao), sin 

M,,o,(x) <_ M, (x ) ,  (r = l ,  2, . . . ,  h), 
e inol t re  

H,.'°' ~ I t , . ,  (r = 1, 2, . . . ,  h), 

e che in tut to  il campo T le funzioni  (8) e (8*) soddisf ino le 

I z~(x, y~, . . . ,  y~) l<_9~,  ;l ,.~*(x, y~, . . . ,  y , ~ ) ] < - ~ ,  (i = 1, 2, . . . ,  m). 

L ' a r t i f i c i o  di eui  ci s iamo servi t i  nel la  d imos t raz ione  del TEORE~rA V, 
pe rme t t e  di d imos t ra re  i TEORE)II V e VI  ancho nel le  a t tua l i  ipotesi .  

b) Le  cons ideraz ioni  fa t te  in a) pe rmet tono  di e s t endere  ancora  le ipotesi,  
sot to le qual i  va lgono a lcuni  dei teoremi  d imos t ra t i  nel  p resen te  lavoro,  e 
p r e c i s a m e n t e  di e s tendere  i r i su l ta t i  o t tenut i  al caso, in eui  le funzioni  

A~i(x, y~, . . . ,  yh;  Z~ . . . .  , Z,,), ,oir(X, y~ , . . . ,  Yh; Z~, . . . ,  Z,,), f i(x,  y~, . . . ,  y h ;  Zl, . . . ,  Z,,),  
(i, j----- 1, 2, .. . ,  m ;  r = I, 2 .... , h), pnr  essendo def in i te  in tut to  il eampo C~ 
non soddis fano  le ipotes i  del TEORE~[A I in tut to C~,  ma  so]tanto in ogni 
campo l imi ta to  tut to  a p p a r t e n e n t e  a C~.  

C) I TEORE~I V e VI  e le OSSERVAZlO~I a) e b) valgono, in par t ico lare ,  
lYer il s i s tema ( a ) ; ' n e l l a  nos t ra  memor i a  (M) non e rano  s ta te  fat te  ipotes i  del 
t ipo di quel le  in t rodot te  in tali teoremi  (~). 

(e~) I n  pa r t i co l a re  p o t r e b b e  es se re  i d e n t i c a m e n t e  in  (0, a0) : M,.(°)(x) - -  0, (r =: 1, 2, ..., h) ; 
il c a m p o  C (°) s a r e b b e  a l l o r a  de f in i to  da l l e  

O ~ x ~ a o ,  - - H r ~ y r ~ I ~ . ,  0 " = 1 ,  2 .... , h) , - - 9 ~ i ~ z i ~ i ,  (i~---1, -'2,..., m). 

('~} P e r  i l  s i s t e m a  (a) un  t e o r e m a  di un ie i th  v a l i d o  sotto ipo tes i  anche  t)i~:l amp le  de l  
TEOREMA V (anche  t e n e n d o  conto  d e l l ' o s s e r v a z i o n e  f~ltta in a)), e in  un  c,~mq)o f u n z i o n a l e  
pifi amp io  ~ s ta to  da to  da  S. CINQU~NI, 1. c. in (2). 
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§ 4. I1 c a s e  d i  d u e  v a r i a b i l i  i n d i p e n d e n t i .  

14. I TEOREMI I - V I  d imos t ra t i  nel p resen te  lavoro,  e tu t te  le considera-  
zioni e osse~vazioni re la t ive  valgono,  in par t ico la re ,  nel case, in c u i l e  var iabi l i  
ind ipenden t i  sono due, e cio6 per  il s i s tema 

~z~(x, .,~z~(x, y)] 

--f~(x, y ;  zd~, y), .. . ,  z,~(x, y)), (i = 1, 2, . . . ,  m). 

I1 TEOREM£ V, t enuto  conto anche  dell '  osservaz ione  del  n. 13, a), estende 
a m p i a m e n t e  le ipotes i  di un  t eo rema  di A. D o u ~ L I s  (~6.); tale au tore  suppone  
che le funzioni  A~j(x~, y ;  z~,. . . ,  z,,), ,~dx, y ;  ~ , . . . ,  z,,), fd$, 9 ;  z~,. . . ,  z,,), 
(i, j ~ !, 2, .... m) siano con t inue  nel  lore eampo di de f in iz ione ;  che le fun- 
zioni di j (x ,  y; z~, . . . ,  z,,), Aq(x., y;  ~ . . . . .  z , , )  pi(zc, y ;  z~, . . . ,  zm) (i, j - -  1, 2~ ~.., in) 

soddisf ino una  condiz ione di LIPSCItITz un i fo rme  in tu t te  le variabi l i ,  ehe le 
funzioni  f~(~v, y ;  z~ .... ~,,~), (i : 1, 2, .. . ,  +n) s iano lipschit~',iane in z~, ... ,  z,, 
sol tanto ; 1' unie i th  6 d imos t ra ta  neI campo funzionale  del le  funzioni  zdx, y), ..., 
z,dx, y) l ipsehi tz iane  in x e y. 

Nel le  nos t re  ipotes i  le funzioni  A~(~, y ;  z~, .... z,~), (i, j - - 1 ,  2 .... , m) 
sono con t inue  nel complesso  delle var iabi l i  e l ipschi t~iane sol tanto in y, z~, 
..., z,, (con cos tan te  di L~PsCg~z ,  i nd ipenden te  da x~), e in x soddis fano le 
eondizioni  (2), (che por tano  ad una  asso lu ta  cont inui th  in x uni forme,  per  
cosi dire, r i spet to  a y, z ~ , . . . ,  z,~); !e funzioni  p/(x, y ;  z ~ , . . . ,  zm) sono con- 
t inue  sol tanto  in y, z~, . . . ,  ~ ,  ment re  in ~ s tow  qu ,~s i -cm~t inue ,  le funzioni  
f / .x ,  y ;  z~, ... , ~,,~) sono so l tan to  quc~s i -cont i~ue  in  tut le  le. v a r i a b i l i  ; valgono 
le eondizioni  (4) e (6) (di integrabil i th) ,  e inol t re  le (5) e (7), che sono condi- 
zioni di CARATH:EODOR¥, pih genera l i  del la  condiz ione di L~PSCH~z;  inf ine 
il campo funzionale ,  nel qua le  sono d imost ra t i  i nostr i  teoremi  di unicith,  6 
quel lo  del le  fuuzioni  zd~ , yj, ..., z~(~c, y) a s so lu t amen te  con t inue  in x e l ipschi- 
tziane in y (con cos tan te  di LzPse~zwz ind ipenden te  da x). 

1~. Se, in par t ico la re ,  il s i s tema (I') si r iduee  al s i s tema 

~ZdX, y) _ _  = 

( i - - - 1 ,  2, . . . ,  m), 

(e6) A. Doucr~]s, Some existeJ~ce theorems [o~" hyperbolic systems of partial  differential 
eql~,~tim~s in t;co indepe~tdent variables, << Comm. pure appl. Math.,,, vol. V, (I952)~ i19.154, 
cfr. § 3, p. 128-129. 
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anch 'esso  studiato ia uua  nostra precedente memoria (2~), i TEOI~E~II I, I II ,  
V e VI, le osservazioni relat ive e le considerazioni del n. 7 hanno carat tere  
di novith anche per  il s istema (a') rispetto ai risultati  contenuti  nella memoria 
stessa;  i TEORE~[I I I  e IV estendono le ipotesi di due teoremi ivi dimostrat i  (2s). 

Nel caso part icolare del sistema (a') e anehe del sistema non lineare 

(b') ~z,(X,Vx y) . . . .  f'(x' y; z~(~7 y), , ~,,(x, y): Oz,(x,~y)) 7 ( i--  1, 2, ...7 m), 

teoremi di unicit~ di carat tere molto generale sono stati dati da altro autore 
con metodi del tutto differenti  (~9). 

(~7) M. 0INQUI~I-CIBRARIO~ Nuov i  teo,'emi d i  osistot~za o d i  ~inicit~ per s i s temi  d i  equa. 
~ioni  a d e r i v a t ,  p a r z i a l i  7 • Ann. della Seuola l¢ormale Superiore di Pisa ,7  (3), IX,  19557 65.113. 

(~s) Cfr. 1. e. in (~)7 § 4~ n. 2&, TBORE~tA VI,  p 107, e n. 2'}, TEORE~IA V I I ,  p. 111-112; 
in questi due Ceoremi le ipotesi relat ive alle funzioni ft(x, y ;  z i~ . . . ,  z~ni sono notevolmente 
pi~ restr i t t ive delle attuali. 

(29) S. CINQUINI, 1. e. in (.2), § 2, p. 969-978 per il sistema (a'). 
S. CINQUINI, U~$ teor~ma di  u n i c i t ~  pe r  s i s temi  d i  eq~az io~i  a dex ivate  p n r z i a l i  del p r i m o  

ordine~ • Rendie. Ace. ~az.  dei  Lineei  ,~ (VII I ) ,  X V I I ,  195~ ~o ta  I ,  p. 188.191, Nora I I ,  
p. 339 .3~  per  il  s istema (b'). 


