Le geometrie di Galois.

Memoria di BeNiaMINO SEGRE (a Roma).

4 Giovanni Sansone nel suo 70me compleanno.

sunto. - Studio sistematico di varie proprieta — di carattere olgebrico, geometrico ed aritne
tico — inerenti agli spazi di Galois. ossia agli spazi proiettivi sopra un cor-
po finito.

INTRODUZIONE.

Il presente lavoro pone nuovi legamifra la Geometria algebrica
elaritmetica, mediante I’indagine approfondita di diverse questioni
negli spazi proiettivi sopra un eampo di GALoIs. Sono quindi particolarmente
lieto di dedicarlo — in -occasione del suwo 70° compleanno — all’Amico
GIOVANNI SANSONE, che ha dato all’Aritmetica contributi d’importanza forse
non minore di quelli che a lui deve I’ Analisi.

Molte delle ricerche compiute in Geometria algebrica nell’ultimo tren-
tennio si svolgono sopra campi del tutto generali: ma la quasi totalitd di
esse suppone che il campo base sia infinito, in quanto ben sovente le cose
si presentano sotto luce assai diversa nei campi finiti, ove sorgono inoltre
problemi speciali, come quello di determinare il numero dei punti situati
su di ana varietd algebrica assegnata {'). A quest’ ultimo ordine d’idee pos-
sono venire collegati i cosidetti metodi apiristici, introdotti dal
CrpoLLA nello studio delle congruenze secondo un modulo primo e delle equa-
zioni algebriche in un campo di GaArLoIS; metodi che sono poi stati usati e
generalizzati da vari altri Auntori, fra i quali — oltre al SANSONE — vanno
ricordati V. AMaTo, G. MIiegNosI, B. Scarpris e G. Scorza.

Procedimenti di caratterc puramente geometrico-combinatorio
vengono invece qui impiegati nel § I, che si occupa delle quadriche in
uno spazio di Garois. Si trovano cosl risultati gia altrimenti acquisiti in
tale classico argomento, ai quali perd se ne aggiungono altri di tipo nuovo.
Cid fa preconizzare ulteriori approfondimenti delle suddette questioni, e I’ uti-
lizzazione di metodi consimili nell’investigare differenti categorie di varietd
algebriche in uno spazio di Gavrois,

Problemi di carattere assai diverso si presentano nello studio di certe
classi di insiemi di punti in uno spazio di GaLols: ed & curioso
osservare come — nonostante il loro carattere apparentemente astratto —
problemi di quella natura siano stati posti e parzialmenti risolti in vista di

(') Difficolth ancora maggiori si incontrano negli spazi sopra corpi non commutativi;
per alcune semplici questioni che allora si presentanoc. cfr. Srare {10}
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significative applicazioni alla Fisica (principalmente da JARNEFELT o
Kusraanageno) ed alla Statistica (da R. C. Bosg). All'indagine di
problemi siffatti sono dedicati i §§ III e IV, concernenti rispettivamente gli
insiemi piani e quelli spaziali od iperspaziali. In tale indagine intervengono
talora in gunisa essenziale considerazioni aritmetiche, ed anche sviluppi
di calcolo numerico; ma & sovente mediante opportune argomenta-
zioni algebrico-geometriche che le svariate difficolta che vi si
incontrano possono venir superate.

Alcune delle proprietdh geometriche accessorie all’uopo occorrenti {come
quelle generalizzanti i teoremi di CEvVA e MENELAO) conservano la loro validita
nei campi infiniti, e trovansi raccolte nel § II: tuttavia, in complesso, le
geometrie di (GGALOIS nascono qui con caratteristiche proprie, che
le mostrano degne di studio indipendentemente dai possibili legami od appli-
cazioni alle suaccennate discipline.

Informazioni nun po’ meno sommarie sul contenuto, si desumono dall’Indice
posto alla fine del lavoro. Un riassunto abbastanza particolareggiato di molte
delle proprietd qui esposte & offerto dalla Conferenza tenuta nell’agosto 1958
al Congresso Internazionale di Edimburge (SEGRrE [11}), alla quale rinviamo
altresi per ulteriori precisazioni storiche e bibliografiche sugli argomenti
trattati; cfr. inoltre SEGRE [12]. Taluna fra tali proprietd & gid nota, ma viene
inclusa all’uopo di rendere pitt agevole la lettura.

Va infine rilevato come 1’attuale Memoria suggerisca — esplicitamente
od implicitamente — tutto un complesso di questioni nelle direzioni pit sva-
riate, alle quali & sperabile possa darsi risposta prossimamente. (°) Fra siffatte
questioni segnaliamo soltanto quelle inercntialle geometrie asintoti-
che che si ottengono con procedimento di limite dalla geometria di uno
spazio di Garors di data dimensione, quando si faccia crescere indefinita-
mente la dimensione di questo o l'ordine del relativo campo base.

$ I. - LE QUADRICHE NEGLI SPAZI DI GALOIS.

1. Specie e tipi delle quadriche di S, ,, e loro spazi subordinati. - Le
quadriche di un dato S,, — e ciod di uno spazio proiettivo di dimensione
r sopra un campo di (Garois d’ordine ¢ — costituiscono in esso un sistema
lineare oc®, ove

B =r(r + 3)/2,
e sono quindi tante quanti i punti di un Sg,4, ossia il loro numero comples-
sivo vale gF - qB—1 ... 4~ ¢+ 1 (ved. p. es. SEGRE [2], n. 157).

Diremo che una quadrica di S,, & di specie (v, q, h, k), od anche pil

semplicemente — se ¢id non da Iunogo ad equivoci — di specie (h, k), quando

() Ved. al riguardo Srcre [13].
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essa abbia uno spazio doppio di dimensione # —1, e quando k—1
denoti la massima dimensione degli spazi subordinati di S, , gia-
centi su di essa. Si dice allora che la quadrica ¢ B volte specializ.
zata; risulta poi sempre

0<Sh<k<(r+h+1)2,

il caso h =0 avendo luogo se, e soltanto se, la quadrica & priva di punti
doppi (ossia se non & singolare]. Va anche rilevato 1'altro caso estremo
h=Fk=r, in cui la quadrica si riduce ad un iperpiano doppio; ed & chiaro
che in S,,, vi sono ¢" 4 ¢!+ .. 4 ¢ + 1 quadriche di questa specie.

In particolare, per r = 1 (ossia sulla retta), vi sono fre sorta di « quadri-
che »: quelle di specie (1, 1), ridotte ad un punto da contarsi due volte, in
numero di ¢ + 1; quelle di specie (0, 1), date dalle varie coppie non ordinate
di punti distinti di Sy, in numero dunque di g{g + 1)/2; le rimanenti sono
quelle — di specie (0, 0) — formate dalle coppie di punti distinti coningati in
un’ estensione quadratica del campo base di §y,4, ed il loro numero vale quindi

@+q+1)—(@+1) —~qq+1)/2=qlg —1)/2.

Nel piano, ossia per » = 2, le « quadriche » sono a priori delle seguenti
cinque specie diverse. 1) Quelle di specie (2, 2), date dalle rette di S5 4 con-
tate due volte, in numero di

¢ +q+ L

2) Quelle di specie (1, 2), formate dalle coppie non ordinate di rette distinte
di 8: 4, in numero dunque di

(@ +q+ U@° + ¢/2 =glg + Hg" + g+ 1)/2.

3) Quelle di specie {1, 1), consistenti di due rette distinte coniugate in una
4 =

estensione quadrica del campo base; di esse — per cid che precede — ve n’e

glg — 11/2 in ogni fascio di rette, sicché il loro numero compiessivo vale

qlg — g* + g+ 1)/2.

4) Quelle di specie (0, 1), date dalle coniche C, irriducibili di S;, contenenti
almeno un punto, e quindi {ove si badi alle intersezioni di C, con le rette
del fascio di centro un tale punto) contenenti esattamente ¢ 4 1 punti di
8.4 Ad ogni siffatta C, appartengono peitanto (g + ljglg — Ljig — 2)(g — 3)
quintuple ordinate di punti di S, 4, necessarialaente a tre a tre non allineati.
Poiche, com’® subito visto, Si 4 contiene in tutto

4

@+ag+1)-qg+1)-¢-1g— 17 (g—2iig—3)

quintuple siffatte, e ciascuna di esse determina una ed una sola C, che la
contenga, la quale viene a risultare di specie (0, 1), cosi il numero delle
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«quadriche » di 8, , di specie (0, 1) & dato da
¢lg - +9+ =9 —¢"

5) A priori, vi potrebbero infine essere « quadriche » di specie (0, 0), date dalle
eventuali coniche totalmente prive di punti di Sy 4. Siccome perd il numero
complessivo delle « quadriche» di S, delle prime quattro specie vale

@+a+b+adg+ e +a+ D2 4+qag— D+ 9+ U/2+¢@—¢) =
=¢+e+C+C+e+ 1

e quindi uguaglia proprio quello di tutte le «quadriche» di S, 4, cosi in
nessun Sz o esistono « quadriche » di specie (0, 0). Cid equivale alla seguente
ben nota proposizione, di cuni abbiamo dianzi ottenuto una nuova dimostra-
zione, concettualmente la pilt semplice possibile:

Ogni cowica trriducibile di Sy, contiene sempre esattamente ¢+ 1 punti
di S3,4.

Riferiamoci ora ad una qualunque quadrica di S, di specie (h, k), per
la quale £ > 1, e ad un intero s arbitrario che soddisfi alle limitazioni

I<s<k

La quadrica conterrd allora degli S,y 4 subordinati: il numero di que-
sti spazi (o punti, se 8 =1) verrd denotato con af,®", od anche pin sem.
plicemente con @y s, quando cid non dia luogo ad equivoci: allora, per mag-
giore chiarezza, muniremo sovente la @ coll’indicazione del tipo della qua-
drica, secondo la definizione che diamo poco appresso. Giungeremo ad una

larga estensione della proposizione precedente, stabilendo il

TrorEMA I. - Le quadriche mon singolari (ossia aventi h = 0)
degli spazi di Guolois sono tutte necessariamente di uno dei seguenti lre tipi.
che denotiamo rispettivamente come tipo I, tipo Il e tipo I1IL

1) Se la dimensione r dello spazio ambiente S, , é pari risulla ne-
cessariawmente r = 2k, ove kE— 1 denoti — come dianzi — la dimensione mas-
sima degli spazi subordinati di S, 4 che stanno sulla quadrica, e per ogni s
compreso fra 1 e k si ha:

1 k s—1 . g—1 .
abo= I (¢4 1. I (@ —1)/ I (g==i—1).
i=k—s+41 i=0 10

II) Ser ¢ dispari pud intanto risultare r =2k — 1, ove k abbic

ancora il suddetto significato, nel qual caso si ha:
—1 8

k s—1 - .
aba= T (g 1) TL(g*~ —1)/ T g~ —1)

i==Kk—8 P
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IIL) Ser ¢ dispari pud soltanto pit risultare r=2k 4+ 1, ed in
tal caso — se k>0 — si ha:
k-1 Sl s—1 .
afit= T (g'+1). I (g*— 1)/ T g5 —1);
fm=f—g-2 a0 i=0
questa relazione sussiste anche per k=0, s =1, nel qual caso essa divenia
af,f{ =0.

Osserviamo anzitutto che, in base a cid che precede, il teor. I certamen-
te sussiste per r = 1 e per r = 2. Potremo quindi sapporre + > 3, e stabilir-
lo per induzione rispetto ad r, ammettendolo negli spazi di dimensione infe-
riore ad 7. _

Sia @ una qualunque quadrica non singolare di S, 4, e sia P uno dei suoi
punti. Notinmo che ¢ contiene certamente qualche punto P di 8, , cid avendo
lnogo — in base ad un teorema precedente — per la sezione di @ con un
qualunque piano di §, 4. Indichiamo poi con S§* I’iperpiano tangente in P
a @, con §" un qualunque S,_s, giacente in S* che non passi per P, e’con
Q* @ rispettivamente le sezioni di @ con S% S’. R allora evidente che @*
non & altro che il cono proiettante @ da P, e che @ & una "quadrica non
singolare di "= 8,5, alla quale & quindi lecito applicare il teor. I.

Denotando con (v, g, #, k) la specie di @, siha poi manifestamente

v =r—2, W =0, E=k—1,
eppertanto
v — 28 =r — 2k
Ne discende che @ & dello stesso tipo di € e pud quindi soltanto
risultare di tipo I, II, IIL In uno qualunque di questi tre casi, il numero
@k, dei punti di @ pud ottenersi nel modo seguente.

Le rette per P di S, sono in numero di ¢!+ ¢"24..4 1 e quelle
di S* per P sono in numero di ¢"—2 + ¢34 ... + 1. Ne discende che in S,y
vi sono esattamente ¢'~! rette per P non situate in S* e ciascuna di queste
incontra @ in uno ed un sol punto distinto da P. Le rette di S* per P incon-
tranti @ altvove sono le generatrici di Q* uscenti da P: essc sono tante quanti
i punti di ¢, e ciod sono in numero di @x,{ = ax—1,1 (da porsi ngunale allo
zoro per k= 1) e ciascuna di esse viene a contenere ¢ punti di @ distinti
da P. Risulta pertanto

r,1 = ¢ 1 4 gy, 13

¢ poiché questa condizione viene di fatto soddisfatta da ciascuna delle tre
espressioni date dal teor. I per s =1, ossia da:

ax, 1 = (g + 1g* — 1)/iq — 1),
a1 = (F 4 g* — 1)/ig - 1),
111

k1= (g + ig* — 1)/(g — 1),
ne consegue intanto il teor. I per s = 1.
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Per completare la dimostrazione di quel teorema, potremo ora supporre
§ =2 e procedere per induzione rispetto ad s, ammettendo la validita del
teor. I per valori inferiori di questo carattere. Raggiungeremo il nostro
intento valutando in due modi diversi il numero delle coppie formate da un
Ss.2 ed un S,_; che si appartengano e stiano su @.

Fissato un qualunque S, di @, il che pud farsi in az .y modi diversi,
denotiamo con S,_,1 lo spazio polare di S,_» rispetto a @ (il quale contiene
S;—2), con 87 un qualungue spazio di dimeunsione » — 2s + 2 che stia in S, 4
e sia sghembo con S,_2, e con @ la quadrica sezione di @ con §”. Detta
quindi (". g, k", k") la specie di @”, ne risulta che &

¥ =r—2s+ 2, R =0, F=k—s+1,

eppertanto v’ — 2k = » — 2k, sicch® @ & dello stesso tipo di @
D'altro canto, gli S,—; giacenti su @ e passanti per S,_, sono quelli proiet-
tanti da S,_» i singoli punti di @”, e sono quindi in nomero di ar/, 1= Gr.5¢1,1-
Il numero richiesto alla fine del precedente capoverso & dato pertanto da
Ak, s — 10k —g-41,1-

Lo stesso numero viene anche espresso dal prodotto del numero, ag,,,
degli S, giacenti su @, per quello, (g*—1)/(¢ — 1), degli S, di un dato S,_;.
Vale quindi la formula

e, s(Q° — 1)/(q — 1) = ar, s—1@r—s.41,1,

che permette il caleolo induttivo di ax,,: e poichd essa viene di fatto soddi-
sfatta da ciascuna delle tre espressioni date dal teor. I, ne consegue la piena
validitdh di questo teorema.

Se in esso facciamo in particolare s =k, otteniamo senz’altro il seguente

COROLLARIO. - Una qualunque gquadrica non singolare di S, ., che sia
di tipo I, II o IIL (per la quale dunque r valga ordinatamente 2k, 2k — 1,
2k -+ 1), contiene un nwmero di spazi di dimensione wmassima, k— 1, dato ri-
spettivamente da

T K . 34 k1 T k-1
aee= M (g'+ 1), mr=M(¢+1), =1+
i=1 i=0 i=2
Volgiamoci ora a considerare una qualsivoglia quadrica @ di S, 4 che
gsia singolare, e ciod che possegga un Sy_y doppio, con k> 1. Scelto
in S, , un qualunque spazio S,_, sghembo con Si-i, e detta @* la relativa
sezione con Q, & chiaro che @* risulta non singolare e che ¢ non & altro
che il cono proiettante Q* da Sy_;. Pertanto, indicando con (r¥, g, h¥, k%)
la specie di @*, si ha manifestamente:

™ =r—h, h* =0, B*=k—h.
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Per definizione, a seconda che @* e di tipo I, IT o III (il che non
viene a dipendere dalla scelta dell’S,_;), diremo che la gquadrica @ & di tipo I,
II o III; nei tre casi risulfa

r* = 2k*, r* = 2k* — 1, r* = 2k* 4 1,
e quindi:
r =2k —h, r=2k—h—1, r =2k —h -+ 1,

Se k>h, gli spazi di dimensione massima (k—1) gia-
centi su ¢ provengono biunivocamente per proiezione da S;,_y da quelli
di dimensione massima (k* — 1) giacenti su Q* Dettone by il numero, in
virti del precedente corollario si avrd quindi:

k—h k—h—1 k—ht1
bhe=T(+1), be= I @+1 b= I (g'+1).
1= 1= =
Nel caso in cui si abbia o =%, la quadrica @ contiene un solo Sk..;, dato
dal suo S,_; doppio, onde allora si dovrd assumere

bpe=1 (per h =k).

Notiamo ora che, assegnato un qualanque intero s soddisfacente alle li-
mitazioni 1< s <k, vi saranno certamente sul cono @ degli spazi S;_(: a cia-
scuno di cssi resterd associato un intero ! soddisfacente alle

0<t<i,

ove ¢ — 1 denoti la dimensione dell’intersezione di tale S,_; col vertice Sj_;
di @, ed [ indichi il pit piccolo degli interi &, s. Il numero degli spazi S,_y
suddetti corrispondenti ad un dato ¢ verrd designato con a};‘fﬁi?, od anche
— secondoché @ & di tipo I, II o IIT — con ap,s:, W rs,e 0d aﬁfi,s,t, sot-
tintendendo !’indice in alto quando cid non si presti ad equivoci. In parti-
colare risulterd quindi

An, ke, k,h = bh,ka

ove le b si esprimano con le formule precedenti. B chiaro poi che il nume-
ro complessivo degli S§.1 giacenti su @ verrd dato dalla

14

L a0 h
ag? = 2 a;’,‘ﬁ;?.

$=0
Allo scopo di determinave i vari caratteri a, testd introdotti, incomineia-
mo con occuparci del caso ¢ =h, il quale (poiché I < s) esige che si abbia

$>h. Per esso, ciascuno degli S,_; in questione dovra contenere S, ep-

pertanto segherid §,_, secondo uno spazio di dimensione s* — 1, ove
s*¥=8—h,

il quale giacera su @Q* Viceversa, ogni Sy, di @* & congiunto ad Sy—; da
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un S,y di @ soddisfacente alle condizioni volute. Risulta dunque:

ryqh
Ak, 5, h = Ch, ks, b = Ofx, 9% = Cg—h,5—h s

dove 1" ultimo membro va calcolato mediante la 1#, 24, o 32 formula del teor. I,
secondoche @ & di tipo I, IT o III, nell’ipotesi che sia s> & (e ciod s* > 1).

mentre esso va sempre posto ugnale all’ unith se s = h. Per 8 = k, la formula
precedente viene naturalmente a coincidere con quella dianzi oftenuta in tale

ipotesi.
Volgiamoci infine al caso generale in cui si abbia { <h. Ora procede-
remo in altra guisa, pervenendo a risultati che per { = h collimeranno coi pre-

cedenti. Piti precisamente, raggiungeremo il nostro intento determinando, in
due modi diversi, quante sono le coppie (S;i, Sk—1) costituite da un
Ss—1 di @ che si appoggi ad S,—; secondo un S§;_, e da un Sk_; che giaccia
su @ e contenga quell’ S,_;.

Preso uno qualunque degli ap #,5¢ Ss—1 del tipo suddetto, i vari Sp_ d;
@ che lo contengono sono tutti e soli gli spazi di dimensione massima che
stanno sulla quadrica, Q, segata su @ dallo spazio S; polare di quell’:S,_,
rispetto a Q. Poiche tale S, si appoggia allo spazio doppio Sy di @ secon-
do un Si.;, cosi risulta

r=r—s-+t
B poi chiaro che @ ha il carattere
=k,

ed ammette come spazio doppio Sip—; lo spazio congiungente St ed Sy,
talche si otfiene:

h=h+s—*t

Ne consegue che in ogni caso sussiste 1’uguaglianza r+h=vr-+10L (oltre
alla k=1F%), onde Q e Q@ sono sempre dello stesso tipo. Il
numero degli Sk_; richiesti vale dunque by & = bn:s—t.x, e quello delle coppie
(Ss—1, Sk} &

Un, k,s,t bh-{~s—t, ks

ove si sottintende I’indicazione del tipo, che ¢ il medesimo per i due
simboli a e b.

Consideriamo, in secondo luogo, uno qualunque dei by Sp—s di Q. Esso
passerh necessariamente per Sp_i; e (tenendo conto p. es. di SEGRE [2, n.
159)) si vede facilmente che il numero ¢z, degli S,y di un tale
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Sk_1 che si appoggiano ad S,_; secondo un S;_; (non assegnato) pud venir
espresso nella forma

tel . s—f—1 .
I {g*~ — 1) I (¢**-1)
Chykeyoyt = g = . gt
O{g=*—1) T (g1
PR i=0

ove si convenga di sostituire la prima o la seconda frazione con 1 unita,
rispettivamente se £ =0 o0 se { =s.
Dall’ analisi precedente discende che &

On, k8.t = Ch,k,s,t b‘h, k/bh—{-s—t,k,

onde — conoscendosi git i valori delle b e delle ¢ — se ne derivano tutte
le a per le quadriche di S, , dei diversi tipi.

Come controllo, possiamo corfrontare col caso gid trattato in cui { =5, di-
stingnendo due sottocasi secondoché s =k od s < k. Anzitutto,set =h, s=k
risulta

Oh, k8t = Ok, k,h = bh,k,
Chk,s,t = Ch,k, k,h = 1, bntotr = b, e = 1,
e la relazione oftennta nell’ultimo capoverso ¢ dunque soddisfatta. Lo stesso

ha luogo nell’ipotesi in cui sia ¢ =5, s <k, come tosto si desume dal teor. I
¢ dalle seguenti conseguenze immediate di formule precedenti:

g—h—1 . 8—h—1 .
Qp, ke, b = Ox—h,s—h«  Chk,s,h = .H{} {qk_h_’ — 1)/ 'Ho (q”"’h“" w1},
= i=
x—h k—h—1 b1
b= 1 (g*+1), bue/bax= I (¢*+1), bur/bii= 0 (g'+1)
i=k--s-4-1 i=k—3 jzfmg4-2

Un altro controllo si ha anche subito nell’ipotesi che sia h =0, I3 quale
implica che debba essere { = 0, rilevando che risulta:

s—1 . s—1 .
Qo, i, 5,0 = Ok, s, Co, k, 5,0 = 'E) @t —1)/ .IIO~ (gt — 1),

k k—1 k-1
bo/bax=_ I (g'+1), biw/bie= T (g'+1), BEABH= T (g*41),

i=k-—s-}-1 i=k—s tmmfmmg2

ed applicando ancora il teor. T.

Annali di Matematica 2
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Rileviamo infine tre casi particolari, che ci verranno utili nel seguito,
ciascuno dei quali potrebbe anche naturalmente venire traftate in modo
diretto.

1) Per s = 1, { = O risulta
ch,k,l,() - qh(qk-h - 1)/(q - 1)- bh,k/bh.p]’k = “’k-—h,l(q _ 1)/(qk""h —_— 1),

e quindi:

p k1,0 = qh“k—k,l .

Poiché — in base alla definizione delle ¢ — si ha inolire au 1,1 =
= (¢" —1)/(g — 1), cosi:

Il nummero complessivo dei punti situati su di uno gquadrica di specie
(r, g, b, k) & dafo da

ag?" = (¢ — /(g — 1) + ¢"txn,1-
2) Per s =2, { = 0 risulta

On, k2,0 = QMg — D{gF — 1)/{lg® — g —1)),
bu, k/brya ke = Gin 2 (@° — Vg — 1)/lig"* — L1 — 1)},

eppertanto:
Il numero delle retle situale su di una quadrica di specie (r, q, I, k), e
non contenenti nessun punto doppio di questa, vale

An,x,2,0 = QP 0x—n,2.

3) Similmente si vede che:
Il numero delle rette siluate su di una quadrica di specie (v, q, h. k). e
contenenti esattamente un punito doppio di questa, vale

Op, k,9,1 = " (g" — Vax—n,1/{q — 1).
Possiamo riassumere alcuni dei risultati dianzi ottenuti, col seguente

TroREMA I1. - Le quadriche di uno spazio di Galois, di cui (r, g, h, k) denoli
la specie, possono venire distinte in lre tipi, secondoché la somma r -+ h ugua-
glia 2k, 2k —1 o 2k + 1; e non ve ne sono d’allri tipi. In ciascuno dei vari
casi possibili, gli sviluppi precedenti forniscono il numero degli spazi di date
dimensione che giacciono su di una quadrica, nola che sia la specie di questa.
Ogni quadrica di uno spazio di Galois ha sempre lo stesso tipo delle sue se-
zioni cogli spazi polari dei vari spazi semplici che le appartengono, come pure
— quand’ essa & un cono — di quelle cogli spai di dimensione Massima
sghembi col vertice.
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2. Omografie fra quadriche. - Dimostreremo ora il seguente

TroreMa L. - Condizione mnecessaria e sufficiente affinché due quadriche
di un S, q risullino fra loro omografiche, & ch’esse siano della siessa specie
(e quindi pure dello stesso tipo). Pilv precisamente, il numero dy,, delle omo-
grafie trasformanti U una nell’ alira due quadriche di specie (v, g, b, k) € dafo da

. h—1 ) k=h
b = g#=hi-0 1T (g — 1) 1T (g% — 1),

h—1 k—h
iy = 2gk-D=h0—0= T (g — 1) T (g% — /(g + 1),

k—h+-1
1

it} = ageron T (it — 1) T (g8 — 1)/igtH — 1;
i=0 i=

in queste forinule, I'indice 1, I1 o III in alto denota il tipo della quadrica, e
h—1 k—h

il 11 come pure il Il vanno posti uguali all’ unites rispettivamente per h=0 e
=0 j=1

per h=%F.

In particolare, detto numero di,n uguaglia U ordine del gruppo delle omo-
grafie di S, , trasformanti in sé una quadrica qualunque, di data specie
(r, @, b, k); mentre invece il numero complessivo delle quadriche di S, , di
tale specie (per i@ valori anunissibili di r, h e k) vale

1 (g7 — g/llg — e,

Dallo studio — fatto al principio del numero precedente — delle gqua-
driche di S, per r = 1, 2, segue senza difficolta che il teor. I sussiste per questi
valori di . Potremo quindi supporre r >3, e dimostrare il teorema per in-
duzione rispetto ad r, ammettendolo per le quadriche degli spazi di dimen-
gione inferiore ad 7. ‘

‘Incominciamo con lo stabilire la prima parte del teor. I per i .coni
di 8,4, ossia nell’jipotesi che sia 2> 0. Se @ e Q' sono due coni della stessa
specie di S, ,, 84 denotiamone rispettivamente i vertici con Sy, ed S%_;.
Questi due spazi sono degli iperpiani se h=1r; in tale ipotesi, le due qua-
driche sono manifestamente fra loro omogratiche e si ha k = h, talch® esse
risultano di tipo I. Attualmente il numero delle omografie fra S, , ed S’
trasformanti @ in @ si determina subito direttamente, e vale

r—1
qr(r+1)l2 i{IG {qr—i — 1);
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e tale numero viene appunto a coincidere col valore fornito per A=k =1r
dalla formula del teor. I esprimente dy,» .

Basterd dunque limitarci al caso in cui si abbia 0 <k <. In quest’ipo-
tesi, I’eventualitdh & =k implica che r + I superi 2k, ed uguagli quindi 2641,
onde @ e @ non possono che essere di tipo IIl. Senza fare nessuna restrizio-
ne su k (che quindi risulta > %), consideriamo in S, g, ' 4 due spazi S}n,S,%,
che siano rispettivamente sghembi con Si_i, Sh_1, e le relative sezioni @,
Q* con @, Q. Dall’ipotesi che @ e @ siano della stessa specie segue subito
(n. 1) che anche Q*e @* lo sono: sicchs, per 'induzione ammessa, @* e Q'* risul-
tano fra loro omografiche (e precisamente in dg_p,o modi diversi), onde pure
Q e @ possono venir trasformate ) una nell’altra mediante un’omografia
fra S, 4 ed §) 4.

E chiaro che una qualunque siffatta omografia dovrd mutare Sp_ in
Sh—i, ed inoltre S, in un qualsiasi spazio S.*, sghembo con Sh.;.
Quest’ultimo spazio pud venir scelto conseguentemente in un certo numero
di modi; e si verifica tosto che tale numero vale ghr—+0), Quando si sia
fissato S.*, in uno dei modi anzidetti, I’omografia richiesta sard soltanto piit
astretta a subordinare fra S,_; ed Si_y una qualunque delle omografie che
intercedono fra tali spazi, il numero delle quali vale (cfr. SEGRE (2, n. 161))

h-—1

0 (¢" —qY/(g— 1),

=0

ed a subordinare fra S* . ed S,%, una qualunque delle dy_p o omografie che
mutano Q* in @'* Fissate poi che siano tali omografie subordinate, I’ omografia
fra S, , ed S;,, induce una ben determinata corrispondenza fra le rette ap-
poggiate ad Sx—1,"S/_» e quelle appoggiate ad Sr_i, SyXy, e rimane univoca-
mente definita quando di un dato punto di una tale retta, distinto dai due
punti di appoggio, si assegni il corrispondente sulla retta omologa, pure di-
stinto dai due punti d’appoggio, il che pud farsi.in ¢ — 1 modi diversi.
In conclusione si ha quindi

At
A, n = ¢+ 11 (* — ¢Y) » drk—nyo.
i=0

dal che, per !’induzione ammessa, seguono subito le formule del teor. I nel
caso attuale (k> 0).

Infine, qualora si abbia % =0, proveremo la parte restante del teorema
poggiando sul seguente lemma, del quale — per brevith — omettiamo
la non difficile dimostrazione.

Siano: Q e Q due quadricke non singolari di due spazi S,, Sy definiti
sopra uno stesso campo arbitrario (finito od infinito); O, O due loro punti
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qualsiansi; S,_;, S;_1 gli iperpiani tangenti in 0, O ¢ Q, Q, ¢ Q, § le quadri-
che da essi rispettivamente segate su Q, Q'. E si supponga di conoscere un’ omo-
grafia fra S._y, S,_y che trasformi Q in @ (e quindi O in O'). Allora esiste
sempre una ed una sola owmografia fra S,, S, che muti Q in @ ed O in O
subordinando fra Q e @ la dala omografia.

Prendiamo ora due quadriche @, ¢ non singolari qualsiansi di due spazi
Sr,q, Srq, le quali abbiane la stessa specie (r, ¢, &, k) (con h = 0). Esse con-
tengono lo stesso numero ay,; di punti, e questo numero risulta positivo in
virth dell’ ipotesi > 3 (n. 1). Un’ omografia che trasformi @ in @, dovra mutare
un dato punto O di @ in uno, 0, degli oz, punti di ¢. Siano (come nel lem-
ma) S,_;, Sy_; gli iperpiani tangentia @, ¢ in 0, 0, e @, ¢’ le relative sezioni.
In virth del teor. II del n. 1, @, @ sono della stessa specie (r, g, kb, k) ed
hanno lo stesso tipo delle @, @, essendo precisamente:

r=r—1, h=1 k=k

Poich® >0, esistono — come gia sappiamo — esattamente dg, z = d,1 omo-
grafie fra S,_(, S/_; che mutano @ in ¢ e — in base al lemma — ciascuna
di queste pud venir estesa in uno ed un sol modo in un’omografia trasfor-
mante @ in Q. Risulta pertanto

de,0 = g1 dr,1;

e poich® i valori che cosi si ottengono per di,o nei diversi casiincui Q e Q'
siano di tipo I, II, III, e ciod

k
dho=g¥ Il g2 1),

k
dfio = 2 11 (g% — 1)/igt + 1)

i=1

1L 5 k(1) kﬁl %1 k41 __
di,0 = 2q 11 (¢ Vg 1),

g==1

coincidono con quelli dati nel teor. I, cosi la prima parte di questo rimane
completamente stabilita.

La seconda parte del teor. I & conseguenza immediata della prima, qua-
lora si ammetta 'esistenza in S,,q di tutte le specie ohe risultano
priori possibili in base al n. 1, e si tenga presente (vedi SEGRE {2, n. 161}

che il numero delle omografie fra due S,,q vale 11 (@' — q')/(g — 1). La sud-
=0
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détta esistenza si stabilisce poi agevolmente per via algebrica, scrivendo le
equazioni di tali qunadriche (cfr. p. es. Dicksox [l] ), ma segue anche subito
direttamente dal procedimento induttivo dianzi adottato. La seconda parte
del teor. I viene ulteriormente precisata dal

TeoremMA II. - Relativamente al nwmero e, delle quadriche specializzate h
volte di un S, 4 vi sono due casi da distinguere, secondoché la differenza r —h
é pari o dispari. Nel primo caso, posto r — h = 28, il numero di tali quadri-
che vale

ud By h—1
e, n= g0 II (g1 — 1) TT (=51 — 1)/ T (gh—* — 1),
=0 i=0

i=1

e le quadriche in questione hanno tulle la stessa specie, ciascuna essendo di
tipo 1. Nel secondo caso, posto r — h==2s—1, il nunero delle quadriche
suddette vale

5—1 Rt Bt
e n= gt I (11— 1) I (g1 — 1)/ T (g" — 1),
=t i=0 i=0

e tali quadriche risultano di due specie diverse; precisamente, una parte di

esse & di tipo 11 e Vallra é di tipo 111, i numeri degli elementi delle due

parti stando fra loro nel rapporto (¢° + 1):(¢° — 1). Nelle formule precedenti
—1

va convenuto, al solilo, di sostitwire U'unitd in luogo dei ‘Ho che vengono a com-
parirvi per b =0, '

Stabiliamo anzitutto il teor. II per h =0, distingnendo due casi secon-
dochd r & pari o dispari.

Se h =0 ed r = 2s, con le notazioni del n. 1 risulta k = s, e le quadriche
di cui si tratta sono tutte di tipo I. Dall’ultima e dalla prima formula del

teor. I segue allora che &

2s

e/0= Il (g*+ — g/llg — 1)ds,ol =

P

¥ s s K
=1¢° Il g™ — 1)}: {q*“(q——-i} I g*—1)|=

= gsstH ﬁ (g — 1),
i=1

in conformita con la prima formula del teor. 1L

Se h=0 ed r = 25 — 1, con le notazioni del n. 1 pud soltanto risultare
8 =k oppure s =k -+ 1 e, corrispondentemente, le quadriche in discorso sono
di tipo II o di tipo IIL Detti ero ed e;'s i numeri rispettivi di tali quadriche;
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dall’ultima e dalla seconda e terza formula del teor. I segue che &:

281
eno=IL (g% — q')/llg — 1)d5}s] =

25—1

% 251 P
o qo »I_IO (qi+1 — 1)] : PQS(S_U (q — 1) ;[—Il (q% — 1)/({1"-[-1) —

1, o
=5¢%@" +1) O (g —1),

281

eno=I1 (g% —g')/llg — 55,0] =

=1¢° I (¢ — 1)} : [2413““”(41—-1) I}} (@*—1/(g°— 1| =

1, s—1 9i
=3¢"¢ — D I (g% —1),

eppertanto

s—1
" II 111 ) R
€r,0 = €y,0+ €r,0— gt .]_'[1 (g%t — 1),
3=

II 111

Cr. 08,0 = qu + 1): (qs - 1)?

come asserito dal teor. IL

Ci resta ora soltanto pitt da dimostrare il teor. II per A > 0. Cid potreb-
be ottenersi a partire dal teor. I, mediante una verifica diretta di tipo ana-
logo a quella testé svolta per B = 0. Tale verifica, anche se priva di diffi-
colta effettive, si presenterebbe un po’ macchinosa dal punto di vista for-
male. Possiamo perd evitarla, osservando che le quadriche specializzate un
dato numerc 2 (>0) di volte di un S, 4 si ottengono tutte come quadriche
non specializzate entro le stelle di centri i diversi Sp—; di S, 4. Poiché tali
Sr_1 (ved. ad esempio SEGRE (2, n. 159]) sono in numero di

h—1 i h—1 X
I (g# — 1)/ 1L (g~ — 1),

otteniamo cost che questo numero uguaglia (per quel dato k) ciascuno dei
rapporti

B;g Rl ho= 9:,h : e:_h.o = 3i,xh : eiih,o = 8113111 : eiI—Ih,o;
e cio fornisce senz’altro il teor. II per k>0, come conseguenza del caso
I = 0 gid acquisito.
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Poiché conosciamo {n. 1) il numero complessivo delle quadriche di S, ,,

ne discende che:
I numeri e, n, definiti nel teor. I1, soddisfano all’ identita

erot erit oty =14 g+ ¢ + ... + g2,

3. Specie e tipi delle sezioni spaziali delle quadriche. - Sia ¢ una data
quadrica di S, 4 (r > 2), che supporremo d’ora innanzi non singolare;
va tuttavia avvertito che le varie proprietdh che esporremo potrebbero venir
estese in modo consimile alle quadriche specializzate, sia pure con qualche
maggiore complicazione formale. Ci proponiamo di classificare e numerare le
diverse possibilita che gli S, di S, 4 presentano nei riguardi del gruppo delle
trasformazioni omografiche di @ in s, il che equivale a classificare ¢ nume-
rare le sezioni delle diverse specie di @ coi singoli S, di §, 4.

Incominciamo dal caso delle sezioni di Q cogli iperpiani (v =1r—1).
Fra queste, ve ne saranno tante di specializzate quanti sono i punti di @,
ossia (con le notazioni del n. 1) ax,1. Tutte queste sezioni sono manifesta-

mente della stessa specie (r, g, h, k), ove
r=r—1, h=1, k=EFk,

e percid (n. 2, teor. I) esse risultano fra loro a due a due omografiche. Le
rimanenti sezioni iperpiane sono in numero di

fr=I(g+" — 1)/lg — 1) — ax,1;

dunque, a seconda che @ & di tipo I, II, III, onde » ordinatamente ugunaglia
ok, 2k — 1, 2k 4 1, avuto riguardo alle espressioni delle ax,( date nel n. 1

risulta :
fr=q%, fF=¢ -1, L=+ 1)
Dimostreremo ora il

TrorEMA 1. - Se Q ¢ di tipo II o III, tutte le fi* od f;'" sezioni di @
cogli iperpiani non tangenti sono di tipo I, sicché esse risultano a due o due
omografiche. Invece, se @ é di tipo 1, delle fr sezioni di Q cogli iperpiani non
tangenti precisamente g*(g* + 1)/2 sono di tipo 11 (e fra loro omografiche), men-
tre le altre g*(g* — 1)/2 risultano di tipo 111 (e pure omografiche fra loro).

Detta (r, ¢, h, k') la specie della sezione di @ con un iperpiano non tan-
gente, si ha intanto

r=r-—1, W =0

Dunque, se @ & tipo II o III, ossia se v & dispari, ¢’ risulta pari e quella
sezione ¢ di tipo 1. Se invece @ & di tipo I, ossia se r = 2k, risulta +' = 2k —1,
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onde pud soltanto aversi ¥’ =k oppure ¥ =%k — 1, e nei due casi rispettiva-
mente la sezione & di tipo II o IIL

Gli iperpiani di §, 4 la cui sezione con @ presenta la prima di gqueste
ultime due particolarith, sono tutti e soli quelli ottenibili scegliendo uno
qualsiasi degli ax xSk 1 di @, e poi prendendo uno qualunque dei ¢* iperpiani
di S, 4 che passano per tale Si_y, ma non per il relativo Sy polare (il quale
contiene Sy_y). Ogni siffatto iperpiano da una sezione di tipo II, e lo si ottie-
ne in tal guisa a}cfk volte, in corrispondenza agli a;IcIk Sk-1 giacenti nella
relativa sezione. Avuto riguardo al corollario del n. 1, risulta cosl che il nu-
mero degli iperpiani in discorso vale

e, €/0k e = ¢Hg" + 1)/2.

Le varie proprietd enunciate nel teor. I seguono ora in modo immediato.

Dualizzando il teor. I, si ottiene la classificazione dei punti di S, 4

rispetto a @. Per cid che concerne le rette, impiegando le notazioni del
n. 1 (il quale fornisce 1’ espressione delle .@ nei vari casi) abbiamo il seguente

TeoreMA II. - Delle (q" — 1){g"t* — 1)/[(q — 1)(¢* — 1)] rette di S, 4, pre-
cisamente ar,2 giacciono su Q, ar (g™ 2+ ... + ¢+ 1 — ar1,1) toccano Q (senza
stare su Q), ax,1q"'/2 sono corde di @, ¢ le rimanenti risullano esterne a Q.
Il numero di queste ultime vette verrd denotato con g, (munito quando occorra
dell’ indicazione del tipo di Q); esso polrd senz' altro venire calcolato, nei vari
casi, in base a cid che precede.

Basterd giustificare i risultati relativi alle corde ed alle tangenti. Ora
ogni corda di @ pud venir ottenuta, ed in due modi diversi, scegliendo uno
degli ag,; punti di @, e conducendo per esso una retta di 8Sy,4 che non giaccia
nel relativo S,_; tangente; poiché queste rette sono in numero di ¢!, il
numero complessivo delle corde vale ax,1g™'/2 (che & di fatto sempre un in-
tero). Ogni tangente di @ si ottiene, ed una sola volta, scegliendone come
punto di contatto uno qualunque degli a1 punti di @, e conducendo per
esso una retta che stia mnel relativo §,_; tangente, ma che sia distinta dalle
generatrici del cono da questo segato su Q; poichs le rette dell’S,_; per detto
punto sono in numero di ¢"2+4 .. 4+ ¢ + 1, e le generatrici di quel cono sono
in numero di ag_y,1, cosl il numero complessivo delle tangenti di @ vale
proprio ax,i(¢" 24 ...+ q + 1 — ax—,1).

Dal teor. II, tenuto conto del n. 1, si desume snbito che é:

s

gl=1, gi=qg—1/2, gi'=0 gi"=¢g+ 1)/2

G=alg—NE+1/2 g =eg—1)7/2, eco.

Perverremo a risultati equivalenti a quelli forniti per le g dal teor. II,
posti perd in forma maggiormente esplicita, come conseguenza del
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TroreMa III, - I’ S,_o polare di una retla | non tangenie rispeilo ad
una qualunque quadrica Q di un S, 4 (r=3), sega @ secondo una quadrica @ (non
singolare), che é sempre dello stesso tipo di @ nel caso in cui ! sia una corda
di Q; menire invece, se 1 & esterna rispefto o Q e @ ¢ di tipo 1, 11 o 111, la
quadrica @ risulta rispettivamente di tipo 1, 111 o II, sicché il swo caratiere k'
acquista allora ordinatamente il valore k— 1, k—2 o k.

Ser ® pari, @ & necessariamente di tipo I ed anche r-—2 risulta
pari, onde @ & allora necessariamente di tipo I e non v’& null’altro da di-
mostrare. Se r & dispari, onde @ & di tipo II o III anche r — 2 risulta
dispari e quindi di tipo II o III: basterd dimostrare che allora, se [ & una
corda di @, le quadriche @ e ¢ risultano sempre dello stesso tipo, e viceversa.

Ora infatti, se ! incontra @ nei due punti distinti P e P’ (entrambi de-
finiti sul campo base di S, ,4) lo spazio S, risulta 1’intersezione degli iper-
piani S,_1, S’y tangenti a @ in P, P'. Inoltre, in virtd del teor. 1I del n. 1,
il cono segato su @ da S,_; ha lo stesso tipo di @, e viene segato a sua
volta da §’,_; secondo una quadrica — coincidente manifestamente con ¢ —
la quale & ancora di quel medesimo tipo. La parte diretta dell’affermazione
fatta alla fine del precedente capoverso & cosl dimostrata; e da essa segue
poi agevolmente la parte inversa.

Poggiando sul teor. III, passiamo a stabilire il

TrOREMA IV. - I numeri g definiti dal teor. 1L possono venir espressi
medionlte le a, determinate nel n. 1, con le formule:

g = (@ — Vg®—tax,1/12(q + 1)
g = (q—1)g™—2akn((g%——1)/(g—1)—ais, 1)/ 120>~ 1)/ ([g—1)— ai=e, g + 1)}
g = (g — U)gZartiig® — 1)/lg—1) — ok, 1)/ 20% — 1)/lg — 1) — awilig +

Onde provare questi risultati, valutiamo in due modi diversi quante sono
le coppie formate da un piano = che non tocchi ¢, e che quindi seghi
Q secondo una conica irriducibile C,, e da wuna retta I di di = che sia
esterna a C,.

Una conica irriducibile C, contiene sempre esattamente ¢ -1 punti P
di @ (n. 1), e pud venire ottenuta a partire da ciascuno di tali P come sezione
di @ con un un piano = per esso, che non tocchi @ né in P nd altrove. 1
piani = di S, 4 per P sono tanti quante le rette di un S,_1,4, e quindi (cfr.
ad esempio SEerE [2, n. 159]) in numero di

(@t — Uigr— Y/llg — Dig° — 1)}

Quelli fra essi che toccano @ in P sono i piani per P dell’S, ; tangente in P
a @, onde il loro numero vale:

(" — (g~ — W/llg — ig* — 1}
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I piani per P che toccano ¢ altrove sono poi quelli che, non stando in
quell’S,_y, lo incontrano secondo una generatrice del cono da esso segato
su @. Tale cono possiede ax_y,1 generatrici, e per ciascuna di queste passano
¢ —2 piani non .giacenti in S, 4.

In definitiva, poiché i punti P di @ sono in numero di a,;, ed ognuno
dei suddetti piani = proviene nel modo indicato da ¢ 4 1 punti P, ne discende
che il numero complessivo di quei piani vale

il — e — Wl — i — 1) —

— (g2 — 1 — 1)/llg — 1)@ — )] — ¢ Par—,1} =
= ¢ Pax[lg — 1)/(q — 1) — ar—y,1)/(g + 1).

E poi chiaro (cfr. il terzo capoverso del n. 1) che ciascuno di detti piani
contiene glg — 1)/2 rette I esterne alla relativa (., ossia esterne a Q.

Consideriamo, viceversa, una qualunque delle g, rette di S, , esterne
a @. Detti S, 5 lo spazio polare di ! rispetto a @, e @ la quadrica segata da
questo spazio su @), i piani = per / non tangenti a ¢ sono precisamente quelli
che congiungono / ad un qualunque punto di S,_» che non stia su . In
virth poi del teor. III, questo nuwero vale (¢! — 1)/ig — 1) — aLi,l,
g —1)/(q — 1)—&12112,1, o ("' — 1)/(g — 1) — ak'; secondochd @ & di tipo
I, II, o IIL

Uguagliando nei tre casi i numeri delle coppie (x, I) determinati dai
precedenti due capoversi, e risolvendo rispetto a g, le relazioni che ne conse-
guono, si ottengono i risultati espressi dal teor. IV. E si pud verificare ch’essi
naturalmente coincidono con quelli forniti dal teor. II. Si noti inoltre che
dalle due ultime formule del teor. IV segue la

g1 g = [lg — Vg*/2(q + YiPakis 1 aes,

avente una certa analogia con la prima di tali formule.

Consideriamo da ultimo un qualunque S,, di S, 4(1 <’ <), che non stia
su ¢, é che quindi seghi @ secondo una quadrica ¢, la cui specie verra
denotata con (v, ¢, #, k). A norma del n. 1, i caratteri di questa saranno
tali che " + 2" — 2k’ potra soltanto avere uno dei valori 0, — 1, 0 1, ed
allora rispettivamente ¢ risulterd di tipo I, II, o IIL. Un tale spazio Sn
tocca la quadrica @ se e soltantdo se A'>0, nel qual caso esso la tocca
precisamente lungo lo spazio Sw_i doppio di @'; inoltre @ contiene degli
spazi massimi, ciascuno dei quali passa per Sw—1, se ' > 0, ed ha dimensione
¥ —1 (Sk—1): il numero di questi spazi & dato dal corollario del n. 1, e
vale esatfamente af, x, ove denotiamo con j =1, IL, IIL il tipo di ¢, ed
ognuno di essi giace manifestamente su Q.
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Preso reciprocamente uno gualunque degli ol xr spazi Sy._i giacenti su
Q, ove j indichi il tipo di @ c¢i domandiamo quali e quanti siano gli
spazi S, per esso che segano su @ una quadrica di specie {», g, ¥, k). Con-
sideriamo all’nopo lo spazio S}y polare di quell’Sp—; rispetto a @: esso
incontrerd @ secondo una quadrica Q% di specie (r—¥%, q, ¥, k), la quale
risulta un cono di vertice Sy, avente lo stesso tipo di @ (n. 1). Gli spazi
S, richiesti saranno allora quelli che soddisfanno alle due seguenti condizioni.

1) La quadrica @ segata su ¢ da un siffatto S, non deve contenere
spazi di dimensione maggiore di &' — 1. All’nopo occorre e basta che S, non
contenga nessuno degli Sy generatori del cono Q%

2) lo spazio S, non deve toccare la quadrica @ se #' =0 o, se ' >0,
deve toccarla secondo uno spazio Sp_i, necessariamente situato su Sp_;. Cid
accade se, e soltanto se, lo spazio congiungente S,/ ed SF 4 coincide coll’S, 4
gse W =0 o, se i > 0, risulta uno spazio S,_n (polare di Sn..y rispetto a Q);
e a tal fine ¢ manifestamente necessario e sufficiente che S, ed S p si se-
ghino secondo uno spazio, S;, di dimensione

s=t 4@ —Kj—@r—N=r+n—F.

11 suddetto S, contiene Si.—; e, affinche valga la 1), esso deve avere a
comune col cono Q% il solo vertice Sg.y . Avuto riguardo al n. 1, ¢id esige
che si abbia

F—1<ss(F—1)+42,

il che & pienamente d accordo con quanto gid osservato circa i valori possi-
bili dell’ espressione #' - A — 2. Distinguiamo ora tre casi, secondoché @' &
di tipo y =1, II, o IIL

I) Se @ & di tipo j/ =1, ossia se »' 4 #' — 2 = 0, non pud che risul-
tare 8 = k. Allora, in virtit della condizione 1), S; & uno qualunque degli Sx
che giacciono in Sy, e passano per Sp_,, senza stare tubiavia su Q%
I numero degli Sy che passano per Si.1 e giacciono in S vale
(g—2+1 —1)/(q — 1), quello degli Sg generatori di @* & ak g, (dove § =1
II, III denota il tipo di @, che coincide coun quello di €%, sicche il namero
dei suddetti S, vale

(qr-%k'-ii — 1)/{q — 1} — az{c -k, 1

Gli spazi S, richiesti sono quegli S, di S, che passano per un siffatto
8, = Sy, in modo che quest ultimo ne risulti proprio Vintersezione con
S* . E si vede facilmente che, quando si sia fissato Si in uno qualunque
dei modi indicati, lo spazio S, pud conseguentemente venir scelto in

ki1 r—k—1

gr=2ene =k I (q¥ i—1)/ ‘II (g% — 1)

i=0 4220

guise diverse.
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II) Se @ & di tipo y = II, ossia se ' 4+ B — 2K = — 1, non pud che
risultare s = ¥ — 1, onde S, deve necessariamente coincidere con I’ Sk ini-
zialmente scelto. Dunque, attualmente gli spazi Sy richiesti sono quegli S,
di S,,4 che passano per tale Sy_1, in modo ch’esso ne risulti proprio I’in-
tersezione con S, _r, sicehd il loro numero vale

ok’ ] k!
q(?’—v?«k’—}—l)(""-—k’—]—l) II (qk’—'i _— 1)/ II (qr’-k'—i—l—-i _— 1).

III) Se @ & di tipo § = III, ossia se v + A — 2K = - 1, hon pud che
risultare s = & -~ 1. Allora, in virtd della condizione 1), S, & uno gqualunque
degli S che giacciono in S;° e passano per il vertice Sw_; del cono @
senza tuttavia contenere nessun Sy generatore di questo cono. In virth dei
teoremi II e IV (applicati a Q* come quadrica non degenere entro la stella
di centro Sy}, il numero di ‘siffatti Skryq vale g w, e pud venire espresso
in funzione di g e di ¥ — & nel modo ivi specificato. Nelle ipotesi attuali,
gli spazi S, richiesti sono quegli S, di S, 4, che passano per uno dei suddetti
Skr41 in modo che quest’altimo ne risnlti proprio 1’intersezione con S wr;
sicch® si vede facilmente che, per ciascuna delle g};_k, scelte suddette, i cor-
rispondenti S, risultano in numero di

-k —2 K/ —2
q(lr--‘zk"-—1)(vr/-k’——1) I ((lk, -4 1)/ I (qu_krmlwi —_ 1).
=0 i=0
In ciascuno dei tre casi possibili I, II, III, possiamo — in base a ¢id
che precede — valutare in due modi diversi il numero delle coppie (Sy, Skr_y)

tali che S, seghi su @ una quadrica @ di specie (+/, ¢, IV, k') ed Se-—; sia uno
spazio (di dimensione massima) giacente su @ (e ciod appartenente a € ed
a Sy). Ugnagliando le due espressioni cosl ottenibili per quel numero, perve-
niamo ad una relazione che seunz altro fornmisce il numero dei suddetti S,.
Ne counsegue il

TrorEMA V. - Sia Q una qualungque quadrica non singolare di S, , (r 2 3),
di specie (r, q, 0, k), di cui j =1, 11, III denoli il tipo. Le sezioni di €
con gli spazi S, subordinati di S, (1 <v <r)sono tutte quadriche § di spe-
cie (v, q, W, k), dove IV e K denotanc inleri non negativi tali che W < k' <k
e che v 4 W — 2k wvalga O, — 1, 0 + 1. Viceversa, in ciascuno di questi tre
casi — corrispondentemente ai quali @ riesce di tipo j =1, II, o III —
scelfi ad arbitrio v, W, K soddisfacenti alle condizioni indicatle, esistono
sempre delle sezioni @ di Q che li ammetiono quali caratleri delle propria
specie; ed il nunero n =ui' di siffatte § si esprime in tali tre casi rispeitivamenie
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nella forma:

¥ Rl r—k/—1

i e L i e A e
g~ 1=l

k! P 4 .
ni=[ge-S k) T (g 1)/ L (g 1)]ad, w/akl

=0 i=0 ’ ’

. v—k! -2 . 'l )
wiil=ghplgr—s -tk 0 T (gv=i—t)/ 1L (q"+ =t t)ak,w/akie
=0 =0

dove le a, g v ngono fornite rispettivamente dal teor. 1 del n. 1 e dal teor. IV
del presente nuinero.

Il precedente feor. V include, come caso estremamente particolare, il
teor. I di questo numero. Cosl infatti, ad esempio, si supponga @ di tipo
§ =1, ossia r == 2k, e si voglia il numero ' delle sezioni iperpiane di tipo
III della @. Per esse risulta:

¥ =r-—1, EF=kK—1, W =0,
e quindi (in virtt del teor. IV del presente numero e del teor. I del n. 1):
e = g1 = glg — 1)/2,
(@' + 1) - (" —Y/ig — 1),

i I
a;fc, k= Ok 1 =
3

Tt

k
IIT 111
o,k = dr—t,x-1 = 11 (g* 4 1);
1=

gicchd I’ ultima formula del teor. V, avuto anche riguardo alla r = 2k, ora
porge:
W = g — 1)/2,

in conformitd appunto col teor. I.

Osserviamo infine che i numeri »n definiti nel teor. V debbono soddisfa-
re ad un certo numero di identifta, ottenibili nel modo seguente. Si
scelga un qualunque intero ¢ soddisfacente alle limitazioni L <# <7, e si
considerino i vari S di S, 4. Essi sono complessivamente (cfr. ad esempio
SEGRE [2, n. 159]) in numero di

¥’ [

I (g—+— 1)/ U (g1 —1);

i=0 i=0
e questo numero deve manifestamente eguagliare la somma dei nomeri n
delle quadriche delle varie specie giacenti su @ ed aventi +* come primo ca-
rattere, alla quale somma si aggiunga — se ¥’ <%k —1 — il numero ax, 41
(fornito dal teor. I del n. 1) degli S, che stanno su @.
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§ II. - ALCUNE PROPRIETA DELLE CURVE PIANE ALGEBRICHE.

4. Una generalizzazione dei teoremi di Menelao e di Ceva. - Nel presente
numero, e nel successivo, ci riferiremo ad enti definiti in spazi sopra un
campo y qualsiasi (finito od infinito). Nelle dimostrazioni potremo ammettere
senza restrizioni essenziali che y sia algebricamente chiuso, in quanto & lecito
sostitnire ivi a y la propria chiusura algebrica. Indicheremo con O,
(0 O?,, O}“...) una curva piana algebrica d’ ordine n sopra y, e con G,
(o Gn, Gk,..) un gruppo di n punti definito su y. Chiaramente, i punti di un
G, avranno in questo opportune molteplicita (positive) e potranno appartenere
singolarmente a y o ad un’estensione algebrica di y; osservazioni analoghe
valgono relativamente alle C,.

Ci proponiamo di dimostrare la seguente estensione del teorema di
MENELAO (incluso in essa per » =1). In un piano proiettivo = sopra 7,
consideriamo un triangolo di cui denotiamo i vertici con 4,, 4, 4s ed i
lati a questi rispettivamente opposti con a,, a., a,. Scelto poi comunque in
n un punto U non situato su nessuna di tali rette, sia U; la proiezione di U
da A; su a;. Allora un punto P della retta a; pud venir determinato median.
te una coordinata non omogenea, A; assumendo (peri=1,2, 3):

xl_:(Az As U1 .P). Xz:(Aa Al Uz .P), )‘BZ{AL Ag Ug P).

B subito visto che, introdotte in = le coordinate proieftive omogenee (@, o2, x;
aventi 4,44, come triangolo fondamentale ed U come punto unith, e dette
(¢, 2, ) le coordinate del suddetto punto P, risulta ordinatamente

AL = @y/1q, Ae = s/ 74, 7Hz=a'31/mz;

se dunque P non coincide con nessun punto 4, la corrispondente A risulta
finita e non nulla (e viceversa). Cid premesso, possiamo enunciare il

TEOREMA L. - Una O di n che non passt per nessun vertice del lriangolo
A, 4,4, sega i lati di questo secondo tre G,, & 3n punti dei quali offrono
esatiamente 3n —- 1 condizioni indipendenti alle curve piane algebriche @ ordine
n che debbano conltenerli. Pilv precisamente, scelti sui lati a,, a,, a, del trian-
golo tre gruppi di n punti G., Gs, G non conlenenti nessun punto 4, condi-
zione mecessaria e sufficiente affinché esista una Co che non passi per nessun
punto A e che seghi sulle refte ay, a,, ay rispettivamente i gruppi G., Go, G5 ,
é che il prodotto delle coordinate X relative ai 3n punti di quei gruppi valga
(— 1)~
Posto per abbreviare
n—nh+2)mn—h+1)/2 ge h <n
N, ==
0 se h > n,

si ha intanto che le C, di = costituiscono un sistema lineare ocM-t,
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Poich® la prima parte del teor. I & evidente per n =1, 2, basterd sta-
bilirla nell’ipotesi che sia » > 3. Detti Gy, G5, G, i gruppi di punti ordi-
natamente segati da CY sulle rette a,, a,, a@;, & subito visto che la pitt

gonerale C, passante per i 3r punti di quei gruppi & data da
0
C.,=C, -+ a,a050, 3,

ove si denoti con un medesimo simbolo una corva ed una forma nelle x che
uguagliata a zero la rappresenti, e dove O,_s indichi un’arbitraria forma di
grado 7 — 3 nelle x. Le suddette C, costituiscono pertanto un sistema lineare
ocoli; e la prima parte del teor. I segue tosto da ¢id che risulta:

(No — 1) — Ny = 3n — 1.

Si rilevi che, fra le C, testd considerate, quelle che contengono un punto 4
ammettono conseguentemente le rette a,, a., a; quali compouenti, e costitui-
scono il sistema lineare ooM—! delle U, spezzate in queste refto ed in una
C,—s variabile.

Supposto ora n > 1, e scritta esplicitamente I’ equazione di Oy nella forma

ey + ¢y + cyies 4 ... =0,

ove i puntini hanno un ovvio significato e¢ le ¢ denotano elementi non nulli
di y, i gruppi G, vengono forniti dalle equazioni

t
Gw: 2,=0, s+ ..+ cxf =0,

Q)

H " 1

G,: ax, = 0, ety 4 oo 4 Ciey = 0,
3

Gu: 2 = 0, CiX] oo 4 Cog = 0.

Conseguentemente si ha:

OA=(— 1)"03/02, o i=(— 1)7¢./ ¢, oIi=(— 1)"02/01y
PG, PE@, PeGs,

sicehd il prodotto di tutte le A risulta sempre uguale a (—1)”. Cid dimostra
la necessitd della condizione enunciata nella seconda parte del teor. L.

Per stabilire la sufficienza di questa condizione, si supponga ch’essa sia
soddisfatta da tre gruppi G, G., G gincenti ordinatamente su @y, @z, @s, ©
non contenenti nessun punto 4. La suddetta condizione definisce univoca-
mente uno, P, dei 3n punti di questi gruppi, quando si conosca la posizione
dei rimanenti 3n — 1. Pertanto, in virtd di quanto sopra, esistono C, passanti
per 3n — 1 punti siffatti ma per nessan puanto 4, in quanto (No—1) —
— (8n — 1) > N, —1; poich® ciascuna di esse deve avere ulteriormente a co-
mune il punto P con a, @ a5, cid completa la dimostrazione del teorema.
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OsservazioNE L. - Il teor. I precisa risultati ben noti, relativi al caso
piit generale del passaggio di una curva piana per i punti comuni ad altre
due; relativamente a tali risultati, cfr. ad es. B. SeerE [1]. Rileviamo che
n punti di una retta offrono sempre » condizioni indipendenti alle C,. Cosi
pure, scelti comunque su due rette a,, @, due gruppi G}” G?, che non con-
tengano il punto 4, = a.@., i loro 2» punti offrono sempre 2n condizioni indi-
pendenti alle C, che li debbano contenere; invero, con le precedenti notazioni
e supposto # > 2 (in quanto il caso % = 1 risulta ovvio), tali s sono quelle
esprimibili nella forma

C, = C?, 4 a,a, Cr—sz

e costituiscono dunque nn sistema lineare oo™, con

N, = (N, — 1) — 2n.

Questo sistema non sega su @, la gi completa, ma soltanto la g™ dei gruppi
G, esprimibili — al variare di G,_s su a; — nella forma:

Go= G + 4,4,G, .

OsservazioNe II. - Il teor. I ha manifesto carattere proiettivo. Nella
formulazione della sua seconda parte interviene il punto U, di cui al secondo
capoverso del presente numero; tuttavia, tale formulazione risulta indipen-
dente dalla scelta di questo punto.

OssERVAZIONE III. - Una retta »; che passi per 4,, ma che non sia una
retta @, pud — per ¢ = 1, 2, 3 — venir rappresentata con un’equazione del tipo

Tio &3 = Qils, Ta: &y == s, ¥a: Xy == Uy,

ove p denoti un elemento non nullo di y. B subito visto che, entro i fasei di
centri 4,, —p & la duale della coordinata A dianzi introdotta sulle rette
a;. Per dualita, dal teor. I si ha quindi subito la seguente estensione del
teorema di CEVA (incluso in essa per n = 1).

TeoreMA II. - Presi tre gruppi di n rvelte di n passanti per i punti
A4y, Ay, A; e distinte dalle rette a, affinché in n esista un inviluppo algebrico
di classe n che non tocchi nessuna delle a ed ammetta le 3n relte assegnate
quali tangenti spiccate dai punii A,, A;, As, occorre e basta che il prodotto
delle coordinate w relative alle 3n rette assegnate uguagli 1’ unita.

Annali di Matematica 4
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5. Ulteriore estensione dei precedenti teoremi. - Allo scopo di comple-
tare la trattazione del n. 4, premettiamo un

LEMMA. ~- Presi comunque n 4 1 punti distinti sopra una retta S,,
gli n+1 G, di S, costituiti — mnei vari modi possibili — da n di tali punti
risultano sempre linearmente indipendenti fra loro.

Non & restrittivo supporre che S, contenga qualche punto distinto dagli
n + 1 punti assegnati, poiché, in caso contrario, basterebbe sostituire al cam.-
po y di definizione di S; una sua qualunque estensione. Introduciamo allora
su S;una coordinata non omogenea w,che diventi oo in un punto
distinto da quegli » 4 1 punti; e siano w= ¢; (per i=1, 2,.., n -+ 1jle
coordinate di tali punti. Posto per abbreviare

flx) = (x — a)le — ¢3) .. {0 — Cupa),

li -+ 1 G” considerati nel lemma 8i ottengono uguagliando a zero i polinomi
g 4 Shag P

O x) = f(x)/(x — c;).
Un’identitad della forma

Fyf D) + Fof Bac) 4 oo 4 Frgu [ D = 0O,

ove le k denotino costanti, pud aver luogo soltanto per valori futti nul-
li delle k,, come si vede agevolmente ponendo in essa x = ¢; ed osservando
che le ¢ risultano per ipotesi a due a due distinte fra loro; e cid dimostra
il lemma.

Consideriamo ora k rette d'stinte a,, a,,.., a, di un piano =, tali che
per nessun punto di = passino pilt di due di esse, talch®d i &k — 1)/2 punti
Ay =waa; (6 Fj5; 4 j=1, 2,..., k) risulteranno distinti fra loro. Si scelga poi
arbitrariamente su @; un gruppo GL di n punti £ =1, 2, ..., ki, nessuno dej
quali sia un punte 4, e si definiscano le N come nel n. 4. I casi k=1, 2
e k = 3 essendo gia esauriti dall’Oss. I e dal teor. I del n. 4, ¢i proponiamo
di dimostrare il seguente

TeorREMA Ii. - Se k > 4, affinché in © esista una C) che non passi per
nessun punto A e che seghi precisamente G\, su a; (per i =1, 2, ..., k), occorre
e basta che sussistano le k(k — 1j{k — 2)/6 condizioni fornite dal teor. I del
n. 4 per i G, oassegnati sui lati di ciascun triangolo formato da ire distinte
delle k rette a. In tale ipolesi, le C, di = passanti per i dati gruppi G costi-
tuiscono un sistema lineare oci,

Notiamo anzitutto come la seconda parte di questo teorema sia conseguenza
agevole della prima. Invero, se k> n, ciascuna delle C, ivi considerate non
pud che coincidere con 02 e si ha d’altro canto Ny = 0. Se invece k < n,
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le C. suddette sono quelle espresse dalla

0
0", - Cn + (4714 2P0 akon—k: Iy

al variare della forma C,.x (che si riduce ad una costante se k = n), e sono
quindi proprio ool

In base all’Oss. I ed al teor. I del n. 4, il teor. I risulta gid verificato
per k =1, 2, 3. Potremo dunque stabilirlo per induzione rispetto a k, am-
mettendo la validita dei teoremi I;_y ed Ix.3. E basterd anzi dimostrare la
sufficienza delle condizioni di cui alla prima parte del teor. I, in
quanto la necessita di tali condizioni segue immediatamente dal teor. I
del n. 4. In altri termini, ammesso che dette condizioni risultino tutte sod-
disfatte, dovremo provare 1 esistenza di una C, che contenga i k gruppi G
ma nessun punto 4.

In virti del teor. Ix—;, il sistema lineare X delle C, di = passanti per
i gruppi

(1) G, G, .. G

ha la dimensione Nyx_;. Inoltre, in base al teor. I;_s, ciascuno dei sistemi
lineari Z; costituiti, per ¢ =2, 3, ..., k, dalle 0, di = che passano per tutti i
gruppi (1) tranne al pia G}, ha la dimensione Ni_g; ed & poi chiaro che X
risulta contenuto totalmente in ciascuno dei I;. Pertanto, dette g,‘f, g‘,i," le
serie lineari segate rispettivamente da X, 2, sulla retta a,, si ha che la serie
lineare g3 sta in ognuna delle g¥. Di pili, ancora in forza del teor, Iy—,
giascuna delle gi¥ contiene il gruppo G,; poiché la nostra meta & palesemente
raggiunta ove si dimostri che anche gﬁ contiene G:',, cosl 1"assunto rimarrd
stabilito quando si faccia vedere che gi risulta precisamente 1’ interse
zione delle gi, gv,..., g

Valutiamo intanto le d, d,. All’uopo osserviamo che, se k¥ > n, nessuna
curva di X pud contenere come parte la retta a,; invece, se k < #, le curve
di X aventi @, quale componente sono quelle spezzate in @@, ... ax ed in una
C,_x variabile. Sia in un caso che nell’altro, le curve di ¥ contenenti a,
come parte costifuiscono dunque un sistema lineare di dimensione Ny — 1.
Poichs 2 ha la dimensione Ni_;, cosl (tenuto conto della definizione delle
N data nel n, 4} ne discende che #:

n—k-4 2 senzk—2

dsz“l—Nk={O se n<k—2;

e si noti che il valore di d nella prima alternativa si riduce a quello, 0, della
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seconda nel caso in cuni sia n =%k —2. In modo perfettamente analogo si
vede che, per ogni ¢ =2, 3,..., k, risulta:

n—=k-+3 se nzk—
d; = Ne_a— Nxy = 0 -

Pertanto, se n <k —2 si ha
d2=d3=...=dk=d (:0),

e quindi (siccome gg sta in ciascuna delle gﬁi):

Ay e (G5 e — g — 9
gnn_gus'—'"—gnk'—gn’

talchd g2 risulta allora effettivamente 1’intersezione delle g%, g%, ..., gd.
Se invece n > k& — 2, avuato anche riguardo alla k¥ > 4 si ha che valgono le

dz:dg:.-.:dk:d+1<n.

a . o

Dunque allora g,, che — come sappiamo — & contenuta in ciascuna delle
. . . B . . . :

serie lineari gﬁ’, gﬁ"‘,...,g,,", potrebbe non risultare 1'intersezione di queste

ultime soltanto qualora si avesse
(2) gh=gh_  =gh.

Ammettiamo per assurdo che valgano le (2), e denotiamo con G,_xy2 un
qualunque gruppo di » —%k 4 2 punti della retta a,. In virti della de-
finizione di gd, si ha che questa serie lineare contiene il gruppo di » punti
formato aggregando a G,—k4a il gruppo di k — 2 punti che si ottiene da 4,,,
Aisy ooy Aix sopprimento 4,;. In forza del lemma, ne discende che alla serie
lineare data dai vari membri delle (2) appartiene il gruppo di » punti formato
aggregando a G, xiaun qualungque gruppo di k— 2 punti della retta a,;
sioch® quella serie lineare coincide con la g» completa di a,, e si ha dunque

dz=d3=...=dk=n,

in contrasto con un risultato precedente. Questa contraddizione completa la
dimostrazione del teor. I.

Per dualita, dal teor. Iy se ne deduce subito un altro che, per brevita,
non stiamo ad enunciare esplicitamente. Questo teorema duale, estensione
del teor. II del n. 4, verrd in seguito richiamato come TEOREMA II;.

6. Intorno al numero dei punti delle C, di un S;,. ~ Denoteremo gene-
ricamente con h, il nnmero dei punti di S, giacenti su di una C, di 8 ,.

Mentre si ha sempre %, > 0 per n=1 e per n =2 (n. 1), per n> 3 pud ben
risultare k, = 0. Cosl, ad esempio, si verifica subito direttamente che nessuno
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dei T punti di Sz,2 giace sulla cubica di Sa s rappresentata dall’ equazione:

3 3 3 2 2 2
X1 + x2 -+ w3 - @12s + w323 - wss - Lixewz = 0

Y asserto segue anche da cid che, in un’opportuna estensione cubica del cam-
po base dell’ Sy 2, quella cubica viene a spezzarsi in tre rette non formanti
fascio, fra loro coniugate in tale estensione.

Incominciamo con lo stabilire il

TreOREMA 1. - Per una qualunque C, che si spezzi in n retle distinte
di Ss,q, il nunero h, dei suoi punti soddisfa alla doppia limitazione

ng — n(n —3)/2 < h, < ng + 1.

Vale il segno di uguaglianza wella limilazione inferiore se, e soltanlo se, per
nessun punto di Sy escono pilv di due rette di Cy; e nella limitazione supe-
riore se, e soltanto se, le n retle di C, appartengono ad uno stesso fascio.
Detti Py, P,,..., Pr i punti di Sz, comuni a due o pit rette di C,, de-
notiamo con #, il numero delle rette di C, uscenti da P;. B chiaro che risulta

2€r,<n =1, 2 .., k),

e che le due alternative considerate nella seconda parte del precedente enun-
ciato equivalgono rispettivamente a cid che si abbia 1I’ugunaglianza in tutte
le limitazioni inferiori, od in tutte quelle superiori (che allora si riducono
ad una sola, in quanto il secondo caso implica che sia k = 1).

Il numero delle coppie ordinate di rette distinte di C, & n(n — 1), ed
ognuna di tali coppie consta di due retfe segantisi in un punto P,. Poiche,
d"altro canto, il numero delle coppie ordinate di rette distinte di C, uscenti
da P, vale rir, — 1), si ha dunque

k
nn—1)= 2 rr;—1).
i=1

Da qui e dalle precedenti limitazioni si ricavano le

k k
2 _21 ri—1)<nnrn—1)<n '21 (ri — 1),
1= 1=

le due suddette alternative equivalendo a cid che qui rispettivamente si abbia
I'uguaglianza nella limitazione inferiore od in quella superiore.

Notiamo infine che ciascuua delle n rette di C, contiene g 4 1 punti, e
che nell’insieme complessivo dei loro #(g 4 1) punti il punto P; viene a fi-
gurare contato r; volte. Si ha pertanto

k
hy=mnig+1)— Z {r;—1).

¥

I
b
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Basta ora combinare questo risultato con quello del precedente capoverso
per dedurne il teor. I.

OsservazIONE I. - La limitazione superiore h, < nqg 4 1 vale a fortiori
— ed anzi col segno di disunguaglianza — se C, si spezza in » rette che non
siano tutte distinte, ed anche nell’ipotesi che qualcuna di tali rette non sia
definita nel campo base di S§;,, ma soltanto in un’opportuna estensione
di questo (ond’essa viene a contenere al pili un sol punto di S ).

Ci proponiamo di dimostrare il
TroreMA II. = Per una C, di S. 4, che (in nessuna estensione del campo

base) non si spezzi in n refle, il nuwnero h, dei suoi punti soddisfa alla
limitazione

(3) ho < (0 — lg +[0/2]+ L
Questa pud venire migliorata colla
4) b, < (n — 1)q + [1/2],

nell’ ipotesi che C, sia del tutto priva di componenti rettilinee.

Incominciamo con lo stabilire la seconda parte di questo teorema. Sia
dunque O, una curva di Sy 4 che non abbia nessuna componente rettilinea:
essa allora, con ogni retta di Sy, che la incontri in un punto, avrd in esso
una determinata molfeplicith d intersezione {> 1 e < n). Nelle ipotesi attunali
si ha > 2, onde la (4) certamente sussiste se h, <2.

Supposto dunque h, > 2, consideriamo entro |’insieme & degli A, punti di
C. la corrispondenza, T, che associa fra loro due punti 4, B distinti di O,
— definiti sul campo base di & 4, — quando la retta 4B ha in 4 con 0,
molteplicitd d’intersezione superiore all’unitd. Denotato poi con ay (> 0) il
numero dei punti B distinti che T associa ad un dato 4€J, e con bg (> 0)
il numero dei punti 4 distinti che T—* associa ad un dato B€J, poniamo

a = min ay4, a4’ = max gy,
4¢3 A€y

b = min bp, b” = max bg.
Beg Beg

Queste definizioni implicano intanto senz’ altro le limitazioni
al < a{f’ &l < bi!;
essendo poi

(5) 2 oag= sz,
A€g Bed

in quanto ciascuno dei due membri ugnaglia il numero delle coppie ordinate
di punti 4, B distinti di J che si corrispondono in T, questo numero risulta
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non inferiore ad a'h, e b'h,, e non superiore ad a"hy, © b"hy, onde se ne trag-
gono ancora le precedenti limitazioni ed inoltre le

&f <6ﬁ, bl< all'
Cid premesso, e posto per abbreviare

m = [n/2],

distinguiamo due casi secondoché risulta a’'<m —1 od o'> m.

Se a’'< in—1, consideriamo un punto 4 € J — certamente esistente — per
il quale si abbia a4 =2a'. Fra le g+ 1 rette di Sz, uscenti da 4 ve n’®
almeno una avente in 4 incontro almeno bipunto con C,; ogni eventuale
intersezione ulteriore di tale retta con C, & un punto B corrispondente ad
4 in T: dunque il numero di quelle intersezioni ulteriori non supera

as=0o <m—1,

onde la suddetta retta per A4 ha in tutto al pitt m intersezioni distinte con
C.. Poichs ciascuna delle ¢ rette restanti per 4 incontra C, in al piht n—1
punti distinti da 4, ne segue senz’altro la (4). :

Se invece &' > m, risulta b’ > o' > m, e quindi b'> m. Consideriamo un
punto B€J per il quale si abbia bp="5"; e siano 4,, 4,,.., 4s» i punti 4
trasformati di B mediante 7 *. Almeno una delle ¢ 4 1 rette di Sy, uscenti
da B incontra C, in B contato almeno due volte, e dunque in al pit n — 2
punti ulteriori; egnuna delle rimanenti q rette per B ha poi al pit n—1
intersezioni ulteriori con C,: ma va rilevato che, fra le intersezioni ulteriori
con le varie rette per B, figurano i punti 4,, 4,,..., 4 contati ciascuno
almeno due volte. Risulta pertanto

hn 1 + (n ""' 2) + [(“’ - 1)q - b”] <
(

<
S0 — g+ —1—m) = (n— g+ [r—1)/2]
onde anche nelle presenti ipotesi segue la (4).

Mostreremo ora come, poggiande sul teor. I e relativa Oss. I, e sulla
seconda parte del teor. I (testd stabilita), si possa dedurre la prima parte
di questo teorema. Riferiamoci dungue ad una O, che, in nessuna estensione
del campo di base, non si spezzi in n rette; se C, non ammeite nessuna
componente rettilinea, per essa vale — come 88 visto — la (4) e quindi o
fortiori la (3). Ci rimane quindi soltanto da considerare il caso in cui C, ab-
bia qualche componente rettilinea e dunque risulti:

w = O, + C, {fconr>1 8=>1, r4s=mn)

ove C, consti di » rette e C; sia del tutto priva di componenti rettilinee.
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Detti h,., by i numeri di punti di S; 4 che rispettivamente stanno su C,, C;,
si ha intanto palesemente
b < by + hs;

inoltre, applicando a C,, C, i risultati richiamati al principio del presente
capoverso, otteniamo le:

h,€rqg+1, By < (s — g+ [s/2] < (s — 1)g + [#/2]
Da tutte queste limitazioni, avuto riguardo alla r -4 s = n, segue subito la (3).

OssErvAzIONE II. - Tanto nella (3) quanto nella (4), fornite dal teor. II,
pud talora sussistere l'uguaglianza, come mostrano i seguenti esempi. Per
cid che concerne la (3), basta considerare una C; (®» = 3) che si spezzi in una
conica irridacibile di Sz, ed in una retta esterna a tale conica, e ricordare
un risultato del n. 1. In quanto alla (4), si consideri la cubica irriduecibile
di 83,3 (n = q = 3) rappresentata dall’equazione

3 3 2 2 .
w1+w3——m1Q73wmzx9z0,

i punti di Sy 3 giacenti su di essa risultano in numero di hy =7, essendo
precisamente quelli di coordinate

01,0, (©O=11) (=11, (—1=1 1),
onde vale di fatto la (4) col segno di uguaglianza.

OssERVAZIONE III. - Le considerazioni dell’ Oss. I non escludono che,
in certi casi, i risultati espressi dal teor. II possano venire affinati. Assu-
miamo ad esempio » =4, ¢ dispari, e consideriamo una C, di S, che sia
non singolare e per la quale risulti %,> 81. Su C, potrd esservi un certo
numero r < 24 di punti B di flesso, ed un certo numero r'€ 2.28 =56 di
punti R’ di contatto di C, con una sua bitangente, con la condizione che sia
i punti B che i punti R’ appartengano al campo base, y, di Sy,; invero,
poich® ¢ & dispari, & lecito applicare le formule di PriickeEr alla curva de-
finita da C, sopra la chiusura algebrica di y. I punti 4 di C, distinti dai
punti B ed R’ suddetti sono in numero positivo (=hs—r—1'>81—24—56=1):
distinguiamo due casi, secondoch® per qualcuno o per nessuno di essi la re-
lativa tangente a C, abbia a non incontrare ulteriormente C, in qualche
punto di Sp 4 (definito su 7y).

Nel primo caso, come pure nell’ipotesi che C, ammetta un punto di on-
dulazione (definito su y), basta valutare il numero delle intersezioni di €, con
le singole rette di Sp, uscenti da un punto 4 che soddisfi alla condizione
indicata, o che sia un punto di ondulazione di C,, per vedere che dev’essere
h, <3¢ + 1.
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Alla stessa conclusione giungeremo nel secondo caso, e nell’ipotesi che
C, non abbia punti di ondulazione sopra y. E chiaro che allora a4 assume
il valore 2 in ogni punto 4 che non sia un punto B od R, mentre risulta
invece a4 =1 se 4 & un punto R od R'. Attualmente la (5) fornisce dunque:

S bp=r 4o 4 b —r — 1) =
Bed

= 2h4 — (’Y‘ + r’) > 2h4 h 80.

Se per ogni punto B di O, si avesse bp< 1, il primo membro di queste rela-
zioni sarebbe <'h,, ond’esse implicherebbero la h, < 80, che contraddirebbe
il supposto. Pertanto, in corrispondenza ad almeno un punto B dev’essere
bp>2; e basta valutare il numero delle intersezioni di C, con le singole rette
di Sy 4 uscenti da un punto B siffatto, per oftenere la h,< 3q + 1.

E poi facile sincerarsi che questa limitazione vale anche se C, & singo-
lare, purch® C, non abbia componenti rettilinee. A parziale miglioramento
della (4), ofteniamo cosi che:

Il numero hy dei punti di Sy ¢ — con q dispari — situati su di una qua-
lunque C, di Ss,q, che non abbia componenti retiilinee, soddisfa alla limitazione

he< min (80, 3q + 1).

OssERVAZIONE IV, - Se per una O, di S 4 risulta h, =mng+ 1, si ha
intanto che dev’ essere n< ¢ 4 1, in quanto il numero &, dei punti di C, non
pud superare quello {g 4+ 1)g + 1 dei punti di Sz ,. Ne discende che, se vale
la h, =ng + 1, resta escluso che possa sussistere una delle (3), (4}, sicch®
— in forza del teor. II — C, deve spezzarsi in n rette. In virtdt poi del teor. I
e dell’Oss. I, tali rette appartengono ciascuna ad S, e sono n rette distinte
di un fascio. Pertanto:

Una C, di Ss,4 che contenga ng + 1 punti di S ,, risulfa necessariamente
spezzata in n retie distinte di S, appartenenti ad un medesimo fascio.

Cosl, ad esempio (per m =4, g = 3), si constata direttamente che la C,
di 83 di equazione

2 9 9 2 9 2
m2w3(.’1h3 — 9’)3) + .’)63.'1;1(w3 —_ w,) + wlwg(ml — ) = 0

contiene tutti i 13 =ng + 1 punti di Sy 3. E tale O, si spezza effettivamente
nelle 4 rette di S»3 uscenti dal punto (1,1, 1), in quanto il primo membro
della sua equazione pud anche venir scritto nella forma

(102 — )20 — ) (%2 — a1)(s + @2 +- a03).
Ne consegue il fatto, a prima giunta paradossale, che esistono omografie

di 83,3 che non lasciano fissa la suddetta C,, ma che trasformano in sé I in-
sieme dei suoi punti.

Annali di Matematica 5
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7. Sul numero delle bitangenti delle curve piane. - Facciamo ora alcune
considerazioni elementari sulle bitangenti delle O, piane, le quali ¢i verranno
utili pin tardi.

In base alle classiche formule di PLUOKER, il numero d delle bitangenti
della C, generale di un §; sopra il campo complesso & dato da

d = n{n — 2)(n — 3){n 4 3)/2.

A questo risultato si pud anche giungere nel modo seguente. Si consideri su
C» la corrispondenza algebrica che associa al generico punto di G, ciascuno
dei suoi n — 2 tangenziali. Scelta poi genericamente una refta [ di &, le
tangenti a C, in punti fra loro omologhi nella corrispondenza suddetta sega-
no ! in punti che si corrispondono in una nuova corrispondenza, T. Si vede
facilmente che T ha gli indici n(n — 1)(n — 2), n(n — L)@ — 2)(n + 1), e che
i suoi punti uniti sono quelli segati su ¢ dalle 3n(n — 2) tangenti di flesso e
dalle d bitangenti di C,, contati sia gli uni che gli altri due volte, ai quali
vanno aggiunte le # intersezioni di I e C, contate ciascuna (r — 2)(n -+ 1)
volte. In base al principio di CHAsLES risulta quindi

nn — )n —2) + nn — Hr — 2)rn + 1) = 2d 4 6nn — 2) + nn — 2)n + 1),

onde la formula precedente.

Le suddette argomentazioni si trasportano integralmente senza difficolta
alla C, generale di un S, sopra un campo y qualsiasi, sotto le condizioni che
vy sia algebricamente chiuso edabbia caratteristica p¥2
(la necessith della prima condizione & evidente; per la seconda, cfr. SEGRE [6]
ed un altro lavoro dello stesso autore di prossima pubblicazione, concernente
il caso p=2). Quando y sia del tipo testd specificato, se si specializza Cy in
una qualungue Oy di S, che sia priva di componenti wmultiple. il gruppo Gg
delle d bitangenti di O, viene di conseguenza a speci ializzarsi in un ben
determinato gruppo G% di d rette di S,, univocamente determinato da Cy. Ed
& chiaro che una retta  di &, che abbia a comune con O, {sopra y) 7, punti
distinti, avendo in ciascano di questl molteplicith @’ intersezione con C,
superiore all’unitd, conta in @) almeno rr, — 1)/2 volte. Se dunque Ca
ammette pit rette ! siffatte, deve risultare

S, — 1) < 2d = n(n — 2)(n — 3)(n + 3).
1

Questa limitazione varrd poi a fortiori nell’ipotesi che v, di caratteristica
#9, mnon sia algebricamente chiuso, e ci si limiti a rette che abbiano il
suddetto comportamento con 0, sopra Y. Cid si vede subito considerando
la chiusura algebrica v di y, ed applicando il precedente risultato alla curva
indotta da C, quando gi ampli il campo base di S, da vy a Y.
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§ III. - T E-ARCHI PIANI

8. Generalita sui k-insiemi. - Ogni sottoinsieme di un S, , & necessaria-
mente un insieme di un numero finito,

k<14+qg+¢ + ..+

di punti di S, 4, e lo si chiamera brevemente un k-insieme; il numero k verra
detto Pordine di quest’ ultimo. E evidente che ogni %-insieme & dato dalla
totalith dei punti (sul relativo campo bawe} di qualche variefd algebrica di
8,4, © che anzi una siffatta varieth algebrica pud sempre venir scelta in
pitt modi (efr. ad esempio I’ altimo capoverso del n. 6).

Da questo punto di vista pud quindi dirsi che qualsiasi proposizione geo-
metrica relativa ad un S, 4 esprime delle proprietic di geomelria algebrica; ma
lo studio di tali preposizioni pud venir delimitato e condotto in due modi
assai diversi, e ciod con riferimento ad enti che rispettivamente siano varieta
algebriche o A-insiemi opportunamente definiti. La prima impostazione &
guella che sta p. es. alla ba-e del § I e del n. 6 di questo lavoro; essa po-
trebbe dar luogo a molteplici ricerche ulteriori, sulle quali perd qui per bre-
vith sorvoliamo. Sulla seconda impostazione s’ imperniano il presente § III
ed il successivo § 1V, dedicati allo studio di taluni k-insiemi di tipi partico-
larmente interessanti. Tale studio risulta assai pit significativo e complesso
di quanto a tutta prima non ci si potrebbe aftendere, ed ancor pii lo sarebbe
quello dei k-insiemi generali.

Relativamente a questi ultimi ci limiteremo qui ad alcune semplici con-
siderazioni concernenti il caso piano, estendibili senza difficoltd agli
spazi superiori, le quali pongono implicitamente numerose questioni, e potreb-
bero offrire cosi lo spunto per una vasta categoria d’indagini ulteriori.

Dato un qualunque k-insieme K di S, si fissi ad arbitrio un intero n
positivo, Allora ad ogni C, di Sz, resta associato un intero

v = v(Cy),

dato dal numero (> 0) dei punti comuni a K e C,. Lo studio della di-
stribuzione degli interi v in corrispondenza alle varie C, di Sy, offre mani-
festo interesse; particolare rilievo ha poi la considerazione degli interi

M, = min v, N, = max v,

n 2

e la determinazione del modo com’essi vengono a dipendere da n, specie per
i valori pitt piccoli di n.
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Cosl, ad esempio, si vede subito che & N, =1~k non appena si abbia
k< n(n 4+ 3)/2, mentre invece risulta

nn+3)/2 S Nu< k

se n(n - 3)/2 <k. Si dimostra inoltre (SEGRE [8]) che:

Se per un k-insieme di S 4 risulla Ni=2, N;>q/2+4-2, allora ne discende
che ¢ N, =k, ossia il k-insieme ¢ contenuto in una conica irriducibile, salvo
che q sio pari, nel qual caso pué anche risultare N,=Fk—1 ed allora il
k-insieme consta di k — 1 punii di una conica e del nucleo di questa.

Questo risultato fornisce parziale risposta al seguente interessante pro-
blema, sul quale perd qui non aggiungeremo altro. Fissato %, e detto % il
pitt grande intero tale che nin + 3)/2 sia inferiore a k, si tratterebbe di caral-
terizzare le successtoni di inferi Ny, N, ..., N, lali che esista qualche k-insie-
me di S q che'li ammetta quali caralteri N.

La considerazione degli interi- v(C,), e quindi pure di M, ed N,, conserva
significato ed importanza per k-insiemi di un piano grafico anche non
desarguesiano. In particolare, molti degli sviluppi dei successivi
nn. 9-11 valgono ancora per insiemi siffatti, con ovvie varianti inessenziali.

Notiamo infine che ogni k-insieme K definisce univocamente un insieme
complementare, S 4 — K, il quale consta di ¢*+¢ + 1 — &k punti, detti i
punti di Sy 4 esterni a K.

9. Generalith sui %-archi di S.,. - Un k-insieme di 8, verrd chiamato
un k-arco, e brevemente denotato con k,, se per esso il carattere N, (di euni
al n. 8 acquista il suo valore minimo N,=2, ossia se mai ire punis
dell’ insteme risultano allineats.

Relativamente ad un dato k,, gli interi v(C,) (di cui al n. 8) possono
soltanto assumere i valori 0, 1, 2, In altri termini, rispetto a %, le rette di
S, si distribuiscono in tre diverse categorie, da dirsi rispettivamente esterne,
tangenti, e secanti (o corde), secondochd esse hanno 0, 1, o 2 punti a comu-
ne con k; 'unico punto comune a k, e ad una sua tangente chiamasi il relativo
punto di contatto, dicendosi anche che k, e la tangente si foccano in tale
punto.

Per un punto A4 arbitrariamente fissato di k, passano k — 1 secanti; sic-
ch® & chiaro che ciascuna delle rimanenti (¢ 4 1) — (b — 1) rette del fascio
di centro A tocca k, in A. Pertanto:

Un k, ammelte sempre lo stesso numero

t=q—k+2

di tangenti in ogni suo punfo.
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Poich® dev’essere ovviamente {> 0, ne segue che in ogni caso risulta
kE <q-+ 2, Puguaglianza k=g 4 2, implicando che k, sia del tutto privo
di tangenti. Pertanto, in quest’ nltimo caso, i punti di &, si distribuiscono in
k/2 coppie di punti distinti allineati con un punto esterno (arbitrariamente
fissato), sicch® allora %k, e quindi pure g, dev’essere un numero pari. Ne di-
scende che:

Secondoché q é pari o dispari (ossia a seconda che il campo base ha ca-
ratieristica p =2 o p>2), il massimo di k per i vari k-archi di Sa, vale
g+2 o g+1. Un ky per il quale k raggiunga quel massimo chiamasi
un’ ovale.

E subito visto che il massimo suddetto viene effettivamente raggiunto,
gsia nel caso pari che nel caso dispari. Infatti, in baseal n. 1,
si ha intanto che:

Se q ¢é dispari, ogni conica irriducibile di Sp 4 & un (¢ + 1)y, ossia risulia
un’ ovale.

K da rilevare che questa proprieta ammette un’inversa, dimostran-
dosi (SEGRE [3,4]) che:

Se q ¢é dispari, ogni (g + 1), é una conica.

Riotterremo poi questa proposizione (n. 14), come caso particolare di altre
assai pitt generali. Si ha inoltre subito che:

Se q ¢é pari, ossia della forma 2%, si oftiene un ovale (g + 2); aggregando
ai punti di una conica irriducibile di S, 4 il relativo nucleo.

Questo risultato ammette ancora un inverso per h=1, 2, 3; invece
in tutti gli altri casi (k> 4) — con una sola eventuale eccezione per # =6 —
esistono ovali di S32» non ottenibili in alcun modo a partire da una
conica coll’aggregare a questa il suo nucleo (SEGRE [7]; cfr. altresi LUNELLI
e ScE [2]). La completa classificazione delle ovali nel caso pari @
tuttora un problema insoluto, di notevole rilievo. Ancora piu significativo &
lo studio — che faremo parzialmente in seguito (nn. 13-15) — della com-
pletezza dei k;, dicendo (per definizione) che

un k-arco di S3,4 & completo od incompleto, secondoché esso non é od é
contenuto in qualche (k - 1)~arco di Ss 4

E evidente, in base a cid che precede, che ogni k, 0 ¢ esso stesso com-
Dleto, oppure é un sottoinsieme di qualche arco completo (non necessariamente
determinato univocamente da k,); e che, in particolare, ogni ovale risulta com
pleta. Invece, sia nel caso dispari (SEGRE [5]) che nel caso pari (TALLINI
(1)), ogni gq-arco di S, 4 risulia incompleto. Anche quest’ ultimo risultato rien-
tra in altri assai piit generali, che stabiliremo pitt tardi (nn. 14, 18).

10. Equazioni diofantee inerenti ad un %,. - Dato un k-arco K di 82,4,
ad ogni punto O di 8, esterno a K resta associato un intero % (=0)
— che denomineremo Uindice di O (rispetto a K) — esprimente il numero
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delle corde di K passanti per 0. Se j (>0} denota il numero delle tangenti
di K uscenti da O, risulia manifestamente

2=k
sicche, posto per abbreviare

I =1[k/2),
valgono le
j=1k (mod 2), 0<gig i

Avuto anche rigunarde al n. 9, la prima di queste relazioni mostra fra
P’ altro che:

Se k ¢ dispari, per ogni punto del piuno di un k-arco passa qualche tan-
gente di questo.

Notiamo inolt-e che:

Aggregando ad un k-arco un punto O ad esso esterno st oftiene un
(k 4 1)-arco se, e soltanto se, il punto O ha I'indice zero.

Ne discende che, detto ¢, { > 0) il numero dei punti esterni a K d’in-
dice 1,

il k-arco risulta completo nel caso, e nel caso soltanto, ch’esso abbia ¢, = 0.

Gli 41 interi testd definiti:

(6) Cos Ciy ey Of

sono manifestamente caratteri proiettivi di K, e risultano legati
dalle seguenti tre equazioni diofantee. Si ha anzitutto la

1
(7 Zoi=q"+q+1—k,
i=0

conseguenza immediata del fatto che i ¢° -+ ¢4 1 —% punti esterni a K si
distribuiscono in ! 4+ 1 insiemi disgiunti di ¢, ¢, ..., ¢, elementi, rispettiva-
mente costituiti dai punti (esterni) d’indice O, 1, ..., I. Valutando poi in due
modi diversi il numero delle coppie costituite da una corda di K e da un
punto esterno a K giacente su di essa, si ottiene la

@) 2 ioi=(3) @ — 1.

Infine, esprimendo il fatto ovvio che sono tante le coppie formate da un
quadrangolo inscritto in K e da uno dei suoi punti diagonali, quante le cop-
pie di corde di K segantisi in un punto esterno, si giunge alla

bga=sfy
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Accanto agli /-4 1 caratteri (6), determinati da K in quell’ordine nel
modo indicato, possiamo introdurne altri, definiii come segue a meno del-
I’ordine. Numeriamo comunque le k{k — 1)/2 corde di K ed indichiamo con r
la r-ma di tali corde; denotiamo poi con d; il numero {>0) dei punti esterni
a K che stanno sulla corda r e che sono d’indice ¢ (r =1, 2,..., kik — 1)/2;
i=1, 2,.., ). Poich® i punti di r esterni a K sono in numero di ¢g—1 e
si distribuiscono in ! insiemi disgiunti di di, d', ..., di elementi, rispettiva-
mente d’indice 1, 2, ..., I, cosl risulta:

1
(10) Sdi=g—1 r=1, 2 .., kk— 1)/2).

Valutando poi in due modi diversi il numero delle coppie costituite da una
corda di K e da un punto esterno a K d’indice ¢ giacente su essa, si ottiene la

k(=D

(11 X di =i =1, 2., 1.
r=1

Infine, contando in due modi diversi quante son le corde di K distinte dalla

r che escono dai singoli punti di » esterni a K, si perviene alla

12 o 1)d;
(12) 2 i—1d =(

‘ 2) {9“ = 1, 23 sery k{k_l)/g)'

2

Notiamo che, sommando i due membri della (10) rispetto ad r =1, 2, ...,
klk—1)/2 ed i due membri della (11) rispetto ad ¢ =1. 2,..., I, e confron-
tando poi fra loro le due relazioni risultanti, si ricade nella (8). Parimente,
se si sommano fra loro a membro a membro le (10}, (12), si ottiene la

1

Yoidi =(k—2)k—38)/2 +q—1;

i:’.
basta ora sommare i due membri di questa rispetto ad » =1, 2, ..., kik —1)/2,
e confrontare quindi con la relazione che si dednce dalla (11) moltiplicandone
i due membri per ¢ e sommando poi rispetto ad ¢=1, 2, ..., I, per giungere
alla

!
(13) '21 i*c; = k(k — 1)k — 2)(k — 3)/4 4+ (¢ — Lk(k — 1)/2,
la quale risulta altresi conseguenza immediata delle (8), (9).

Diremo che un k, & siminefrico quando, con le precedenti notazioni, ar
risulta indipendente da » per é=1,2, ..., . Condizioni neces-
sarie affinché cid accada, fornite senz altro dalla (11), sono che 2ic
sia divisibile per kik — 1) (i =1, 2,.., l); e queste condizioni, se k& & un
numero primo dispari, implicano che ¢, ¢;,..., ¢; siano divisibili per k.
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Avuto riguardo alla (7) ed al fatto — precedentemente acquisito — che un

k-arco completo ha ¢, = 0, ne discende che:
Affinché per un dato nwmero k primo dispari possa esistere qualche k,

completo e simmelrico, occorre che k divide ¢* 4+ q-+ 1.

Per esempi concreti al riguardo veggasi il n. 15. A quelli pud venire
aggiunto il caso k=7, ¢ =11, che risulta aritmeticamente possi-
bile (cfr. il primo eapoverso del n. 15) in quanto, per tali valori di %k e g,
le equazioni diofantee (7)-(12) rimangono soddisfatte ove si assuma ¢, =0,
6 =63, ca== 42, cs =21, d"'=3, di=4, dj = 3.

11. Indice e rango di un k-arco. - Dato un k-arco K, il piu piccolo ed
il piu grande degli interi ¢ =0, 1,..., { tali che il corrispondente carattere
¢; (n. 10j risulti non nullo, saranno rispettivamente denominati 1’indice
e il rango di K, e designati con @ e b. Risulta chiaramente

O0<asbgl

Inoltre, in virtd del n. 10,
Un k-arco ¢ complelo se, e soltanio se, esso awunelie I indice a

positivo.

Proveremo ora che:

Affinché un k, abbia Uindice ed il rango uguali fra loro, occorre e basta
che q risulti pari e k, sia un’ ovale {ossia si abbia k= q -+ 2), nel qual caso

é sempre di fatlo a =b=¢q/2 4 1.

Che nelle condizioni indicate si abbia a =b = ¢/2 4 1, segue in modo
pressoché immediato dai nn. 9, 10. Basterd dunque dimostrare la necessita
di quelle condizioni, ossia — avuto ancora riguardo ai nn. 9, 10 — Vincom-

patibilitha delle a =b, k<qg+ L.
Consideriamo un qualunque k, avente @ =b. Per esso, con le notazioni

del n. 10, dev’essere:
ci=d; =0 se i a,

onde dalla (10} si trae
do=¢q—1 (r=1, 2,.., klk— 1)/2),
e le (11), (12), (7) rispettivamente forniscono le:
ace = (g — Dk —1)/2, (@ —1)ig—1) =k — 2k — 3)/2,
ca=q2+q+ L —k.
Se ora eliminiamo le @, ¢, fra le ultime tre equazioni, otteniamo la
@—%+2)020q—Fk+ g+ (k— 1)k — 2] = 0;
e poiché questa risulta manifestamente incompatibile con la k<q 41, ne
discende 1’ asserto.
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Dalle precedenti definizioni dei caratteri @ e b, segue subito che le (7),
(8), (13) equivalgono alle

b
Za=¢+q+1—k

ol

% o = (q — Uik — 1)/2,

{21

b
2 %o = ki —1)(k — 2)(k — 3)/4 -+ (¢ — Vk({k —1)/2.
f =2 2
Sostituendo le espressioni cosi fornite per le fre somme a primo membro
nelle relazioni evidenti
b b ]
a< i/ % <D, o< Z e/ i< b
i—=a (B i=a i=a
(ove nessuna uguaglianza pud sussistere, se non nel caso dianzi trattato in oui
a = b), se ne traggono delle limitazioni per U indice a e per il rango b di un
k-arco che, per brevitd, omettiamo perd di scrivere esplicitamente. Un’altra
limitazione si ricava similmente dalla
b
X (i —a)i —b)e; <0,

i=a
ossia dalla
‘ b b ‘ b b . ‘
a?b S e— 3! <83 i — 3 %!
i=a i=a V| i=a = )
In virth di cid che precede, se si esclude che sia @ =0, tanto I’una che
Paltra delle due espressioni entro graffe risulta positiva, onde si trae che:

Per un ky che abbia k== q + 2, Uindice a ed il rango b soddisfano alla
limitazione:

206 — 1)lg — ki — 1) — k(k — 1)(k — 2){k — 3}
4b(g° + q + 1 — k) — 2{g — Lk — 1)

(14) a <

Ne discende che:
Se per un k,y che abbia k== q 4+ 2 il rango b soddisfa alla

kil — 1)k — 2)k — 3) ,
2g— Vet —1) — 4"+ g+ 1—F)

allora ky risulta certamente incompleto.

Ed invero, se vale la (15), il secondo membro della (14) & inferiore al-
Iunitd; dunque il primo membro, che & un intero a > 0, non pud ch’essere
nullo, onde l'asserto.

Poiché b< ! =[k/2], la (15) certamente sussiste se &:

(15) b<

Annali di Matematica 6
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(16)  2Ak/2| (@ — DBE — 1) — 2 + g+ 1 — B} < bk —1)(k — 2)(k — 3)

Orbene, se £k & pari, sicché allora 2[k/2] =k, si pud sopprimere il fattore
k dai due membri della (16} e quindi scrivere la risultante limitazione sotto

la forma
(@ —F+2){ (h— ik —2) —2¢} <O;

in quest’ultima il primo fattore risulta positive (n. 9), essendo per ipotesi
k= q 4+ 2, ond’esso pure pud venire omesso. Se k& dispari, sicche allora
2[k/2) =k — 1, si pud sopprimere il fattore k — 1 dai due membri della (16);
poichd ciascuno dei due membri della relazione a cui si perviene in tal
guisa & un intero pari, cost — aggiungendo 2 al primo membro — si vede
che detta relazione risulta equivalente alla

(@—Fk+1){kk—3) — 29} <0,

ove il primo fattore & certamente positivo se k, non & un’ovale. Si conclude che:
Un k-arco di S5,y é sempre incompleto qualora si supponga che k
sia abbastanza piccolo rispetio a g, e precisamenie se:
kk—3)/2 +2 per k pari
q=
kk — 3)/2 per k dispari

(il k-arco, fra Uallro, non polendo ollora essere un'ovale).

12. Propriety algebriche delle tangenti di un k-areo. - Consideriamo un
qualunque k-arco K di Sp 4, per il quale risulti

3<k<q-+1;
allora K, in ogni suo punto, ammette un numero fisso positivo
t=q—k+2

di tangenti (n. 9). Scegliamo poi tre punti A4,, 4., 4; distinti qualsiansi di
K: essi non saranno allineati, e potranno quindi venire presi quali punti
fondamentali di un sistema di coordinate proiettive omogenee (x;, @z, %) in Sz, 4.

Denoteremo con P uno qualunque dei ¥ — 3 punti di K distinti da 4,,
A;, 4,, e con r una qualunque delle 3(q — 1) rette di Sy, passanti per uno
ed uno solo dei punti 4,, 4,, A,. Tali rette saranno quelle rappresentate
dalle singole equazioni

Tz = P'ng xl = Ptxm a’z = t‘wcly

ove p & un parametro — coordinata della r nel fascio di centro il punto 4
che essa contiene — assumente (una ed una sola volta) tutti i valori non nulli
del campo base di Sz ,. In virtd di una nota estensione del teorema di
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WiLsoN (ved. ad esempio SEGRE [2, n. 59]), il prodotto di tali valori uguaglia
sempre (- 1)2

Rileviamo ora che le 3f refte che toccano K in uno dei punti 4,, 4,,
A, possono precisamente ottenersi dalle 3{(g — 1) rette » suddette, coll’ omet-
tere le 3(k — 3} rette del tipo A,P, 4,P, 4,P. Poich®, in virth del teorema
di CEvA (n. 4), il prodotto delle coordinate p relative alle 3 rette congiun-
genti A;, 4;, 4; con uno stesso punto P ‘(non situato su nessun lato del
triangolo A4, 4, A;) vale precisamente - 1, ne consegue che:

Il prodotio delle coordinate p relative alle 3t tangenti o K in ire suoi
punti Ay, 4., A, distinti qualsiansi vale sempre (— 1)4.

Tale prodotto uguaglia quindi I’unith se ¢ & pari; esso poi non ugunaglia
P unith, ma & invece il suo quadrato che 1’nguaglia, se ¢ & dispari. Basta
pertanto applicare il teor. II del n. 4 (se £ =3) ed il teor. II, del n. b
(se k> 4), per inferirne senz’altro i seguenti due teoremi, relativi rispettiva.
mente al caso pari ed al caso dispari.

TeorEMA I. - Se q é pari e 3<k<qg-+1,ad ogni k-arco K di Saq
pud venire associato un inviluppo algebrico I di classe t=q—k+2,
non contenente come parfe nessuno dei fasci col ceniro su K, in modo che le
kt tangenti di K coincidano precisamente colle rette di I' uscenti dai singoli
punti di K.

TeorEMA IL. - Se q ¢ dispari e k>3, un inviluppo T del tipo considerate
nel teor. I non esiste. Ad ogni k-arco K di S,4 pud ora invece venire
associato un inviluppo algebrico A di classe 2i, non contenente come parie
nessuno dei fasci col centro su K, in wmodo che le retle di A wuscenti do un
qualunque punto A di K siano le t relte (distinte) tangenti in 4 a K coniate
ciascuna doppiamente. Ne discende clhe un’ eventuale componente mullipla di A
non puod essere che doppia, senza tutlavia che A possa ridursi ad un inviluppo
di classe ¢ da conlarsi due volte.

13. Sulla completezza dei %, nel caso in eui ¢ sia pari. - Preso un qua-
lunque k-arco K di S84, nell’ipotesi in cui g sia pari e k > 3, consideriamo
in relazione ad esso Dlinviluppo I' di cui al teor. I del n. 12, e distin-
guiamo due alternative secondoch® I' contiene o non contiene come compo:
nente qualche fascio.

Nel primo caso, in base alla definizione di I', il centro O di un fascio
componente di [' non appartiene a K, ed ogni retta congiungente O ad un
punto 4 di K tocca K in 4, ossia non incontra K fuori di 4. Pertanto

K=KuUo
& un k'-arco, con & =k 4 1, sicch® K risulta incompleto.

Nel secondo caso, possiamo applicare a T' la duale della seconda parte
del teor. II del n. 6. Poiche, per definizione di I, le k¢ tangenti di K sono
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kt rette distinte di S; , definite ciascuna sul campo base ed appartenenti
a T, cosl nelle attuali ipotesi dev’essere:

kt < (t— )g + [£/2],
(@ — ¢+ 2 <t — g+ [¢/2):

Pertanto, se si suppone che sia
17 q >t —2t 4 [t/2]

la precedente relazione non sussiste, sicché — non potendo presentarsi la
seconda alternativa — dovrd allora necessariamente presentarsi la prima. Ne
consegue che attualmente K pud venire ampliato in un X'-arco K', con
¥ =k < 1, avente quindi in ogni punto ' =q¢ — %k 4+ 2=1¢—1 tangenti. Se
K’ non & un’ovale, ossia se ¢’ > 1 e £ > 2, la (17) implica la

g> 17— 2 +[#/2],

sicchd K’ sard a sua volta contenuto in qualche k"-arco, con k" =% + 1 =
=k 2; e cosi via. Ne risulta l’esistenza di (almeno} un’ovale K* con-
tenente K, oftenibile coll’aggregare a K un insieme di { punti O oppor-
tunamente scelti.

L’argomentazione precedente non esclude naturalmente la possibilitd che
vi siano altre ovali contenenti K. Ammessa tale possibilitd, sia P an punto
di un’ovale siffatta, che & lecito assumere non situato su K*. E chiaro allora
che nessuna corda di K pud passare per P, in quanto in caso contrario la
nuova ovale verrebbe ad avere tre punti distinti a comune con una tale
corda. Dunque ogni retfa congiungente P ad un punto 4 di K incontra K*
in un punto ulferiore (n. 9), il quale — non potendo stare in K — & neces-
sariamente un punto O di K* ma non di K. Poich® punti 4 diversi vengono
in questa guisa a determinare punti O distinti, cosi il numero k=¢q — ¢ 4 2
dei primi non pud superare quello f dei secondi, e si ha pertanto

(18) g<2%—2.

Il confronto delle (17), (18) mostra che nelle ipotesi attuali deve risultare
t=¢=2, e quindi ¥ = 2.

Abbiamo cosi stabilito il seguente teorema.

Se q é pari e, supposto che valga la (17) con t> 0 intero, se si pone
k=gq—1t42, allora ogni k-arco di S, é contenuto in un’'ovale, e risulta
dunque incompleto se t>0. L'ovale suddetta rimane univocamente
definila dal k-arco, con wuna sola eccezione mel caso banale in cui $i abbia
k=t=q=2.

Per i =1, 2, 3, 4, la (17) fornisce ordinatamente le limitazioni:

g>—1, qg>1, g>4 g>10.

ossia
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Le prime due di queste non pongono alcuna restrizione per il numero g, che
& — come sappiamo — della forma ¢ =2" con h>1; le altre due lasciano
soltanto fuori rispettivamente i casi ¢=2,4 e ¢ =2, 4, 8, che si trattano
agevolmente in modo diretto. Come corollario del precedente teorema, vediamo
cosi che:

Se q é pari e t =1, 2, 3, 4, ove si eccettui soltanto il caso in cui q =38,
t=4, ogni (Q—1t-+42), risulta incompleto, in quanto appartiene neces-
sariamente ad un'ovale, la quale risulla do esso determinala univocamente
tranne se ¢ =2 e £t =2 oppure ¢q =2, 4 e {t =3, 4.

Il suddetto caso di eccezione ¢=8, =4 & gid stato approfondito in
SEGRE [7], con Dleffettiva determinazione di 6; completi.

14. Sulla completezza dei %, nel caso in cui ¢ sia dispari. - Preso un
qualunque k-arco K di S 4, nell’ipotesi in cui ¢ sia dispari e k (che allora
& < g+ 1) sia > 3, consideriamo in relazione a K !inviluppo A di cui al
teor. II del n. 12, Questo contiene una parte A’ priva di componenti multi.
ple (la quale non pud mancare e pud anche essere riducibile) ed un’even-
tuale parte A” da contarsi due volte; dette rispettivamente # e #' le classi
di &', A", si ha dunque

2t =14 2, t' >0, >0,
eppertanto
=2, ove 1 £ =¢—1"KL

Dalle proprieta di A enunciate nel teor. IT del n. 12, segue che A’ non pud
contenere come componente nessun fascio col centro su K; e che ciascuna
delle ¢ = 2¢, tangenti di A’ uscenti da un qualunque punto 4 di K appar-
tiene necessariamente al campo base di Sy 4, tali 24, tangenti essendo certe
t, distinte frale f rette che toccano K in A, contate ciascuna due volte,

Distinguiamo due alternative, senonch® f, =1 o 4> 2.

Se £, = 1, 'inviluppo A’ risulta di 2% classe. Tale inviluppo & poi
di certo irriducibile, poich® altrimenti esso avrebbe una retta doppia
sulla quale dovrebbero stare tutti i punti 4 del k-arco K, contrariamente al-
Pipotesi k> 3. Sia dunque C, la conica-luogo (irriducibile) inviluppata da
A'. Le due tangenti a C, condotte da un qualunque punto 4 di K coincidono
fra loro; sicch® attualmente A sta su C,, eppertanto C, contiene K
per intero.

Se #, > 2, possiamo applicare a A’, in relazione ai fasci di centri i %
punti 4 di K, le considerazioni duali di quelle svolte alla fine del n. 7.
Otteniamo cosl la limitazione

Eh(t — 1) < 26(26 — 2)(24 — 3)(24 + 3),
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ossia, sopprimendo dai due membri il fattore positive #(f, — 1) e ricordando
che k=qg—1{+42, la:
g < 166; + t — 38.

Poiché — come #’e visto — risulta £> ¢, cosl nell’ipotesi che si abbia
(19) q =168 4 ¢ — 37

la precedente limitazione non pud sussistere; allora dunque non pud presen.
tarsi la seconda alternativa, e si presenta di conseguenza la prima, implicante
che sia K C C,.

Avuto rignardo a cid che due distinte coniche irriducibili non possono
avere pitt di quattro punti a comune, menfre poi un 4; sta su di una sola
conica irriducibile di S; s, abbiamo in conclusione che:

Se q ¢ dispart e, supposto che valga la (19) con t>1, se si definisce k
assumendo k=q—1t+ 2, allora ogni k-arco di Sy, é confenuto in una
conica drriducibile, da esso univocamente definita, e risulta dunque incom-
pleto se t>1.

Va rilevato che, nel caso £ =1, la (19) si riduce a q > — 20, e non pone
quindi nessuna condizione per il numero (positivoj ¢q. Il teorema precedente
viene cosl ad includere il risultato secondo eui, nel caso di g dispari, ogni
ovale di Ss,4 consiste dei punti di una conica srriducibile; risultato questo di
cui gid & stato detto (n. 9), il quale era stato ottenuto avanti con un metodo
pit diretto di tutt’altro tipo. Tale metodo fu gid applicato anche nello studio
del caso { = 2 [SEGRE, D], ma diventa rapidamente assai macchinoso al cre-
scere di £. B probabile tuttavia che, mediante esso o eventualmente per altre
vie, si possa giungere a stabilire il teorema enunciato nel precedente capo-
verso softo condizioni meno onerose della (19) (e lo stesso pud dirsi per il
teorema del n. 13, in relazione alla (17})). Cosl accade il fatfo per { = 2, nella
quale ipotesi la condizione espressa dalla {19) — che in virtd di essa diventa
g =29 — pud venire completamente omesssa nell’enunciato di quel teorema,
dimostrandosi [SEGRE, 5] che:

Se q é dispari, ogni g-arco di S, appartiene ad una conica (ed é quindi
incompleto).

Qualche condizione risulta perd necessaria se {>2, come ad esempio si
trae dall’esistenza di 6,, 6,, 7,, 8, completi, di cui al numero successivo.

Allo scopo di determinare — per convenienti valori di k e ¢ — dei k,
completi (con g dispari) che non siano coniche, premettinmo un certo namero
di osservazioni — presumihilmente note — relative alle coniche sopra un qua-
lunque campo (finito od infinito) di caratteristica diversa da
due.

1) Per un punto O situato nel piuno di una conica I' {irriducibile), ma
non giacente sau I', si conducano due rette seganti I' in punti 4, B e C, D
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distinti. Il punto O risulta esterno a T se, e soltanio se, il birapporto (ABCD)
¢ il quadrato di un elemento del campo base.

Per dimostrarlo, introduciamo su- I' una coordinata proiettiva, {, che nei
punti 4, B, C, D assuma rispettivamente i valori a, b, 0, co. Allora si ha
(ABCD) = a/b. Inoltre I’ involuzione determinata sopra I dalle coppie 4B e
CD ha 1 equazione #' = ab: essa & quindi iperbolica, ossia il punto O risulta
esterno a I', nel caso e nel caso soltanto in cui ab (¢ quindi pure a/b) sia
un quadrato, onde I’ asserto.

2) Siano f(x) una forma quadratica ternaria di disecriminante A =0,
ed Ala) un punto che non stia sulla conica flo) = 0. Allora il punto A risulta
eslerno a questa conica se, e soltanio se, — Af{a) é un gquadraio.

La proprietd si dimostra subito, dopo aver rilevato ch’essa & invariante
di fronte ai cambiamenti di coordinate, con 1’assumere 4 come punto (0,0, 1)
e la polare di 4 come retta x; = 0.

3) Suppongasi ora che il -campo base contenga dei non quadrali, e che
il prodotto di due wnon quadrati sio sempre un quadrato. Queste condizioni
sono ad es. soddisfatte per il campo reale e per ogni campo finito di carat-
teristica 4= 2. Mostreremo che, nelle ipotesi suddette, se 4, B, C sono tre
punti distinti di una conica I' ed # denota una qualunque retta del piano
di I' non passante per nessuno di essi,

i tre punti segati su v dai lati del triangolo ABC risultano tutti esterni,
oppure due interni ed uno esferno rispetio o I.

‘Si pud ridurre 1’equazione di I' alla forma w,xs 4 @s%; -+ @, = 0 assu-
mendo 4, B, C come punti fondamentali delle coordinate e disponendo con-
venientemente del punto unitd. Detta a2, + a0, + asx, = 0 1 equazione di
r {ove @,0,a;0), le intersezioni di questa retta coi lati del triangolo ABC
sono i punti (0, az, — ay), {—as, 0, a,), (@2, — @y, 0). In virtit di 2j, le con-
dizioni affinché essi siano esterni a T si traducono ordinatamente in cid che
i numeri a,m,, as00,, 0.0, siano dei quadrati; poich® in ogni caso, il prodotto
di questi tre nomeri risulta un quadrato, ne consegue 1 impossibilith che
nessuna od esattamente due di quelle condizioni siano soddisfatte, onde l'as-
gerto.,

4} Da 1)-3) i deduce poi senz’ altro che:

Se il campo base soddisfa alle condizioni enunciate in 3), due punii A, B
distinti di una conica I' la spezzano in due <archi» aventi a comune solianto
gli <estremi» A e B, ove si convenga che due punti C, D di ' — distinti fra
loro e da A4, B — stiano o no sullo stesso arco a seconda che il birapporio
(ABCD) é o no un quadralo, ossia secondoché il punto O segato da CD su AB
risulta esterno od inferno rispetto a T.

5) Detto [" uno qualunque dei due archi test® considerati, pongasi

M =1IuUeP,
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ove P denoti il polo di 4B rispetto a I'. Dimostreremo che:

Se —1 non ¢ il quadrato di un elemento del campo base, le corde di I'*
riempiono interawmente il piano di I.

Occorre provare che per ogni punto O di questo piano passa qualche
corda di I% Cid & intanto evidente se O giace su una delle rette PA,
PB condotte da P a toccare I. Potremo quindi supporre che la PO non sia
una di tali rette, e ciod risulfi secante od esterna rispetto a [.

Nel primo caso, le intersezioni C, D di I' e PO si corrispondono nell’in-
voluzione su I' di polo P, la quale ammette 4 e B quali punti doppi, onde
risulta (ABCD) = — 1. Tenuto conto di 4) e dell’ipotesi che —1 non sia un
quadrato, ne discende che uno (ed uno solo) dei punti C, D appartiene a I,
sicché la retta OP & atinalmente corda di I*

Nel secondo caso, denotiamo eon 4', B’ le intersezioni di I' ed 04, OB,
rispettivamente residue ad 4, B, e con M l'intersezione di 4B, A'B’. 1 punti
M ed O, quali punti diagonali del quadrangolo 4BA'B’ inscritto in I, risul-
tano coniugati rispetto a I'. Ma anche M e P sono coniugati rispetfo a I, in
quanto M sta sulla polare AB di P rispetto a I. Ne consegue che OP & la
polare di M; e poiché ora si suppone OP esterna rispetto a I', se ne inferisce
che il punto M risulta interno a I. In virti di 4), da qui si trae che uno
(ed uno solo) dei punti 4’, B’ appartiene a I', sicché una delle rette 04,
OB & corda di TI*

La proposizione dianzi enunciata rimane cosi stabilita.

Rileviamo che, nel caso particolare in cui il campo base sia d’ordine g
finito, la condizione che —1 non sia un quadrato si traduce in ¢id che
risulti

g=3 (mod 4).

In tale ipotesi ¢ & dispari, e la proposizione suddetta offre senz’altro un modo
di costruire dei (g + 5)/2 -archi completi; quest’ultimo risultato collima con
quello precedentemente ottenuto al riguardo da LoMBARDO-RADICE [1].

15. T ks, completi per i primi valori di q. -~ Dato ¢, i risultati del n. 11
e quelli dei nn. 13, 14 pongono per %k delle limitazioni — rispettivamente
inferiori e superiori — necessarie per l'esistenza di %k, completi che
non siano ovali. Le limitazioni suddette verranno indicate brevemente come
condizioni aritmetiche, in quanto non & detto — e di fatto non & sempre vero —
ch’esse siano sufficienti per 1'effettiva esistenza di k, completi. Allo
scopo di stabilire tale esistenza, dovranno venire escogitate opportune consi-
derazioni analilico-geomelriche di carattere costruttivo, le quali risulteranno
generalmente assai diverse da caso a caso. Nel presente numero ci propo-
niamo di dare vari esempi in proposito, relativi ai pift piccoli valori di q.

Le condizioni aritmetiche attinenti ai valori di ¢ che soddisfano alla
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limitazione ¢ < 13, danno come soli valori possibili per %k quelli specificati
nella seguente tabella:

q=17 k=6; q=8, k=86; q

g=11, 7<k<10; g=13, 7

/A

6 <k«8;
1

3]

=9,
<k<g12.
Qui mostreremo che:

Menlre esistono di fatto dei 6,, 65, 65, 75, 8, 81 completi, non
esiste invece messumn Ty complelo.

Un esempio interessante, abbastanza generale, & stato dato da L. LoM-
BARDO-RADICE (1] (cfr. anche la fine del n. 14), il quale ha dimostrato che:

In ogni S, 4 per il quale q = 3 (mod 4), esistono dei (q + B)/2-archi completi.

Questa proposizione importa fra I’ altro 1’ esistenza di 67-archi e di 8;;-archi
completi, I1 primo di tali rismltati era gid stato acquisito algebricamente
da SEGRE [, p. 378] e fu poi riottenuto da LUNELLI e Scr [1] con I'uso di
una caleolatrice elettronica. Esso pud venir stabilifo in forma pit completa
ed in modo del tutto elementare, mostrando che:

Ogni H-arco di Sg7 appartiene semmpre ad esattamente quatiro diversi 6q
completi (nessuno dei quali risulla simmetrico), onde i 6-archi completi di un
Sa,7 sono in numero di 25 . 7% . 57,

Invero, i cinque punti di un dato 5; stanno su di una ed una sola conica,
Ja quale contiene 7 41— 5 = 3 punti ulteriori, nessuno dei guali pubd giacere
su di'una corda del 5;. D’altronde, ogni corda del 5; contiene due punti di
questo e tre punti (intersezioni coi lati del friangolo determinato dai rima-
nenti tre punti del 5;) situati ciascuno su due corde, onde ognuno dei
7+ 1— (24 3) =3 suoi punti restanti sta su quella sola corda. Notiamo in.
fine che, mentre i punti di S 7 sono in numero di 14 7 4 72 =57, quelli
dei vari tipi dianzi menzionati sono complessivamente in numero di

54+3410.3:2410.3 =53,

sicch® ne rimangono 57 —53 = 4. K ora chiaro che, aggregando uno qualunque
di questi guattro punti al 57, si ottiene un .6; che non sta su di una conica,
ed & quindi completo (in quanto, in virth del n. 14, un eventuale 7; conte-
nente il 6; dovrebbe stare su di una conica); come pure, viceversa, ogni 67
completo contenente il dato 57 & ottenibile da questo nel modo indicato. Il
numero totale dei 6-archi completi di 8,7 ne discende allora facilmente; e
si ha poi subito che nessuno di essi & simmetrico (nel senso del n. 10), in
quanto per essi le (7), (8), (9) forniscono ¢; = 18, ¢o = 27, ¢3 =6, e le 2ic; non
risultano divisibili per k(k — 1) = 30.

Poicheé, come si & detto nel n. 13, I’ esistenza di 63 completi trovasi gia
gtabilita in SEGRE [7], cosi ci resta soltanto pitt da dimostrare che vi sono
dei 6y, 79, 8 completi, e che non v’ & aleun 7,5 completo. Giungeremo successi-
vamente a fali risultati poggiando sul n. 10 e rammentando che, affinché un
k-arco sia completo, occorre e basta che esso abbia ¢ = 0.

Annali di Matematica 7
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Studio dei 6-archi completi di S;9. — Se esiste un 6, com-
pleto, per esso {con le notazioni del n. 10) risulta ¢ =9, k=6, I =3, ¢, =0,
onde il sistema formato dalle (7), (8), (13) fornisce:

€ = 60, Cy = 15, Cg = IO-

Notiamo ora che nessuna corda di 6, pud contenere pilt di due punti esterni
a 6, d’indice 3; ed invero, se la retta congiungente due punti di 6, contenesse
tre punti siffatti, questi (per la definizione di indice) risulterebbero punti
diagonali del quadrangolo determinato dai quaftro rimanenti punti di 6,: vi
sarebbe quindi un quadrangolo coi tre punti diagonali allineati, onde (ved.
p. es. SEGRE [2], n. 103} la caratteristica del campo base di Sz varrebbe 2,
mentre invece essa & attualmente uguale a 8. Si ha pertanto;

a5 < 2 r=1, 2., 15);
d’altra parte la (11) fornisce:

15
Z d; =3¢ = 30,
rom=i

sicch® dev’ essere necessariamente
d; =2 (r=1, 2,.., 15),
ossia
Ciascuna delle 15 corde di 6, risulta relta diogonale del gquadrangolo
delerminato dai quattro punti di 6, che non stanno su di essa.
Tenuto conto dell’ultima equazione, dalle (10j, (12) si ricava poi che
dev’ essere:
d; = 4, dy =2 (r=1, 2,..., 1b).

{l

Osserviamo inoltre che, viceversa, un 6, godente della proprietd testdé enun-
ciata ammette per le d proprio i valori dianzi specificati; ma allora le (11)
forniscono per ¢,, ¢, ¢; i valori sopraindicati, onde la (7) mostra che dev’es-
sere ¢, = 0, sicché il 6, risulta completo e simmetrico (n 10).

Proveremo da ultimo che:

Ogni 4-arco di S, appartiene a sei diversi 6, compleli, talché un S» o
contiene esatimmente 2°+3° .7 .13 6-archi completi, e duz qualsiansi di questi
risullano fra loro omografici in 60 modi diversi.

Detto P, P, P, P, un qualunque 4-arco di Spg, possiamo assumere
P, P, P; quali punti fondamentali e P, come punto unitdh di un sistema di
coordinate proiettive omogenee (x;, ®., %) in Sz 9. Le « risultano cosi variabili
in un campo di GALoiS d’ordine 9, e possono quindi esprimersi nella forma

r=m+in,

dove m, » sono interi ridotti mod 3 ed ¢ soddisfa alla = —1.
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Denotiamo poi eon P;, P, i rimanenti due punti di un 6, completo, supposto
esistente, che contenga i quattro punti P, P, P; P,.

La retta P;P, deve allora coincidere con una delle tre rette diagonali
del quadrangolo determinato da questi ultimi, ad esempio — per fissare le
idee — con la reita

Ty =%z + Tz

congiungente i punti diagonali (P.P,, P.P,) e (PP, P,P,). I punti P; e P,
apparterranno quindi a tale retta, e saranno distinti da quei due, i quali
hanno le coordinate (1, 1, 0) e (1, 0, 1), e dai punti (—1, 1, 1) e (0,— 1, 1)
ov’ essa inconfra le rette P,P, e P,P,; in altri termini, le coordinate di P; e P,

saranno del tipo
P14+ a, a, 1), P14+ b, b, 1),

ove a e b denotano due elementi, della forma m 4 én suddetta, distinti fra
loro eda 0, +1e — L.

Esprimiamo ora che la retta PyP, (di equazione @, = &;) & una diagonale
del quadrangolo P,P,P,P;. Poiché su essa si tagliano gid per costruzione
PP, e P;P;, dovranno o P,P; e P,P, oppure P,P, e P,P, formar fascio con
quella; e potremo sempre ridurei alla prima alternativa, con 1 eventuale
scambio di P; e P, il che si traduce nella condizione

Esprimiamo poscia che la retta P,P, & una diagonale del quadrangolo
P,P;P;P,, ossia che su essa si tagliano P,P; e P,P,, oppure PIPE,‘ e P,P;.
La prima alternativa equivale alla b = a(l + b), che — unita alla precedente —

porta alle @ = —1, b=1, le quali perd vanno escluse in base a quanto

sopra. Rimane dunque soltanto la seconda alternativa; questa si traduce

nella condizione @ = b(1 4+ a), che — in forza della precedente — fornisce
a0 =—134 b=1:=2x4.

Abbiamo cosi due possibili scelte per Py, P, in corrispondenza ad ognuna
delle tre diagonali del quadrangolo P,P,P;P,, e ne otteniamo quindi sei in
tutto; si verifica poi, come ora accenneremo, che ciascuna di esse porta di
fatto ad un 6, completo. All'uopo, con riferimento ad una qualunque delle due
scelte dianzi specificate, non v'& che da constatare 1’ulteriore concorrenza
delle seguenti terne di rette

(PP, P.Ps, PPy, (P.P., P,Ps, P;Ps), (P,Py, P.Ps, P,P,),
(PoPs, PyPs, PPy,  (P.Py, PyPs, P,P), (P.Ps, P,P;, P,Py),

e da osservare che, conseguentemente, P,P,P,P,P,P; gode della suddetta
proprietd caratteristica dei 6, completi.
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In base alla determinazione canonica testd ottenuta per le coordinate
dei sei punti P, si ha senz altro che i vari 6, completi risultano fra loro a
due a due omografici. Pilt precisamente, da cid che precede risulta che
vi sono 4 diverse omografie trasformanti due 6, completi I’uno nell’ altro, in
modo che una data quaterna di punti dell’uno si muti in una quaterna di

punti dell’altro comunque assegnata; e poich® un 6, contiene (2) = 15 quaterne

di punti, cosl il numero delle omografie trasformanti due 6, completi I’uno
nell’altro & dato da 4-15 = 60. In particolare:

I sei punti di un 6, completo vengono mutati in sé da un gruppo di
60 sostituzioni, subordinate da wun gruppo di altretiante omografie che trasfor-
wmano il 6, in sé,

Poiché le omografie tra due Sy9 sono in numero di 2°.3°.5.7.13 (efr.
ad es. SEGRE [2, n. 161]}, cosi il numero complessivo dei 6, completi di
un Sy 9 si oftiene dal precedente dividendolo per 60, e vale quindi 2°.3°.7 . 13.

Sui 7, ed 8 completi. — Passiamo ad occuparci anzitutto dei 7,
completi. Per essi, con le notazioni del n. 10, si oftiene

Gy — 0, Oy == 21, Cyp == 4:2, Cg = 21 )

ma si possono avere a priori diverse determinazioni per le dj, a seconda del
tipo di 7,. Qui ci limiteremo a quei 7, — di cui dimostreremo I’ esistenza —
che sono simmetrici nel senso del n. 10, per i quali ciod le di hanno
valori d; indipendenti da ». Per un siffatto 7,, supposto esistente, le (11)
senz’ altro forniscono

d]_:l, d2:4, d3:3;

e questi valori delle d vengono intanfo a soddisfare alle (10), (12). Da qui,
con argomentazioni analoghe a quelle dianzi svolte per i 6, completi, si trae che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un T-arco di Sy o risulti un 7,
completo simmetrico, & che ognuna delle 21 corde del T-arco contenga esatta-
mente tre punti diagonali del pentagono determinato dai punti del T~arco che
non stanno su di essa.

Ne discende anche che, omettendo un punto di un 7, completo simme-
trico, si ottiene un 6-arco rispetto al quale esattamente tre punti del piano
hanno indice 3. Riferiamoci ora ad un 8¢ in cui si siano introdotte coordinate
omogenee (X;, ¥, ¥s), colle © = m + én del tipo suddetto, e su esso conside-
riamo il 6-arco determinato dai punti:

4, 0,1, 1), 4:.(1,0, 1, 45 (0, —1, 1),
4, 6,0, 1), As (1, —1L, 1), A, (G 1, 1)
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E subito visto che i punti 4 non stanno su di una comnica, e che il 6-arco
da essi costituito ammette tre punti d’indice tre, dati dai punti:

M (0: L, 0); N (1: O’ O): p (1 +i7 —i) 1);

pitt precisamente, le seguenti terne constano di punti fra loro allineati:

MA4,4,, MA4,4,, MAA4,,
.NA;_AG ¥ NAzA; 3 NAaAs 3
P4.4,, P4 A4,, PAA,.

Ne consegue che le 15 corde di quel 6-arco contengono complessivamente
soltanto 84 dei 91 punti di Sz 9. Dei rimanenti sette punti, uno, e precisamente

Af—1—14, i, 1),
cade fuori dei lati del triangolo MNP (i quali non contengono nessun

punto 4), mentre gli altri sei punti si distribuiscono a coppie sui tre lati di
quel triangolo nel modo seguente:

M (—1i, —14, 1), M (—1, —i, 1) sa NP,
N(t+4 —1—4,1), N'(1+4+41—34 1) su MP,
P (1414 —1,0), P'"(1+34 1, 0) su MN;

e si verifica inoltre che le rette congiungenti 4, coi punti M’', M", N', N,
P’, P" passano ordinatamente per i punti 4;, 4., 4,, 4., 4,, 4;. Vediamo
cosl che:

Se al suddelto 6-arco A,A,A:4,4;4, si aggrega il punio A,, si oftiene
un 7, complelo; e si constata poi, ricorrendo al precedente criferio, che tale 7,
risulta simmetrico. Aggregando invece a quel 6-arco una qualunque delle coppie
M'M", N'N", P'P"si ottiene un 8-arco; un siffatio 8, risulta completo, poiché
altrimenti esso apparierrebbe ad una cowica (n. I14), menire invece il 6-arco
indziale non giace sopra nessuna conica.

Inesistenza di 7, completi. - Supponiamo, per assurdo, che
in un Sp 13 esista qualche 7-arco completo. Per un siffatto 7,5 8i ha ¢ = 13,
E=17,1=3, ¢, =0, onde il sistema formato dalle (7}, (8}, (18) porge

61 = 129, 02 = 18, Cg == 29.

Conseguentemente la (11) fornisce

2
2 di = 3¢, = 87 >4.21,

r=1
sicché per almeno una corda r di 7,, dev’ essere

ds > 4;
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e per un tale r ha poi necessariamente da essere d3 = b, dovendo risultare
ds + 2d5 = 10 in base alla (12). Pertanto, sopprimendo dal dato 7,, i due
punti che stanno sulla retta r si ottiene un b-arco, il quale ha precisanente 5 dei
suoi 15 punti diagonali giacenti su quella refia; e sia 4,4,4,4.4; un siffatto
H-arco. I 10 lati di questo tagliano » complessivamente soltanto in D punti
distinti; ne consegue che ciascuno dei b quadrangoli aventi per vertici quattro
di quei punti 4 deve avere almeno un punto diagonale sulla # {altrimenti i suoi
lati incontrerebbero r in 6 punti distinti), ed ha quindi esattamente un punto
diagonale su r, in quanto su r vi sono in tutfo solawmente b punti diagonali.

Cid premesso, introduciamo in S, 13 come segue un sistema di coordinate
proiettive non omogenee (r, y), date da interi ridotti mod 13. Assumiamo:
r quale asse ®, il punto diagonale O del quadrangolo 4,4,4;4, situato su
r quale punto improprio di tale asse, la retta diagonale del quadrangolo
opposta ad O quale asse y, in modo che uno dei suoi punti diagonali risulti
il punto improprio di tale asse, infine il punto 4, quale punto unitd. In tale
riferimento, e detto 4, 'ulteriore vertice di quel quadrangolo sitnato sul
lato 4,0, le coordinate dei punti 4 sono allora necessariamente della forma:

4, (1’ 1); 4, (_' 1) 1)3 AS(I’ a’)a 4, (_ 1} a’); A, (67 0),
con a, b, ¢ (interi mod 13) soggetti alle condizioni:
a=(0, 1), b (1, —1), ¢+ 10, 1, a),

per ovvi motivi geometrici.

I cinque punti diagonali sitnati su r risultano cosi il punto improprio O
dell’asse x, ed inoltre i punti M, N, P, @ ordinatamente segati su tale asse
dalle rette A, A4,, 4,4,, A.4,, A.4,, dati pertanto da:

M1, 0, N(—1 0 P(“+1 0), Q(H‘“,O),

a—1’ 1—a

Questi quattro punti, a prescindere dall’ordine, debbono coincidere — per
cid che precede — con quelli segati sullasse. « dalle rette A4,4,, 4.4,
AAs, 4.4s. Oon facile discussione, e tenuto conto delle anzidette disugua-
glianze, si vede che — affinché cid accada — occorre che « soddisfi (mod 13)
ad una delle seguenti equazioni:

a*+a—1=90 oF—a—1=0,

Siccome perd né l'una né laltra delle corrispondenti congruenze mod 13
ammette soluzioni, ne consegue che:

In 8,13 non esiste nessun T-arco completo,
sebbene le condizioni aritmetiche (di cui ai nn. 10, 11, 14) per 1’ esistenza di
an siffatto 7, risultino soddisfatte.
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16. Proprietd dei %k, di carattere asintotico, e miglioramento di alcuni
dei precedenti risultati. - I teoremi del n. 13 e quelli del n. 14 — anche
se conseguiti per vie un po’ differenti — hanno uno spiccato carattere comune,
messo in evidenza dal seguente enunciato, in cui rientrano gli aspetti quali-
tativi sia degli uni che degli altri:

Dato un qualunque intero a = 0, esiste un A = A(a) tale che, se

qz4 e kzq—a,

ogni k-arco di Sp 4 sia contenufo in un’ovale (definita da esso univocamente),
e quindi risulti incompleto se non é gia esso stesso un’ ovale.

Si ha cosl un notevole esempio di proprietdh di geometria asin-
totica, relativa ciod a spazi S 4 di GALols di ordine ¢ sufficientemente
grande. Ricerche sistematiche secondo un siffatto indirizzo asinfotico potreb-
bero presentare grande interesse in sé, ed anche in vista di eventuali appli-
cazioni geometriche (alla teoria degli spinori, ecc.) e fisiche. Qui perd eci
limiteremo ad alcune considerazioni complementari sull’ osservazione precedente,
riserbandoci di aggiungere poi (n. 25) qualche altro esempio negli spaai
superiori.

Va anzitutto rilevata una profonda divergenza che si presenta fra il caso
incuigsia dispari e quelloin cui ¢ sia pari: mentre infatti un’ovale &
nel primo caso un ente algebrico cosl semplice come una conica {n. 14}, la situa
zione risulta completamente diversa al riguardo nel secondo caso (nm. 9).
Conviene dunque separare nel precedente enunciato le due possibilita. ed
introdurre in luogo di 4(e) due diverse funzioni Afa), 4"a), relative
rispettivamente al caso in cui ¢ sia dispari ed a quello in cui ¢ sia pari.
Possiamo allora definire fali funzioni univocamenle, imponendo. loro la condi
zione di rappresentare il pil piccolo intero positivo per il quale quel-
P’enunciato sussista.

Notiamo ora che i teoremi dei un. 13, 14 danno per le suddette funzioni
A'(a) ed A"|a) le seguenti limitazioni superiori:

A'la) < 16a* + 6ba 4 28,
A"a) < a® + 20 4 [a/2] — 2.

Cid suggerisce tutta una serie di problemi importanti ma difficili (parzial-
mente gia adombrati dopo il primo enunciato del n. 14), relativi alla deter-
minazione esatta di 4'(a) ed 4"{a} per particolari valori di @, al miglioramente
delle suddetfe limitazioni per opportune classi di valori di a, ed infine alla
ricerca di limitazioni inferiori.

Anche di tali questioni qui non intendiamo occuparci diffusamente. Osser-
viamo soltanfo che, in virtd dei nn. 13, 14, risulta:

A0)=1, A0 =4A"1)=1 4" =09
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In base a cid che precede, e poich® g & della forma p", si ha inoltre:
A1) < 108, 4"38) < 17;

e questi risultati possono venire migliorati o meno, ossia in essi non vale o
vale il segno di uguaglianza, secondoch® non esistono od esistono 106, e
13, completi.

Rileviamo infine che I’esistenza di 6; e di 8 completi (n. 15) equivale
rigpettivamente alle limifazioni inferiori 4(1) =8, 4'(1) > 10; queste vengono
a loro volta migliorate dalla

A1) > 14,

conseguenza del fatto — provato da LuneLLi e Sog [1] con I'uso di una
calcolatrice elettronica — che esistono dei 10, e dei 12,; completi. Un’altra
limitazione inferiore si deduce dal risultato di LoMBARDO-RADICE richiamato
pel n. 15 e qui ottenuto nel n. 14; da questo segue infatti subito che &

A2 —1) > dr + 4,

per ogni infero positivo r tale che 4r 4 3 sia una potenza di un numero primo.

§ IV. - K~-ARCHI E K-CALOTTE SPAZIALI E IPERSPAZIALL

17. Ulteriori nozioni sui %-insiemi. - Le considerazioni dal n. 8, con-
cernenti la classificazione degli insiemi di punti di un piano di GALOIS e
lo studio di certe categorie di k-insiemi, potrebbero venire estese agli spazi
superiori in varie direzioni: qui non ci occuperemo sistematicamente di cio,
ma qualche esempio in proposito verrd dato poi nel n. 20,

Una categoria importante di insiemi, alla quale essenzialmente limiteremo
il nostro studio, & data dagli insiemi K; 4, cosi denotando gli insiemi di K
punti di un S, 4 tali che s 1 — ma non s+ 2 — qunalsiansi dei loro punti
risultino sempre linearmente indipendenti (2<s< 7); particolare
rilievo hanno fra quelli gli insiemi per cui, r essendo > 3, il carattere s assume
uno dei valori estremi s =7 od s = 2; siffatti K-insiemi verranno rispettiva-
mente chiamati K-archi (sghembi) e K-calolte, e saranno denotati pilt sem-
plicemente con K, 4 e con K;ﬁq {(qui, a differenza che nel § III, usiamo la
lettera K in luogo della %k onde rammentare che attualmente si suppone
r > 3). Un K} , che non sia contenuto in nessun (K -+ 1);,4 verrd poi detto
completo; mentre lo si dira invece incompleto qualora esista qualche (K - 1), 4

che lo conienga.
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Per dati r, g, s, soddisfacenti alle limitazioni 2 <s <, i numeri K per
i quali esista di fatto qualche Kj, ammettono un massimo, M, che
deneteremo piu specificatamente con [M], 4; riserberemo inoltre la notazione

»q ad indicare quei K, — manifestamente completi — per i quali K
raggiunge il suo massimo M. Di speciale importanza godono, fra questi, gli
M; . per i quali s assume 'uno o laltro dei valori estremi r o 2: essi
verranno rispettivamente chiamati le ovali (sghembe) e gli ovaloidi di S, 4, e
saranno denotati pitt semplicemente con M, , e con M, ,, mentre [M],4 ©
[M}), ne designerd 1’ordine.

Cid che precede suggerisce senz’altro tutto un complesso di problemi
concernenti la completezza dei K4, fra i quali vanno segnalati
quelli relativi alla costruzione degli M, , — in particolare di ovali
ed ovaloidi — ed alla defterminazione dei caratteri M, od
almeno di limitazioni superiori ed inferiori a cui questi debbano soddisfare.
Si tratta in genere di problemi piuttosto ardui, di taluno dei quali avremo
ad occuparci nel seguito. Hssi ammettono diverse estensioni, che perd
di solito offrono un grado di difficolth minore, onde — per brevith — di esse
qui non tratteremo. Ci limiteremo soltanto, al rignardo, a segnalare lo studio
degli insiemi K}’ (che gia compaiono nella letteratura [cfr. SEGRE, 11] per
8 = 2, mentre essi poi si riducono ai K3 4, per ¢ = 0), definibili come quegli
insiemi di K punti di S, , tali che, se posseggono s+ 1 punti fra loro dipen-
denti, vengono di conseguenza a contenere tutto uno spazio lineare di dimen-
sione > 1 congiungente due o pint di tali punti, in guisa inoltre che ¢ risulti
la massima dimensione degli spazi lineari appartenenti all’insieme.

18. I K-archi di S, , - Dalla definizione generale di K-arco {data nel
numero precedente) segue subito che:

Per ogni intero h tale che 1< h<r — 2, h punti distinti qualsivogliono
di un K-arco sghembo di S, 4 risultano sempre linearmenle indipendenti, ossia
sono congiunti do un S,_,. La proiezione dei rimanenii K' = K —h punti
del K-arco, do questo S,_; sopra un S,_, di S, , sghembo con Sy_,, é sempre
a sua volta un K'y_p 4.

Se K>r — 2, si pud in particolare assumere in cid che precede h =r—2,
ossia r —h =2, K' = K—r - 2. Dal dato K, , si viene cosl a ricavare per
proiezione, ed anzi in guise diverse, un (K —r - 2), piano; ma questo esige
(n. 9) che si abbia

K—r+2<gqg+2 se q & pari,
K—r+2<gqg41 se ¢ & dispari.

Pertanto:
Per ogni K, 4 risulta K<q+r se q é pari e K< q-r se q ¢ dispari,
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talché sussistono sempre le limilazioni
Mlyg<g+r seqépari e (M} ,<q-r seq é dispari.

Nulla pitt di ¢id & noto finora nel caso pari. I risultati precedenti sono
invece gia stati migliorati nel caso dispari, essendosi dimostrato [SEGRE, B] che:

Se q & dispari ed inoltre ¢ >r + 1 25, risulla [M}, (< q -+ r — 3. Sussi-
ste poi I'uguaglianza (M), q=gq + 1 se, ¢ essendo dispari e >r 41, si ha
r=2 3,4; per r=23, e quindi M=q -+ 1, un (g -+ 1)s,4 é sempre dato dai
punti di una cubica sghemba.

Un’ampia generalizzazione viene ora offerta dal seguente teorema, avente
carattere asintotico, ma che — volendo — potrebbe venire agevolmente for-
mulato in modo piit circostanziato.

Fissati comunque gli interi r >3 e c§0, se si assume ¢ dispari sufficien-
temente grande rispetto ad essi e K=¢q + 1 —o¢, ogni K-arco di S, , risulte
contenuto in una curva razionale normale di S, . Poiché i punti di questa
costituiscono un (q + 1), completo, deve quindi essere ¢ z0; si ha dungue:

(Mg =¢+1

per q dispari abbastanza grande rispetto ad r, nel qual caso le ovali sghembe
vengono cosi tutle ad identificarsi con le curve razionali normali.

Con le notazioni ed ipotesi specificate nel precedente enunciato, si con-
sideri un qualunque K-arco di S, 4. Poiché ¢ — per quanto supposto — )
grande rispetto ad r e ¢, possiamo senz’altra vestrizione ritenere K =743 e
scegliere, in un modo qualsiasi, r 43 punti Py, P,,..., Py distinti del dato K, 4.

In virtu del primo teorema del presente numero, se dallo spazio §,_3 con-
giungente wun’arbitraria (r-— 2)-pla di tali punti P si proiettano i rimanenti

k=K—(r—2=q—(c+r—3

punti di K, 4, su di un piano © sghembo con quell’S,_s, si ottiene un k, piano.
In forza del primo teorema del n. 16, basta dunque assumere q > Afc 4 r — 3},
per poterne inferire che questo %k, giace su di una coniea irriducibile; sicchd
il dato K,, 4 viene consegnentemente ad apparterere al cono proiettante tale
conica dall’ N,_s.

Ne risulta che K, , sta su ciascuno deg 1j(’*3) coni quadratici ottenibili
nel modo suddetto al variare della (r — 2) ~pla di punti P inizialmente con-
siderata, ed & quindi contenuto nell’ intersezione di tali coni. Ora [SEGRE, b, n. 4]
quest’intersezione non & altro chela curva C razionale normale di
S, 4 passante per i punti Py, P, .., P,i;, la quale — sul campo base di
S., — contiene esattamente ¢ + 1 punti (ad r 41 ad 4 1 indipendenti), ed
& quindi un (g + 1) 4. D'altro canto, un tale (g + 1), , & di faito completo,
in quanto la precedente argomentazione mostra che in ogni caso dev’essere
K< q+4 1. Allo stesso risultato si giunge osservando che, preso in §, 4 un
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qualunque punto P che non sfia sm C, per esso e per r — 1 punti scelti op-
portunamente su C passa un iperpiano, il quale — avendo gia » —1 punti a
comune con la curva C d’ordine r — sega C in un punto ulteriore; dunque
aggregando P ai punti di C non si oftiene mai un (¢ + 2), 4, il che dimosira
la completezza di quel (g 4 1), 4. Con cid tutte le affermazioni del precedente
enunciato rimangono giustificate.

19. Prime proprieta delle K-calotte. -~ Nella definizione delle K-calotte
Ky, di un S, 4, data nel n. 17, non escludiamo che K possa avere il valore
0 od il valore 1, nei quali casi rispettivamente K, , risulta I’insieme vuoto
o si riduce ad un solo punto. Da quella definizione segue allora subito che:

La sezione di una K-calotta 8,4 con un qualungue spazio subordinato
di S,,q & sempre ancora wna calotia (il cut ordine K' soddisfa maturalmente
olle limitazioni 0 < K’ < K).

Rispetto ad una K-calotta di S, 4, le rette di S, 4 si classificano in tre
tipi: corde, tangenti e retle esterne, a seconda del numero, rispettivameénte 2, 1
o 0, dei punti di K,,, giacenti su esse. Presa in S, , una qualsivoglia K},
(@’ordine K > 1), e detto P un suo punto arbitrario, fra le (¢" — 1)/(q — 1)
rette di S, 4 uscenti da P esattamente K — 1 sono corde, sicché la rimanenti
risultano tangenti (e cio® foccano K3 , in P). Abbiamo pertanto il

TeorEMA L. - Una qualunque K, , ammelle sempre in ogni suo punto lo
stesso numero
t=(¢"— Vg—1)—K+1

(non megativo) di tangenti.

Vedremo poi (nn. 21, 22) che, se r > 3, questo numero ¢ risulta di neces-
sith positivo, con una sola eccezione possibile per ¢ =2 e k= 2", nel
qual caso si ha manifestamente ¢ = 0. Ora dimostreremo il

TreoreMA L. - Data una K, arbitraria, per la quale si abbia r > 8, K = 2,
t>1, e presi due suoi punti P, P’ distinti qualsiansi, é possibile (eventual-
wmente in pitr modi diversi) di riferire biunivocamente le t tangenti in P alle
I tangenti in P' in guisa che tangenti omologhe risultino fra loro incidenii.

Denotiamo con I, Ly, ..., I, le rette che toccano K, in P: esse, per cid
che precede, sono necessariamente { rette distinte fra loro e dalla PP’. Presa
una qualunque di esse, ad es. per fissare le idee la /,, consideriamo il piano
n =, P’ esso conterrd in tutto un certo numero ¢ di dette rette I, ove
I1<t'<t, ¢ non sard restrittivo supporre che queste siano le 7, &, ..., I;r. Tali
rette vengono manifestamente ad identificarsi con le tangenti in P al k-arco
segato da m su K., talch®, in virtt del n. 9, dovra risultare

Y=g~k 2.

11 suddetto k-arco piano contiene manifestamente P’, ed ammette # tangenti
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pure in P’ (n.9), che denoteremo, in un qualsiasi ordine, con Iy, Iz, .., U'y: @
ciascuna di queste verra di conseguenza a toccare anche K., in P’. Conve-
niamo ora di associare Iy ad I, I ad l,,.., ¥y ad Iy; e, se ¢/ <{{, applichiamo
ancora una volta la stessa argomentazione, sostituendo /., ad I, e cosi via,
fino ad esaurire tutte le I. In tal modo otterremo un riferimento biunivoco
fra le ¢ tangenti in P e le ¢ tangenti in P’, che palesemente soddisfa alle
condizioni volute.

20. Le K-calotte situate sm di una quadrica. - Esporremo ora alcune
proprieta delle K, (con r 3> 3) che giacciono sopra una quadrica @ di S 4.
Al riguardo vi sono due casi da distingnere, secondoché ¢ non contiene o
contiene delle rette.

a) Se @ non contiene nessuna retta, allora (e soltanto allora} la @ stessa
risulta una calotta, secondo la definizione del n. 17. In virti del n. 1,
la suddetta proprietd ha luogo se, e soltanto se, la quadrica ¢ & di specie
(3, g, 0, 1), sicchd allora sussiste 1’ nguaglianza

r =3

e Q risulta una quadrica non singolare e del tipo III di S;,, che verrd
brevemente detta una quadrica ellittica (per analogia con le quadriche non
rigate di uno spazio reale). Una quadrica siffatta contiene precisamente (n. 1)

ol = g + 1
punti. Inoltre & subito visto che, per un qualunque punto di S; che non stia
su @, passano ¢ -+ 1 tangenti, e quindi [(¢° 4 1) — (¢ 4 1)]/2 = qlq — 1)/2 corde
di @: poiché quest’ultimo numero risulta in ogni caso positivo, ne consegue
che Q & una (¢°® + l)-caloita completa, e che:

Per una K-calotia contenulta in una quadrica ellittica dev’essere K €q° + 1,
ove il segno di uguaglianza ha luogo se, e soltanto se, la K-calotta coincide
con la quadrica, onde essa é allora completa.

b) Se @ & una quadrica, la cui specie verrd denotata con (r, g, h, k),
che non sia una quadrica ellittica, in particolare non appena si abbia

r>4,

allora @ contiene un certo numero (positivo):

o=ap¥"
di rette, caleolabile in base al n. 1 e precisato piit oltre. Sotto tali condizioni,
otteremo una limitazione superiore per Pordine K di una qualunque K7,
giacente su @, valutando in due modi diversi il numero n delle coppie for-
mate da un punto di K, , e da una retta per esso che stia su @. Distinguiamo
all’ uopo tre sottocasi.
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b) Se Q 8 non singolare, ossin se h =0, per ogni punto di Q
passano (n. 1) ap—y,1 rette di @, e si ha quindi:

n= Kak_1, 1.

Allora d’altronde, sempre in virti del n. 1, @ contiene u = a2 rette, e cia-
scuna di queste — in base alla definizione stessa di K-calotta — pud con-
tenere al piit due punti K 4. Si ha dunque

n < 2ak,2,

e quindi K < 2ay,2/0k—1,1. Applicando il teor. I del n. 1, e specificando il
tipo di @ col munire K dell’indicazione (I, IT o I1I) di questo, otteniamo cosl
le limitazioni:

KT <2(g* + Ufg* — 1)/(g* ~ 1),

K <2¢"'+ 1j{g* — 1)/1g® - 1),

KT (g 4 1)(gF — 1)/12 — 1).
Queste possono venir conglobate nella

K224 ...,

ove nel secondo membro i puntini stanno per termini in ¢ di grado inferiore
a quello scritto (i quali vengono a dipendere dal tipo di Q).
Cosl, ad esempio, la seconda di quelle limitazioni (per k¥ = 2) mostra che:
Por ogni K-calotta situata su di una quadrica @ non singolare né elliliica
di 83 4, risulio
K <2(g + 1).

Va rilevato che in questa limitazione ’uguaglianza & p. es. raggiun-
ta dalla sezione di @ con una coppia di piani di Ss, che si seghino secondo
una retta esterna a Q. L’enunciato precedente vale poi anche se si suppone
Q singolare, come si vede subito direttamente, ed in conformitd con quanto
diremo pidt oltre in b,) e by), e suggerisce ulteriori approfondimenti su cui
perd qui non insistiamo.

Un aliro esempio si ottiene (ancora per k = 2) dalla prima delle suddette
limitazioni, secondo cui:

Per ogni K-calotia situata su di una quadrica non singolare di Sy, 4, risulia

K <2+ 1).

Si porrebbe al riguardo la questione di vedere se qui, e similmente nelle
altre limitazioni precedenti, possa valere il segno di ngunaglianza quando
si scelga convenientemente la K-calotta; ma di cid non intendiamo ora
occuparei,

b;) Supponiamo in secondo luogo che Q sia singolare, e che
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almeno un punto O di K, risulti doppio per @ In tali ipotesi, le rette
congiungenti O ai rimanenti punti di K, sono K — 2 rette distinte, e cia-
scuna di queste giace palesemente su Q. D’altro canto, le refte di @ uscenti
da O sono tante quanti i punti della sezione ¢ di Q con un iperpiano di §, 4
che non passi per O; poichd tale sezione & di specie (r—1, ¢, h — 1,k — 1),
ed ha lo stesso tipo di @, eosi (n. 1, 1) il numero di quelle rette vale

a=(""—1)/(g — D+ " 'tn1> K—L
Attnalmente si ha quindi la limitazione

E<@'—1/g—D+"apn1+1=q¢g24+ ..,

nella quale 1’nguaglianza &per es. raggiuntaperh=1, k=2, r =3,
ove si assuma K ,= OU Q. In particolare, per r = 4, Iy = 1 si ottiene
K<¢+2¢+2 0 K<¢+2
secondoché ¥ =3 o k = 2, ossia a seconda che Q risulta di tipo II o IIL
b,) Supponiamo da ultirno che @sia singolare, ma che ogni punto
di K7, risulti semplice per Q. In tali ipotesi, per ciascun punto di K},
passano (n. 1, 1):
G = (0" — 1)/lg — 1) + ¢en 11

rette di @, nessuna delle quali sta nell’S, 1 doppio di @, onde il carattere
n dianzi definito vale K volte questo numero. D’altro canto, le rette di @Q
non giacenti in Sp—y sono di due tipi: quelle sghembe con S,_;, in numero
(n. 1, 2) di ¢®ak_n2, e quelle semplicemente appoggiate ad S,_1, in numero
(n. 1, 3} di @*Yg" — l)ax—n,1/(¢ — 1). Poich® ciascuna delle rette suddette
contiene al pit due punti di K4, ne discende la limitazione:

g + "¢ — Vag_p,1/lqg — 1) ]
K <28 %=h2 ’ Ly T
h @ — )/lg — 1) + ¢*ok—n-1,1 e+

In particolare, per r =4, h = 1 da essa si ottiene
K <2(g + 1) oppure K <2(¢g* 4 1)

secondoch® k=3 o k=2, ossia a seconda che @ risulta di tipo II o IIL
Nel primo di questi due casi @ viene generata da ¢ 4 1 piani di un sistema,
ciasouno dei quali contiene al pit ¢ + 2 punti di K,; la prima delle sund-
dette due limitazioni pud quindi venir migliorata con la

K <(q+ 1){g + 2).

Dall’analisi precedente discende fra 1’altro che:
Per ogni K-calotia situate sw di una quadrica non ellittica di qualungue
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specie di un S, 4 risulta sempre K <2q"24 .., dove nel secondo membro i
puntini stanno per termini in g di grado inferiore a gquello scritfo.

21, 11 problema degli ovaleidi nel caso pari. - In tutto il presente nu-
mero supporreme ¢ pari, e quindi della forma

g=2"

Ad ogni data K., resta associato — come sappiamo — un carattere ¢3> 0
(definito dal teor. I del n. 19): e ci proponiamo di vedere se e come esso possa
di fatto assumere i valori pit bassi, il che equivale ad esaminare come
vanno le cose per i valori pin alti di K.

Anzitutto, se £ =0, il che equivale a supporre

K=(@"—1/lg—1)+1,

la K, risulta totalmente priva di tangenti. Della stessa proprieta
gode quindi la K’-calotta segata su essa da un qualunque S, 4 subordinato
all’S,,, che la contiene: e cid implica che per essa si abbia sempre

K =0 oppure K ={¢g"—1)/ig— 1)+ 1.

In particolare, dunque, ogni piano di S, , 0 non incontra K, , o l'incontra
secondo un’ovale {g + 2),.

Poich® r > 3, possiamo considerare un 83 4 di S, 4 che abbia un punto
a comune con Ky ,, e che quindi 1’incontri secondo una Ks¥, ove (per cid
che precede):

K'=¢+q+2

Consideriamo in Ss, una retta I che non incontri K3*, (come tale, potra per es.
venir assunta una qualunque delle (g —1)/2 rette complanari ed esterne ad una
delle suddette ovali); allora, per quanto sopra, i punti di K3% si distribuiscono
a ¢g-+2 a g-+2 in tanti insiemi disgiunti, ciascuno situato in un
piano per I Cid esige che ¢ + 2 = 2(2"-1 4+ 1) divida K, e quindi pure

K —{q+2)=¢=¢";

sicch® 271 dev’essere dispari, e si ha quindi h=1, ¢ =2.
Supposto reciprocamente ¢ = 2, consideriamo — se esiste — una qua-
lunque K-calotta di Sy, che abbia { =0, e I’insieme ad essa complementare

H: S"yq—K;k?Q'

Poiché ogni retta di &, , contiene ¢ + 1 = 3 punti, e pud avere a comune con
5 q soltanto O o 2 punti, cosl ogni retta conginngente due punti distinti di
H appartiene per intero ad H: e cid esige che H sia uno spazio subor-

dinato di S, 4, anziun iperpiano, dovendo H avere almeno un punto a
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comune con ogni retta di S, 4. Quest’argomentazione pud venire facilmente
invertita, onde si conclude col

TeoreMA I. - Se g é pari, esistono K-calotte prive di tangenti soltanto
per q = 2, nel qual caso risulla

(M} =2.

Gli ovaloidi di un S, g sono precisamente gli insiemi di 2 punii che da esso
st otlengono col sopprimere i punii di un suo qualunque iperpiano.

Completeremo questi risultati dimostrando intanto il
TrorREMA II. -~ Se q é pari, ma diverso da 2, risulia
(M}, =g+ 1.
Ovaloidi di Ss q sono allora ad esempio le quadriche ellittiche di questo spazio.

In virtd del n. 20, a), qualunque sia g, una qguadrica ellittica di Sz, @
una (¢* 4 1j-calotta (completa). Risulta percid in ogni caso

(M)5q> ?+ 1;

e, per dimostrare il teor. II, basta far vedere che — supposto g pari e
diverso da 2 — non pud esistere una Ki, con
K> ¢ +2

Ammettiamo per assurdo Desistenza di una siffatta K3 4: in forza del
teor. I del n. 19, essa avrd in ogni suo punto P esattamente ¢ tangenti, con

t=@+e+2—K=<g;

e sarh inoltre £> 1, in virtih dell’ipotesi ¢==2 e del teor. I. Presa una, I,
delle ¢ tangenti in P a Ki,, fra i ¢ + 1 piani di S, per essa ve ne saranno
al pitt t—1< ¢ — 1 contenenti un’altra tangente di K3, in P; e sia m uno
qualunque dei piani rimanenti. Il piano = dovra segare K3, secondo un k-arco
contenente P, il quale — per costruzione — avrd in P la sola tangente I
Cid implica (n. 9) che risulti

k=q+1;

e da qui — in virtu dell’ ultima proposizione del n. 13 — discende che in =
esiste un punto O, non situato nel suddetto k-arco, in cni concorrono tutte
le sue tangenti, queste essendo precisamente le g 41 rette di = uscenti da
0. Ci proponiamo di dimostrare che:

Nelle ipotesi attuali, la retta congiungente O ad un qualungue punio P’
di K& 4 tocca K34 in P'.

Invero, se invece esiste un punto P’ di K5, tale che OP’ non tocchi
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K3, in P, si ba intanto che P’ non pud appartenere al k-arco e quindi
neppure a =, sicchd la retta OP’ non giace in m. D’altro canto, le ¢ rette
tangenti in P’ a K3 4 segano = in { punti, distinti fra loro e da O, congiunti
ad O da al pit ¢<gq tangenti. Una qualunque fra le rimanenti rette del
fascio di centro O (le quali sono in numero > g¢q -+ 1—{¢> 1), risulta per
costruzione sghemba rispetto a ciascuna delle rette tangenti in P’ a K3 4;
essa & perd necessariamente una tangente del suddetto k-arco, e quindi pure
di K3 ,. Cid essendo in contrasto col teor. II del n. 19, ne consegue la pro-
prietd dianzi enunciata.

In base a questa, ’insieme che si ottiene aggregando O alla data K3,

risulta una K’-calotta, con
K=K+1>¢+2,

alla quale quindi potrd ancora venire applicata I’argomentazione precedente,
deducendone una (K 4 2)-calotta; e cosl via. Si giunge cosi a costruire in
S5 4 calotte d’ordine comunque elevato; e l'assurdith di questa conclusione
dimostra il teor. Il

La questione generale di vedere se in S3, esistano o meno nel caso
pari degli ovaloidi che non siano delle quadriche ellitiiche appare piuttosto
difficile, e rinviamo per essa a SEGRE [13], ove le vien data risposta affermativa;
si confronti ¢id con quante s8’¢ detto nel n. 9 per le ovali nel caso pari, e
con quanto si dimostrerd nel n. 22 per gli ovaloidi nel caso dispari. Osser-
viamo unicamente a quel riguardo che, mediante argomentazioni cousimili a
quelle che svolgeremo mnel n. 22, e tenendo conto del fatto ovvio che (analoga-
mente a cid che accade per ¢ dispari) per ¢ =4 ogni (g + 1)-arco é una
conica, si vede che:

T soli ovaloidi di un Ss4 sono le quadriche ellittiche di lale spazio.

Ancora pitt difficile & lo studio degli ovaloidi di §,4 perr=4, e
la determinazione dei relativi ordini A[*. Otterremo intanto in proposito
certi risultati parziali (espressi dal successivo teor. III), che poi migliorere-
mo nel caso dispari, per stabilire i quali premettiamo un

LEMMA. ~ Se in un S, 4, con n =3 (q dispari o pari), é dato un i-insie-
me di punti il quale abbia almeno ¢ -+ 1 punti a comune con ogni piano di
Sy, q allora dev’ essere:
bzt P+ g+ 1
in questa relazione U uguaglianza ho luogo se, e solianto se, i punti del {-in-
sieme sono quelli di un iperpiano di S,4.
Supposto per assurdo

<t b+ g+ 1,

vi sard in S, ¢ qualche punto non appartenente al {-insieme; e sia O un tal
punto. Poiché le rette congiungenti O coi singoli punti del f~insieme sono in
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pumero non saperiore a f, mentre le rette di S, , per O sono in numero di
gt+..+qg-+1>14 cosl in S, 4 dovrhd esistere qualche reita per O priva
di punti a comnne col /-insieme; e sia [ una retta siffatta. I punti del #~in-
sieme possono allora venir distribuiti in ¢"~2 4 ...+ ¢ 1 insiemi disgiunti,
sitnati nei ¢"2+4 ..+ ¢+ 1 piani di S,,, passanti per I; e, in virth di
quanto supposto nel lemma, tali insiemi risultano costituiti ciascuno da
almeno ¢ 4 1 punti. Cid esige che si abbia '

tz@+ g2+ 2+ .. +a+1)

in contrasto con I’ipotesi ammessa per {, la quale & dunque da rigettare.
La stessa conclusione si trae similmente dall’ipotesi che sia

=g+ "2+ g+ L

qualora si ammetta in pii che esista in S, ;, una qualche retta [ priva di punti
a comune con l’insieme. Quell’ipotesi implica pertanto che ogni retta
di S,y abbia qualche punto a comune col {-insieme.

Da qui si trae — come vedremo — che, in detta ipotesi, ogni retta con-
giungente due punti del t-insieme deve appartenere per intero a quest’ ultimo;
il quale risulta allora conseguentemente uno spazio subordinato di S, ,, e
percid un S, 4 in forza del supposto valore di f.

Onde dedurre quanto asserito (in corsivo) nel precedente capoverso, sup-
poniamo per assurdo che una retta di S, , congiungente due punti distinti
del {-insieme contenga un punto O che non stia in quest’ ultimo. Le reite
congiungenti O ai singoli punti del {-insieme risnltano cosl in numero non
superiore a t—1, equindi inferiore al numero ¢"—'+ .. q -+ 1 delle
rette di S, , uscenti da 0. Ma allora almeno una di queste rette non ha punti
a comune col /~insieme, contrariamente a quanto stabilito nel penultimo ca-
poverso. Questa contraddizione prova in conclusione che, se vale 1’ nguaglianza
nella limitazione data dal lemma, il #-insieme dev’essere un 8, 4; viceversa,
in quest’ipotesi vale manifestamente la suddetta uguaglianza. Con cid il lemma
rimane completamente dimostrato.

Siamo ora in grado di dedurre dal teor. II una sua ampia generalizza-
zione, Poiché, come vedremo (n. 22, teor. I}, il teor. II vale — ed anzi in
forma pit precisa — anche nel caso dispari, cosl nella seguente generalizza-
zione di quello potremo omettere ogni condizione sulla parity di g. Sussiste
precisamente il

TroreMA III. - Se g2, r> 4, risulta [M]}, < ¢ '+ 1. Qualora, per
opportuni r, q, in questa relazione valesse U uguaglionza, cio che (n. 22) po-
trebbe al pitv aver luogo soltanto per valori pari di g, si ha inoltre che — cor-
rispondentemente o siffalti v, ¢ — le tangenti ad un qualunque ovaloide di
Sy, q tn un suo punto arbitrario verrebbero a riempire un iperpiano.
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Cid ¢ pero di fatlo impossibile, talché si ha :
[M]rq <q.

Consideriamo wun’arbitraria K-calotta di S, 4 (K > 1), e denotiamo con O
un suo punto qualsiasi. Allora la data K., definisce nella stella di centro O
un {-insieme di rette, dato dalle ¢ rette tangenti in O a K;,, dove { risnlta
determinato del teor. I del n. 19. Un qualunque 83, di §,, passante
per O sega K., secondo una K3% (n. 19), la quale passa per O ed ammette
ivi come tangenti precisamente le ¢ rette del suddetto {~insieme che stanno
in quell’ & ,. D'altronde, in forza del teor. IT se g & pari, ed in virtd del
teor. I del successivo n. 22 se ¢ & dispari, risulta sempre

‘>q+ 1

In virth del lemma (applicato entro la stella di dimensione n =7 —1
delle rette di &, , uscenti da 0), da qui si deduce che in ogni caso dev’ essere

btz +¢ 4wt g+ 1

cid che (in virth del teor. I del n. 19} equivale alla K <¢™1+4 1. Si ha di
piit che in questa relazione, ossia nella precedente, 1’ugnaglianza pud aver
luogo soltanto se le rette del suddetto f{-insieme riempiono un iperpiano di
Sy,q (passante per 0). La prima parte del teor. III & cosi dimostrata.

Stabilirerno la parte restante per assurdo, ammettendo che in S, ,
(=2, r>4) vi sia una K, contenente K = g"—* + 1 punti. In ogni punto
0 di questa calotta restera allora definito un S,, tangente, luogo delle
t=q 24+ q-%+4 ..+ g+ 1 rette tangenti ad essa in O. Pertanto O risulta
il solo panto di K/, situato in S,., onde ogni piano di S,_, che non
passi per O (e di piani siffaiti ne esistono certamente in virtit dell’ipotesi
r>4) non avrd nessun punto in comune con K. .; inoltre, un piano di S,
che passi per O contiene esattamente una o ¢ -1 delle ¢ rette ivi tangenti
a K, (e cid secondoché esso non giace o giace in S,_,), talch® la sua inter-
sezione con K, verrd rispettivamente a constare di ¢ 4 1 punti o del solo
punto O,

Cid, premesso, sia © un piano di S, , (certamente esistente per cid che
precede) il quale seghi K, secondo un (g -+ 1)-arco. Gli S, di S, 4 per =
sono in numero di

g F g+ 1= (g2 —1)/(g—1);

e ciaseuno di essi, in virth del teor. II, ha a comune con K5, al pit ¢* 4 1
punti, dati da quelli del suddetto (¢ + 1)-arco e da al pin

@+1)—(q+1)=qqg—1)

punti ulteriori. Dunque il numero complessivo di punti di K/, situati in =
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e nei singoli §; per = non supera

@+ +aeg—1-fg*—Dg—) =g+ L

Ma poiché quest’ultimo numero uguaglia precisamente quello dei punti di
K4, cosl ogni 8 per = deve segare su K, una (¢* + 1)-calotta.

Preso un punto O qualsiasi di K, che non giaccia in =, il relativo
S,—. tangente segherd = lungo una retta ! non passante per O; e sia x un
qualunque piano di S,_, passante per ! ma non per O. In base a quanto so-
pra, il piano % (e quindi anche la retta {) non contiene nessun punto di K ,;
inoltre, ciascuno dei rimanenti ¢ piani per ! dell’S; congiungente = e x con-
tiene o ¢ 4 1 punti, od un sol punto, o nessun punto di K, 4. Detti m,, @, s
i numeri (>0) di quelli fra tali piani che ordinatamente sono delle specie

suddette, dovrd dunque essere:

€+ X + T3 = ¢, (@ + Yoo + w2 = ¢* + 1,
e quindi, eliminando x,:
gr2 + (¢ + Lws = ¢ — L.

Dall’impossibilith di soddisfare a questa condizione con interi «;, &; non nega-
tivi, segue I’assurdita delle ipotesi ammesse; e cid completa la dimostrazione
del teor. III.

22. 11 problema degli ovaloidi nel caso dispari. - D’ora innanzi, salvo
esplicito avviso in contrario, supporremo sempre ¢ dispari. Sia K], una
qualunque K-calotta di S, 4 (K>2, r> 3). ed ! la retta congiungente due
suoi punti 4, B distinti. Un qualunque punto P di K, 4, distinto da 4 e B,
® allora congiunto ad ! da un piano il quale sega K,7, secondo un k-arco
(n. 19), che contiene 4, B e quindi k — 2 punti ulteriori, fra i quali v'é P.
In virta dell’ipotesi che ¢ sia dispari e dei nn. 9, 14, risulta poi

k<g+1;

e 'uguaglianza ha qui luogo se, e soltanfo se, quel k-arco & una
conica irriducibile. Pilt generalmente, ognuno dei ¢"2%-- ¢34
+..+q+41 piani = di S, , passanti per I sega K, secondo un k-arco,
eventualmente ridotto a soli punti 4, B, il quale contiene 4, B e quindi
k — 2 punti ulteriori; qui % denota un intero (> 2) che pud naturalmente
variare da piano a piano, ma che sempre soddisfa all’anzidetta limitazione
ed all’avvertenza testd indicata nel caso di uguaglianza. Ne consegue che &

K=2+3(k—2) <2+@— D¢+ ¢+ ..+ q+1),

ossia

K<qg'+41;
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e si ha poi che, affinché in questa limitazione valga I’uguaglianza, occorre
che K%, venga incontrata lungo una conica irriducibile da ogni piano
che ne confenga due punti distinti.

Orbene, mediante considerazioni algebrico-geometriche che per brevita
omettiamo, tanto pitt ch’esse somo dello stesso tipo (ma piit semplici) di
quelle che svolgeremo piu tardi nello stabilire il teor. I del n. 24, si dimo-
tra il seguente:

LeMMA. - In uno spazio proieltivo S,, di dimensione r> 2, sopra un
qualunque campo (finito od infinito), sia dato un insieme J di (almeno due) punts
che, da ogni piaro S che passi per due suoi punti distinti, venga segato secondo
una conica irriducibile. Allora J consta dei punti di una quadrica di S,, sulla
quale non pud giacere nessuna retiao.

In base al primo capoverso del presente numero, basta applicare questo
lemma ed i risaltati del n. 20, a) per dedurne i seguenti teoremi, il primo dei
quali (analogo al teor. II del n. 21) risale al BARLOTTI 1], mentre il secondo
rientra nel teor. III'del n. 21, ma & qui acquisito in modo pitt semplice.

TroreMA 1. - Se q ¢ dispari risulta sempre
Mg =¢+1,
i soli ovaloidi di Ss , essendo allora le quadriche ellittiche di un tale spazio.

TrorEMA II. - Se q ¢ dispari ed r> 4, risulla sewipre
M), gt

Nei nn. 24, 20 generalizzeremo poi la sevonda parte del teor. I ed affi-
neremo il teor. 1L

23. Sulla ecompletezza delle K-calotte. - Il problema generaie di deter-
minare per quali valori di K, r, ¢ esistano delle calotte K, , complete che
non siano degli ovaloidi, e quello di costruire siffatte calotte, implicano la ri-
soluzione di guestioni estremamente ardue, sulle quali non intendiamo tratte-
nerci qui sistematicamente. Al riguardo daremo soltanto alcuni esempi
di calotte di quel tipo; assegneremo poi (n. 24) un criterio di com-
pletezza relativo al caso in cui sia » =3 e ¢ dispari, dal quale trarremo
varie conseguenze anche per r > 4.

In un 8, sopra un campo di Garors d’ordine ¢=2, i punti
sono in numero di 2»—-! L 27»~2.L L 21 1=2"—1 ed hanno coordinate
{1, @2, ..., x,) espresse da interi mod 2, non tutti nulli, ciascuno rappresen-
tabile quindi o con lo zero o con I’unita. Un puntc che abbia esattamente
@ coordinate non nulle verrd detto di tipo a; i 2» — 1 punti di S,_4 vengono
cosi a suddividersi in % gruppi dei vari tipia=1, 2,.., n, quelli di

tipo @ essendo in numero di ( )
@
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Due punti A(xi, @3,..., %), Blyt, ¥2,..., yu) distinti di S,y determinano
una retta, la quale contiene uno ed un sol punto ulteriore, dato precisamente
dal punto Clxy -+ y1, @2 -+ 2, .., ©u + yu). Si prova allora il seguente lem -
ma, di cui lasciamo la facile dimostrazione al Lettore.

Al variare di A e B negli insiemi dei punti di S,y di dati tipi a e b,
ove a-+b> n ed A= B (senza perd escludere la possibiliti che si abbia a = b),
il terzo punto della relta AB varia assumendo ltutle e sole le posizioni C il
cut tipo ¢ soddisfi alle condizioni:

c=a-t+b (mod 2), la—b| <c<2n—a—b>.
Denotando con k& un qualunque intero positivo, stabiliremo ora il

TroREMA L. ~ L’insieme J dei punti di un Sg_s 2 aventi per tipo uno qual-
sivoglia dei numeri
4 — 1, 4k, k41, ..., 6k—2
risulta wna calotta complefa. Questa ha precisamente I’ ordine
6k — 2 6k — 2 6k — 2 -
0 )-;-( ) )+...+(2k__1)<2 ,

onde (n. 21. teor. I) J non é mai un ovaloide.
Detti 4, B due punti distinti arbitrari dell’insieme J suddetto, per i rela-
tivi tipi @, b si ha (in base alla definizione stessa di Jj:

a>4k—1, b>4k—1,

=

Poich® attualmente n ==6k-—2, il tipo ¢ del terzo punto C della reita AB
soddisfa alle limitazioni
c<2n—a—b<4k—2,

sicché C non appartiene di certo all’insieme J. Cid dimostra intanto che J
® una K-calotta di Ser—3,2.
Sia poi C un qualunque punto di Sg—s,» che non stia in J, e quindi ab-
bia tipo ¢ soddisfacente alle
1<e<db— 2.
Ne consegue che &
8k —2<2n —c <12k — 5,
ond’® possibile di scegliere nella successione del teor. I due numeri a, b,
tali che
a4 b=2n—c

Se ne trae allora agevolmente 1’esistenza in J di un punto A4 di tipo a e di
un punto B di tipo b tali che la retta AB passi per C; e c¢id dimostra la
completezza della K-calotta dl.
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In modo perfettamente analogo al teor. I, si stabilisce il

TeEOREMA II. - L’insieme & dei punti di un S,z aventi per lipo uno
qualsivoglia. dei numers

Ak 41, 4k42 .., 6k41

risulia una calotla completa, d ordine
_ (6k+1 6k 4+ 1 6k 1
£=( 5+ ) e )

che non ¢ mai un ovaloide.

Ragionando ancora come nella dimostrazione del teor. I, ma con qualche
lieve variante per cid che concerne i punti dell’insieme J di tipo pilt basso,
si provano inoltre i due seguenti teoremi.

TrorEMA III. -~ Una calotta completa dordine

w=(o)+ (1) -+ o)+ (M)

che non & mai un ovaloide, vien data dall insieme J dei punti di un Sere—, 2
aventi per tipo uno qualsivoglia dei numeri

4k, Ak 1. .., 6k,

ove fra i punti di tipo 4k si includano in J sollanto quelli che hanno la prima
coordinata uguale all’ uniia.

TeoreymA IV. - Una calotia compleia d ordine

K=Y (R B

che non ¢ mai un ovaloide, vien data dall insieme J dei punti di un Sexie,2
aventi per tipo uno qualsivoglia dei numeri

Ak 42, 4k 43, ., 6k 3,

ove fra i punii di tipo 4k + 2 si includano in I soltanio quelli che hanno lo
prima coordinata uguale all’ unita.

In un S35, ossia per r=g¢g=23, ogni ovaloide & una quadrica ellit-
tica, la quale contiene ¢* + 1 = 10 punti (n. 22, teor. I). Possiamo stabilire che:

In Ss5 esistono delle 855 complete, che non sono quindi degli
ovaloidi.

All’uopo basta, introdotte in S;3 coordinate omogenee (x;, Xa, ¥s, X4,
con le x interi ridotti mod 3 non tutti nulli, considerare gli otto punti di
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coordinate:
(1,0,0,0, (0,1,0,0, (0,0,1,0), (0,001,
(1, 1, 1, 1), (1, 1,—1,—1) 1,—1,1,—1) 1,—1,—1, 1.

Si verifica invero agevolmente che questi formano una 83 completa, ossia
che mai tre di essi sono allineati e che ogni altro punto di Ss 3 risulta alli-
neato con due distinti (opportunamente scelti) di quei punti. Il presente risul-
tato, d’altronde, verra poi ritrovato in forma diversa ed esteso agli spazi su-
periori col teor. V del n. 26.

In un S;34, ossia per =3, g=4, ogni ovaloide & una quadrica
ellittica (n. 21), la quale contiene ¢ 4 1 = 17 punti. Possiamo dimostrare che:

In Ss,4 esistono delle 145, complete, che non sono quindi degli ovaloidi.

Introduciamo all’uopo in S; 4 delle coordinate omogenee (xy, x2, 23, @),
con le x della forma

x = m + in,
ove m ed n denotino interi ridotti mod 2 ed ¢ sia un elemento del campo
base soddisfacente alla
24+i4+1=0.
Detta § I altra soluzione di quest’ equazione, ossia posto j=é-1, si avra dunque
Y=i4j=1, v=4 P=1
Cid premesso, consideriamo in 834 i punti
(L L La, (1L, Ly (4,149

e quelli che da essi si deducono permutando in tutti i modi possibili le coor-
dinate. Si oftengono cost complessivamente 4 4 4 -+ 6 = 14 punti di S e,
mediante calcoli un po’ lunghi, ma privi affatto di difficolth, si constata
ch’essi costituiscono una 143, completa. La proprieth, d’altronde, verrd poi
ritrovata ed estesa agli spazi superiori col teor. VI del n. 26.

Rileviamo che i 14 punti deila suddetta 1434 stanno a due a due su sette
refte uscenti dal punto (1, 1, 1, 1}; alla loro volta tali rette giacciono a tre
a tre sui sette piani rappresentati dalle equazioni

Xy = %y, Xy == XL, , Xy =Py, Xz = Xy, Xy == L4, Xy == Xy,

®, + 2 + a0, + x = 0,
di cui ne passano tre per ciascuna di esse. Un semplice procedimento geo-
metrico per costruire delle 145, complete vicne fornito da SEGRE [13],
ma II, ov’esso trovasi esteso anche a certe (3¢ + 2)5, coplete con ¢ pari
arbitrario.

I risultati dianzi stabiliti per via algoritmica sulle 85 e sulle
1454, e quello sulle b3y fornito dal teor. I ove si faccia %=1, rientrano
nella seguente proposizione generale, a cui perverremo con procedimento
geometrico costruttive di tipo diverso da quello accennato alla fine del
precedente capoverso.
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TreorEMA V. - Dato un qualunque q (pari o dispari, della forma ¢ = p*),
st pud determinare (almeno) un K soddisfacente alle limitazioni

(@ +q+4)2 <K <(®+ 3¢ + 6)/2,

in guisa che in Sz, esista qualche K-calotta compleia, lo quale non
risulti un ovaloide.

In particolare, se q = 8 (mod 4), cid che precede ha luogo addirittura per
K uguale al primo membro delle suddette limitazioni. Se invece ¢ é di-
spari 4=3 ed inolire q=|=1 (mod 3), quanio sopra — olire che eventualmente
per K uguale a quel primmo membro — ha sempre luogo per almeno un valore
di K maggiore di esso e soddisfacente alle limitazioni indicate.

Onde costruire le K-calofte di cui al precedente enunciato, consi-
deriamo in S3, una quadrica ellittica, @, ed un qualunque punto P che non
giaccia su di essa. Le g%+ q + 1 rette di S;4 uscenti da P vengono allora
a distinguersi notoriamente come segue in tre tipi (n. 3}, a seconda del loro
comportamento rispetto a Q:

rette tangenti, in numero di ¢ 4 1, date dalle rette ¢ = PC che congiun-
gono P ai singoli punti C della conica (irriducibile), I, segata su @ dal piano
n polare di P;

retle secanti o corde, in numero di

b =qlqg —1)/2,

ciascuna « delle quali incontra @ in una coppia di punti 4’, 4" distinti;
rette esterne, in numero di g(q¢ 4+ 1)/2, ciascuna delle quali & la polare ri-
spetto a ¢ di nna retta secante contenuta nel piano = della suddetta conica I
In ogruna delle % coppie A, A” scegliamo — per ora ad arbitrio —
uno deidue punti, che designeremo con 4% e consideriamo 'insieme J
formato dai vari punti P, C, 4* Questo consta complessivamente di

H=1+@g+1)+r=(+q+4/2

punti; ed & subito visto che J risulta anzi sempre una H-calotta.
Questa o & completa, oppure appartiene ad una od anche eventualmente a
pit calotte complete. Scelta quindi una K-calotta completa conte-
nente JJ, risulterd intanto

K> H,

ed & con cid dimostrata I’ esistenza in ogni caso di qualche K-calotta completa
soddisfacente alla prima delle limitazioni del teor. V.
Se H= K (ossia k= K — H =0), non v'é altro da aggiungere. Suppor-
remo dunque
E=K—H>1,

nel qual caso denoteremo con O,, O, .., O, ik punti della K-calotta che non

Annali di Matematica 10
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stanno nell’insieme J suddetto. Ciascuna delle k rette PO; (i=1, 2, ..., k)
dovrd allora manifestamente risuliare esferna rispetto a ¢, il che val
quanto dire che il piano polare di O; rispetto a @ dovrad segare la quadrica @
secondo una conica (irriducibile), I';, incontrante I' in due punti ¢/, G
distinti (congiunti dalla polare di PO;)

Poichd, in virth delle ipotesi ammesse, nessuna corda di J pud passare
per O, cosi — per ¢ =1, 2,..., k fissato — le

H—1=(@g+1)+h

rette del tipo 0;C, 0;4* risulteranno fra loro distinte, e saranno quindi pre-
cisamente, in un ordine opportuno, le ¢+ 1 tangenti e le & corde di @
uscenti da 0;. Cid implica, fra 1’altro, che ciascuno dei ¢ — 1 punii di T
distinti da C';, C{' debba essere un punio A*.

Dimostreremo ora che, se é==j (4, j=1, 2,..., k), le coniche T';, T'; non
possono tagliarsi su T' (il che val quanto dire che C;, G/, C/, C/ risultano
quattro punti distinti di T), {ranne in un caso che determineremo.

Suppongasi all’uopo che le due coniche I'; e I'; di @ — le quali sono
manifestamente distinte fra loro, tali essendo O; ed O; — abbiano a
comune un punto C di I'; esse dovranno allora consegnentemente segarsi in
un secondo punto D di @, che pud eventualmente coincidere con C (nel
qual caso I; e I; vengono a toccarsi in C). Relativamente a tale punto D
potranno a priori soltanto presentarsi quatiro possibilith, che passiamo ad
esaminare successivamente, dimostrando la contradditorietd delle prime tre
di esse.

1) Se D = G, ossia se le coniche I';, I'; si toccano in C, allora la
retta 0;0; — quale polare della tangente comune a I'; e I'; in C — dovrebbe
toccare @ in C. Ma allora i tre punti distinti C, 0;, 0; della K-calotta
dianzi considerata risulterebbero allineati, il che non pud essere per la defi-
nizione stessa di calofta.

- 2) BeDfosseun punto di I' distinto da C, i piani delle tre coniche
I, Ii, I'; verrebbero a formare fascio attorno alla retta CD, sicché i loro
poli rispetto a @ — ossia P, 0;, 0;, che sono tre punti distinti della K-calotta
~— risulterebbero allineati, il che non pud essere.

3) Se D & un punto distinto da C e non situato su I, le
coniche T';, I'; non possono tocearsi né in C nd in D. Consideriamo allora il
cono proiettante ['; dal punto P. Poiché C, ma non D, sta su I', cosl questo
cono ha in €, ma non in D, lo stesso piano tangente di @, il che val quanto
dire ch’esso tocca I; in O, ma non in D. Ne discende che tale cono (che
ha gia tre intersezioniconI, due in C ed una in D), deve necessaria-
mente incontrare I'; in un punto, 4;, che supporremo intanto distinto

da C e da D; sicchd la retta P4;, generatrice di quel cono, deve risultare
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appoggiata a T; in un punto, 4;, distinto da C, D ed 4;. Notiamo ora che
né A; nd A; possono venire a cadere in un punfo C, di T'; poiche, altrimenti,
la loro congiungente — che, per costruzione, passa per P — dovrebbe toc-
care @ in C,, sicch® 4; ed A4; verrebbero ad identificarsi entrambi con C,,
e quindi dovrebbero coincidere fra loro, contrariamente a c¢id che precede.
D’ altro canto 4; ed A4;, essendo punti di I'; e I'; non situati su I, risultano
per quanto sopra punti (del tipo A*) della suddeita K-calotta; sicché questa
viene ad avere in P, 4;, 4; tre punti allineati distinti, cid che & assurdo.

4) Supponiamo infine che, ferme restando le ipotesi inizialmente fatte
in 3), il punto 4; ivi considerato venga a coincidere con D o con C.
La prima di queste alternative non pud perd presentarsi, poiché essa impli-
cherebbe il passaggio del piano tangente in D a @ per P, sicché D starebbe
su T, contro al supposto. Resta dunque soltanto 1’alternativa che 4; coin-
cida con C. In questipotesi, il cono proiettante T'; da P sega Q@ — fuori.
di I; — secondo una conica, I, tangente in C alla I;. In virtd di ecid
che §'& detto in 1), il polo O/ del piano di I\ risulta allineato con C ed 0;.
B chiaro allora che la K-calotta dianzi considerata, la quale contiene C, non
pud avere sulla retta CO; pitt di un punto O;.

I’ analisi precedente prova che un punto C di I' pud appartenere ad
al pid due distinte coniche I';. Dunque fra i 2k punti di I:

Gy Cdyuy G, OF, Gy, G
almeno % risultano distinti; e questo implica che sia
E<qg+1l, equindi K=H4+Ek<H+q+1,

il che dimosfra che ciascuna delle K-calotte costruibili nel modo dianzi
indicato deve anche soddisfare alla seconda limitazione del teor. V.
Possiamo ora facilmente stabilire di pit che:

Con la sola eventuale eccezione dei casi q = 2, 3, 4, nessuna delle suddette
K-calotte pud risuliare un ovaloide.

Invero, ove cosi non fosse, in virti del n. 21 (teor. II) e del n. 22
{teor. I} dovrebbe essere K = ¢* 4 1; ma allora si avrebbe

¢C+1<(@+39+6)/2 ossia glg—3 <4

relazione palesemente assurda non appena si supponga ¢ > b. Nei casi esclusi
in cui ¢ =2, 3, 4, l'esistenza di K3 , soddisfacenti alle condizioni volute dal
teor. V risulta gia dalle precedenti determinazioni di 5f, complete (date dal
teor. I per £ = 1), nonche di 855 e di 145, complete (ved. le considerazioni
successive al teor. IV). I/ esistenza di 835 complete rientra anche in partico-
lare nella prima affermazione della rimanente parte del teor. V, che ora
appunto passiamo a stabilire.
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Supponiamo all’nopo ¢ =3 (mod 4), e quindi ¢ dispari. In tale ipotesi,
scegliamo ad arbitrio un punto C di I, e denotiamo con y, ¢ il piano e la
retta ivi rispettivamente tangenti a @, I. Detta poi A la conica segata su Q
da un piauo per ¢ comunque fissato, distinto da = e da v, & chiaro che un qualsiasi
piano © passante per la retta CP e distinto da y sega Q secondo una
conica, Q, la quale passa per C senza toccare ivi né I né A; e siano ri.
spettivamente C’, D le ulteriori intersezioni di & con I, A (distinte da C).

In virth delle ipotesi ammesse, ed a norma della fine del n. 14, i punti
C, ¢ spezzano Q in due archi CC, uno determinato dei quali con-
tiene il punto D; inoltre, I'insieme J formato dal punto F e dai va-
ri archi OC' definiti da tale condizione, ed in tal guisa ottenibili al variare
del piano o (== 7) attorno a CP, & una H-calotta del tipo dianzi considerato,
alla quale vengono per costruzione ad appartenere interamente le coniche
I' e A. Ci proponiamo di dimostrare che fale H-calotla risulla completa, ossia
che ogni punto O di S;, & situato su qualche corda di quella.

La proprietd & infatti manifesta qualora il punto O giaccia sull’ una o
sull’altra delle rette ¢, CP; essa inoltre segue subito — in base a cid che
precede ed alla fine del n. 14 — se O non sta su y, in quanto allora per O
passa qualche corda del (¢ + B)/2-arco completo segato sulla H-calotta dal
piano © = CPO. Bastera dunque stabilirla nell’ ipotesi che O appartenga a v,
ma non stia nd su ¢ nd su CP. All’uopo osserviamo che il punio O, non
stando su ¢, non giace di certo su w. Possiamo dunque considerare il cono
quadrico proiettante ['da O, il quale segherd ¢ — oltre che in I' — lungo
un’ ulteriore conica, I', passante per C. Si vede facilmente che, poiche O
non sta per ipotesi su CP, la I non tocca in C la conica I'; ne discende
senz’ altro che neppure le coniche I' e A possono toccarsi in C. Queste uli-
me — giacendo su @ — avranno pertanto a comune un punto, D, distinto
da C; e la retta OD, appoggiandosi conseguentemente a I' e A in punti di-
stinti, risulta di fatto una corda della H-calotta pocanzi definita.

Con cid, tutte le affermazioni del teor. V rimangono stabilite, tranne
I’ ultima. Onde dimostrare anche quella, basta far vedere che, nell’ipotesi
che ¢ sia dispari e =1 (mod 3}, la scelta degli A* nella definizione dell’insieme
J data inizialmente pud venir fatta in modo — che per l'insieme J risul-
tante — si abbia

k=1,
e ciod in guisa che vi sia in 83, (almeno) un punto P’ tale che per esso

non passi nessuna corda di J.
A tale scopo, incominciamo con I’ osservare che, poiché per ipotesi g — 1

& primo con 3, cosl nel campo base di 83, ogni elemento — e quindi in
particolare anche I’unith — ammette una ed una sola radice cubica (cfr. ad
esempio SEGRE [2], n. 79). Ne discende che, in tale campo, x =1 ed £ = — 1

sono le sole radici delle equazioni x*=1 ed °= —1, ossia in esso
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tanto la 2?4+ 4+ 1=0 che la ¥* —x+ 1 =0 risultano prive di radici.
Possiamo percid introdurre in Ss, coordinate omogenee (x,, @, %5, 2,) tali
che P sia il punto (1,0,0,0) e che la %3 =, =0 sia una retta ! per P
esterna a @ in modo che questa determini su ¢ la coppia P,, P, — appar-
tenente ad un’estensione quadratica del campo suddetto — data dall’equazione:

x; — xy, + a; = 0.

Vedremo allora come la determinazione dei punti A* possa attualmente effet-

tuarsi in guisa che il punto
P'0, 1, 0, 0),

il quale giace sulla retta ! testd considerata, venga a godere della voluta
proprieta.
Osserviamo intanto a quel fine che, con le suddette notazioni, denotato

con ¢ il birapporto
¢ = (P,P,PP’),

risulta ¢* +¢ 41 =0 e quindi ¢*=1, ¢4 150, ¢* 4 13=0. Ne discende che
nessuna potenza {ad esponente intero) di ¢ pud valere — 1, poichd altrimenti
— in forza della ¢® =1 — almeno una delle ¢, ¢*, ¢* varrebbe —1, il che
manifestamente non pud essere.

Enunciamo poi un lemma, di cui lasciamo la facile dimostrazione al
lettore.

In un piano proiettivo sopra un qualunque campo di caratieristica == 2
st consideri una conico irriducibile, A, ed una coppia di punti P, P, non
situati su A, la cui congiungente seghi A nei punti P, e P, (eventualmente
coincidenti, od apparienenti ad un’estensione quadratica del campo suddetlo).
Allora, dette v e v le due involuzioni su A di poli P e P', I'omografia w
oltenuta su A come loro prodotio:

W=

(effetiuato p. es. da destra o sinistra) ha sempre la propria caratteristico
uguale al birapporto ¢ = (P,P,PP’).

In virtt di questo lemma e dell’osservazione che lo precede, preso in
83,4 un qualunque piano 3 contenente la retta [ = PP’ e che non tocchi @,
ossia che seghi ¢ secondo una conica A irriducibile, definite poi v, v e w
come nel lemma, si ha che né I’omografia w né nessuna delle sue potenze pud
risultare un’ involuzione.

D’altro canto, se A, 4” sono due punti distinti di @ la cui congiungente
passi per P, e quindi non contenga P, il piano 8=A4'A"P’ contiene I ¢ non
tocca @, poiché altrimenti esso dovrebbe avere in comune con ¢ il solo punto
di contatto. Detta ancora A la conica (irriducibile) sezione di ¢ con 3, chiamiamo
0:, C; od anche — cumulativamente — punti C, se esistono nel campo
base di S;,, le due intersezioni di & con I, ossia i punti di contatto delle
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rette condotte per P a toccare A; punti che risultano distinti, in quanto
P non sta su § e quindi neppure su A. Parimente — qualora esistano nel
campo suddetto — consideriamo i due punti (' (distinti) di contatio delle
tangenti a A uscenti da P'. E poi chiaro che un punto ¢ non pud mai anche
essere un punto (', dato che la retta PP’ non tocca A; e che la retta con-
giungente i due punti C non passa per P’, in quanto P e P’ non sono
coniugati rispetto a Q.

11 nostro assunto verrd stabilito ove si mostri la possibilitdh di scegliere
un punto 4* entro ogni coppia di punti 4', 4” distinti di A, allineati con P,
in guisa che nessuna refta che congiunga due distinti di ali punti 4%
od un punto 4* ed un punto C, venga a passare per P’. A tal uopo osser-
viamo che un qualunque punto 4 = 4, di A, che non sia un punto C, definisce
univocamente una catena di punti di A:

YT A..,l = 'U"U(Ao) = ’U’(A’__:l), A’__1 == 'U(Ao), Ao - A,
A = v(A), A =o(d)) = w(d), A =v(4), .

questa risulta necessariamente ben determinata e finita, ove si convenga
di prolungarla sia da una parte che dall’altra finché si pud, con la condi-
zione che in essa non debbano comparire elementi ripetuti. Relativamente
agli estremi di tale catena, possono a priori soltanto presentarsi i sei
casi seguenti:

1) Se 1’estremo sinistro & un punto 4; (¢ <0), allora l’estremo destro
non pud che essere il punto 4;(j > 0) tale che 4; = v(4)). Attualmente la
catena consta di 2(f —¢) punti, dei quali metd sono punti 4 e metd sono
punti A’, e fra essi si sceglieranno indifferentemente come punti 4* o
gli § —¢ punti 4 o gli j —¢ punti 4"

2} In modo analogo si procederd se l'estremo sinistro fosse un punto 4/,
bastando allora scambiare in cid che precede le lettere accentate con quelle
non accentate.

3) Se dei due estremi uno — ad esempio il sinistro — & un punto C
e altro & un punto C’, la catena & necessariamente del tipo

C, o(C) = 4, .., v(C) =4}, C';

essa quindi consta di j— i+ 1 punti 4’, e di j—4¢ punti 4 e sono questi
ultimi che dovranno venir scelti quali punti A*.

4) Allo stesso modo si tratta il caso in cui 1’estremo sinistro sia un
punto O’ ed il destro sia un punto C.

5} Se gli estremi sono i due punti C, la catena risulta del fipo:

Cy, V(C) = 4i, ..., v(C) = 4;, C,.

Ne consegue che la corrispondenza proiettiva ¢'w/=*** muta C, in C,. D altro
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canto, in base alla w=wvv ed al carattere involutorio delle v, ¢, si ha
senz altro che v'nw/—1+* & necessariamente un’ involuzione ; siccheé questa dev’es-
sere permutabile con la v, in quanto ne scambia gli elementi doppi
C,, C,. Vale dunqué la relazione

v{v'wI— Y = (V'wd—t+Yo,

che manifestamente equivale alla

WRU—i+D — 1,

Notiamo ora che non pud risultare w/—**=1, in quanto quest’ ugua-
glianza equivarrebbe alla coincidenza delle involuzioni v e v'w/—4+,
mentre invece la prima di esse ha C,, C, come punti fissi e la seconda
scambia questi punti fra loro. Dall’ ultima equazione segue quindi che /—t+2
é¢un’involuzione, in contrasto con un risultato precedente. Dunque il
caso in questione nelle attuali ipotesi non puod presentarsi, e lo stesso pud
dirsi similmente dell’ eventualitd che:

6) gli estremi della catena siano i due punti C'.
L’ analisi precedente mostra come vanno scelti i punti A4* nei vari
casi possibili; ed & subito visto che con cid si soddisfa a tutte le condi-
zioni volute.

OSSERVAZIONE: ~ Per opportuni valori di ¢, i due criteri dati alla fine
del teor. V possono risultare applicabili entrambi. Cid ha luogo ad esempio
per ¢ = 11, nel qual caso il teor. V fornisce per pin valori di K 1’ esistenza
di Kg*, 11 complete che non sono ovaloidi, e precisamente per K = 68 ed anche
per un qualche K compreso fra 69 e 80.

Per brevitd non ci occuperemo qui di ulteriori raffinamenti delle limi-
tazioni fornite per K dal suddetto teorema, né di altre costruzioni
possibili di calotte complete, sebbene si tratti di questioni di indubbio inte-
resse.

24. Un eriterio di completezza ed alcune conseguenze. - Stabiliremo che:

Se q & dispari, affinché una K3 4 che non sia un ovaloide risulti completa,
occorre che si abbio K <¢* — q + 18.

Cid discendera, come corollario immediato, dal seguente

TeoreMaA I. - Se q ¢ dispari, ma d’ altronde qualungue, e K > ¢* — q -+ 19,
ogni Ks o appartiene necessariamente ad una quadrica ellittica.

Riferiamoci ad una qualunque K-calotta K3, di Ss,, che soddisfi alle
condizioni enunciate nel teor. I. In virtd del teor. I del n. 22 si ha allora
K<¢+1, il che intanto fornisce ¢ > 18 e quindi ¢ > 19. Un piano =
di 85,4 incontra poi sempre Kj, secondo un k-arco (n. 19), e verra detto di
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tipo I, II o III secondoch® risulta
k=q+1, o k=gq, oppure k<qg—1;

si ricordi (n. 14) che nel primo caso il k~arco & necessariamente una comica
(irriducibile) di =, mentre nel secondo esso si deduce da una tal conica sop-
primendone un punto

Cid premesso, presa una qualunque retta ! di Ss, che incontri K3, in
due punti 4, B distinti, denotiamo rispettivamente con a;, b;, ¢; il numero
dei piani per ! dei tipi I, II, III. Risulta allora manifestamente

a,+b+o=q+1;

inoltre, tenuto conto dell’ ipotesi fatta per K nel teor. I, si ha:
¢ —q-+19<K<2+afg—1)+blg—2 +alg —3) =

=24 (@m+b+c)(g—1)—b—2,=¢+1—b—20,
e quindi
b, + 2¢, <g—18.
Ne consegue che &:
b, -Fc, <qg— 18, 20, < q— 17,
eppertanto, per ogni corda ! di K3,
a=Q+)—C+c)>19, ¢<lg—17)/2

Siano w, n” due piani distinti di tipo I passanti per ! (I'esistenza
dei quali discende senz’altro dalla a;>19), e (', C” le due conic he
per A, B da essi segate su K3 ,. Presi su O’ due punti 4', B’ distinti fra
loro e da 4, B, denotiamo con O I’ intersezione delle rette = AB ed I = 4'B.

Mostriamo intanto che & possibile di condurre in'n” una retta " che passi
per O e che:

1) incontri C” in due punti 4", B” distinti fra loro e da 4, B;
2) sia congiunta ad 7 da un piano che risulti di tipo I o II.
Infatti, fra le rette I” di n” uscenti da O, quelle che soddisfano alla

condizione 1) somo in numero non inferiore a (¢ —3)/2, e quelle che soddi-
sfano alla 2) sono in numero di

ay +br=(g+1)—e>g+1)—(g—17)/2;
poichd la somma di questi due numeri supera il numero q + 1 complessivo
delle rette I”, ne consegue che — di fatto — taluna " deve soddisfare simul-
taneamente a quelle due condizioni.

1l k-insieme segato su K3, dal piano = = I'l” contiene per costruzione
i punti 4, B, 4", B"; poich®, in base alla 2), = & di tipo I o II, cost quel
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k-insieme & mwna comnica C (passante per 4', B, 4", B"), oppure lo si
ottiene da una tale C omettendone un punto, che allora denoteremo con C,.
E siccome le coniche irriducibili C, ¢/, C” stanno in tre piani w, w/, n” distinti
e si segano a due a due in tre coppie di punti tutti distinti, cosi deve esistere
in 834 una quadrica, @, che le contenga tutte tre.

Vogliamo dimostrare che questa @ contiene K3, per intero, per il che
bastera far vedere che un qualunque punto P di K3, che non stia su nessuna
delle coniche C, C’, 0", ossia che non appartenga a nessuno dei piani =, %,
=", giace di conseguenza su almeno una conica tracciata su . All’uopo consi-
deriamo la retta r=PA, ed osserviamo che v’ al pi#i una posizione, P,, di Psu
K3, tale che r passi per C,. Potremo supporre che P non coicida con P,,
poiché & facile vedere che dalla K3, — P, C Q segue la K3, Q (ofr. il
lemma IV in SEeRE [13]). In tale ipotesi, incominciamo col provare che esiste

qualche piano p passante per la retta r e soddisfacente alle seguenti tre
condizioni:

1') o non tocchi in 4 nd €' né (", e non contenga nessuno dei punti
B, 4, B, 4", B";

2') p seghi C in due punti distinti fra loro e dall’eventuale punto C,
di cui sopra;

3) p risulti di tipo I o IL

I piani p per r soddisfacenti alla 2') sono in numero non inferiore a

(@ —3)/2; fra essi, al pit 7 non soddisfanno alla condizione 1'): vi sono
pertanto almeno (g — 3)/2 — 7 = (¢ — 17)/2 piani p soddisfacenti ad entrambe
le 1'), 2). Il numero dei piani p soddisfacenti alla 3') vale d’altronde

a,+b.=@+1)—c,>(q+1)—(g—17)/2;

e poiché la somma dei due numeri ultimamente considerati supera il numero
¢ -+ 1 complessivo dei piani p per la #, ne consegue !’esistenza di (almeno)
un piano p soddisfacente simultuneamente alle 1), 2'), 3').

In virth della 3), la sezione di p con K3, & una conica (irriducibile),
C# dalla quale eventualmente sia stato omesso un punto. Per costruzione,
C* passa per 4 e per P; inoltre, in forza della 1'), C* si appoggia a C' in
un punto distinto da 4, B, 4', B, ed a C" in un punto distinto da 4, B, 47, B”;
infine, in base alla 2), .C* si appoggia a C in due punti distinti fra loro e
dai punti testé menzionati. Dunque la couica irriducibile C* ha complessiva-
mente cinque punti distinti a comune con C, €, 0", e quindi pure con la
quadrica @, ond’ essa giace su Q.

Dal fatto, cosl stabilito, che K3, & contenuta in @, trarremo ora che
& una quadrica ellittica. Ed invero, ove questa proprieta mon valesse,
in virta del n. 20, b,) sarebbe K < 2(¢q + 1); il raffronto con la. K > ¢* —q+ 19

(valida per ipotesi) porterebbe allora alla relazione g(g — 3) 4 17 <0, mani-
festamente assurda.
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Il teor. I & con cid compiutamente dimostrato. Poggiando su esso,
proveremo il

TroreEMA II. - Per ogni q dispari, e per qualungue K-calolia

di Si,q, deve risultare
K <¢'— ¢ + 20q — 50.

Supponiamo per assurdo che in Si, esista una K., per la quale si

abbia invece
Kz g — ¢+ 20g — 49.
Diremo che un piano di Sy & di tipo I, quando il k-arco da esso
segato su K, consta di k=¢ + 1 punti, e ciod & una conica; diremo poi
che un iperpiano diS,, & di tipo I, quando la K'§, da esso segata
su K ifq consta di K'> ¢°— ¢ -+ 19 punti e sta quindi, in forza del teor. I,
su di una quadrica ellittica. Incominciamo col far vedere che:
a) Per ogni corda di Ki , passano almeno 21q — 49 piani di tipo I

Invero, se per una corda ! di Kj , passassero non pit di 21g — 50 piani
di tipo I, valutando il numero dei punti Ki, situati su ! e quelli ulteriori
giacenti nei ¢* 4 ¢ + 1 piani di S, , passanti per [ si avrebbe

K <24 (21g —50)g—1) +[l¢°+ g+ 1) — (21g — 50)lig — 2) =
= ¢" — ¢* + 20¢ — 50,

e ¢id contraddirebbe !'ipotesi ammessa per K.
Mostriamo poi che:
b) Per ogni piano di tipo I passano alimeno cinque iperpiani di tipo I.
Invero, se per un piano = di tipo I passassero al pilt quattro iperpiani
di tipo I, valutando il numero dei punti di K, situati su = e quelli ulteriori
che giacciono nei ¢+ 1 iperpiani di Sy 4 passanti per m si avrebbe

K<@+D)+4E+)—(@g+ Y] +g—3¢—q¢+18)—@g+ 1=
= ¢* — ¢* -} 20q — 50,

in contrasto ancora con l'ipotesi relativa a K.

Notiamo che da a), b) si ha subito Vesistenza di iperpiani di tipo I. In
virth di quanto osservato nel primo capoverso della dimostrazione del teor. I,
ne discende la limitazione ¢ > 19, che cosi risulta conseguenza dell’ipotesi
inizialmente fatta per K.

Cid premesso, fissiamo un qualsiasi piano = di tipo I, certamente esistente
in base ad a), e denotiamo con C la conica da esso segata su K; ,. Scegliamo
quindi due distinti iperpiani di tipo I passanti per =, l'esistenza dei quali
resta assicurata da b); designeremo con &, 8” tali iperpiani, e con @, Q" le
quadriche ellittiche che, a norma del teor. I, ne contengono le sezioni con
K} ,. B chiaro che @ e Q' dovranno entrambe segare = lungo C. '

Preso un qualunque punto 4 di C ed un qualunque punto P di K, che
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non stia né in S’ nd in §” (Vesistenza del quale si desume subito dalla disu-
guaglianza ammessa per K), al pitt ¢+ 1 fra i piani di tipo I passanti per la
retta AP segano = lungo rette: dunque, a norma di a), almeno (21q — 49) —

—(g+ 1) =20¢ —50 (>0) di quei piani di tipo I incontrano = nel solo
punto 4, e sia p uno comunque fissato di essi.

In virth di b), vi sono almeno cinque iperpiani di tipo I passanti
per p; al pit due di essi contengono 'uno o Paltro dei piani che toccano
Q e Q" in 4, in quanto p non pud coincidere né con I’uno né con l'altro di
tali piani, dato che p contiene il punto P che invece non giace né in S’ nd in §”.
Vi saranno pertanto almeno tre iperpiani di tipo I che passano per p e
non toccano in 4 né Q né @". Denotiamo con S uno qualsiasi di tali iper-
piani e con Q la quadrica ellittica contenente la sezione di S con Kf,. I piani
n' =85, 1" = 88" passano per 4, senza toccare ¢, Q' in questo punto; essi
quindi segano rispettivamente @, Q" secondo due coniche irriducibili, ¢', C",
passanti per 4.

Dei ¢° - 1 punti di ¢, almeno ¢* — g -+ 19 appartengono a K ,; talchd
non pitt di ¢ — 18 di essi possono non stare in Ki,. Ma allora, a fortiori,
non pitt di ¢ — 18 dei ¢ + 1 punti di ¢’ possono non stare in Ki,, ossia O’
contiene almeno 19 punti di K ,. Poich® ciascuno di tali 19 punti giace di
conseguenza su @, cosl la quadrica Q contiene la conica C' per intero; e,
del pari, Q contiene C".

Poiche @ e Q' stanno in spazi §, §” distinti, e segano il piano n = S'S”
lungo la stessa conica O, esiste in §,, una ed una sola quadrica, V, che
passi per ¢, Q" e contenga il punto P (non situato né su § né su S”). Siec-
come poi Q viene — per costruzione — ad avere a comune con tale V le
coniche distinte ', C” ed il punto P (che non sta né sull’una né sull’altra
di queste), ne discende che Q deve identificarsi con la sezione della V sud-
detta con 1'iperpiano S. Si noti inoltre che, poiché le Q, @, @ non sono
singolari, cosi I'indice di specializzazione di V pud soltanto valere 0 od 1.

Ci proponiamo di dimostrare che la data K, deve giacere interamente su V,
per il che basta provare che un qualunque punto P di §;, che stia in K{,,
ma non su alcuno degli iperpiani §, §, §”, & di conseguenza contenuto in V,
Consideriamo all’uopo uno qualunque, p, dei piani di tipo I che passano per
la retta PP, e non si appoggiano a = lungo una retta; il piano p non stard
nd in §' né in §" dato che questi spazi non contengono né P né P. A norma
di b}, per ¢ passano almeno cinque iperpiani di tipo I; fra questi, al pia
d we possono risultare tangenti a @ ed al pitt d ue possono toccare Q". Esisterd
percid certamente {almeno) un iperpiano S di tipo I passante per p, e non
tangente né a @ né a Q”; esso inoltre non potrd contenere il piano =, in
virtd dell’ipotesi ammessa che ; ¢ = non s’incontrino lungo una retta.

Sia @ la quadrica ellittica che eontxene la sezione di S con K q; essa
passa manifestamente sia per P che per P. Inoltre S sega @ e Q" secondo
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coniche (irriducibili), ¢’ e (", le quali — in base ad uwna precedente argo-
mentazione — debbono stare entrambe su Q; né Puna né Valtra di esse pud
contenere il punto P (che non sta né in §' né in ), e le ¢/, C” risultano
distinte fra loro, poiché altrimenti esse dovrebbero coincidere con la C, sicchd
S conterrebbe m. Ma allora Q, avendo a comune con V le coniche C", C" ed il
punto P, non pud che identificarsi con la sezione di V con S; pertanto il
punto P, che giace su @, deve conseguentemente stare su V, onde Passerto.

In virtd del n. 20, b)), by), e by, il fatto — testd assodato — che K,
stia sulla quadrica V implica in ogni caso la limitazione

K <2(¢"+1).
Ma questa, essendo ¢ > 3, risulta incompatibile con 1I’ipotesi ammessa
K> ¢'—q" +20q — 49,

in quanto dalle due relazioni testd scritte discende la (¢ + 20) (¢ - 3) 4+ 9 <0,
manifestamente assurda, Tale ipotesi & dunque da rigettare, il che dimostra
il teor., IL.

Estenderemo infine il teor. II, provando il

TrorEMA 1II. - Se g é dispari ed r>4, per ogni K'y di Syq
deve risullare
K< qr—-l — qfr——Q + 20qr"’3.

Distingniamo due casi, secondochd in 8, , esista o no qualche 83, avente
con K}, almeno ¢°—¢ punti distinti a comune.

Nel primo caso, se si valuta (applicando il teor. II) il numero dei punti
di K}, situati in un siffatto Sy 4, ed il numero di quelli ulteriori contenuti
nei ¢4 g% ..+ 1 84 di 8,4 passanti per esso, si ottiene:

KE<{@®—q)+ (@4 ¢+ ..+ 1)l(gP—¢*+20g —49)— (*—g)}<g" ' —q 2+ 2003,

onde Passerto.

Nel secondo caso, e ciod se ogni Ss 4 di S, contiene meno di ¢*—gq
punti di K},, valatiamo in due modi diversi il numero delle coppie formate
da un punto di K, e da un Sz, di §,, che lo contenga. Tale numero &
dato intanto dal-prodotto di quello, K, dei punti di K}, per quello degli
Sp,q di un S,_y,, (fornito per es. da SEGRE [2], n. 159), e vale quindi preci-
samente

Kq — (g~ — Dig* — /lig* — g — Vg — 1)}

D’altronde, in virti dell’ipotesi ammessa, detto numero deve risultare infe-
riore al prodotto di ¢g* — g per il numero degli S34 di Sy, q, Ossia esso @
minore di

(@* — ) - (g — 1ig" — (g — )2 — W/l(g* — 1id® — g — g — 1)}
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Si ha pertanto

K< (@ —aglg+ — 1)/lg* — 1) < gt — g2 4 20¢",
onds ’asserto.

25. Alcune proprieta asintotiche delle calotte. - I risultati espressi dai
teoremi II e III del n. 24 offrono senz’altro delle limitazioni supe-
riori per i caratteri [M], (definiti nel n. 17), nell’ipotesi che ¢ sia dispari
e si abbia r > 4. Detti risultati furono ivi oftenuti poggiando sul teor. I del
n. 24, il quale — a sua volta — fu stabilito valendosi, in modo essenziale,
delle proprietd dei (g 4 1), e dei g, (nel caso dispari) di cui al n. 14. Serven-
dosi delle generalimzazioni di queste ultime proprietd che abbiamo dimostrate
nel n. 14, e procedendo con metodo analogo a quello segunito nel n. 24, i
risultati dei suddetti tre teoremi — e quindi pure le conseguenti limitazioni
superiori per i caratteri M* — potrebbero venire ampiamente migliorati.
Senza soffermarci su cid, faremo invece vedere come, basandosi sulle proprieta
asintotiche dei %, provate nel n. 16, si possono oftenere con quel metodo
delle proprietd asintotiche delle K/, relative al caso di ¢ di-
spari ed a valori arbitrari (> 3) di r.

Per r = 3, dimostreremo anzitutto il

TrEOREMA 1. - Dato comunque U’ infero ¢ non negativo e supposio
K = Q2 ~cq,

per ogni q dispari — sufficientemente grande rispetto a ¢ — una qualun-
que K3, risulta necessariamente confenuta in una quadrica ellittica.

A tal fine, assegnato arbitrariamente un numero reale § compreso fra 0
ed 1, e fissato un qualunque intero @ che soddisfi alla

a3 (o + b+ 1)1 —9),

stabiliamo intanto il

LeMma. -~ Supposto che a verifichi la precedente relazione, assunto comun-
que q dispari e non inferiore alla funzione Ala) definila nel n. 16, e presa
una qualunque K3 o di Ss 4 che soddisfi alla limitazione del teor. I, in ogmni
fascio di piani di S; 4 v'é un numero (infero) nown inferiore a g di
piani, ciascuno dei quali sega Ks , secondo un k-arco totalmente contenuto in
una conica.

Supponiamo per assurdo che in un fascio di piani di Ss 4 vi siano meno
di 8q piani godenti della proprietd specificata nel lemma. Mentre ciascuno
di tali piani incontra K3, in al pitt ¢4+ 1 punti, in oguno dei rimanenti
dovranno esservi meno di ¢ —a punti (n. 16). Risulta quindi

K <bqlq + 1)+ (@ +1—6g)lg —a) <
<¢ —[a(l —0) — 6 —1]g <¢*—cq;



86 B. Secrr: Le geometric di Galois

ne discende una contraddizione con la limitazione ammessa per K, onde
il lemma. Questo, per semplicitd, verrd in seguito soltanto applicato nel caso
particolare in cui si assuma

6 =2/3 e quindi a > 3¢+ b.
Dato comunque un ¢ > 0, si fissi un ¢ > 3¢ 4 5 e, supposto ¢ dispari e
g> A{a), q> 182+ 78,

in guisa che si potrd applicare il lemma con 6 = 2/3, si consideri in un S3 4
una qualunque K3, per la quale risulti K> ¢* —cq. Il teor. I pud ora ve-
nir meglio precisato col mostrare che sgni siffatia Ks, giace per intero
in wno quadrica ellittica.

A tal fine, introduciamo alcune comode locuzioni. Diremo che un piano
m di 85,8 di tipo I, allorch® per il k-arco da esso segato su K3, risulta
k> q—a. In tal caso, a norma del n. 16, il suddetto k-arco stard in una
conica (irriducibile), che verrd designata come conica relativa a = In
virtd del lemma, avremo allora che 4l nwmero dei piani di tipo I esislenti
in un qualunque fascio di piani di Ss 4 non é mai inferiore a 2¢/3.

Presi due punti 4, B distinti di K34, siano «/, n” due diversi piani di
tipo I passanti per la loro congiungente, e (', C” le coniche ad essi relative.
Ciascuna di queste dovrd manifestamente passare sia per 4 che per B, do-
vendo anzi C, C” rispettivamente contenere le sezione kg, ky di K3, con =
n”; e si avrd inoltre

Kz2q—a, K>q—ao,

in base alla definizione stessa del tipo I
Prendiamo poi in k; due punti 4’, B’ distinti fra loro e da 4, B, e desi-
gnamo con O 1intersezione delle rette [ = AB, I' = A'B'. Vogliamo dimostrare
che, fra le g 4+ 1 rette [” del piano =" uscenti da O, ve n’é qualcuna tale che:
1) ¥ contenga due punti 4”, B” di kj, distinti fra loro e da 4, B;
2) il piano 7" risulti di tipo L
Diciamo % il numero delle rette I’ di =" uscenti da O che soddisfano
alla 1), ed m il numero dei punti di ¥; che non stanno né sulla ! né su al-
cuna di tali /. Risulta quindi

m42m 42 =k >q—a;

inoltre, poich® ognuna delle rette che congiungono O ad uno degli m punti
suddetti, se non tocca C”, incontra C” ulteriormente in un punto che non sta

in ky, cosl dev’ essere:
m—2<q¢+1—-k'<a+ 1.

Ne discende la limitazione:
n>q2—a—3.
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D’altro canto, il numero delle I” soddisfacenti alla 2) 8 — per quanto
sappiamo sui piani del fascio di asse I’ — non inferiore a 2¢/3. Risulta
pertanto n + 2¢/3 > g 4 1, essendo in virth del supposto ¢ > 6a 4 24, sicchs
& certo possibile di soddisfare simultaneamente alle 1), 2), come appunto si
trattava di dimostrare.

Scegliamo ora in n” una qualunque retta I per O che soddisfi alle 1), 2);
il piano = = I'l" sard conseguentemente di tipo I, e la conica C ad esso re-
lativa conterrd la sezione k; di = con K3, e quindi anche le due coppie di
punti 4, B' ed A", B” rispettivamente segate da ' ed I” su kg e k) (ossia su
K. Ma allora le tre coniche irriducibili C, ¢/, 0”, stando in tre piani
distinti e segandosi a due a due in tre coppie di punti, pure tutti distinti,
saranno congiunte da una quadrica @ irriducibile. Proveremo che Kg’:‘q
sta per intero su @, onde — tenuto conto del n. 20 — ne seguird tosto che
@ & una quadrica ellittica; all’nopo basterd mostrare che un qualunque
punto P di K3, che non stia su nessuna delle coniche C, C’, C”, e ciod che
sia esterno ai piani @, ', n”, appartiene di conseguenza a Q. B anzi sufficiente
di stabilire questa proprietd per i punti P di K; o non giacenti su C, ¢, ¢”
e tali che la retta AP non si appoggi a C. Invero, I’insieme &, dei punti P
di K;, distinti da 4, non giacenti su C e tali che AP incontri ¢ sono al
pitt in numero di (g+ 1) —% <a+1, onde ¢ facile dedurre la Ky, € @ dalla

5q—8, C @ (cfr. il lemma IV in SEGrE [13]).

Nelle ipotesi suddette, incominciamo col dimostrare che, fra i ¢~ 1 piani
di Ss 4 passanti per la retta AP. ve n’8 almeno uno, m, per il quale le seguenti
quattro condizioni siano soddisfatte:

contenga un punto di k; distinto dai punti 4, B, 4', B';

)

4) m sia un piano di tipo I.

1)«
2) © contenga un punto di ky distinto dai punti 4, B, 4", B”;
T

contenga due punti distinti di %,;

I numeri di piani © soddisfacenti separatamente alle 1), 2) sono ¥ — 4
e k' — 4; fra quei g + 1 piani ve ne sono quindi almeno

(K —4) 4% —4—(g+1)>qg—2a—9

per i guali valgono simultaneamente le 1), 2).

La retta AP non giace in = (poichd nd A4 n® P stanno in =) e sega = in
un punto che non appartiene a C, e quindi neppure a k,, in virtd delle ipo-
tesi ammesse. Diciamo % il numero dei piani = per la retta AP soddisfacenti
alla 3), ed m il numero dei punti di %, che non stanno su di un piano = sif-
fatto. Mediante argomentazioni del tutto analoghe ad altre svolte precedente-
mente, si ottiene allora:

m+m=k>q—a m—2<qg+1l—k<a+1
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e quindi _
n>ql2—a—2

Ne consegue che il numero di piani n soddisfacenti simultaneamente alle
1), 2), 3) ® maggiore di

@—20—9+@2—a—2) —(g+1)=q2 —3a—12.

'Poichs il numero dei piani = soddisfacenti alla 4) non & — come sap-
piamo — inferiore a 2¢/3, cosl i piani = soddisfacenti a ciascuna delle con-
dizioni 1), 2), 3}, 4) risultano in numero maggiore di

(@/2 — 3a — 12) + 2¢/3 — (¢ + 1) = ¢/6 — 3a — 13;

quel numero & dunque positivo in virtd dell’ipotesi che sia ¢ > 18a + 78,
sicchd esiste di fatto qualche piano = del tipo voluto.

Sia® ¢ la conica relativa ad un siffatto piano =, esistenza della
quale consegue dalla 4). Poiche, per costruzione, = passa per i punti 4 e P,
cosi questi debbono di necessitd stare sulla C. In forza delle 1), 2) e 3), la
conica C ha a comune con le (', (" e C rispettivamente 1,1 e 2 punti, distinti
fra loro e dal punfo A4; e poiché ciascuno dei cinque punti ultimamente
menzionati giace su @, cosl C deve essere tracciata su Q. Ma allora P, essendo
un punto di C, & conseguentemente contenuto in @, il che completa la dimo-
strazione del teor. I

Con procedimenti analoghi a quelli che nel n. 24 ci hanno permesso di
far discendere dal teor. I di detfo numero i teoremi II e III dello stesso
n. 24, si pud dedurre dal teorema testd stabilito la seguente proposizione,
della quale omettiamo la ormai facile dimostrazione.

TroreMaA II. - Assegnato un qualunque ¢ positivo, e presi r> 4, e q di-
spari sufficientemente grande rispetio a ¢, per ogni K.\, risulla

K < qr—-l _— cqr—2.
Ne consegue che:
I numeri [M)y.,, definiti nel n. 17, sono tali che

(M}t — gt _

lim —24 2  — oo,
g q?
26. Limitazioni inferiori per gli M*. - Un problema interessante, ma

piuttosto difficile, & quello di costruire delle K, non banali. Di esso
ci siamo gid occupati con ‘una certa ampiezza per r =3 nei nn. 21-23; i
risultati ivi conseguiti, unitamente a quelli del n. 20, lasciano prevedere che
il caso r > 4 abbia ad essere assai pil arduo.

Il problema suddetto & in istretta relazione con quello di trovare delle
limitazioni inferiori per i caratteri M* introdotti nel n. 17; ed in-
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vero, dalla definizione stessa di questi ultimi, segue subito che 1’ esistenza
di una K-calotta di S, , implica la limitazione

(M), > K.
Ricordato che & (nn. 9, 17, 21, 22):
[M]i.q =2 (per ogni g),
[ME,q=q+1 (per ¢ dispari)  [M},=q+2 (per ¢ pari),
[M}q=¢"+1 (per ogni ¢>2),  [M]7.=2r,
ci proponiamo di dimostrare il

TeorEMA 1. - Per ogni r >4 e q arbitrario (pari o dispari), sussiste la
limitazione inferiore

(Mg > ¢(M)s g+ 1.

In base ad una precedente osservazione, il teor. I si avrd quale conse-
guenza immediata del

TeorEMA II. ~ Per ogni r> 4 e q arbitrario, si pud definire una calotia
di Sy, ¢ contenente
K= M}te,+1
punli.

In un dato S, consideriamo un piano = ed un S,.3, sghembi fra
loro, ed un qualunque punto P di n. Per definizione del carattere [M]s_s ,,
che indicheremo anche brevemente con M, esistono certamente delle M-ca-
lotte in S,_3,. Sceltane una, se ne proiettino i punti da = e, in ciascuno
degli M S; 4 cosl ottenuti, si costruisca una quadrica ellittica che tocchi = in
P. Si vede allora facilmente che I’insieme dei punti situati sulle M quadri-
che suddette & un K-insieme, il quale & anzi una K-calotta di S, 4, ove
K venga definito come nel teor. 1I.

I teoremi I e II sono con cid dimostrati. B probabile che la limitazione
offerta dal teor. I possa venire ulteriormente affinata. Qui c¢i limiteremo a
provare che cosl accade di fatto per r =4, nel qual caso il teor. I fornisce
la limitazione

(M} o> 20° +1,

che viene parzialmente migliorata dal

TrEOREMA III. -~ Se g é una potenza ad esponente dispari di un numero
primo p =1 (mod 8), talché risulla q=3 (mod 4), esiste in Sy, qualche
K-calolta per la quale :

K = (5¢" — 2¢ + 1)/2,

12
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onde allora sussiste la limilazione
(M), > B —2g + 1)/2.

Per dimostrare questo feorema, incominciamo con 1 osservare che, in
forza della condizione ¢ =3 (mod 4), — 1 non & un quadrato nel campo base
di Sy4, ossia in tale campo base I’equazione «* 4 y* =0 ammette 1'unica
soluzione 2 =y =0. B poi ben noto che, in virth della condizione p =
(mod 8), il numero 2 risulta residuo quadratico di p, sicch® esso ammette
due radici quadrate nel campo suddetto.

Introduciamo in Sy, coordinate proiettive omogenee (x, ¥, #, u, v), e con
sideriamo le tre quadriche

0 Ay +u/2—200=0, 2=0,
Q. 2yt — 2 208 =0, u =0,
Qs: =2 ut =0, v = Q.
Poggiando sulle osservazioni del precedente capoverso, & subito visto che
ciascuna delle @,, @, @; ® una quadrica ellittica (e quindi contiene
¢ + 1 punti); e che @, e @, segano il piano # =% = 0 comune ai loro iper-
piani di appartenenza secondo due coniche irriducibili (contenenti quindi
ognuna ¢ - 1 punti), le quali non hanno punti comuni.
L' insieme costituito dai punti di @,, @, che non stanno su nessuna delle

due coniche suddette, e dai punti P, di @, per i quali 2¢° 4 «* non & un
quadrato (sicchd per questi zu o= 0), consta dunque di

K=2("+1)—2g+ 1)+ (g + 1)?/2 = (5¢" — 29 + 1)/2
punti distinti di Sy,4; ed ora mostreremo ch’esso & una K-calotta. All’uopo
basta provare che:

Preso un quoalungue punto P, di Q, del tipo suddetio, la quadrica
Q, proiezione di Q, da P, sullo spazio 2 =0 di Q. non ha alcun punfo o co-
mune colla Q (nel campo base di Sy, ).

Ora infatti, dette (x,, %, %, — 1, 0) le coordinate di P, talché risultera
2,30 ed inoltre

ai+y2— 25 4+ 1 =0,
un facile calcolo dimostra che su 2 =0 la quadrica @, ha I’equazione
(22 + wou) + 2y + you)’ — 2" + y* + w*/2 — 20%) = 0.
Quest’equazione, presa assieme con l'equazione di @, implica ciascuna delle:

oy u/2—200=0, 2wt+au=0, 2y+yu=0.
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Eliminando le x, y fra queste, si ottiene la

(2 + 92 + 2)u* — 80" = 0
e quindi la
(28] + 1)u* — 8v* =0,

che — in virth di quanto supposto per P, — ammette la sola soluzione banale
u=v=0, conducente a valori tutti nulli delle «,y, 2, u, v; e cid dimostra I’asserto.
Affinamenti del teor. I, di natura analoga a quelli del teor. III, possono
anche ottenersi per valori di ¢ di altro tipo; ma omettiamo di darli per bre-
vita. Rileviamo piuttosto che, come gid appare dall’esémpio fornito dalla
K-calotta testd ottenuta, molte delle difficolta inerenti ai problemi segnalati
al principio del presente numero risultano di carattere essenzialmente aritmetico.
Aggiungeremo infine la costruzione di qualche K-calotta, segnalando
le limitazioni inferiori che ne conseguono per i caratteri M*, taluna
delle quali potrebbe venire ulteriormente migliorata. Abbiamo intanto il

TrorEMA IV. - Qualunque sia Uintero h > 0, risulta:
[MEhi1,0 > @ + (@742 —1)/(g*— 1) (per ogni g)
[M]':h—}—2,q = (@2 —1)/(g — 1) — q(g®* — 1)/(g® — 1) (per q dispari)

[Mhye,> @ + (@2 — 1)j(g — 1) — ql¢® — V)/(@*—1)  (per q pari),
[(M)hys,q> (@ —1D)(@2—1)  (per ogni g > 2),

potendosi wei singoli casi costruire delle K-calotte costituite da un numero K
di punti uguale al secondo wmembro della rispettiva limitazione.

Invero, per # =0 non v’¢ che da applicare quanto & stato richiamato
nel terzo capoverso del presente numero. Se invece k> 1, basta procedere
induttivamente rispetto ad h poggiando sui teoremi I e II, per potere con-
cludere nel modo voluto. I risultati del teor. IV potrebbero poi venire varia-
mente affinati, in conformitd a cio ch’® stato detto precedentemente. Cosl ad
esempio, usufruendo ancora dei teoremi I e II, unitamente perd al teor. III,
& subito visto che — se si suppone h>1, p=7 (mod 8), g =3 (mod 4) —
alla prima limitazione del teor. IV pud venire sostituita la

[Mnt1,0 > ¢**%B¢? — 2¢ + 1)/2 + ("2 — 1)/(¢* — 1),

che @ migliore di quella in quanto attualmente risulta ¢ > 7.
Dimostriamo ora il

TeorREMA V. - Supposto r > 8 e q dispari, ed introdotie in S, , coordinate
omogenee (Ly, ©z, ..., Xry1), St considerino i K = 2" — 1 punti P di S,,q, distinti
dal punto unita, che hanno le loro coordinate x uguali parte a -1, parte @ —1.
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Tali punti costituiscono sempre una K-calotla; se poi ¢ = 3, aggregando a
quest’ wltima il punfo unita si ottiene una (K -+ lj-calotia completa.
Scelti fra i suddetti punti P due punti P'(x') e P'(x") distinti qualsiansi,
siano o ed @” i numeri delle &' e a” uguali all’ unitd, sicchd » — o’ 4 1 delle
« ed r —a’ 4+ 1 delle z” varranno -— 1. Hssendo lecito mutare simultanea-
mente di segno tutte le o' o tutte le ", senza che con cid P’, P” abbiano a
cangiare, non & vestrittivo supporre a'>r —a' +1, a">r—a"” 4+ 1, ossia

20/ > r 4+ 1, 20" > r 4 1.

Detti poi b il numero degli indici { tali che #; = af = 4 1, e ¢ il numero di
quelli per cui 2 = #{' = — 1, risulta manifestamente

0<b< (@, @) O<o<lr—a+1r—a"+1),
ed inoltre

o +a"—b+te=r-+1;

ne discende che non pud risultare b = 0, poiché — in virtd di cid che pre-
cede — dalla b =0 seguirebbe la ¢ =0 e quindi la coincidenza di P’ con P”.

Un qualunque punto 4 della retta P'P”, distinto da P e P", ha coordi-
nate del tipo

ml:xi+sz” (l: 1, 2, ey T+ 1),

dove %k denoti un qualsivoglia elemento non nullo del campo base di S, ,.
Ora — tenufo conto dei valori delle ' e delle #” — & chiaro che le -1
coordinate di 4 possono venire distribuite in quattro gruppi di-
sgiunti di

b, c, a —b, r—c—oa +1
elementi, gli elementi di ciascun gruppo essendo tutti ugnali rispettivamente a:
(*) 14k —1—k 1—F&, — 1+ k&

Dei quattro gruppi suddetti il primo non & mai vuoto, in forza della
b=0; ed ora mostreremo che al pitt uno degli altri tre pud risultare
privo di elementi. Invero, se fosse c =& —b =0, oppure r —¢c —a' + 1=
=¢ =0, ne discenderebbe rispettivamente o”" =r + 1 od o' =r 4 1; sicchs
P” o P coinciderebbe col punto unitd, contrariamente al supposto. Se poi si
avesse @ —b=r — ¢ —a’ 4+ 1=0, ne seguirebbe b +c=7r 41 onde P' e P
non potrebbero essere distinti.

Notiamo che (poich® k=4=0) i quattro valori (x) risultano sempre distinti,
eccettuato soltanto se k= == 1, nel qual caso perd due di quei valori si an-
nullano. Pertanto nessuno dei punti 4 suddetti pud coincidere con un punto
P, in quanto ogni punto 4 o ha qualche coordinata nulla, oppure ammette
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(almeno) tre coordinate con valori a due a due diversi; e cid dimostra che i
punti P costituiscono una K-calotta.

Se ¢ = 3, ove nell’argomentazione precedente si aggreghi ai punti P il
punto unitd (sicch® non resta pilt escluso che a’ od a” valga r 4- 1) e si ten-
ga presente che attualmente %k pud soltanto assumere i valori == 1, ne risulta
che ogni punto 4 ha qualeche coordinata nulla, e non & quindi mai uno dei
K+ 1 punti P testd considerati. I’ insieme di questi & pertanto una (K -+ 1)-ca-
lotta, della quale ora dimostreremo la completezza, facendo vedere
che ogni punto di S, avente qualche coordinata nulla pud venire identifi-
cato con uno dei suddetti punti A. Infatti, ad esempio, il punto che ha nulle
le prime a ( >0) coordinate, ugunali a — 1 le successive b, ed uguali a 41
le rimanenti ¢ ( = — & — b 4 1) coordinate, risulta allineato coi due punti
— manifestamente distinti — che hanno le prime & coordinate tutte ugunali
a -4 1 o tutte uguali a — 1, le successive b nguali a + 1, e le ultime ¢ uguali
a —1.

Il teor. V & cosi compiutamente stabilito. Esso fornisce fra ’altro I esi-
stenza — per ogni r > 3 — di (2%)%s complete; & tuttavia da rilevare che, in
base al teor. IV, risulta sempre [M]s> 2+, sicché nessuna di quelle (27} 5
pud essere un ovaloide.

Proveremo da ultimo il

TrEOREMA VI. - Supposto r> 3 ed inolire ¢ > 4, ma d allronde arbitrario
(pari o dispari), si inlroducano in S, coordinate omogenee (x;, %3, .., Tri1)
e si fissi un qualungue elemento, i, del campo base di S, , diverso dagli elementi
0, +1 e — 1. Denotato quindi con n un iniero variabile tenulo soltanto a
soddisfare alle limitazioni

Ilsn<r,

si considerino ¢ K = 21— 2 punti P di S,,, aventi n delle loro coordinate
uguali all unita e le rimanenti r —n 4 1 uguali ad i. Ebbene, tali punti P
costituiscono in ogni caso una K-calotta, la quale risulta complela
8¢ g —= 4.

Scegliamo due qualsiansi, P'(x) e P"(x"), purchs distinti, di quei punti P;
e siano rispettivamente n’ ed %" i numeri delle relattive coordinate uguali
all’ unith. Se allora designamo con a il numero degli indici 7 tali che
x; = /=1, sard manifestamente

O0<a< @, n);
& chiaro inoltre che non potrd essere #' = n” =a, in virtt dell’ipotesi che
P" e P” siano distinti.

Un qualunque punto 4 della retta P'P”, distinto da P’ e P”, ha coordi-
nate del tipo ‘

xy = a; + ki’ =12 .., r+1)
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dove k denoti un qualsivoglia elemento non nuilo del eampo base di S, ,.

ra, avuto riguardo ai valori assunti dalle coordinate ' ed x”, & subito visto
che le » 41 coordinate x di un siffatto punto 4 possono venire distribuite
in quattro gruppi disgiunti di

w — @, w' —a, a, r4a—nw—n"41

elementi, gli elementi di ciascun gruppo essendo tutti uguali fra loro e va-
lendo ordinatamente

(+ %) 14k 64k 14k 4 ki

In virtit della definizione dei punti P data nel teorema, & ora chiaro che
nessun punto 4 pud risulitare an punto P se almeno fre di quei gruppi non
sono vuoti e se i quattro valori (xx) risultano distinti. Ci restano quindi al
riguardo soltanto da esaminare i due casi seguenti.

1) Se due dei quattro gruppi suddetti sono vuoti, risultando 1€n <,
1<n”<r ¢ non potendo essere » = n" = a, cid implica che si abbia

og=r+a—n—un"4+1=0

Allora le coordinate di P” omonime a quelle di P’ che assumono il valore
1 od ¢ hanno rispettivamente il valore ¢ od 1, onde & facile trarre che attual-
mente nessun punto A (distinto da P’ e P”) della retta P’P” pud risultare
un punfo P.

2) Se due dei valori (x+) coincidono, & subito visto che (poichd k=0,
i==1) cid ha luogo soltanto se k===1. In quest’ipotesi i valori (x) diven-
tano 1+ 1, 2, 2¢ oppure 1 —4, ¢ — 1, O, sicchs il corrispondente punto 4 non
& di certo un punto P.

Abbiamo cosl dimostrato che i punti P costituiscono in ogni caso una
K-calotta ; ci resta soltanto pilt da provare che questa & complefa se si
suppone ¢ = 4. In tale ipotesi, introduciamo 1’elemento j=1/¢; i quattro
elementi del campo base di S, , sono allora 0, 1, 4, j, e possiamo supporli
legati fra loro dalle relazioni date esplicitamente nel n. 23.

Sia O un ‘qualunque punto di S, ,. Per i nostri fini possiamo permutarne
le coordinate, e ridurci sempre al caso in cui le prime %, coordinate di O
valgano 0 (ove 0 <n, <r), le successive n, valgano 1, le successive %, siano
uguali ad ¢ e le ultime #n, siano uguali ad j, ove naturalmente

No+ N+, +n=1r-+1;

seriveremo allora le coordinate di O nella forma abbreviata (On,, 1u, @y, fin),
e ¢i varremo anche nel seguito di notazioni analoghe in casi consimili. Sup-
poniamo che O non sia un punto P, e distingniamo due possibilita secondoché
=0 0 n,>0.

Se #n, =0, ciascuno dei fre numeri ®n,, %, #; dev’essere positivo, in
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virt dell’ipotesi che O non sia un punto P. Se invece 7y > 0, uno almeno
di quei tre numeri dev’essere positivo; e non & restrittivo supporre che si
abbia #; > 0, potendosi sempre soddisfare a tale condizione mediante un’ulte-
riore permutazione delle coordinate e coll’alterare queste ultime per un oppor-
tuno fattore non nullo.

Sia nell’un caso che nell’ altro, i punti

P'Lug, s 1ngs Gudy  Pines Lis lugs e

risultano due distinti punti P. Poich® il punto O giace sulla retta P'P", in
quanto le coordinate di O si ottengono sommando alle coordinate omonime
di P’ quelle di P” moltiplicate per j, cid dimostrala completezza della
2+t — 2)%, formata dai punti P.

Va rilevato che, in base al teor. IV, per ogni r > 3 si ha [M]},> 2r+ 2,
sicche nessuno delle suddette (2r+1 — 2)%4 complete puo essere un ovaloide.
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