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INTRODUZIONE.  

I1 p r e s e n t e l a v o r o p o n e n u o v i l e g a m i f r a  la G e o m e t r i a  a l g e b r i c a  
e l' a r i t m e t i c a,  mediante  l ' indagine  approfondita di diverse questioni 
negli spnzi proiettivi sopra un eampo di GALOIS. Sono quindi part ieolarmente 
lieto di d e d i c a r l o -  in 'occasione del suo 700 eompleanno - -  al l 'Amieo 
GIovAnni SA~SO~E, ehe ha dsto al l 'Ari tmetiea contributi  d ' importanza forse 
non minore di quelli ehe a lui deve l 'Analisi.  

)Iolte delle rieerche compiute in Geometria  algebriea nell' ultimo tren. 
tennio si svolgon0 sopra eampi del tutto genera l i :  ma la quasi totalit~t di 
esse suppone che i] campo 13ase sin infinito, in quanto ben sovente le eose 
si presentano sotto luce assai diversa nei campi finiti, ore sorgono inoltre 
problemi speciali, come quello di determinare il n u m e  r o dei punti  situati  
su di una variet'~ algebriea assegnata (l). A ques t 'u l t imo ordine d ' idee  pos- 
sono venire collegati i cosidetti m e t o d i  a p i r i s t i c i ,  introdotti dal 
CIPOLLA nello studio delle congruenze secondo un modulo primo e delle equa- 
zioni algebriehe in un campo di GALOIS; metodi che sono poi stati usati e 
generalizzati da vari altri Autori, fra i quali  - -  oltre al  SANSO~E - -  vanno 
rieordati V. A)IATO, G. MIG~os L B. ScAnt, Is e G. SCOl~ZA. 

P roeed imen t id i  c a r a t t e r e p u r a m e n t e  g e o m e t r i c o - e o m b i n a t o r i o  
vengono inveee qui impiega t ine l  § I, che si occupa delle q u a d  r i e h  e in 
uno spazio di GALOIS. Si trovauo eosi risultati  gi'~ al tr imenti  aequisi t i  in 
tale elassieo argomento, ai quail  perb se ne aggiungono altri di tipo nuovo. 
Cib fa preconizzare ulteri0ri approfondimenti  delle suddette queslioni, e l 'uti .  
lizzazione di metodi eonsimili ne lFinves t igare  differenti  eategorie di varietfi 
atgebriehe in uno spazio di GALOIS. 

Problemi di earat tere assai diverso si presentano hello studio di certe 
classi di i n s i e m i  d i  p u n t i  in uno spazio di GALOIS: ed b eurioso 
osservare c o m e -  nonostante il loro earat tere  apparentemente  a s t r a t t o -  
problerai di quella  natura  siano stati posti e parziaImenti risolti in vista di 

(1) Difficolth aneora maggiori si ineontrano negli sl)azi sopra corpi non eommutativi; 
]~er alcune sempliei questioni che allora .~i prosentano, cfr. SECURE [10]. 

Anuali di Matematica ! 
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sigaifieative applicazioni alla F i s i c a (prineipalmente da JARNEFELT e 
KUSTAAZ~HEI)~O) ed alla S t a t i s t i c  a (da R. C. BosE). All ' indagine di 
problemi siffatti sono dedicati  i §§ I I I  c IV, concernent i  r ispet t ivamente gli 
insiemi piani e quelli  spaziali od iperspaziali. In  tale indagine intervengouo 
talora in guisa essenziale considerazioni a r i t m e t i c h e, ed anche sviluppi 
di c a l c o l o  n u m e r i c o ;  ma ~ sovente mediante opportune argomenta- 
zioni a l g e b r i c o - g e o m e t r i c h e  t he  le svariate difficolth the  vi si 
ineontrano possono venir superate.  

Alcune delle proprieth geometriche accessorie aWuopo occorrenti  (come 
quelle generalizzanti  i teoremi di CEVA e ME~ELAO) conservano la lore validith 
nei campi infiniti, e trovansi raccolte nel § I I :  tuttavia; in complesso, le 
g e o m e t r i c  d i  G ~ . L o I s  nascono qui con carat ter is t iche proprie, che 
le mostrano degne di studio indipendentemente  dai possibili legami od appli. 
cazioni alle suaccennate  discipline. 

Informazioni  un po' meno sommarie sul contenuto, si desumono dal l ' Indice 
posto alla fine del lavoro. Un riassunto abbastanza particolareggiato di molte 
delle proprieth qui esposte b offerto dalla Con[erenza tenuia  nell 'agosto 1958 
al Congresso Internazionale di Edimburgo (SEORE [11]}, alia quale rinviamo 
altrest per ulteriori  precisazioni storiche e bibliografiche ~ugli argomenti  
t rat tat i ;  eft. inoltre SE(~I~E [12]. Taluna  fra tali propriet~ ~ gih nora, ma viene 
inelusa a l t 'uopo di rendere  pifi agevole la lettura. 

Va infine rilevato come l ' a t tua le  Memoria suggerisca - -  esplici tamente 
od imptic i tamente  - -  tutto un complesso di questioni helle direzioni pih sva- 
riate, alle quali ~ sperabile possa darsi risposta prossimamente. (") Fra  siffatte 
ques t i on i s egna l i amoso l t an toque l l e  i ne rcn t i a l l e  g e o m e t r i e  a s i n t o t i -  
c h e  che si ottengono con procedimento di limite dalla geomctria di uno 
spazio di GALOIS di data dimensione, quando si faceia crescere indefinita- 
mente  la dimensione di questo o l 'ordine  del relative campo base. 

§ I . -  LE QUADRICHE NEGLI SPAZI DI GALOIS. 

1. Specie e tipi delle quadriche di S~,q, e lore spazi subordinati .  - Le 
quadriche di un date Sr, q - -  e cio~ di uno spazio proietlivo di dimensione 
r sopra un campo di GALoIs d 'o rd ine  q - -  costituiscono in esso un sistema 
lineare ~ R  eve 

R - -  r(r -~- 3)/2, 

e sono quindi tante quanti  i punti  di un SR.q, ossia il lore numero comples- 
s i re  vale q R ~  qR--~ _~ ... ~ q ~ 1 (red. p. es. SEGI~E [2], n. 157). 

Diremo che una  quadrica di Sr, q ~ di specie (r, q, h, k], od anehe piil 
semplicemente - -  se cib non dh luogo ad equivoci - -  di specie (h, k}, quando 

(~) Ved. al riguardo Snc~r~E [13]. 
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essa abbia uno s p a z i o  d o p p i o  di dimensione h - - l ,  e quando k - - I  
denoti la m a s s i m a  d i m e n s i o n e  degli spazi subordinati  di Sr, q gia. 
centi su di essa. Si dice allora che la quadrica ~ h v o l t e  s p e c i a l i z .  
z a t a ;  r isulta pot sempre 

o <~ h <<. k <<. (r -{- h -t- 1)/2, 

il caso h - - 0  aveudo luogo se, e soltanto se, la quadrica  /~ priva di punti  
doppi (ossia se non (~ siugolare). Va anche rilevato l 'a t t ro  caso estremo 
h ~ k - - r ,  in cut la quad r i ca  si r iduce ad un iperpiano doppio; ed ~ chiaro 
che in Sr, q vi sono q~-{-q~-1 n t - . . - t "  q - [ -1  quadriche di questa specie. 

In  particolare, per r --  1 (ossia sulla tetra), vi sono tre sorta di (< quadri- 
che.,>: quelle di specie (1, 1), ridotte ad un punto da contarsi  due volte, in 
numero di q-1-1;  quelle di specie (0, 1), date dalle varie topple non ordinate 
di puuti distinti di Sl, q, in numero dunque di q(q-1- 1)/2; le r imanenti  sono 
quelle - -  di specie (0, 0) --  formate dalle topple di punti distinti coniugati  in 
un' estensione quadrat ica  del campo base di Sl, q, ed il loro numero vale quindi 

(q2 _~ q _[_ 1) -- (q + 1) -- q(q + 1)/2 -- q(q - -  1)/2. 

Nel piano, ossia per r - - 2 ,  le << quadriche >> sono a priori delle seguenti  
cinque specie diverse. 1) Quelle di specie (2, 2}, date dalle rette di S~,q con. 
tare due volte, in numero di 

q " - l - q + l .  

2) Quelle di specie {1, 2), formate datle coppie non ordinate di rette distinte 
di S2,q, in numero dunque  di 

(q~ + q -[- 1)(q ~ -[- q)/2 = q(q + 1)(q ~ -[- q -]- 1)/2. 

3) Quelle di specie (1, 1), consistenti di due rette distiute coniugat¢, in una 
esteusione quadric~l del campo base; di esse - -  per cib the  precede - -  ve n '~ 
q ( q -  1}/2 in ogni fascio di retie, sicch~ il loro numero complessivo vale 

qlq - -  1}(q ~ -1- q -]- 1)/2. 

4} Quelle di specie (0, 1), date dalle coniche C~ irriducibili  di S.~,q contenenti  
ahneno un puuto, e quiadi  (ore si badi alle intersezioni di C~ con le rette 
del fascio di centro un tale punto) conteaenti  esat tamente q-[- 1 punti di 
S~,, 1. Ad ogni sif[atta C2 appartengono pel tanto ( q - [ - l ) q ( ( / - - 1 ) ( q - - 2 ) ( q -  3) 
quintuple ordinate di punti di S~,~, uecessarial,lente a tre a tre non allineati. 
Poich~, com'~ subito visto, S~,q eontiene in tutto 

(q2 + q _{_ 1) • qfq n c 1) • q'~ • lq - -  1)-'. (ff - -  2p(q - -  3) 

quintuple siffatte, e ciascuna di esse determina una ed una sola C2 c h e l a  
contenga, ta quale viene a r isultare di specie (0, 1}, cosi il numero dello 
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~quadr iche  ~ di S.~,~ l di specie (0, 1) ~) date da 

q~.(q _ 1)(q~ + q + li = q~ _ q2. 

5) A priori ,  vi potrebbero infine essere (, quadr iche  >) di specie (0, 0~, date dalle 
eventual i  eoniche to ta lmente  prive di 1)~nti di S.%q. Siceome perb il numero 
complessivo delle ¢ quadr iehe  >> di S=,.q delle pr ime quat t ro specie vale 

{q~" + q + II + q~q + lb(q ~ + q + 1)/2 + q(q - -  l)(q" + q + I} /2  +(q~ - -  q:) : 

-----q~ + q ~ + q ~  + q " + q +  1, 

e quindi  ugaagl ia  proprio quello di tut te  le (, quadriche)> di S.2,q, cosi in  
nessun  S.,.,q esistono ((quadriche ~) di  specie {0, 0). Cib equivale alla scguentc  
ben nora proposizione, di cui abbiamo dianzi ot tenuto una nuova dimostra- 
zione, eonce t tua lmente  la pifi sempl ice  possibi le:  

Ogni conica irr iducibi le  di  S~,q contiene sempre esat tamente  q + 1 p u n t i  

di  S~, q . 
Rifer iamoci  era ad uua qua lunque  quadr ica  di S,.,q di specie (h, k), per  

la quale k/> [; e a d  un intero s arbi t rar io  the  soddisfi alle [imitazioni 

l ~ s ~ k .  

La quadr ica  conterr'h, allora degli S~-l,q subordinat i :  il n u m e r o d i q u e- 
(hr. q, h s t i  s p a z i  (o punti ,  se s :  1) vcrrh d e n o t a t o c o n  ~,~ , o d a n e h e p i f i s e m .  

p l icemente  con a,,~, quando cib non dia luogo ad equivoei :  altora, per  mag- 
giore chiarezza, muu i r emo  sovente la a cot l ' indicazione del t i p o della qua- 
driea, secoado la definizione che diamo poeo appresso. Giungeremo ad una 
larga estensione della proposizione precedente,  s tabilendo il 

TEOlCEMA I. - Le quadriche  n o n s i n g o I a r i (ossia avent i  h =:- O} 
degli spazi  di  Galois sono tutte necessariamente  di  uno  dei segue~di ire tipi. 

che denot iamo r ispet t ivamente  come r i p e  I, r i p e  I I  e t i p o III. 

I) Se la d imens ione  r dello spazio a mbiente S,.~ l ~ p a r i r i su l ta  he. 
cessariamente r - - 2 k ,  eve k ~ i denoti  - -  come d ianz i  - -  la d imensione  mas.  

s ima  degli  spazi  subord ina t i  di S,., q che s tanno sul la  qua&'ica,  e per  ogni s 

compreso f ra  1 e k si ha:  

k s --1 s - - I  
a~,~-" II {q~ + l} • II {q~-~-- 1}/ II {q~-~-- 1). 

i ~ k - - s + l  i=0  i~O 

II) Se r ~ d i s p a r i pub in tan to  r isul tare  r - -  2k - -  1, 

ancora il  suddet to  s ignif icato,  nel qua l  cztso si  ha:  

k--1 s--1 s--1 
a u q k ,~- -  II ( q ' +  1).  II ~qk-~_ 1)/ 1I I ' - ~ - -1 ) .  

i = k - - s  i~O i~O 

eve k abbia 
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I i I )  S e t  ~ d i s p a r i  p u b  so l tan to  pii~. r i s u l t a r e  r = 2 k  + i ,  ed i n  

ta l  caso - -  se k > O - -  s i  h a :  

k ~ l  s--1 s--I 
aItIk,~ ---- II {q~ -J- 1) . II (q k-~ --- 11/ II { q s - i  - -  1 ) ;  

i=k--s-~-2 i~0  i=0  

ques ta  r e l a z i o n e  su s s i s t e  a n c h e  p e r  k = O, s ~ 1, ne l  q u a l  ectso e s sa  d i v e n t a  
t~ I I I  

0 , 1 - -  O, 

Osserv iamo anzi tu t to  che, in base  a eib t he  precede ,  il teor. I cer tamen-  
te suss is te  per  r - -  1 e per  r - -  2. Po t r emo  quind i  suppo r r e  r ~> 3, e s tabi l i r-  
lo per  induz ione  r i spe t to  ad r, ammet t endo lo  negli  spazi di d imens ione  infe- 
r iore  ad r. 

S ia  Q una  q u a l u n q u e  quad r i ea  non s ingolare  di S,.,q, e sia P uno dei  suoi  
punti .  Noti~lmo che Q con t i ene  c e r t a m e n t e  qua lehe  punto  P di Sr,(l,  eib avendo  
luogo - -  in base  ad un t eo rema  p receden te  - -  per  la sezione di Q con un  
q u a l u n q u e  piano di Sr, q. Ind ich iamo  poi con S* l ' i p e rp i ano  tangen te  ill P 
a Q, con S '  un  q u a l u n q u e  S~._2,q g iacente  in S* che non pass i  per  P ,  e : c o n  
Q*, Q' r i spe t t i vameu te  le sezioni di Q con S*, S'.  ]~ a l lora  ev idente  che Q* 
non ~ al t ro  che i |  couo p ro ie t t au te  Q' da P,  e che Q' /~ una  ~quadrica non 
s ingolare  di S ' ~  S~_~,~, a lla qua le  /~ qu iud i  leei to app l iea re  il teor.  I. 

Deno tando  con (r', q, h', k') la s p e e l e  di Q', si ha p o i : m a n i f e s t a m e n t e  

r' ---- r - -  2, h' - -  0, k' - -  k - -  1, 
eppe r t an to  

r" - -  2k'  - -  r - -  2k. 

Ne d i s e e n d e e h e  Q b d e l l o  s t e s s o  t i p o  d i  Q' e p u b q u i n d i  sol tanto 
r i su l t a re  di tipo I, [[,  H I .  In  uuo q u a l u a q u e  di ques t i  tre casi,  il numero  
ak, L dei  punt i  di Q pub o t teners i  nel modo seguente .  

Le ret te  per  P di S,.,q sono in numero  di q r - l + q r - ~ . + . . . _ [ _  1 e que | l e  
di S* per  P sono in numero  di q"-~ -t- q~--3 _.[_ ... + 1. Ne d i seende  ehe in S, .  ,l 

vi sono e sa t t amen te  q,:-I re t ie  per  P non s i tua te  in S*, e e i aseuna  di ques t e  
ineont ra  Q in uno ed un sol pun to  dis t into da P.  Le ret te  di S* p e r ~ P  incon- 
t rant i  Q a l t rove  sono le geuera t r i e i  di Q* uscent i  da P :  esse  sono tante  quant i  
i punt i  di Q', e cio~ sono in n u m e r o  di a ~ , , 1 - - a k - l , t  (da porsi  ugua le  allo 
zero per  k = 1) e c i a scuna  di esse viene a con tene re  q punt i  di Q dis t int i  
da P.  R i su l t a  pe r tan to  

a, ,  1 - -  q,.-1 _[_ i --[- qak-~,  1 ; 

e poiehb ques t a  condiz ione viene di fat to soddis[a t ta  da e i a s c u a a  delle tre 
espress ioni  date  dal teor. I per  s - - | ,  ossia da :  

I 
ak, t = (q* -[- 1){q* - -  1)/{q - 1), 

I I  
ak,1 -= (qk--l + 1)(q~ __ 1)/(q -- 1), 

I I I  
ak, t : {qk+1 + 1)(q~ __ l)/(q - -  1), 

ne consegue  in tanto  il teor. I per  s - - - 1 .  
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Per  eompletare la dimostrazione di quel teorema, potremo ora supporre 
s />  2 e proeedere per induzione rispetto ad s, ammettendo la validit~t del 
teor. I per valori inferiori  di questo carattere.  Raggiungeremo il nostro 
intento wdutando  in due modi diversi it numero delle coppie formate da un 
$8_-~ ed un $8-1 c h e s i  appar tengano e stiano su Q. 

Fissato uu qua lunque  Ss_u di Q, il che pub farsi ill ak, s-1 modi divcrsi, 
denotiamo con S,,-8+l lo spazio polare di Ss-,~ rispetto a Q (il quale coutiene 
S~-2}, con S"  un qunlunque spazio di dimensione r - -  2s -1- 2 ehe stin in S,--,+t 
e sin sghembo con S,_~, e con Q" In quadrien sezione di Q con S".  Dettn 
quindi  It". q, h", k" 1 la specie di Q", ne r isut ta  the  b 

r" = r - -  2s --t- 2, h" - -  0, k" = k -- s + 1, 

eppertanto r " - - 2 k " - - r - - 2 k ,  siech~ Q" b d e l l o  s t e s s o  t i p o  d i  Q. 
D 'a l t ro  canto, gli S~-1 giacenti  su Q e passanti  per  S,_e sono quelli  proiet- 
tanti dn S~-2 i singoli punti  di Q", e sono quindi in nnmero di ak,,, I "- ak.-,~ ~, 1. 
I1 numero riehiesto alla fine del precedente  capoverso ~ dato pertanto da 

a k ,  s - -  t a k - s + l ,  1 • 

Lo stesso numero viene anche espresso dal prodotto del numero, ak , , ,  
degli  Ss-1 giaeenti  su Q, per quello, tq s -  1)/(q - -  1), degli Ss-2 di un daio S~_1. 
Vale quindi la formula 

ak,,(q s - -  l ) / ( q -  1) = ak, , - lak- ,+l ,1 ,  

che permettc il caleolo induttivo di ak,8: e poiehb essa viene di fatto soddi- 
sfatta da ciaseuna delle tre espressioni date dal teor. I, ne consegue In piena 
validiti~ di questo teorema. 

Se in esso facciamo in part icolare s ~ k, otteniamo senz'al tro il seguente 

COROLLARIO. - Una qualunque quadrica non singolare di S,.,q, che sin 
di tipo I, I I  o I [ [  {per la quale dunque r valga ordinatamente  2k, 2 k - -  1, 
2k + 1), contiene un  numero di spazi  di dimensione massima,  k -  1, dato ri- 
spet t ivamente da 

k k - - 1  k+1 ai I I  C I I I  k , k =  II tq ~ +  1), ak, k =  II ( q ~ + l ) ,  k , k =  II ( q * + l ) .  
i = l  i=O i = 2  

Volginmoci era  n eoasiderare  ann qualsivoglia quadricn Q di S~.~ the  
si~ s i n g o l a r e ,  e eio~ ehe possegga an S~-I doppio, con h > / l .  Scelto 
in S~,~ t un qua lunque  spazio S,._~ sghembo con Sh-1, e detta Q* In relativa 
sezione con Q, ~ chiaro ehe Q* risul ta  non singolnre e the  Q non ~ altro 
che il e o n o proiettnnte Q* da Sn-a. Pertanto,  indicando con (r*, q, h*, k*t 
la specie di Q*, si ha manifes tamente:  

r* - -  r - -  h, h* --  O, k* --  k - -  h. 
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Per  definizione, a seconda ehe O* e di tipo I, I I  o I I I  (il ehe non 
viene a dipendere  daUa seetta dell '  S~.-h), diremo che ia quadr ica  Q ~ di tipo I, 
l I  o I I I ;  nei tre easi r isul ta  

r* --  2k*, r* - -  2k* - -  1, r* --  2k* q- 1, 

e quindi : 

r -- 2k --  h, r ---- 2 k - -  h - - 1 ,  r - -  2 k - -  h q -1 .  

S e k > h ,  gli s p a z i  d i  d i m e n s i o n e  m a s s i m a  ( k - - l )  g i a -  
e e n t  i s u Q provengono biunivoeamente  per proiezione da Sh_~ da quelli  
di dimensione massima ( k * - - 1 )  giacenti  su Q*. Dettone bj~,k il numero, in 
virtfi del preeedente  corollario si avr~ quindi :  

bi I¢-h k-~--i k -i~+1 h,k II (qt q_ 1), b H b IH --'-- h , k - -  II {q~+ l ) ,  h , k =  ( q ' + l ) .  
i = l  i = 0  i = 2  

Nel caso in cui si abbia h - - k ,  la quadrica Q contiene un solo Sk--1, dato 
dal suo Sh-1 doppio, onde allora si dovrfi assumere 

bh, k --- 1 (per h --  k). 

iNotiamo ora che, assegnato ua qua lunque  intero s soddisfaeente alle li- 
mitazioni 1 ~< s ~< k, vi saranno eer tamente sut cono Q degli spazi Ss-I : a cia- 
scuno di essi rester'h, associato un intero t soddisfacente alle 

O < . t ~ l ,  

ore t -  1 denoti la dimensione del l ' intersezione di tale S~_~ col vertice Sh-i  
di Q, ed 1 indichi il piit piccolo degli interi h, s. II numero degli spazi S~_1 
suddetti  corrispondenti  ad un dato t verrh designato con a~:qs:~, od anche 

secondoeh~ Q ~ di tipo I. I I  o I I I  con a I , a H a m • - -  h ~ k , s , t  h ; k , s , t  o d  h , k , s , t ~  s o t -  

t intendendo t ' indice  in nlto quando eib non si presti  ad equivoci. In parti- 
colare risulterh quindi 

aa, k, ,, h --  ba., ,  

ore  le b si esl~rimano con le formule precedenti.  ]~ ehiaro poi the  il n u m e .  
r o  c o m p l e s s i v o  d e g l i  S,-1 g i a c e n t i  s u  Q verrh dato dalla 

l 
6 ~ , q , h  

t=O 

Allo scopo di de terminate  i vari carat ter i  a, testa introdotti, incomincia- 
mo con l 'occuparci  del easo t - - h ,  il quale (poieh~ l ~< s) esige the  si abbia 
s>~ h. Per  esso, ciascuno degli S~_1 in quest ione dovr~ eontenere Sh- l ,  ep- 
pertanto segherh Sr-h seeondo uno spazio di dimensione s * - - 1 ,  ore 

8 ¢ - -  8 - -  h ,  

il quale  giaeerh su Q*. Viceversn, ogni Ss,-1 di Q* ~ congiunto ad Sa-1 da 
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un S~_1 di Q soddisfacente alle condizioni volute. Risult~ dunque:  

r ,  q, h 
a k ,  s, h - - "  a h ,  k,  s, h ~ a k . ,  s* - -  ak- -h ,  s--h ; 

dove l' ultimo membro va calcolato mediante la 1 :L, 2% o 3 a formula del teor. I, 
secondoch~ Q ~ di tipo I, I I  o III ,  nell ' ipotesi  ehe sia s >  h (e cio~ s*>~ 1}. 
mentre  esso va sempre posto uguale all' unith se s --  h. Per  s = k, la formula 
precedente viene na tura lmente  a coincidere con quella dianzi ot tenuta in tale 
ipotesi. 

Volgiamoci infine al caso generale in cut si abbia t <~h. Ora procede- 
remo in altra guisa, pervenendo a risuttati che per t = h eoll imeranno cot pre- 
cedenti. Pifi precisamente,  raggiungeremo il nostro intento detelminando,  in 
due modi diversi, quante sono le c o p p i e  (Ss-1, Sk-1) eos t i tu i t e  da un 
Ss_t di Q e h e s i  appoggi ad Sh-j secondo un St-t, e da un S~-1 ehe giaccia 
su Q e contenga quel l 'Ss_t .  

Preso uno qua lunque  degli ah, k.~,t S~-1 det tipo suddetto, i vari Sk-t di 
Q the  lo eontengono sono tutti e soli gli spazi di dimensione massima che 
stanno sutla quadrica,  (~, segata su Q dallo spazio S~: polare di quell 'S~_l 
rispetto a Q. Poich~ tale S~-t si appoggia allo spazio doppio Sh-t di Q secon- 
do un St- l ,  eos~ risulta 

r = r - - s + t .  

l~] pot chiaro che (~ ha il carat tere  

]~ - -  k ,  

ed ammette  come spazio doppio S~;-1 lo spazio congiungente Ss-t ed Sh,._l, 
talch~ si ott iene: 

f ~ = h + s - - t .  

Ne consegue che in ogni caso sussiste l 'uguagl ianza r + ] ~ - - r  + h (oltre 
alla k k), onde 0 e Q s o n o  s e m p r e  d e l l o  s t e s s o  t i p o .  II 
numero degli Sk-t  richiesti  vale dunque bh,~ =bh:,--t.k, e quello delle coppie 
(S~_~, 8k-1) 

ah,  ~,s, t bh-i.s-t, k ,  

ove si sott intende l ' indieazione del t i p  o, che 6 il medesimo per i due 
simboli a e b. 

Consideriamo, in seeondo tuogo~ uno qualunque dei b~,~ Sk-t di Q. Esso 
passer~ necessar iamente  per Sh-t ;  e (tenendo eonto p. es. di SEGRE [ 2 ,  n .  

1591) si vede facilmente the  il numero Ch, k,s.t degli Ss-1 di un tale 
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St,-1 ehe si appoggiano  ad Sh- t  seeondo  un  St-1 (non assegnato)  pub ven i r  
espresso  ne l la  fo rma  

t - - I  s - - t - - I  
1I ( q~ -~ - -  1) II (q~-h-~-- l )  

i=O i=O 
Ch, k ,  s, t --" t--1 ° s - - t - -1  

II  (qt-~ __ 1) II ( q ' - t - i - - l )  
i = 0  i=O 

• q(h-t)(s--t) 

eve si eonvenga  di sos t i tu i re  la prima, o 
r i spe t t i vamen te  se t - - 0  o se t : s. 

Da l l ' ana l i s i  p r eceden te  d i seende  ehe 

la seeonda frazione con 1' unit/t, 

a h ,  k , s , t  : Ch, tc, s , t  bh,  k / b h + s - t , l ¢ ,  

onde  - -  conoseendos i  gih i valor i  del le  b e del le  c - -  se ne de r ivano  tu t te  
l e a  pe r  le q u a d r i e h e  di S~,q dei  d ivers i  tipi. 

Come control lo ,  poss iamo conf ron ta re  eel  ease  gift t ra i ta to  in eui  t - - h ,  di- 
s t inguendo  due  sot toeas i  seeondoeh6  s - -  k od s < k. Anzitut to,  se t --- h, s - -  k 
r i su l ta  

a h ,  k , s , t  - -  a h ,  k , k , h  "--" bh ,  k ~ 

(~h ,k , s , t  "-" ( ~ h , k , k , h  --- 1, bh+s-t,~ - -  b~,k - -  I, 

e la re laz ione o t t enu ta  nell '  u l t imo eapoverso  6 d u n q u e  soddisfa t ia .  Lo stesso 
ha  luogo ne l l ' i po tes i  in eui  sin t ---- h, s < k, come tosto si d e s u m e  dal  teor. I 
e dal le  seguen t i  conseguenze  immedia te  di [ormule  p r eceden t i :  

a h ,  k , s , h  - - -  a .~ - -h , s - -h  , 

s - h - 1  ~ - t - i  
ch, k.~, h ---- II  (qk--h--~ __ 11/ II [q , -h-~  __ 1}, 

i=O i=O 

b z . . i  ~:-h k--h--1 k--h+1 
h,k/O~,k H (q~ -}- 1), ~.H /b u = ~,I,, ~ /~ ,  k II (q~ + 1), r~m ~ . m  = ,,h,~/,,,,~: = II ( q t +  1}. 

i=k - - s~ - I  i =  k - - s  i=:k--s-~-2 

U n  al t ro  control lo  si ha anehe  subi to  ne l l ' ipo tes i  ehe sin h = 0, 1~ qua le  
impl ica  che debba  essere  t - - - 0 ,  r i l evando  ehe r isul ta  : 

s--1 s --1 

ao, k ,~ ,o - -  a~,s ,  co,~,s,o = II [qk-~- -  1}/ I I , (q~-~--11,  
i~O i = 0  

k k--1 
b I / b  I o, ~/ ,, k II (q~ -+- 1), b II "b II b m ' b  m = o , k / ~ , ~ =  1I ( q ' + l ) ,  o , k / ~ , k =  

i =  k - - s  q-1 i=  k - - s  
~+II l (q[ + 1), 

' i=k - - s~2  

ed app l i eando  ancora  il reef. I. 

Annal i  di Matemat ica  2 
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Ri lev iamo inf ine  tre 
e iaseuno dei qual i  potrebbe anche  
diret to.  

1) P e r  s --- 1, t - -  0 r i su l ta  

easi par t ieolar i ,  ehe ei ve r ranno  ut i l i  nel  seguito,  
n a t u r a l m e n t e  veni re  t ra f ta to  in modo 

Ch, k,l,0 - ' -  qh(ql,--h __ 1)/{q - -  l), bh. k/bh-~ ~, k - -  a~-h, l(q - -  1)/{q ~:-a - -  1), 

e qu ind i :  

ah ,  k, 1,0 - -  q a a k - h ,  1 • 

P o i e h ~ -  in base a l la  def in iz ione  del le  a - -  si ha inol t re  a l , , k , l , t - -  
__ (qh _ l)/(q - -  1), cost:  

I1 n u m e r o  complessivo dei p u n l i  s i tuat i  su  di u n a  quadr ica  di  specie 
(r, q, h, k) ~ dato da  

a t ,  q, h ~,1 - -  (qa - -  1)/(q ~ 1) + qhak_h,1. 

2) P e r  s = 2, t - -  0 r i su l t a  

ch, k. ~, o "-  q.~1,(ql,-h __ 1)(qk-l,-1 _ l)/[(q~ _ 1)(q --1)], 

bh, k/bh-t 2,~ "-  ak_1,.2 (q~" - -  1 } ( q -  1)/[~q ~ - ~ -  1}(q k-h-1 - 1)], 

epper tan to  : 
II n u m e r o  delle rette s i tuate  su  di  u n a  quadr ica  di specie (r, q, h, k), e 

no~ contenenti  n e s s u n  p u n t o  doppio di questa, vale 

a~t, k ,  ~, o - ' -  q ~ h a k - - h ,  '~ : 

3) S imi lmen te  si redo  ehe :  
II  numero  delle rette s i tuate  su  di u n a  quadr ica  di specie {r, q, h. k). e 

contenenti  esat tamente  u n  pun to  doppio di questa, vale 

aa, k,~,l - - q h - q q ~  _ 1 ) a k - t , , 1 / ( q -  1). 

Poss iamo r i a s sumere  a leuni  dei r i su l ta t i  dianzi  ot tenuti ,  col seguen te  

TEOREMA II .  - Le quadriche  di uno  spazio di  Galois, di cui  (r, q, h, k) denoti 

la specie, possono venire dis t inte  in  tre tipi, secondoch~ la s o m m a  r + h ugua.  
gl ia  2k, 2k - -  1 o 2k + 1 ; e non  ve ne sono d 'a l t r i  tipi. I n  ciascuno dei var i  
casi possibili,  gli  sv i lupp i  precedenti  forniscono il numero  degli spazi  di  data  
d imens ione  che giacciono su  di  u n a  qua&'ica,  nora che s ia  la specie di  questa. 
Ogni quadr ica  di  uno spazio di Galois ha  sempre lo stesso tipo delle sue se. 
z ioni  cogli spaz i  po lar i  dei var i  spaz i  semptici  che le appartengono,  come p u r e  

q u a n d ' e s s a  ~ u n  c o n o -  di  quelle cogli spa~zi di d imens ione  m a s s i m a  

sghembi  col vertice. 
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2. Omograf ie  fra  quadr iehe .  - Dimost reremo era il seguente  

TEORE~. I. - Co~dizione ne~essaria e sufficiente affinch~ due quadriche 
di un  S~,q risut t ino f ra  lore omografiche, ~. ch'esse siano della stessa specie 
(e q~indi  pure dello stesso ripe). Pii~ precisamente, il numero d~,~, delle omo. 
grafie trasformanti  l' una  nell' ul tra due quadriche di specie (r, q, h, k) ~ date da 

h - - I  /c--h 
d ~k,h --  qk~--h(h--1)/~ II (q~-~ - -  1) II (q~-~ - 1), 

i = O  i = 1  

h - - 1  k - - h  

t I _  2q~:(~--l)--h(h--l)/'~ I I  (qh-~ 1) II (q.~i 1)/(q~-h + 1), - - k , h  " - -  ~ - -  
i~O i = 1  

~--i a - - h + t  
. ~ I [ i  ~ , ~  --  2qk(~+l)--h(h--l)/2 II (qh--,__ 1) II (q2i__ 1)/(qk--h+l __ 1); 

i=O i ~ I  

in  queste formule, l ' indice I, I I  o I I I  in  alto denota il ripe della quadrica, e 
h--I k - - h  

il  Ii come pure il  1I vanno posti  ugual i  all'utiitd~ rispettivamente per h - - 0  e 
i ~ O  i =  i 

per h --  k. 
I n  particolare, detto numero d~, ~, uguaglia t' ordine del gruppo delle omo. 

grafie di S~,q tras formant i  in s~ una  quadrica qualunque, di data specie 
(r, q, h, k) ; mentre invece il numero complessivo delle quadriche di S~,q di 
tale specie (per i valori ammissibil i  di r, h e k) vale 

II (qr+, _ q , ) l [ (q_  1)dk, a]. 
t = 0  

Dallo studio - - f a t t o  al pr incipio del numero  preeedente  - -  delle qua- 
dr iehe di S,. per  r - -  l, 2, segue senza diffieotti~ ehe il teor. I sussiste per  questi  
valori di r. Po t remo quindi  supporre  r 1> 3, e dimo~trare il teorema per  in- 
duzione r ispet to ad r, ammet tendolo  per  le quadr iche  degli  spazi di dimen- 
sione infer iore ad r. 

~Ineomineiamo con lo stabil ire la pr ima parte del teor. i per  i • e o n i  
di S,.,q, ossia nell ' l ipotesi ehe sin h > 0. Se Q e Q' sono due eoni della stessa 
specie di S~,q, S',.,q, denot iamone r ispet t ivamente  i vertiei  con Sh-1 ed S'~_1. 
Questi due spazi sono degli iperpiani  se h - - r ;  in tale ipotesi, le due qua. 
dr iche sono mani fes tamente  fra lore omografiche e si ha k - - -h ,  taleh~ esse 
r isul tano di ripe I. At tua lmente  il numero  delle omografie fra Sr, q ed S'~,q 
t rasformant i  Q in Q' si de te rmina  subito d i re t tamente ,  e vale 

r - - i  
q,'<,-+~)I~ II (q,'-' - - 1 )  ; 

i = 0  
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e tale uamero viene appunto a coineidere col valore fornito per h - - k -  r 
dalla formula del reef. I esprimente dk, h. 

Baster~ dunque limitarci al ease in eui si abbia 0 < h < r. In  quest ' ipo.  
tesi, l' eventualitk h --- k implica the  r + h superi 2k, ed uguagli quindi 2k-f- 1, 
onde Q e Q' non possono che essere di tipo III.  Senza fare nessuna restrizio. 
ne su k (che quindi risulta ~> h), consideriamo in S,.,~, S'+,q due spazi S* ~'* r ~ h  ~D r ~ h  

ehe siano rispettivamente sghembi con Sa- t ,  S~_~, e le relative sezioni Q*, 
Q'* con Q, Q'. Dall ' ipotesi che Q e Q' siano della stessa specie segue subito 
in. 1) ehe anehe Q*e Q'* lo sono: siech~, per l ' iuduzione ammessa, Q* e Q'* risul- 
tano fra lore omografiche (e precisamente in dk-a,o modi diversit, onde pure 
Q e (2' possono venir trasformate l ' una  nel l 'a l t ra  mediante un 'omografia  
fra S~,q ed S'~,q. 

]~ chiaro che una qualunque siffatta omografia dovr'~ mutare Sh-I in 
S'h-1, ed inoltre S*-a in uu qualsiasi spazio S ;*a  sghembo con Sh- i .  
Quest 'ul t imo spazio pub venir seelto eonseguentemente in an torte numero 
di modi; e si Verifica tosto che tale numero Vale qaC~--h+~). Quando si sin 
fissato S~*h in uno dei modi anzidetti, l 'omografia richiesta sar~t soltanto pih 
astretta a subordinare fra Sh-1 ed S~-t una qualunque delle omografie the  
intercedono fra tall spazi, il numero delle quali vale (err. SEGP~ [2, n. 161J) 

h--1 
II (q~ - -  q~)/(q --  1), 

i=0  

ed a subordinare fra * '* S~--h ed S r - h  una qualunque delle d,-a,o omografie che 
mutano Q* in Q'*. Fissate poi che siauo tall omografie subordinate, 1' omografia 
fra S,.,q ed S'~,q induce una ben determinata corrispondenza fra le rette ap- 
poggiate ad Sa-1 ,*S*-h e quelle appoggiate ad Sh- t ,  S~*h, e r imane univoea- 
monte definita quando di un date punto d i u n a  tale retta, distinto dai due 
punti  di appoggio, si assegni il eorrispondente sulla retta omologa, pure di- 
stinto dai due punti  d'appoggio, il ehe pub fa r s i  in q - - 1  modi diversi. 

In  eonclusione si ha quindi 

h--I 
d~,h "- qa(~-h+t) II (qa --  q'~ . dk--h,o, 

i=O 

dal che, per l ' induzione ammessa, seguono subito le formule del teor. I nel 
ease attuale (h > 0). 

Infine, qualora si abbia h : 0, proveremo la parte restante del teorema 
poggiando sul seguente l e m m a ,  del quale - -  per brevit~ - -  omettiamo 
la non diffieile dimostrazione. 

Siano : Q e Q' due quadriche non singolari di due spazi S t .  S~ definiti 
sopra uno stesso campo arbitrario (lignite od infinite); O, O' due lore pun t i  
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qualsiansi ; S~-l , S~-I gli iperpiani tangenti in O, O' a Q, Q', e Q, Q' le quadri. 
che da essi rispettivamente segate su Q, Q'. E si supponga di conoscere un' omo. 
grafia fra S~_,, S'~-i che trasformi Q in Q" (e quindi 0 in, 0'). Atlora esiste 
sempre una ed una sola omografia fra S,., S~. ohe muti Q in Q' ed 0 in O' 
subordinando fra 0 e Q' la data omogra[ia. 

Prend iamo  ora due quadr iche Q, Q' non singolari  quals iansi  di due spazi 
S '  le quali  abbiano la stessa specie (r, q, h, k) (con h 0). Esse con- 8 r ,  q~ r , q ,  - -  

tengono lo stesso numero  ai:,~ di punti ,  e questo numero  r isul ta  positivo in 
virtfi dell '  ipotesi r >1 3 ~m 1~. Un'  omografia  che t rasformi Q in Q', dovr~ mata re  
un  dato punto  0 di Q in uno, 0', degli ak. i punt i  di Q'. Siano (come nel lem- 
ma) S,._1, - '  S~-i gli iperpiani  tangent i  a Q, Q' in O, 0', e Q, Q' le relative sezioni. 
In  vir th  del teor. I I  del n. 1, Q, Q' sono della stessa specie (~ q, h, k) ed 
hanno Io stesso tipo delle Q, Q', essendo prec i samente :  

r - - r - - l ,  / ~ = 1 ,  /~--k .  

Poich~ ]~>0, esistono - -  come gi/~ sappiamo - -  esa t tamente  d~,~--dk,1  omo- 
grafie fra S t - l ,  • ' S~-i t he  mutano  0 in Q' e in base al l e m m a -  c iascuna 
di queste  pub venir  estes~ in uno ed un  sol modo in un 'omogra f i a  trasfor- 
mante  Q in Q.' Risul ta  per tanto 

dk,[j  -~- ak ,  t dk ,  l ;  

e poichb i valori  che cosi si oi teugono per  dk, o nei diversi  casi in cui Q e Q' 
siano di tipo I, II, I II ,  e cio~ 

k 
d~,0 -" q k'~ II (q~--  1), 

i=1 

k 
d I~,0 = 2q k(g--I) II (qa~-- 1)/(q k + 1), 

i ~ l  

k~-I 
d IIlk,0-- -i~qk(~-i-1) [I (q~ - -  1)/(q ~+1 - -  I}, 

coincidono con quell i  dati  nel teor. I, cosi la pr ima par te  di questo r imane  
comple tamente  stabilita. 

La  seeonda parte  del teor. I ~ conseguenza immedia ta  della prima, qua. 
lora si ammet ta  l ' e s i s t e n z a  in S~.,q di tut te  le specie the  r isul tano a 
priari possibili  in base al n. 1, e si tenga presente  Ivedi SEGI~E [2, n. 161]} 

t h e  il numero  delle omografie fra due Sr, q vale H ( q , . + t  q~t/(q - -  1}. La  sud- 
i=0  
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d~tta esisSenza si 
equazioni di tali 
d i re t tamente  dal 
del teor. I r iene  

stabil isce poi agevolmente per via algebrica, serivendo le 
quadr iche  (err. p. es. DICKS0I~ [1] ), ma segue anche subito 
procedimento iaduttivo dianzi adottato. La seconda p~rte 
ul ter iormente  preeisata  dal 

TEORE.~A II. - Relativamente al ~umero e,., ~ delle quadriche specializzate h 
volle di u~ S~.q vi soJw due casi da distinguere, secondoch~ la differenza r - - h  

pari  o dispari, tYel primo caso, posto r -- h -" 2s, it numero di tall quadri. 
the vale 

h-- I  h--1 
e;.h-" q~(,+l) ~ (q~.~-t-l__ 1) lI ( q r - , + l  1)/ II (qa-,__ 1), 

i ~ l  ~----0 i=O 

e le quadriche i~ questione hanno tulte la stessa specie, ciascuna essendo di  
tipo I. Nel secondo vaso, posto r -  h - - 2 s -  1, il numero delle quadriche 

suddette vale 

$- - I  h ~,1 h - - I  

e;: h = q8(.+1) II (q~ ~l __  1~ II (q~-~+l _ 11/  II (qh-~ _ D,  
i=1  t=O i=O 

e tall quadriche risultano di due specie diverse; precisamente, una parle di 
esse ~ di tipo I I e  l' altra ~ di tipo I I I ,  i numeri  degli elementi delle due 
parti  stando fra loro nel rapporto ~q" + 1): (q' - -  1). Nelle formule precedenli 

--1 

va convenuto, at solit.o, di sostituire l 'uni t~ in  luogo dei II che vengono a com. 
i = 0  

parirvi  per h ~ O. 
Stabil iamo anzitutto il teor. I I  per  h -  0, dist inguendo due casi seeon- 

doch~ r ~ pari o dispari. 
Se h --  0 ed r -~ 2s, con le notazioni del n. 1 r isul ta  k -" s, e le quadriche 

di cui si t rat ta  sono tulle di tipo I. Dal l 'u l t ima e dalla prima formula del 
teor. I segue allora che 

~s 

- 1)a ,o] = e '  ( q ~ + l  i = I I  q g l [ ( q  - -  

~s 1'] 1,]= 

in conformit'~ con la prima formula del teor. II. 
Se h -  0 ed r - - 2 s - - 1 ,  con le notazioni del n. 1 pub so!tanto r isul tare 

s - -  k oppure s - -  k + 1 e, eorrispondentemente,  le quadriehe in discorso sono 
di tipo I I  o di tipo I I [ .  D o t t i e  H ~ii ~,0 ed er, o i numori rispettivi di tali quadriehe,  
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d a l l ' u l t i m a  e dal la  seconda  e terza fo rmula  del teor. I segue che ~: 

2s- -1  
V I I  ~.o = II {q ~ qq/[ tq  - -  1 ~'~1I -- ]~s, OJ " - -  

i=O 

2s - -1  

-F ]l - -  II (qi÷l _ _  1) " 2q"(~-~)  { q -  1) 
i = 0  

= ~q  (q + 1) 1I ( q ~ + ~ -  1), 
i = l  

I~I ' ( q ~ -  1 ) / ( q S + l ) ] -  
t = l  

I I I  
er, 0 " - -  

2S-- t  
1I (q~ qq/[ iq  III - -  - -  1 ) d , _ t ,  o] = 

i = O  

2 s - - t  

- -  II @+1 _ 1) • 2q~(~-l)(q-- 1) II (q'.'i__ l)/(q~__ 1) = 
i = 0  i := l  

1 S - - I  
= 2 q,'.'(qs __ 1) II (q',i-,-I _ 11, 

i = 1  

epper tan to  
s - - I  

" I I  I I l  s ' 8 '  1) {qt/i--~-I 
e , . . o = e ~ , o - t - e ~ , o = q ~  II - -1 ) ,  

i = 1  

I I  l l I  e~, 0 : e,, u = {q' + 1) : {q' - -  1), 

come asseri to dal  teor.  II .  
Ci t e s t a  ora  sol tanto piil da d imos t r a re  il teor. I I  per  h > 0. Cib potreb- 

be o t teners i  a pa r t i r e  dal teor. I, med ian te  una  ver i f ica  d i re t ta  di tipo aria. 
logo a queKa test~ svolta pe r  h = 0. Tale  verif ica,  anche  se pr iva  di diffi- 
colth effett ive,  si p resen te rebbe  un  po' macch inosa  dal  punto  di vista for- 
male.  Poss iamo perb evi tar la ,  osservando ehe le quadr i che  speeial izzate un  
dato numero  h (>0)  di volte di un  S~,q si o t tengono tut te  come quadr i che  
non special izzate entro le stelle di cent r i  i diversi  Sh-i  di S~.,q. Poich6 tall 
Sh_l (red. ad esempio SEGRE [2, n. 159]) sono in n u m e r o  di 

h - - I  h - 1  

II (q,.-i+l__ 1)/ II ( q h - ~ _  1), 
i = O  i = O  

ot ten iamo cosl che  questo  n u m e r o  uguagl ia  (per quel  dato h) c iascuno dei 
rappor t i  

, r ;r, ,, ii eIl III iii 
e r ,  h : e , ._  h ,0 - -  e h : e r - - h ,  o "-- e r ,  h : r - - h ,  0 - - -  e r ,  h : e ~ - - h ,  0 ; 

e cib fornisce  senz ' a l t ro  il teor. I I  per  h > 0 ,  come conseguenza  del  caso 
h - -  0 gi'~ acquisi to.  



16 B. SEGRE: Le geometrie di Ga~ois 

Poieh~ conosc iamo (n. 1) il n u m e r o  compless ivo  del le  quad r i che  di S,..q, 
ne d i scende  che :  

I humeri  e¢, h, defini t i  nel teor. II ,  soddisfano a 1 l '  i d e n t i t 

e¢,o + e¢,l + ... + e~,~ = 1 + q + q~ + ... + q,.(¢-~s)l.2 

3. Specie  e tipi delle sezioni  spazial i  del le  quadr iche .  - Sia  Q una  da ta  
q u a d r i e a  di S,.,q (r~> 2 ) , e h e s u p p o r r e m o  d ' o r a  innanzi  n o n  s i n g o l a r e ;  
va tu t t av ia  avver t i to  che le var ie  propriet '~ t h e  esporre lno  po t rebbero  veni r  
es tese  in modo cons imi le  al le  q u a d r i c h e  special izzate ,  sia pure  con qua l che  
maggiore  compl icaz ione  formale .  Ci p ropon iamo  di c lass i f icare  e n u m e r a r e  le 
d ive r se  poss ibi l i th  t h e  gli St, di S,.,~ presen tano  nei r iguard i  del g ruppo  delle 
t r as formaz ion i  omogra f i che  di Q in s~, il che equ iva le  a c lass i f icare  e nume- 
ra re  le sezioni  del le  d iverse  spec ie  di Q col singoli  S,., di S,.,q. 

I n c o m i n c i a m o  dal caso del le  sezioni di Q cogli  i p e r p i a n i (r' - -  r - -  1). 
F r a  queste ,  ve ne sa ranno  tante  di special izzate  quant i  sono i punt i  di Q, 
ossia  (con le notazioni  del n. 1) ak,~. Tu t t e  ques te  sezioni sono manifes ta-  
men te  del la  s tessa  specie  (r, q, h, k), o re  

r - - r - - l ,  / ~ = 1 ,  k - - k ,  

e perc ib  (n. 2, teor. I) esse  r i su l t ano  [ra lo1"o a due  a due  omogl 'afiche.  Le 
vimanent i  sezioni iperp iane  sono in numero  di 

f,. __ (qr+l _ 1)/(q - -  1) - -  ak, l; 

dunque ,  a seconda  t he  Q b di t ipo I, II,  I I I ,  onde r o rd ina t amen te  uguag l i a  
2k, 2 k - - 1 ,  2k + 1, avuto  r iguardo  al le  espress ion i  delle a~:,l da te  nel n. 1 

r i su l ta  : 

f~ - -  q',_k, f ~  = qk-,(q~ _ 1), f,P~ = qkiqki-l + 1). 

D i m o s t r e r e m o  ora il 

TEOREMA I. - S~ Q ~ di tipo I I  o I I I ,  tutle le f~i od f~iI sezioni di Q 
cogli iperpiani non tange~,t~i sono di tipo I, siceh~ esse risullano a due a due 
omografiche. Invece, se Q ~ di  tipo I, delle fir sezioni di Q cogli iperpiani non 
tangenti  precisamente q~(q~ ~ 1)/2 sono di tipo I I  (e fra  ioro omografiche), men. 
tre le altre qk(q~ _ 1)/2 risultano di lipo I I I  (e pure omografiche f ra  loro). 

Det ta  (r,' q, h,' k') la spec ie  del la  sezione di Q con un iperp iano  non tan. 

genre, si ha  in tanto  

r ' : r - - 1 ,  h' - -  O. 

Dunque ,  se Q ~ tipo I I  o III, ossia se r dispari, r' r i su l ta  par i  e que l la  
sezione ~ di t ipo I. Se invece  Q ~ di tipo I, ossia se r ~ .Ok, r i su l ta  r' ~ 2 k - -  1, 
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onde pub soltanto aversi k " - - k  oppure k ' -  k -  1, e net due cast rispettiva- 
mente  la sezione ~ di ripe I I  o III .  

Gli iperpiani di S,.,q la cut sezione con Q presenta la prima di queste 
ult ime due particolarith, sono tutti e soli quelli ottenibili scegliendo uno 
qualsiasi degli a~,~ Sk -1 di Q, e pot prendendo uno qualunque dei qk iperpiani 
di S~,q the  passano per tale S~_l, ma non per il relative Sk polare (il quale 
contiene S~-1~. Ogni siffatto iperpiauo dh una sezione di ripe II, e io si ottie- 
ne in tal guisa a It k,k volte, in corrispondenza agli a I~ ~.k S~-I giacenti nella 
relativa sezione. Avuto r iguardo al corollario del n. 1, r isulta cost che il nu- 
mere degli iperpiani in discorso vale 

a I .-Jz/a I[ 
k, ~ u i k, ~ = q~,(~k + 1)/2. 

Le vari~, proprieth enunciate  nel teor. I seguono era  in mode immediate.  
Dualizzando il reef. I, si ottiene la classificazione dei p u n  t i  di Sr, q 

rispetto a Q. Per  cib che concerne le r e t t e ,  impiegando le notazioni del 
n. 1 (il quale [ornisce F espressione delle a net vari cast) abbiamo il seguente 

TEOI~E~Ii II. - Delle ( q " - -  1)(q r+l --  1 ) / [ ( q -  1)(q ~ --  1)] rette di  St, q, pre.  
c isamente  ak, ~ giacciono su  Q, a~, dq ~-~ Jr- ... ~- q -[- 1 - -  a~:-1, l) toccano Q (senza 
stare su  Q), ak, lq~-l /2  sono corde di Q, e le r i m a n e n t i  r i suUano esterne a Q. 
II  numero  di queste u l t ime  rette verr~e denotato con ga (reunite quando  oecorra 
de l l ' indieaz ione  del tipo di  Q) ; esso potr~t sens' altro venire calcolato, nei  var i  
cast, in  base a cib che precede. 

Basterk giustificare i risultati relativi aIle corde ed alle tangenti.  0 r a  
ogni corda di Q pub venir  ottenuta, ed in due modi diversi, scegliendo uno 
degli ak, l punti  di Q, e conducendo per esso una retta di S~,q the  non giaccia 
nel relative St-1 tangente;  poich~ queste rette sono in numero di q r - 1  il 
numero complessivo delle corde vale ak, lq~-l/2 (che ~ di fatto sempre un  in- 
tero). Ogni tangente di Q si ottiene, ed una sola volta, seegliendone come 
punto di eontatto uno qualunque degli ak,1 punti di Q, e eondueendo per  
esso una re t ta  t he  stia nel relative S r - i  tangente, ma che sia distinta dalle 
generatr ici  del cone da questo segato su Q; poich~ le rette dell'S,._l per detto 
punto sono in numero di qr-2 _~ ....jr. q ~ 1, e le generatr ici  di quel cone sono 
in numero di ak-l,1, cosi il numero complessivo delle tangenti di Q vale 
proprio a~, l(q ~-~- + . . .  + q + 1 - -  ak-~, 1). 

Dal teor. II, tenure conto del n. 1, si desume subito ehe ~: 

g~H _ _  1, gl -~ q(q - -  1)/2, g ~  - -  O, g~ i  _ q~(q~ j r  1)/2, 

I g~ = q~(q - -  1)(q ~ + 1)/2, g~i _ q~(q _ 1)"/2, ece. 

Perver remo a risultati  equivalenti  a quetli forniti per le g dal teor. II ,  
posti per5 in forma maggiormente esplicita, come conseguenza del 
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T~.O~E~X III .  - L' Sr ~ polare di una retta 1 non tangente rispetto ad 
una  qualunque quadrica Q di un  St, q (r~> 3), sega Q secondo una quadrica Q' (,non 
singolare), che ~ sempre dello stesso tipo di Q nel caso in  cut 1 sin una corda 
di Q ;  mentre invece, se 1 ~ esterna rispetto a Q e Q ~ di tipo I, I I  o III ,  la 
quadrica Q' risulta rispettivamente di tipo I, I I I  o II, sicch~ il suo carattere k' 
acquista allora ordinatamente il valore k -  1, k -  2 o k. 

Se r b p a r t ,  Q ~ necessar iamente  di tipo I ed anche r - - 2  risulta 
part, onde Q' b allora necessar iamente  di tipo I e non v'~ nul l 'a l t ro  da di- 
mostrare.  S e r  ~ d i s p a r t ,  onde Q/~ di tipo I I  o III ,  anehe r - - 2  risulta 
dispari e quindi di tipo I I  o I I I :  baster~ dimostrare che allora, se I ~ una 
eorda di Q, le quadr iche Q e Q' r isultano sempre dello stesso tipo, e viceversa. 

Ora infatti, s e t  incontra  Q net due punti  distinti  P e P '  (entrambi de- 
finiti sul eampo base di St, q) lo spazio St-2 r isulta l ' intersezione degli iper- 
plant St_l,  S'~-1 tangenti  a Q in P, P' .  Inoltre,  in virtt't del teor. I I  del n. 1, 
il cono segato su Q da Sr-I ha lo stesso tipo di Q, e viene segato a sua 
volta da S'~-1 secondo una quadrica  - -  coincidente manifes tamente  con Q ' - -  
la quale b ancora di quel medesimo tipo. La parte diret ta  del l ' a f fermazione 
fat ta alla fine del precedente  eapoverso ~ cosi dimostrata;  e da essa segue 
pot agevolmente la parte inversa. 

Poggiando sul teor. HI,  passiamo a stabilire il 

TEOREMA IV. - i humeri  g definiti dal teor. I I  possono venir espressi 
mediante le a, determinate nel n. 1, con le formule : 

I g~ -~ (q - -  1)q°'k-la~, ffI2(q Jr 1)!, 

g~ --  (q_l)q2~:-2a~[(qg-k-2--1)/(q--1)--a~, ~]/i2[(q'2k-2--1)/(q--1) - a~U~., ~](q -J- 1 )t 

-, ~t: Hr. '~k__ __ m 2 2~ a H'~ 1)!. g ~ I I = ( q - - t ) q  ak,~tiq 1) / (q - - l )  ak-~,l]/t [q - - 1 ) / ( q - - i )  - -  k, lj~q + 

Onde provare questi  risultati,  valut iamo in due modi diversi quante sono 
le coppie f o r m a t e d a u n p i a n o  ~: che n o n  t o e e h i  Q, e che quindi seghi 
Q seeondo una eoniea irr idueibile C~, e da una ret ta 1 di di 7: ehe sia 

e s t e r n a  a C2. 
Una  coniea irr iducibile C2 contiene sempre esat tamente q ~-1 punti  P 

di Q (n. 1), e pub venire ottenuta a part ire da ciascuno di tall P come sezione 
di Q con un un piano u per esso, che non toechi Q n~ in P n~ altrove. I 
piani r: di S~,u per P sono tanti  quante  le ret te di un S~_~,u, e quindi (cfr. 
ad esempio SE(~RE [2, n. 159]) in numero di 

(q~-~ -- 1)[q ~ - -  1)/[(q - -  1){q ~ - -  1)]. 

Quelli fra essi che toccano Q in P sono i piani per P dell'S~_~ tangente in P 
a Q, onde il loro numero vale:  

- 1)/[(q - 1)(q 1)]. 
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I piani per _P ehe toeeano Q altrove sono poi quelli  che, n o n  stando in 
quell'S,._1, lo ineontrano seeondo una generatr ice del eono da esso segato 
su Q. Tale cono possiede a~:-1,1 generatrici ,  e per eiaseuna di queste passano 
q- ' )  piani non g i acen t i  in St-1. 

In  definitiva, poich~ i punti  P di Q sono in numero di ak,1, ed ognuno 
dei suddetti  piani 7: proviene nel modo indicato da q ~ 1 punti  P, ne discende 
ehe il numero complessivo di quei piani vale 

a,,~ {(q~_~ _ i)(q ~ _ 1 ) / [ {q -  1)(q ~ - -  1 ) ] -  
q q - 1  

- -  (q~-~ .-- 1)(q *-~ - -  1)/[(q - -  1)(q' - -  1)] - -  q'-~ak- , ,  11 - -  

- -  q*-2a~, l[(q r-1 - -  1)/(q ~ 1) - -  ak-1,1]/(q -[- 1). 

poi chiaro (cfr. il terzo eapoverso del n. 1 ) e h e  eiascuno di detfi piani  
contiene q t q - - I } / 2  rette t estQrne alla relativa C2, ossia esterne a Q. 

Consideriamo, viceversa, una  qualunque delle ga ret te di S,,u esterne 
a Q. Detti S, ~ lo spazio polare di l rispetto a Q, e Q' la quadrica segata da 
questo spazio su Q, i piani 7: per 1 non tangenti  a Q sono preeisamente quelli 
che congiungono l a d  un qualunque punto di S~_2 che non stia sa Q'. In 
virtfi poi del teor. III ,  questo numero vale (q~-i lt/~q 1) i - -  - -  a k - 1 ,  1 ~ 

{qr--1 1)/(q 1} a m (qr-t 1)/(~/ 1) I~ - -  - -  k-.~,~, o - -  - -  --a~,~ secondoeh~ Q ~ di tipo 
I, II, o I IL  

Uguagliando nei tre casi i humer i  delle coppie (r~, It determinafi  dai 
precedenti  due capoversi, e risolvendo rispetto a g,  le relazioni ehe ne eonse- 
guono, si ottengono i r isuttat i  espressi dal teor. IV. E si pub verificare eh 'essi  
na tura lmente  coincidono con quelli forniti  dal teor. II. Si noti inoltre che 
dalle due ult ime formule del teor. IV segue la 

I I  I I I  g~:+l gk = [(q 1)q~/i2(q _~ l~,t2aiI n 
] f J  k-t- l ,  1 (~k, 1 .~ 

avente una certa  analogia con ta prima di tali formule.  
Consideriamo da ultimo un qualunque S~ di Sr, q (1 <: r' < r), ehe non sfia 

su Q, e ehe qu ind i segh i  Q s e e o n d o u n a q u a d r i e a  Q', la eui s p e c i e  verrk 
denotata con (r', q, h', k'). A norma del n. 1, i carat ter i  di questa saranno 
tali che r ' - [ - h ' - - 2 k '  potrh soltanto avere uno dei valori 0, - - 1 ,  o ~-1,  ed 
allora r ispet t ivamente Q' r i s u l t e ~  di tipo I, II, o III .  Un tale spazio S~r 
t o c c a  la quadrica Q s e e  soltanto se h ' > 0 ,  nel qual easo esso la toeea 
preeisamente lungo lo spazio Sa,_l doppio di Q'; inoltre Q' contiene degli 
spazi massimi, ciascuno dei quali passa per Sh,-1, se h' > 0, ed ha dimensione 
k ' - - 1  (~<k- -1 ) :  il numero di questi spazi ~ dato dal corollario del n. 1, e 

i' vale esat tamente a~,, k,, ore  denotiamo con ] ' =  I, II,  I I I  il tipo di Q', ed 
ognuno di essi giaee manifes tamente  su Q. 
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Preso rec iprocamente  uno qualunque degli a~.k, spazi Sk,-1 giacenti su 
Q, eve j indiehi  il r i p e  di Q, ci domandiamo quali e quanti  siano gli 
spazi St, per esso che segano su Q una quadrica di specie (r', q, h', k't. Con. 
sideriamo al l 'uopo lo spazio S*-k, polare di quell'Skr_~ rispetto a Q: esso 
incontrerh Q secondo una q'aadrica Q*, di specie ( r - - k ' ,  q, ]¢', k), la quale 
risu]ta un cone di vertice Sk,-1 avente lo stesso ripe di Q (n. 1). Gii spazi 
S,., r ichiesti  saranno allora quelli che soddisfanno alte due seguenti condizioni. 

1) La quadrica  Q' segata su Q da un siffatto S,., non deve contenere 
spazi di dimensione maggiore di k ' - - 1 .  All 'uopo occorre e basta che S,., non 
eontenga nessuno degli Sk, generatori  del cone Q*. 

2) lo spazio St, non deve toccare la quadrica Q se h ' - - 0  o, se h ' >  0, 
deve toccarla secondo uno spazio St~,_l, necessar iamente  situate su S k , - l .  Cib 
aeeade se, e soltanto se, lo spazio congiungente S,., ed S,* ~, coincide coll'Sr, q 
se h ' - - 0  o, se h ' >  0, r isulta uno spazio S,._a, ipolare di Sh,-1 rispctto a Q); 
e a tat fine ~ manifes tamente  necessurio e su[ficiente che S,., ed S~* k, s i  se- 
ghino secondo uno spazio, S,,  di diincnsione 

s = ~ ¢ + ( r  --- k ' l - - ( r - - h ' ) = r ' - b h ' - - k ' .  

I1 suddetto S, contiene Sk,-1 e, affinch5 valga la 1), esso deve avere a 
eomune col cone Q*. il solo vertice S~,--1 • Avuto r iguardo al n. 1, cib esige 
che si abbia~ 

k ' - -  l <~ s ~< ( k ' - -  l ) + 2, 

il t h e  ~ pienamente  d 'aecordo con quanto gih osserwtto circ~ i valori possi- 
bill del l 'espressione r ' @  h ' - - 2 k ' .  Distinguiamo era tre casi, secondochb Q' 
di tipo j ' =  I, II', o III .  

I} Se Q' ~ di tipo j ' =  I, ossia se r ' - b  h ' - - 2 k ' =  0, non pub ehe risul- 
tare s - - k ' .  Allora, in virtft della condizione 1}, S~ b uno qualunque degli Sk, 
ehe giacciono in S*_~:, e passano per S~,-1, senza stare tutfavia su Q*. 
Il numero degli Sk, che passano per Sk,-1 e giacciono in S*~,  vale 
(q~-ek,+t _ 1)/(q -- t}, quelh) degli Sk, generatori  di Q* ~ a~ k,,t (dove ] ----- I, 
II,  I I I  denota il ripe di Q, che coincide con qucllo di Q*b sicch~ il numero 
dei suddetti  S, vale 

(qr-Z~,+l __ 1)/~q 1 ) a j - -  - -  1¢ - k ~, 1 • 

Gii spazi S,., riehiesti sono quegli S~, di S,.,~ che passano per un siffatto 
S , - = - S ~ , ,  in mode che quest~ultimo ne risulti pt'oprio I ' intersezione con 
S~_k,. E si vede faeihnente  che, quando si sin fissato S~, in uno qualunque 
dei modi indicati, lo spazio St, pub conseguentemente  venir  scelto in 

r r _ k t _ l  r f - - k r - - 1  

q(~-~,)(~,-k,) II lq k' ~--  1)/ H (q~,-k'-i__ 1) 
i = 0  i = 0  

guise diverse. 
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II)  Se Q' 6 di t ipo f - -  II ,  ossia  se r '  + h' - -  2k' = - -  1, non pub t h e  
r i su l t a re  s = k ' -  1, onde Ss deve n e c e s s a r i a m e n t e  co inc idere  con l 'Sk,_l  ini- 
z ia lmente  scelto. Dunque ,  a t t u a h n e n t e  gli spazi  S~, r ichies t i  sono quegl i  S~, 
di S~,q che passano  per  tale Sk , -1 ,  in mode  ch ' e s so  ne r isul t i  p ropr io  F in .  

. 
t e rsez ione  con S r -k , ,  s iechb il lore  n u m e r o  vale  

r t _ k t  ~.t--kt 

q(,-~,+t)(~,-~,+~) II ( q k , - ~  1)/ II (q~'-~'+~-~--1). 
i~=O i~O 

I I I )  Se Q' 6 di ripe f - -  I I I ,  ossia  s e r '  + h' - -  2/d - -  + 1, Jaon pub  ehe 
r i su l t a re  s "- k' + 1. Allora, in virtfi  del la  eondiz ione  1), S,  (~ uno q u a l u n q u e  
degl i  S~,+t che g iace iono in S*-k, e passano  per  il ver t ice  Sg,-1 del cone Q*, 
senza tu t t av ia  con tene re  nes sun  Sk, genera to re  di ques to  cone. In  virtt't dei  
t eoremi  I I  e IV  (appl ieat i  a Q* come q u a d r i c a  nou. degenere  en t re  la  s te l la  
di cen t r e  Sk,-1), il n u m e r o  di s i f fa t t i  Sk,+l vale  g~-k, ,  e pub ven i re  espresso  
in funz ione  di q e di k -  k' ne/  mode  ivi specif ieato .  ~ e l l e  ipotes i  a t tual i ,  
gli spazi S,, r ichies t i  sono quegl i  S,., di Sr, q che passano  per  uno dei suddet t i  
Sk,+l in mode  che q u e s t ' u l t i m o  ne r isul t i  propr io  l ' i n t e r sez ione  con S ' k , ;  
s iech~ si vede  fac i lmen te  che, per  c i a scuna  delle  g~_~, scel te  suddet te ,  i cor- 
r i spondent i  S,, r i su l t ano  in n u m e r o  di 

r t - -k t - -2  r t - -k t - -2  

q(,'--.~k'-l)0',-k'--~) II {qk, ~ __ 1)/ II (q,.,-~,-1-~ _ 11. 
i=~O i=O 

In  e i a scuno  dei  t re  casi  possibi l i  I, II ,  I I I ,  poss iamo - -  in base  a ci6 
ehe p recede  - -  va lu ta re  in due  modi d ivers i  il numero  del le  copp ie  (St,, Sk,_l) 
tall  ehe S,, seghi  su Q una  quad r i ca  Q' di specie  lr', q, h', k')ed Sk,_l sia uno 
spazio (di d imens ione  mass ima)  g iacen te  su Q' (e cioi) a p p a r t e n e n t e  a Q ed 
a St,}. Uguag l i ando  le due  espress ion i  cosl o t tenibi l i  per  que l  numero,  perve- 
n iamo ad una  re laz ione  che se t lz 'a l t ro  forn isce  il numero  dei  sudde t t i  S, , .  
He  eonsegue  il 

TEORE~I~. V. - Sia Q una qualunffue quadrica Jwn singolare di S,.,~1 tr >i 3), 
di specie (r, q, O, k), di cni j-----I, I I ,  I I I  denoti il tipo. Le sezioni di Q 
con gli spazi S,., subordinati di S~,~ l (l < r '  < r) sono t , t te quadriche Q' di spe- 
cie (r', q, h', k'), dove It' e k' denotcvno inleri non negalivi tali che h' <~ k' <~ k 
e che r' + h' - -  2k' valga O, ~ 1, o + 1. Vicet:ersa, in ciascuuo di quesli tre 
casi - -  corrispondentemente ai q~ali Q' riesce di tipo j '  = I, II,  o I I I  - -  
scelti ad arbitrio r', h', k' soddis]'acenti a, lle condizioni indicate, esistono 
sempre delle seziol~i Q' di Q che li ammetlono quali caratteri della propria 
specie; ed it numero u -~  hi' di siffatte Q" si esprime in tali tre casi rispeltivamenle 
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nella forma : 

r'--k'--I 

n ' = [ ( ~  " - ~ w + ' -  l ) / (q - -  1)--ak_~,  ~.[q(~--~')("-~') II 
r'--I¢ '--I 

k,-~ i / (q - ) H 
{=0 

~II---[q(v-2k'+l)(r,--k'+l) 
r t - - k t  r t .. k r 

II (ql-i I) / II (q~'-k'+t-~--l)]a~, u k ' / C ~ k '  ,k¢ 
~=0 i=O 

r V _ k  p _ 2 r P - - M - - ~  
nm--gik_k,[q(~--eg,--1)(~,--k, -1) l~ (qk'--i__l)/ II 

i----O i = 0  

(q,.,_k,_l_i_l)]a~.. n i  
k p /  CI k l ,  k r  

dove le a, g ~" ~ngono fornite r ispet t ivamente  dal teor. I del n. 1 e dal teor. I V  
del presente numero.  

Il  p r e e e d e n t e  teor. V include,  come case  e s t r e m a m e n t e  par t ieo la re ,  il 
Seer. I di ques to  numero .  Cosi infatt i ,  ad esempio,  si s u p p o n g a  Q di ripe 
j -  I, ossia  r - - 2 k ,  e si vogl ia  il numero  n ~r del le  sezioni ipe rp iane  di ~ipo 
I I I  del la  Q. P e r  esse r i su l t a :  

r' - r - -  1, k' - -  k - -  t, h' - -  0, 

e qu ind i  (in virtfi  del  teor. IV  dcl  p resen te  n u m e r o  e del  teor.  I del n. 1): 

= = q ( q  - 1 ) 1 2 ,  

k 

Ct~, k, a I - -  k, k-~ - -  1-[ (q' + 1) .  (qa 1)/(q - -  1), 
i = 2  

k 
I I I  a l i I  

aw, w - -  ~:-I,k-'t - -  H (q' -}- 1); 
i = 2  

sicch~ l ' u l t i m a  fo rmu la  del  teor.  V, avu to  anehe  r iguardo  alla r = 2k, era  
porge :  

n i i i  __  q a ( q t t  - -  1)/2, 

in conformi tk  appun to  col teor.  I. 
Osse rv iamo inf ine ehe i h u m e r i  n def ini t i  nel  teor. V debbono  soddisfa.  

re ad un  eer to  n u m e r o  di i d  e n  t i t  ~, o~tenibili  nel  mode  seguente .  Si 
see lga  un  q u a l u n q u e  intero r' sodd i s faeen te  al le  l imitazioni  1 < r ' <  r, e si 
oons ider ino  i var i  S¢ di Sr, q. ~Essi sono comple s s ivamen te  (err. ad esempio  
SE(~RE [2, n. 159]) in n u m e r o  di 

lI (q~-~+l__ 1)/ II (q~,-.~+l__ 1); 
i=O i=O 

e ques to  n u m e r o  deve  m a n i f e s t a m e n t e  eguag l i a re  la somma  dei  n u m e r i  n 
del le  q u a d r i e h e  del le  var ie  specie  g iaeent i  su Q ed aven~i r '  come pr imo ea- 
ra~tere, alla  qua le  somma si affgiunga ~ se r ' ~  k - - 1  - -  il n u m e r o  ak,~,,+~ 
(fornito dal  teor. I del n. 1) degli  S,., ehe s tanno su Q. 
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§ II. - A L C U N E  P R O P R I E T ~  DELLE CURVE PIANE ALGEBRICHE. 

4. Una generalizzazione dei teoremi di ]Ienelao e di Ceva. - Nel  presente 
numero, e nel successivo, ci r i fer iremo ad enti definiti  in spazi sopra un 
campo y qualsiasi {finito od infinito). Nelle dimostrazioni potremo ammet te re  
senza restrizioni essenziali c h e ?  sia a lgebrieamente chiuso, in quanto b lecito 
sostit'aire ivi a y la propria ehiusura  algebrica. Indicheremo con C, 
(o C°,, C~,...) una  curva piana algebrica d 'o rd ine  n sopra y, e con G, 
(o G~, G~,...) un gruppo d i n  punti  definito su T. Chiaramente,  i punti  di un  
G. avranno in questo opportune molteplicit~ (positive) e potranno appartenere  
s ingolarmente a T o a d  un 'es tens ione  algebrica di y; osservazioni analoghe 
valgono re la t ivamente  all-e C..  

Ci proponiamo di dimostrare la seguente estensione del t e o r e  m a d i 
M E ~ E L A o (ineluso in essa per n - -  1}. In  un piano proiettivo 7: sopra y, 
consideriamo un triangolo di~ cui denotiamo i vertici con A1, A2, As ed i 
lati a questi r ispett ivamente opposti con al ,  a2, as. Scelto poi eomunque  in 

un punto U non situato su nessana di tali rette, sia U~ la proiezione di U 
da A~ su a~. Allora un punic  P della re t ta  a~ pub venir  determinato median.  
te u n a  c o o r d i n a t a  n o n  o m o g e n e a ,  ).o assumendo (per i-----1, 2, 3): 

),1 = (As As U1 P), ).s = (As A1 Us P), ) . 8 -  (A1 A, Us P). 

subito visto che, introdotte in 7: te coordinate proiettive omogenee (x~, x~, x8 
aventi  A~A2As come triangolo fondamentale  ed U come punto unitk, e dette 
(xl, x2, x3) le coordinate del suddetto punto P, r isul ta  ordinatamente  

se dunque P non coincide con nessun punto A,  la corrispondente ). r isul ta  
finita e non nulla  (e viceversa). Cib premesso, possiamo enuncia te  il 

TEORE~X I. - Una C o di z: che non passi per nessun vertioe del triangolo 
A1A2As eega i lati di questo secondo tre G, ,  i 3n punt i  dei quali offrono 
esattamente 3n --  1 condizion~ indipendenli alle curve plane algebriehe d' ordine 
n che debbano contenerli. Pih  precisamente, scelti sui lali a~, a, ,  a8 del trian. 
9olo tre gruppi d~ n puntg G~,, G~,, G~, 3, non contenenti nessun 19unto A, condi. 
zione necessctria e sufficienle affiJ~ch~ esista una C ° c h e  non passi per nessun 
punto A e che seghi sulle retle a~, ct2, as rispettivamente i gruppi G~, G~, G~, 

che il prodotto delle coordinate k relative ai 3n punti  di quei gruppi valga 
( - -  1)". 

Posto per abbreviare 

Nh _. I (n'--  h + 2)(n --  h q-1) /2 se h <~ n 
(o se h ~ n, 

si ha intanto che l e  C,, d i =  eostituiscono un sistema l ineare ¢x~No -1. 
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Poichb la prima parte  del teor. I b evidente per n----1, 2, baster/~ sta- 
bilirla nel l ' ipotes i  che sin n >~ 3. Detti G~,, ,o. G, ,  G~ i gruppi  di punti  ordi- 
natamente segati da cO,, sulle retie a~, az,  eta, ~ subito visto e h e l a  pica 
gonerale C,~ passante per i 3~ punti  di qllei gruppi b data da 

C,, = C°,, + a¢,~a~C,,_~, 

ore si denoti con un medesimo simbolo una eurva ed una forma nelle x che 
uguagliata a zero la rappresenti ,  e dove C,,_3 indichi un ' a rb i t r a r l a  forma di 
grado n - 3 nelle x. Le suddet te  C, costi tuiscono pertanto un sistema tineare 
c~t¢~; e la prima parte del teor. I segue tosto da cib ehe r i su l ta :  

( N o  - -  1 )  - -  N s  - -  3 n  - -  1 .  

Si rilevi che, fra le C,, testb considerate,  quelle che eontengono un punto A 
ammettono consegueniemente  le retie a~, a2, aa quali  conlpo~enfi, e costitui- 
seono il sistema lineare oo N~-' delle C,, spezzate in queste retie ed in una 
C,-s  variabile. 

Supposto ora n />  1, e serit ta espl ici iamente I' equazione di C ° nella forma 

, 4  r t  ~t 
c~x, + c~x,~ + c+r~ + ... = 0, 

ore i puntini  hanno un ovvio significato e le c denotano elementi  non nulli  
di ?, i gruppi Gi, vengono forniti  dalle cquazioni 

G~ : z~ = O, c~x~' + ... + ~ z ~  = O, 

Gh: x~ = 0, c+~:~ + ... + c~x~' --  0, 

G~: x3 = O, 

Conseguentemente  si ha:  

c~1 + ... + c2x~ = O. 

II A = ( - -  1 ) '%/~,  u L = ( - -  1)-cJo~, n L = ( - -  i)-c~/o~, 
BE G~,, p~ G~ P6 G3 n 

siechb il prodotto di tutte le k r isulta sempre uguale a ( - - 1 ) " .  Cib dimostra 
la necessit'~ della condizione enunciata  nella seconda i)arte del teor. I. 

Per  stabil ire la suffieienza di questa  condizione, si supponge~ ch ' e ssa  sin 
soddisfat ta da tre gruppi GI,, G~,, G,~ giacenti  ordinatamente su al ,  a2, a3, e 
non contenenti  nessun punto A. La suddetta  eondizione definisce univoca- 
mente uno, P, dei 3n punti  di questi  gruppi,  quando si conosca la posizione 
dei r imanenti  3 n -  1. Pertanto,  in virtl:l di quanto sopra, esisiono Cn passanti  
per 3 n - - 1  punti  siffatti ma per nessun punto A, in quanto ( - N o - - 1 ) -  
- -  (3n -- 1) > -N'3-- I ; poich~ ciaseuna di esse deve avere ul ter iormente a co- 
mune il punto P con a~ a2 as, eib eompleta 1~ dimostraziolle del teorema. 
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0SS]~RVAZION~, I. - I1 teor. I preeisa r isultat i  ben noti, relativi al caso 
pit~ generale del passaggio di una eurva pinna per i punti  eomuni ad altre 
due ;  relat ivamente a tali risultati,  cfr. ad es. B. SE~RE [1]. Rileviamo ehe 
n punti  di una ret ta  offrono sempre 'n eondizioni indipendenti  alle Ca. Cosi 
pure, scelti  eomunque  su due ret te  a~, as due gruppi  G~, G~ ehe non eon. 
tengano il punto A 8 -  a~a2, i loro 2n punt i  offrono sempre 2n condizioni indi- 
pendenti  alle C,, che li debbano eontenere;  invero, con le preeedenti  notazioni 
e supposto n ~> 2 (in quanto il easo n -  1 r isul ta  ovvio), tali C. sono quelle 
esprimibili  nella forma 

C.  = O ° -4- ala2 C.-'a 

e eosti tuiscono dunque  un sistema l ineare c~ t4, con 

= (27°- l ) -  2n. 

Questo sistema non sega su a~ la g~ completa, ma soltanto la g~-t dei gruppi 
G, esprimibili  - -  al variare di G,-2 su as - -  nella forma: 

G. -- G3. -4- A1A~G._~. 

0SSERVAZIO~E I I . -  I1 teor. I ha manifesto carat tere proiettivo. Nella 
formulazione della sun seconda parte interviene il punto U, di cut al secondo 
capoverso del presente numero;  tuttavia, tale formulazione risulta indipen- 
dente dalla scelta di questo punto. 

0SSERVAZIONE III.  - Una tetra r~ ehe passi per  A~, ma ehe non sia una 
retta a, pub - -  per i --  1, 2, 3 - -  venir  rappresentata  con un' equazione del tipo 

r l :  x s ~  itXs, re:  Xl-- itX~, ra: X2--" it~i, 

ove it denoti un elemento non hullo di y. ]~ subito visto che, entro i fasei di 
centri  A~,- -~  ~ la d u a l e  della eoordinata ), dianzi introdotta sulle rette 
a~. Per  dualiQt, dal teor. I si ha quindi subito la seguente estensione del 
t e o r e m a  d i  C E V A  (ineluso in essa per n : l } .  

TEOREMA I I . -  Presi ire gruppi d i n  retie di 7: passanti per i punti 
A1, A2, A~ e distinte dalle relle a, affinch~ in ~ esista un inviluppo algebrieo 
di classe n c h e  non tocchi nessuna delte a e d  ammetta le 3n rette assegnate 
quali tangenti spiccate dai punti  A1, A~, An, occorre e basla che it prodotto 
de{le coordinate it relative alle 3n rette assegnate uguagli l 'unit& 

Anuali di Matematica 4 
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5. Ulteriore estensione dei precedenti teoremi.  - Allo scope di comple- 
tare la trattaziono del n. 4, premett iamo un 

LI~MMX. - Presi  comunque n ~ 1 p u n t i  d i s t i n t i sopra una  retta S~, 
gli n q- 1 Gn di  S~ costituiti - -  nei vari  modi  possibili - -  da n di tall p u n t i  
r isul tano sempre liuearmente indipendent i  f ra  lore. 

l~on b restri t t ivo supporre  che S~ contenga qualche punto distinto dagli 
n -{ -1  punti  assegnati,  poieh~, in case contrario, basterebbe sostituire al cam- 
po y di definizione di S~ una sua qua lunque  estensione. Int roduciamo allora 
su S~una  c o o r d i n a t a  n o n  o m o g e n e a  x, che d i v e n t i c ~ i n u n p u n t o  
distinto da quegli n ~ l  punt i ;  e siano x - "  c~ (per i - - l ,  2 , . . . ,  n - k l )  le 
coordinate di tali punti.  Posto per  abbreviare  

= - -  - . . .  - 

gli n -{- I G" eonsidorati  nel lemma si ottengono uguagliando a zero i polinomi 

=-- f ( x ) / ( z  - e l ) .  

Un' iden t i th  della forma 

k~f(1)(x~) ~- k~f(~-)(x) + ... ÷ k . ÷ , f ( ~ - ~ l ) ( w  ~ ' -  0, 

ova le k denotino costanti, pub aver luogo soltanto per  valori t u t  t i n u l -  
l i delle k, ,  come si vede agevohnente ponendo in e s s a x - - c ~  ed osservando 
che le v r isultano per ipotesi a due a due distinte fra lore;  e eib dimostra 
il lemma. 

Consideriamo era k r e t t e d  s!inte a l ,  a2, . . . ,  ak di un piano u, tali che 
per nessun punto di u passino pifi di due di esse, talchb i k ( k - - 1 ) / 2  punti  
A~ t "= a~a~ (i :~ j ;  i, j - -  1, 2, ..., k) r isul teranno distinti  fra lore. Si scelga poi 
arbi t rar iamente  su ai un gruppo G,~ di n punti  (i = 1, 2, ..., k), nessuno de i 
quali  sin un punto A, e si definiscano le 2V come nel n. 4. I casi k - -  1, 2 
e k-----3 essendo gi~ esauri t i  dall 'Oss.  [ e dal reef. I del n. 4, ci proponiamo 
di dimostrare il seguente 

TEORE~)_ Ik. - Se k >/4, affinch~ in r: esista una  C oche  non pass i  per 
nessun punto  A e che seghi precisamente G~ su a~ (per i - -  1, 2 .... , k), occorre 
e baste the sussistano le k { k -  1)(k --  21/6 condizioni fornite dal  teor. I del 
n. d per i G,, assegnati sui lati di ciascun triangolo formate da ire distinte 
delle k retie a. I n  tale ipolesi, le C,, di ~: passant i  per i dati gruppi  G~ cosli. 
tuiscono un  sistema lineare ~ ¢ ~ .  

Notiamo anzitutto come la seeonda parte di questo teorema sin conseguenza 
agevole della prima. Invero,  se k >  n, c iascuna delle C,~ ivi considerate non 
pub the  coineidere con C ° , e si ha d 'a l t ro  canto ~Vk - -  0. Se inveco k ~ n ,  



B. SEGRE: LC geometric d{ Galois 27 

le C,, suddette sono quelle eapresae dalla 

C, - -  C ° q- a~a~ ... a~ C,~_~, 

al variare della forma C,~_~: (che si r iduce ad una costante se k - -  n), e aono 
quindi proprio ~ .  

In  base all 'Oss. I ed al teor. I del n. 4, il teor. I~ risulta gi~ verificato 
per k - - 1 ,  2, 3. Potremo dunque stabilirlo per induzione rispetto a k, am- 
mettendo la validit~ dei teoremi Ik-1 ed Ik-2. E basterk anzi dimostrare la 
s u f f i c i e n z a  delle condizioni di cui alla prima parte  del teor. Ik, in 
quanto la n e c e s s i t i~ di tall condizioni segue immediatamente  dal teor. I 
del n. 4. In  altri termini, ammesso che dette condizioni risultino tutte sod. 
disf~ltte, dovremo provare l 'es is tenza di una C~ (.he contenga i k gruppi G~,, 
ma nessun punto A. 

In  virtfi del teor. [k- l ,  il sistema l ineare ~ delle Cn di 7: passanti per 
i gruppi 

(1) G~, G~,..., G~ 

ha la dimensione 2Vk_l. Inoltre,  in base al teor. Ik-~, ciascuno dei sistemi 
l ineari  Z~ costituiti, per i -  2, 3, ..., k, dalle C,~ di 7: che passano per tutti i 
gruppi (1) t ranne al pifi G~,, ha la dimensione 2V~_~; ed b poi chiaro t he  E 
risulta contenuto totalmente in ciascuno dei v, i. Pertanto,  dette g~, g~ le 
serie l ineari  segate r ispet t ivamente da Z, Y~ sulla ret ta  al ,  ai ha c h e l a  aerie 
l ineare gd sta in ognuna delle gn at . Di pifi, ancora in forza del teor. Ik-1, 
qiaacuna delle g~ contiene il gruppo Gt; poich~ la noatra meta b palesemente 
raggiunta  ore  si dimostri  t he  anche g~ contiene G~, coal l 'aasun~o r imarr~ 
stabilito quando si faccia vedere the  g~ r i su l ta  precisamente  l '  i n t e r s e. 

i o n e delle g~ ,  g ~ ,  ..., g~ .  
Valut iamo intanto le d, d, .  All 'uopo osserviamo che, se k > n, nessuna 

curva di ~. pub contenere come parte  la ret ta  al ;  invece, se k ~< n, le curve 
di Z aventi  a~ quale componente sono quelle spezzate in a~a~ ... a~ ed in una 
C,~_~ ~'ariabile. Sia in un  case che nell 'al tro,  le curve di _v contenenti  a~ 
come parte  costituiscono dunque  un sistema l ineare di dimenaione ~ k -  1. 
Poich{~ ~ ha la dimensione Nk_~, coal (tenuto conto della definizione delle 
/V data nel n. 4} ue discende che ~: 

I n - - k . q - 2  se n > ~ k - - 2  
d - - h r k - l - - h r l ' - "  0 se n < k . - 2 ;  

e si noti the  il valore di d nella prima al ternativa ai r iduce a quello, O, della 
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seconda nel caso in cui 
redo the,  per  ogni i -  2, 3, ..., k, r i sut ta :  

d , - -  N~_~-- Nk-t--:t; - k -{- 3 

Per tanto,  s e n  < k - - 2  si ha 

d= - -  d8 - -  ... - -  d~ - -  d 

e quindi (siccome g~ sta in c iaseuna delle gd,): 

. . . . .  g ,  --  g , ,  

sia n - - k - - 2 .  In  modo perfe t tamente  analogo si 

se n > ~ k - - 2  
se n < k - - 2 .  

(=0), 

talchb g~ risulta allora effet t ivamente l ' intersezione aeUe g~,, gg3, ..., gd~. 
Se invece n ~ k --  2, avuto anche riguardo alia k >I 4 si ha che valgono le 

d='- 'ds--  - - d k - ' d %  l <n.  

Dunque  allora gd, ehe - -  come sappiamo - ~ contenuta  in ciascuna delle 
serie l ineari g~',g~',...,g,:~, potrebbe non r isul tare  l ' intersezione di queste  
ultimo soltanto qualora si avesse 

(2) _ _  g,,  . . . .  = g d ~ .  

Ammett iamo per  assurdo the  valgano le (2), e denotiamo con G,_~+~ un 
q u a l u n q u o  gruppo di n - - k ~ 2  puut i  della ret ta  a~. Ill virtfi della de- 
fini~ione di g ~ ,  si ha che ques ta  serie l ineare contiene il gruppo di n punt i  
formate aggregando a G,_~,+a il gruppo di k - - 2  punti  the  si ottiene da A~,  
A~8,..., A~k sopprimento A~. In  forza del lemma, ne discende ehe alla serie 
l ineare data  dai vari membri  delle (2)appar t iene  il gruppo d i n  punti  formato 
aggregando a G,-k+2 un q u a 1 u n q u e gruppo di k - -  2 punti  delia retta a~; 
sieeh~ quel la  serie l ineare coincide con la g~ completa  di a~, e si ha dunque  

d= - -  d8 - -  ... - -  d~ - -  n, 

in contrasto con un r isut tato precedente.  Questa eontraddizione completa  la 
dimostrazione del teor. I~. 

Per  dualitk, dal teor. I~ se ne deduce subito un altro ehe, per  brevit~t, 
non stiamo ad enunciare  esplicitamente.  Questo teorema dua]e, estensione 
del teor. I I  del n. 4, verrh in seguito r iehiamato come ~EORE~A II~. 

6. I n t o r n o  al n u m e r o  dei p u n t i  de l le  C.  di un  8~,q. - Denoteremo gone- 
r icamente  con h,~ il numero dei punti  di S.~,q giacenti  su di una Cn di S~, ~. 
~ e n t r e  si ha sempre h,  > 0 per  n - -  1 o per  n - -  2 (n. i), per  n>t  3 pub ben 
r isul tare h n -  0. Cosi, ad esempio, si verif iea subito di re t tamente  the  nessuno 
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dei 7 punl i  di S-2,2 giace sulla cubica di Sz,~ rappresentata daU'equa~ione: 

3 X3 2 2 x~ + .2 + x~ + x~x~ + ~2x3 + r3xl + x~x~xs = O; 

l 'asser to  segue anche da cib che, in un 'oppor tuna  estensione cubica del cam- 
pc base dew Su,~., quella eubiea viene a spezzarsi in tre ret ie non formanti  
fascio, fra lore coniugate in tale estensione. 

Ineomineiamo con lo stabilire il 

TEOREI~Ii I . -  Per una qualunque C,~ the si spezzi in n relte distinte 
di $2,~, il numero h,, dei suoi punt i  soddisfa alla doppia limitazione 

nq - -  n(n - -  3)/2 ~ h, ~ nq ~- 1. 

Vale il segno di uguagliartza uella limitazione inferiore se, e sollanlo se, per 
ness~tn purtto di ~.~ escono pih di due rette di C, ; e nella limilazione supe. 
riore se, e soltanto se, le n rette di C~ appartengono ad uno stesso fascio. 

Detti P~, P~, ..., Pk i punt'i di Su, q comuui a due o pi~ retie di C,~, de- 
notiamo con r~ il numero delle ret te di C, useenti  da B~. ]~ chiaro ehe r isul ta  

2 ~ r~ ~ n (i - -  1, 2, ..., k), 

e eho lo due al ternative considerate nella seeonda parte del preeedente enun.  
eiato equivalgono rispettivamet~te a cib che si abbia r uguaglianza in tufts 
le limitazioni inferiori, od in tutte quelle superiori {ehe allora si r idueono 
ad una sola, in quanto il secondo case implica che sin k - "  1). 

I1 nnmero delle coppie ordinate di ret ie distinte di C~ ~ n{n - -1} ,  ed 
ognuna di tali coppie consta di due rette segantisi in un punto P~. Poieh~, 
d 'a l t ro  canto, il namero delle coppie ordinate di rette distinte di C,, useenti  
da P,  vale r ~ ( r , -  1), si ha dunque  

k 

n(n - -  1) - -  )2 r,(r~ - -  1). 
i----1 

Da qui e dalle preeedent i  limitazioni si r icavano lo 

k k 

2 ~, ( r i - - 1 ) ~ < n ( n - - 1 ) ~ n  ~ ( r~ - - l ) ,  
i~l ~,~I 

le due suddette alternative equivalendo a cib the  qui r ispett ivamento si abbia 
l 'uguagl ianza nella limitazione inferiore od in quella superiore. 

Notiamo infine ehe ciaseuna delle n rette di C,~ eontiene q -~  1 punti, e 
ehe ne l l ' ins ieme eomplessivo dei lore n(q ~-1) punti  il punto P~ viene a fi- 
gurare  centare r~ volte. Si ha pertanto 

/¢ 

h,  - -  n(q -~ 1) - -  Z ( r , -  1). 
i = l  
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Basra era combinare questo risultato con quello del precedente  capoverso 
per  dedurne il teor. I. 

0SSERVAZIONE I. - La  l imitazione superiore h,, ~< nq + 1 vale a for t ior i  
- -  ed anzi col segno di disnguaglianza - -  se Cn si spezza in n rette che non 
siano tulle distinte, ed anehe nel l ' ipotesi  ehe qualcuna  di tali rette non sia 
definita nel campo base di S~,q, ma sol,ante in un 'oppor tuna  estensione 
di questo (ond'essa viene a contenere al pifi un sol punto di Su, q). 

Ci proponiamo di dimostvare il 

TEORE~A II. - Per una C,, di S~,q, che (in nessuna estensione dpl campo 
base) non si spezzi in n relle, il numero h,, dei suoi pnnti  soddisfa alla 
limilazione 

(3) h, <~ (n -- llq + In~2] + 1. 

Questa pub venire migliorala celia 
/ 

t4) h,, ~ tn --  1)q + [n/2], 

nell' ipotesi che C,, sia del tulle priva di vompon, eJ~ti reltilinee. 

Incominciamo con lo stabilire la seeonda parle di questo teorema. Sia 
dunque  C~ una curva di S~,~ 1 the  non abbia ~essuna eomponente ret t i l inea:  
essa allora, con ogni retta di Ss, q e h e l a  incontri in un punto, avrh in esso 
una determinata  molteplicit~ d ' in tersezione ( ~> 1 e ~< n). ~'elle ipotesi attuali  
si ha n t> 2, onde la (4) eer tamente  sussiste se h,  < 2. 

Supposto dunque  h , />  2, consideriamo entre l ' ins ieme ,2 degli hn punti  di 
C,, la corrispondenza, T, che associa fra lore due punti  A, B distinti di C,~ 
- -  definiti  sul eampo base di 82,q - -  quando la retta A B  ha in A con C, 
molteplieitk d ' in tersezione superiore at l 'uni th.  Denotato poi con aA (/> 0) iI 
numero dei punti  B distinti che T a s s o c i a  a d u n  date A E ~ ,  e con bB (>1 O) 
il numero dei punti  A distinti che T -~ associa ad un date B E ~, poniamo 

a' : min aA~ ~ ~ max aA, 
A ~  A ~  

b' : min bB, b" ~ max bB. 
B ~  B ~  

Queste definizioni implicano intanto senz 'al t ro le limitazioni 

a '  ~< a", b' ~ b"; 

essendo poi 

aA--- ~ bB, (5) ~ ~ ~ B ~ 

in quanto ciascuno dei due membri  ugaagi ia  il numero delle coppie ordinate 
di punti  A, B distinti  di ~ che si corrispondono in T, questo numero risulta 
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non inferiore ad a'hn e b'h~, e non superiore ad a"h~ e b"h~, o n d e  se  no  trag.  
g o n e  ancora le precedenti  l imitazioni ed inoltre le 

a' <~ b", b' < a". 

Cib premesso, e posto per abbreviare 

m = [ n / 2 ] ,  

distinguiamo due casi seeondochi~ risulta a ' ~  m - - 1  od a'>~ m. 
Se a'~< m - -  1, eonsideriamo un punto A E ~ --  certamente esistento - -  per 

il quale si abbia a a - - a ' .  Fra le q-I-1 retie di S2,q useenti da A ve n '~ 
almeno una avente in A ineontro almeno bipunto con C,~; ogni eventuale 
intersezione ulteriore di tale retta con C~ 6 un punto B corrispondente ad 
A in T: dunque il numero di quelle intersezioni ulteriori non supera 

aA -- a' ~ m ~ 1, 

onde la suddetta retta per A ha in tutto al pifi m intersezioni distinte con 
C,,. Poich6 ciascuna delle q rette restanti  per A ineontra Cn in al pih n - - 1  
punti  distinti  da A ,  ne segue senz 'at t ro la (4). 

Se invece a'~> m, risulta b"~> a'~> m, e quindi b">~m. Consideriamo un 
punto B E ~  per il quale si abbia b n - - b " ;  e siano A~, A~ .... , Ab,, i punti  A 
trasformati  di B mediante T ~. Almeno una delle q + 1 rette di S.2,q useenti 
da B incontra  Cn in B centare almeno due volte, e dunque in al piil n - - 2  
punti  ul teriori ;  ognuna delle r imanenti  q rette per B ha poi al pifi n - - 1  
intersezioni ulteriori con C,~: ma va rilevato che, fra le intersezioni ulteriori 
con le varie rette per B, figurauo i punti  A~, A2,.. . ,  Ab,, contati eiaseuno 
ahneno due volte. Risulta pertanto 

h .  < 1 + (n - -  2) + [(n - -  1)q - -  b"] < 

(n - -  1)q -~ (n - -  1 - -  m) -- (n - -  l)q + [(n - -  1)/2], 

onde anche nelle presenti ipotesi segue la ~4). 
)[qstreremo era come, poggiando sul teor. I e relativa 0ss. I, e sulla 

seco~da parte del teor. I I  ttestb stabilita), si possa dedurre la prima par re 
eli questo teorema. Riferiamoci dunque ad una C,~ che, in nessuna estensione 
del eampo di base, non si spezzi in n ret te;  se Cn non ammette nessuna 
eomponente rettil inea, per essa vale - -  come s 'b visto - -  la (4) e quindi a 
fortiori la (3). Ci r imane quindi soltanto da eonsiderare il ease in cui C~ ab- 
bia qualche componente rett i l inea e dunque risult i :  

Cn : C,. ~- C, (con r >~ l, s >~ l, r ~- s = n), 

eve C~ eonsti di r rette e C, sia del tutto priva di componenti rettilinee. 
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Detti h~, h, i numer i  di punti  di S.2,~ che r ispet t ivamente stanno su C,., C,, 
si ha intanto palesemente 

inoltre, applicando a C~, 
capoverso, ot teniamo le: 

h,. ~ rq + 1, 

h,, ~< h,. + h,~; 

C~ i risultati  r iehiamati  al principle del presente 

hs ~< (s - -  1)q + Is/2] ~< (s - -  i)q -t- [n/2]. 

Da tutte queste limitazioni, avuto r iguardo alla r -{- s - -  n, segue subito la (3). 

0SSERVAZIONE II. - Tanto nella (3) quanto nella (4), fornite dal teor. II,  
pub talora sussistere l'uguaglianza, come mostrano i seguenti  esem,pi. Per  
cib ehe eoneerne la (3), basra considerare una Ca (n = 3) the  si spezzi in una  
eonica i rr idacibi le  di S~,q ed in una ret ta esterna a tale conica, e r icordare 
un risultato del n. 1. In quanto alla {4}, si consideri la eubica irr iducibile 
di S.a,a (n --  q = 3) rappresenta ta  dall '  equazione 

+ - = 0 ;  

i punti  di S2,a giacenti su di essa risultano in numero di ha = 7, essendo 
precisamente  quolli di coordinate 

(0, 1, 0b (0,-4-1, 1) (1,: t :1,  1), (--1,-----1, 1), 

onde vale di fatto la f4) col segno di uguaglianza. 

OSSEaVaZIONE I I I . -  Le eonsiderazioni del l '0ss .  I[  non escludono ehe, 
in certi easi, i risultati  espressi dal teor. II  possano venire affinati. Assu- 
miamo ad esempio n = 4, q dispari, e consideriamo una C4 di S.2,q che sia 
non singolare e per la quale risulti h4~> 81. Su C4 potrh esservi un certo 
numero r ~ 24 di punti  /¢ di flesso, ed un certo numero r ' ~  2.28 = 56 di 
punti  R' di contatto di C4 con una qua bitangente,  con la condizione che sia 
i punti  R che i punti  R' appartengano al campo base, y, di S2,q; invero, 
poichb q ~ dispari, ~ lecito applicare le formule di PLi'tCKER alla curva de- 
finita da C4 sopra la chiusura  algebrica di y. I punti A di C4 distinti  dai 
punti  R ed R' suddett i  sono in numero positive (=h~--r--r'>~81--24--56=l): 
dist inguiamo due casi, secondoch~ per qualcuno o per nessuno di essi la re- 
lativa tangente a Ca abbia a non ineontrare  ul ter iormente  C4 in qualche 
punto di S2,q (definito su ,{). 

1~eI primo caso, come pure nel l ' ipotesi  the  Ca ammet ta  un  punto di on- 
dulazione (definite su y), basta valutare il numero delle intersezioni di Ca con 
le singole rette di S~,q uscenti  da un punto A c h e  soddisfi alla condizione 
indicata, o ehe sia un punto di ondulazione di Ca, per vedere che dev 'essere  
h~ ~< 3q -{- 1. 
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Alla stessa eonelusione g iungeremo nel seeondo case, e nell '  ipotesi  che 
C~ non abbia punt i  di ondulazione sopra 7. ]~ ehiaro che allora a.4 assume 
il valore 2 in ogni punto  A the  non sia un  punto  R od R', mentre  r isul ta  
invece a A - - 1  se A ~ un  punto  R o d  R'. £ t t ua lmen te  la (5} fornisce dunque :  

E b B - - r - ~ r ' ~ 2 ( h 4 - - r - - r ' ) ' -  
Be~ 

= 2h, - -  (r + r') >I 2h~ - -  80. 

Se per  ogni punto  B di C~ si avesse bB~ 1, il pr imo membro  di queste  rela- 
zioni sarebbe ~'h~, ond 'esse  impl icherebbero la h, ~ 80, the  eontraddirebbe 
il supposto.  Per tanto ,  in corr ispondenza ad almeno un punto B dev 'essere  
bB/> 2; e basra valu tare  il numero  delle intersezioni  di C4 con le singole ret te  
di Su,~ uscent i  da un  punto  B siffatto, per  ot tenere  la h4~< 3q-b  1. 

]~ poi facile s incerarsi  che questa l imitazione vale anehe se C4 ~ singe. 
lare, pureh~ C4 non abbia eomPonent i  rett i l inee.  ~ parziale migl ioramento  
della  (4), o t teniamo eosi ehe: 

I l  numero h4 dei p u n t i  di S.~,~ - -  con q dispari  - -  s i tuati  su di una  qua. 
lunque C4 di S~, q, the non abbia componenti rettilinee, soddisfa alla limitazione 

h, ~ m in  (80, 3q + 1). 

0SSE~¥AZlONE IV. - Se per  una C** di S2,q r isul ta  h,~ = nq + 1, si ha 
intanto ehe dev 'esse re  n <  q +  1, in quanto il numero  h ,  dei punt i  di C,, non 
pub superare  quello (q + 1)q + 1 dei punt i  di S~.q. Ne discende ehe, se vale 
la h , , - - n q  + 1, tes ta  eseluso ehe possa sussistere una  delle (3), (4), sieeh~ 
- -  in forza del teor. I I  - -  C, deve spezzarsi in n rette. In  virtfi poi del reef. I 
e de l l '0ss .  I, tali rette appar tengono e iaseuna ad S2,q e sono n retie dist inte 
di un  fascio. Pe r t an to :  

Una C, di Se, q che contenga nq + 1 pun t i  di S.~, q, risuUa necessariamente 
spezzata in n rette distinte di S2, q appartenenti ad un medesimo fascio. 

Cosi, ad esempio (per n = 4, q - - 3 ) ,  si constata d i re t tamente  the  la C, 
di S~,~ di equazione 

- + - . ? )  + - = o 

cont iene tutt i  i 1 3 -  nq + 1 punt i  di S~,a. E tale 04 si spezza effe t t ivamente  
nelle 4 ret te  di S~,a useent i  dal punto  (1, 1, 1), in quanto il pr imo membro 
della sua equazione pub anehe venir  seritto nella forma 

- x )(xl - x )(x2 - -  x l ) ( x l  + x2  + 

Ne consegue ii fatto, a pr ima giunta  paradossale,  che esistono omografie 
di S~,a che non lasciano fissa la suddetta C~, ma che trasformano in s~ Fin.  
sieme dei suoi p u n t i .  

Annall di Matematica 5 
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7. Sul numero  delle b i tangent i  delle curve plane. - Facciamo era alcune 
considerazioni elementari  sulle bi tangenti  delle C,~ plane, le quail ci verranno 
utili pifi tardi. 

In  base alle classiehe formule di PI~UCKER, il numero d delle bi tangenti  
della C, generale di un S~ sopra il campo complesso ~ date da 

d ----- n(n - -  2)(n --  3)(n + 3)/2. 

A questo risultato si pub anche giungere nel mode seguente. Si consideri su 
C,~ la corrispondenz~ algebrica che assoeia al generico punto di C,, ciascuno 
dei suoi n ~ 2 tangenziali. Scel ta  poi gener ieamente  una retta 1 di S,,  lo 
tangenti  a C,, in punti  fra lore omologhi nella corr ispondenza suddet ta  sega- 
no l in punti  che si corrispondono in una nuova corrispondenza, T. Si "cede 
faci lmente che T ha gli indici n(n - -  1)(n - -  2), n(~ ~ l~(n - -  2}(n -b 1), e che 
i suoi punti  uniti  sono quelli  segati su 1 dalle 3 n ( n - - 2 )  tangenti  di flesso e 
d a l l e d  bi tangenti  di C~, eontati sia gli uni che gIi altri due volte, ai quali  
vanno aggiunte le n intersezioni di l e C~ centare eiascuna ( n - - 2 ) ( n  + 1) 
volte. In  base al principle di Ct~ASLES risulta quindi 

n(n - -  1)(n - -  2) -~ n(n - -  1)(n - -  2)(n -{- 1) : 2d + 6n(n - -  2) -{- n(n - -  2)(n + 1), 

onde la formula preeedente.  
Le suddet te  argomentazioni si t rasportano integralmente senza difficolth 

alla Cn generale di un Sz sopra uu campo 7 qu~llsiasi, sotto le eondizioni ehe 
"? sia a l g e b r i c a m e n t e  c h i u s o  e d a b b i a  c a r a t t e r i s t i c a  p ~ 2  
(la necessit~'~ della prima condizione 6 evidente;  per la seconda, cfr. SEGI~E [6] 
ed un altro lavoro dello stesso autore di prossima pubblicazione, concernente  
il case p - - 2 ) .  Quando 7 sia del ripe testb specificato, se si specializza C++ in 
una qmllunque C~ di S: che sia priva di compo~enti multiple, il gruppo Ga 
detle d bit~lngeati di C,~ viene di conseguenza a specializzarsi in un ben 
determinate  gruppo G ° di el rette di $2, univocamente  determinate da COn. Ed 

chiaro che una retta l di Sz che abbia a comune con C ° tsopra y) re punti  
distinti, avendo in eiascuno di questi  molteplicith d~intersezione con C ° 
superiore all'uniti~, couta in G ° almeno r l f f t - - 1 ) / 2  volte. So dunque C ° 
ammette  pi~t ret te  l siffatte, deve r isul tare 

Er~(rl - -  1) ~ 2d --  n(n -- 2)(n - -  3)(n ~- 3). 
1 

Questa limitazione varrh poi a f o r t i o r i  nelt ' ipotesi  che "f, di carat ter is t ica 
=~=2, n o  a sia a lgebr icameute  chiuso, e ci si limiti a rette che abbiano il 
suddetto comportamento con C,~ s o p r a ~'. Cib si vede subito considerando 
la ehiusura  algebrica ~" di -(, ed ~pplicando il preeedente  ris_ultato alla curva 
indotta da Cn quando si ampti il campo base di $2 da ~' a T. 
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§ III .  - ] k-ARCHI PIANI  

8. GeneralitK sui  k - i n s i e m i .  - Ogni sottoinsieme di un S~,q b neeessaria-  
mente  un insieme di un n u m e r o  f i n i t o ,  

k <~ 1 + q + q~-{-- ... + q", 

di punti  di St, q, e lo si chiamerh brevemente  un k-insieme; il numero k verr~ 
detto l 'ordine di quest 'u l t imo.  ~ evidente che ogni k- insieme ~ dato dalla 
totalith dei punti  (sul relativo campo ba:~e) di qualche variet~t algebrica di 
S~.,q, e the  anzi una siffatta wtriet/~ algebrica pub sempre venir  scelta in 
pit~ modi (cfr. ad esempio l' ultimo capoverso del n. 61. 

Da questo punto di vista pub quindi dirsi che qualsiasi  proposizione geo. 
metrica relaliva ad un  3;.q esprime delle prop~'iet~ di geomelria algebrica ; ma 
lo studio di tail proposizioni 'pub venir  delimitato e condotto in due modi 
assai diversi, e ciob con r i fer imento ad enti che rispettivaraente siano varieti~ 
algebriche o k- insiemi opportunamente  definiti. La prima impostazione 
quella the  sta p. es. alla ba .e  del § I e del n. 6 di questo lavoro; essa po- 
trebbe dar  luogo a molteplici r ieerche ulteriori, sulle quali perb qui per bre- 
vit'h sorvoliamo. Sulla seconda impostazione s ' imperniano il presente § I I I  
ed il successivo § IV, dedicati  allo studio di taluni k-insiemi di tipi partico- 
larmente  interessanti .  Tale studio risulta assai piil significativo e complesso 
di quanto a tutta prima non ci si potrebbe attendere, ed ancor pifi lo sarebbe 
quello dei k- insiemi generali .  

Relat ivamente a questi  ultimi ci l imiteremo qui ad alcune sempli(:i con- 
siderazioni concernent i  il c a s o p i a n o, estendibili senza difficolt'h agli 
spazi superiori, le quali pongono implici tamente numerose questioni, e potreb- 
bero offrire cosl lo spunto per una vasta categoria d ' indagini  ulteriori. 

Dato un  qualunque k- insieme K di S.~,u, si fissi ad arbitrio un intero n 
positivo. Allora ad ogni C, di S2,q resta associato un i n  t e r o 

v = v(C, , ) ,  

dato dal n u m e r o  (1>0) dei punti  comuni a K e  C,,. Lo studio della di- 
stribuzione degli interi  v in corrispondenza alle varie C~ di S~,~ offre mani.  
festo interesse;  part icolare rilievo ha pot la considerazione degli interi  

M, -- min v, N,t - - -  l naX Y~ 
c,, c,~ 

e la determinazione del modo com'essi  vengono a dipendere da n, specie per 
i valori pifi piccoli d i n .  
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Cosl, ad esempio, si vede subtle che ~ N,~ ~ k non appena si abbia 
k ~ n(n -~ 3~/2, mentre  invece r isulta 

n(n + 3)/2 ~ N,~ <~ k 

se n(n ~ 3)/2 <k .  Si dimos~ra inoltre (SEGRE [8]) che:  
Se per un k- insieme di S~.,q r isul la  ~VI -- 2, 212>~q/2~2, allora ne discende 

the ~ N~ : k, ossia il k-i,nsieme ~ conlenuto in  una  conica irrid~cibile, salvo 
che q sia pari ,  nel qual case pub anche risullare 2~2-" k - - 1  ed allora il  
k- insieme consta di k -  1 pu n t i  di una  conica e del nucteo di questa. 

Questo risultato fornisee parziale risposta al seguente interessante pro- 
blema, sul quale perb qui non aggiungeremo altro. Fissato k, e detto n i l  
pifi grande intero tale che nin + 3)/2 sia inferiore a k, si t rat terebbe di carat- 
terizzare le successioni di inleri _NI, N~,. . . ,  _hT~, tall che esista qualche k- insie .  
me di S.z,q the 'li ammelta quali  caralteri _N. 

La considerazione degli in te r i  v(C~}, e quindi pure di M~ ed N~, conserva 
significato ed importanza per k- insiemi di un piano grafico anehe n o n  
d e  s a  r g  u e s i  a n o .  In  particolare, molti degli sviluppi dei successivi 
nn. 9-11 valgono ancora per  insiemi siffatti, con ovvie w r i a n t i  inessenziali. 

Notiamo infine che ogni k- insieme K definisce univocamente un insieme 
complementare, S.~,q--K, il quale eonsta di q'~-+-q + 1 -  k punti, detti i 
punti  di Se, q eslerni a K. 

9. Generali tk sui k -a reh i  di Se, q. - Un k-insieme di S2,q verri~ chiamato 
un k-arco, e brevemente  denotato c o n  kq, SO per  esso il cara t tere  N1 (di cut 
al n. 8) aequista il sue valore m i n i m o  N I - - 2 ,  ossia so mat  t r e p u n t i  
dell' insieme risUllano allineati. 

Relat ivamente a4 un date kq~ gli interi v(C1) (di cut al n. 8)possono 
soltanto assumere i valori 0, 1, 2. In  altri termini, rispetto a kq le rette di 
S2,q si distribuiseono in tre diverse eategorie~ da dirsi r ispet t ivamente esterne~ 
tangenti, e secanti (o corde), seeondoehb esse hanno 0, 1, o 2 punti  a comu- 
ne con k; l 'unieo punto comune a kq e a d  una sua tangente chiamasi il relative 
punto  di eonlalto, dieeadosi anehe che kq  O la tangente si toccano in tale 
punto. 

Pe r  un  punto A arbi t rar iamente  fissato di kq passano k - - 1  secanti ;  sic- 
chb b chiaro che c iaseuaa  delle r imanent i  (q -{ - -1 ) -  ( k - - 1 )  ret te del faseio 
di centre  A toeca kq in A. Pe r t an to :  

Un kq ammelte sempre lo stesso numero 

t - - q - - k - ~  2 

di tangenli in  ogni sue punto. 
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Poich~ dev 'essere  ovviamente t >~ 0, ne segue che in ogni ease risulta 
k ~ q -4- 2, l' uguaglianza k -- q -{- 2, implicando ehe kq sia del tutto privo 
di tangenti.  Pertanto,  in quest '  ultimo case, i punti  di kq si distribuiscono in 
k/2  coppie di punti  distinti allineati con un punto esterno (arbi t rar iamente 
fissato), sicch~ allora k, e quindi pure q, dev 'essere  un numero pari. •e di- 
scende the  : 

Secondoch~ ff ~ pari  o dispari (ossia a seconda che il campo base ha ca. 
ratteristica p -  2 o p > 2}, il massimo di k per i vari k-archi di S~,q vale 
q ~-2 o q-F 1. Un kq per il quale k raggiunga quel massimo chiamasi 
~t~  ~ o v a l  e .  

]~ subito visto che il massimo suddetto viene effet t ivamente raggiunto, 
sia nel e a s o  p a r i  t he  nel c a s o  d i s p a r i .  Infatti,  in basea ]  n. 1, 
si ha  intanto che:  

Se q ~ dispari, ogni conica irriducibile di S2,q ~ un (q "4-1)q, ossia risulta 
un' ovale. 

]~ da r i levare che questa proprieth ammette  un'  i n v e r s a ,  dimostran. 
dosi (SEGRE [3,4]} che:  

Se q ~ dispari, ogni (q ~ 1)q ~ una conica. 
Riotterremo poi questa proposizione (n. 14), come case particolare di altre 

assai pifi generali.  Si ha inoltre subito che:  
Se q ~ pari, ossia della forma 2 h, si ottiene un' ovale (q ~ 2)~ aggregando 

ai punt i  di una conica irriducibile di S,~, q il relative nucleo. 
Questo risultato ammette  a n c o r a u n  i n v e r s e  per h - - l ,  2, 3; invece 

in tutti gli altri casi [h i> 4) - -  con una sola eventuale eccezione per  h --  6 - -  
esistono ovaIi di 8.z,2~ n o n  o t ~ e n i b i l i  i n a l e u n  mode a part i re  da una 
conica col l 'aggregare  a questa il sue nucleo (SEGRE [7]; cfr. altresl L u ~ I m I  
e SeE [2]). La completa classificazione delle o v a l i  n e l  e a s e  p a r i  
tuttora un problema insoluto, di notev01e rilievo. Ancora pitt significativo 
lo studio - -  che faremo parzialmente in seguito (nn. 13-15) - -  della e o ra- 
p 1 e t e z z a dei k~, dicendo (per definizione) che 

un k-arco di S.~,q ~ complete od incomplete, secondoch~ esso non ~ od 
contenuto in qualche (k + 1)-arco di S~,q. 

evidente, in base a eib che precede, che ogni kq o ~ esso stesso oom. 
pleto, oppure ~ un sottoinsieme di qualche arco complete (non necessar iamente 
determinate  univocamente  da kq); e the,  in particolare, ogni ovale risulta com. 
plela. Invece,  sia nel case dispari (SE(~RE [5]} che nel case pari  (TALL][~:[ 
[1]), ogni q-arco di S~.,q risulta incomplete. Anche quest 'u l t imo risultato rien- 
tra in altri  assai pi/t generali,  che stabiliremo piil tardi (nn. 14, 13). 

t0. Equazioni diofantee inerent i  ad un kq. - Date un k-arco K di S2,q, 
ad ogni punto O di S~,q e s t e r n o  a K ' r e s t a  associate un intero i (i>0} 

the  denomineremo l 'indice di O (rispetto a K) - -  esprimente ii numero 
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delle corde di K passanti  per O. Se j (~>0} denota il numero delle tangent  i 
di K uscenti  da O, r isulta mani fes tamente  

2i "4-j -" k; 

sicehb, posto per abbreviare 

valgono le 

= [ k / 2 ] ,  

1"------ k (,nod 2), 0 ~ i ~< l. 

Avuto anche r iguardo al n. 9, la prima di queste relazioni mostra fra 
I' altro the  : 

Se k ~ dispari, per ogni punto del pi~no di un k-arco passa qualche tan- 

genre di questo. 
Notiamo inolt:e t he :  
Aggregando ad un k-arco un punic 0 ad esso esterno si ottiene un 

(k ~- l )-arco se, e soltanto se, il punic  0 ha l 'indice zero. 
Ne discende che, detto c~(~> 0) il numero dei punti esterni a K d ' i n .  

d i c e  i, 
il k-arco risulta completo nel caso, e nel caso soltanto, ch' esso abbia ~o -- O. 
G l i t - 4 - 1  interi  test~ definit i :  

(6) co, ~ ,  ..., Ot 

sono manifes tamente  c a r a t t e r i  p r o i e t t i v i  di K, e risultano legati 
dalle seguenti  t r e  e q u a z i o n i  d i o f a n l e e .  Si ha an~itutto la 

l 
(7) Y, c~ -- q~ --~ q + 1 - -  k, 

i=-O 

conseguenza immediata  del fatto che i q~-{-q + 1 -  k punti  esterni a K si 
distribuiscono in 1-{-t  insiemi disgiunti  di co, c~,..., cl elementi,  rispettiva- 
mente  costituiti dai punti  (esterni) d ' ind ice  0, 1 , . . . ,  1. Valutando poi in due 
modi diversi il numero delle coppie costituite da una corda di K e da un 
punto esterno a K giacente su di essa, si ottiene la 

(8) ¢) Y. ic~ : (q - -  1). 
i=0 ~9 

Infine, esprimendo il fatto ovvio the  sono tante le coppie formate da un 
quadrangolo inscrilto in K e da uno dei suoi punti  diagonali, quante  le cop- 
pie di corde di K segantisi in un  punto esterno, si giunge alla 

(9) E c~ = 3 
i=O 2 
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Aceanto  agli l - I - 1  cara t te r i  (61, de t e rmina t i  da K in q u e l l ' o r d i n e  nel  
mode  indica te ,  poss iamo in t rodu rne  altri ,  def ini t i  come segue  a meno  del- 
l ' o rd ine .  5Tumeriamo c o m u n q u e  le k(k ~ 1)/2 cordo di K ed ind ieh iamo con r 
la r - m a  di tal l  corde ;  deno t i amo  poi con dl" il numero  (~>0) dei  pun t i  os terni  
a K ehe s tanno  sul la  corda  r e che sono d ' i n d i e e  i ( r - - 1 ,  2 , . . . ,  k ( k - - 1 ) / 2 ;  
i -  I, 2, ..., 1). Poichi~ i pun t i  
si d i s t r ibu i scono  in 1 insiemi 
m e n t e  d ' i n d i c e  1, 2, ..., l, cosi  

di r es tern i  a K sono in n u m e r o  di q - - 1  e 

disg iun t i  di d~, d ~, ..., d~" e lement i ,  r i spet t iva-  
r i su l ta  : 

l 

(10) E d~" - -  q - -  1 ( r - -  1, 2, ..., k ( k - -  1)/2). 

V a l u t a n d o  poi in due  modi  d ivers i  il n u m e r o  del le  coppie  cos t i tu i te  da  una  
eorda  di K e da  un  pun to  es te rno  a K d ' i n d i c e  i g iacen te  su  essa,  si o i t iene  la  

k(k--l)/2 
(11) Z d~ - -  iv, (i - -  1, 2, ..., 1). 

r ~ l  

Inf ine ,  con tando  in due  modi  d ivers i  quan te  son le corde  di K d is t in te  dal la  
r che escono dai  s ingoli  punt i  di r es te rn i  a K, si pe rv iene  al la  

(12) ~ (i - -  1)d~- - -  
i=2 

( r =  1, 2 , . . . ,  k(k--1)/2). 

Not iamo che, s o m m a n d o  i due  membr i  del la  (10/ r i spe t to  ad r - - 1 ,  2 , . . . ,  
k ( k - - 1 ) / 2  ed i due  m e m b r i  del la  (ll} r i spe t to  ad i - - i .  2 , . . . ,  l, e confron-  
tando poi fra lore le due  relazioni  r isul tant i ,  si r icade  nel la  (81. Pa r imen te ,  
se si sommano  fra  lore a membro  a m e m b r o  le (10), i12), si o t t iene  la 

1 

id~ -- (k - -  2)(k - -  3)/2 + q - -  1 ; 

bas ta  era  sommare  i due  membr i  di ques ta  r i spet to  ad r - -  1, 2, ..., kqk--  ij/2, 
e conf rou ta re  qu ind i  con la relazione che si deduce  dat la  (11)mol t ip t i candone  
i due  membl ' i  pe r  i e sommando  poi r i spet to  ad i - "  l, 2, ..., l, pe r  g iungero  
al la  

(13) 
l 

i~c~:k (k  - 1 ) ( k - - 2 } ( k - - 3 ) / 4 + ( q - -  l ) k (k - -1 ) /2 ,  

la qua le  r i su l ta  a l t res l  conseguenza  immed ia t a  del le  (8), (9). 
Di remo che un kq ~ simmetrico quando,  con le p receden t i  nota~,ioni, d~ 

r i su l ta  i n d i p e n d e u t e  d a  r pe r  i - -  1, 2, . . . ,  1. Condizioni  n e e e s -  
s a r i e  aff inch~ eib accada,  forn i te  senz ' a l t ro  dal la  {11), sono t he  2ic~ 
sia divisibile per k ( k - - 1 )  ( i - - 1 ,  2, .... l); e ques te  condizioni ,  se k ~ un  
n u m e r o  p r imo dispari ,  impl icano  che ol, c2, . . . ,  c~ s iano divisibi l i  pe r  k. 
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Avuto r iguardo alla (7) ed al fatto - -  precedentemente  acquisi to - -  t he  un 
k-arco completo ha Co--O, ne discende che:  

Affinch~ per  u n  dato numero k pr imo  dispar i  possa esistere qualohe kq 
completo e simmetrieo, occorre che k d iv ida  q~ + q ~- 1. 

Per  esempi concreti  al r iguardo veggasi il n. 15. A quelli  pub venire 
aggiunto il caso k - - 7 ,  q ~ 1 1 ,  ehe r isul ta  a r i t m e t i c a m e n t e  p o s s i .  
b i 1 e (err. il primo eapoverso del n. 15) in quanto, per  tali valori di k e q, 
le equazioni diofantee (7)-(12} r imangono soddisfatte ore  si assuma oo--O,  
vi ~ 63 ,  c 2 - -  42, ea - -  21,  d ~ ---- 3, d~ - -  4,  d~ - -  3.  

11. Indice  e rango di un k-arco. - Dato un k-arco K, il piit piccolo ed 
il pi/t grande degli interi i = 0, 1,.. . ,  I tali ehe il corr ispondente carat tere  
e~ (n. 10~ risulti  n o n n u 1 1 o, saranno r ispet t ivamente denominati  l ' indice  
e il rango di K, e designati  con a e b. Risul ta  ehiaramcnte  

O < . a ~ b ~ l .  

onde dalla  (10) si trae 

d~ - -  q -  I (r - -  I, 2, ..., k ( k -  1)/2), 

e le (11), (12), (7) r ispet t ivamente forniscono le:  

aca -.~ (q - -  1)k{k - -  1)/2, (a - -  1)(q - -  1) --  (k - -  2)(k --  3)/2, 

c,~ -" q2 + q + t - -  k. 

Se ora eliminiamo le a, c,, fra le ult ime tre equazioni, ot~eniamo la 

(q - - k  + 2)[2(q - - k  + 1)q + (k - -  1)(k - -  2)1 - -  0; 

e poich~ questa  r isulta manifes tamente  incompatibile con la k ~ q  A-1, ne 
discende 1' asserto. 

Inoltre,  in virtfi del n. 10, 
Un k-arco ~ c o m p l e t o se, e soltanto se, esso ammette  l' indice a 

p o s i t i v o .  
Proveremo ora the :  
Affinch~ u n  kq abbia l ' indice  ed i l  tango  ugual i  f ra  loro, occorre e basra 

che q r i su l t i  p a r i e  kq sia un '  ovale (ossia si abbia k -  q ~ 2), nel qual  caso 

sempre di ratio a --  b - -  q /2  A- 1. 
Ghe nelle oondizioni indicate si abbia a - -  b --  q /2  ~ 1, segue in modo 

pressoch6 immediato dai nn. 9, 10. Baster/~ dunque  dimostrare la necessiti~ 
di quelle  condizioni, ossia - -  avuto ancora r iguardo ai nn. 9, 10 - -  l ' incom- 
patibilit/~ delle a --  b, k ~ q ~ 1. 

Consideriamo un qualunque  kq avente a - - b .  Per  esso, con le notazioni 
del n. 10, dev ' esse re :  

c~ - -  d~ - -  0 se i # a, 
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Dal le  p receden t i  definizioni  dei  ca ra t t e r i  a e b, segue  subi io  ehe  le (7), 
(8), (13) equ iva lgono  al le  

b 

c~ = q2 j r  q j r  l - -  k, 

b 
~v ie~ ---- (q - -  1)k(k - -  1)/2, 

t = a  

b 
i ~  = k~k --1)(k - -  2)(k - -  3V4 + (q - -  1 ) k ( k - -  1)/2. 

Sos t i tuendo  le espress ion i  cosi forn i te  per  le t re  somme a pr imo m e m b r o  
helle  relazioni  ev ident i  

b b b b 

a ~ E ic~/ E c~ ~ b, a ~ E i~c~/ E ici ~ b 
i=a t=a i=a  i=a 

(eve ne s suna  uguag l i anza  pub suss is tere ,  se non net case  dianzi  t ra t ta to  in cui  
a : b), se ne  t raggono del le  l imi tazioni  per  l' indice a e per il range b di  u n  
k-arco che, pe r  brevitY, omet4iamo perb  di sc r ive re  esp l ic i tamente .  U n ' a l t r a  
l imi taz ione si r i eava  s imihnen te  dal la  

b 
~, (i  - a) ( i  - -  b )~  <~ O, 

ossia  da l la  

a b v, c~N  E ic~ <. b Y. ic~--  Y~ i2c~. 

In  virgil di cib che precede ,  se si e sc lude  t h e  sia a - - b ,  tanto  I ' u n a  ehe 
l ' a l t ra  del le  due  espress ion i  en t re  graffe  r i su l ta  posi t iva,  onde si $rae ehe :  

Per un kq che abbia k =~= q j r  2, l' indice a ed il range b soddisfano al la  

l imitazione : 

2(b - -  1)(q -- 1)k(k - -  1) - -  k(k - -  1) (k- -  2)(k - -  3) 
(14) a <~ 

4b(q 2 j r  q j r  1 - -  k) - -  2(q - -  1)k(k - -  1) 

5Te d iseende  ehe : 
Se per  un  k~ che abbia k :[: q j r  2 i l  range b soddisfa al la 

k(k - -  1)(k - -  2)ik - -  3) 
(15) b < 2(ff - -  1)k(k - -  1) - -  4(q 2 Jr q + 1 - -  k) '  

allora kq r isul ta  certamente i n c o m p 1 e t o. 
Ed invero,  se vale  la (15), il seeondo  membro,  de l la  (14) 6 infer iore  al- 

l 'uni t 'S;  d u n q u e  il p r imo membro ,  che 6 a n  in tero  a~> 0, non pub eh ' esse re  
nullo, onde l 'asserto.  

Poich~ b ~  1 "-[k/2],  la (15) c e r t a m e n t e  sussisSe se ~: 

Annali di Matematica 6 
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(16) 2[k12] I (q - -  1)k(k -- 1) - -  2(q= -b q -k 1 - -  k)! < k(k --1)(k --  2t(k - -  3). 

0rbene ,  se k ~ p a r  i, sicchb allora 2[k/2] " -k ,  si pub soppr imere  iI fattore 
k dai due  membr i  del la  (16) e quindi  scrivere la r i su l tante  l imitazione sotto 
la fo rma 

(q --  k + 2) t ( k - -  1)(k--  2 ) - -  2q t < 0 ;  

in ques t ' u l t ima  il pr imo fat tore r isul ta  positivo In. 9), essendo per  ipotesi 
k ~ q - b 2 ,  ond'esso pure  pub venire omesso. Se k b  d i s p a r t ,  sicchi~allora 
2[ /~) '2] - - -k-  1, si pub soppr imere  il fat tore k -  1 dai due membri  della (16); 
poieh~ ciascuno dei due membr i  del la  relazione a cut si perviene  in tal 
guisa  ~ un intero part, eosl - -  agg iungendo 2 al pr imo membro  - -  si vede 
ehe detta  relazione r isul ta  equivalente  alla 

(q - -  k -[- 1) f k(k - -  3) --  2q t ~ 0, 

ore  il pr imo fattore ~ cer tamente  positivo s e  kq non ~ un'ovale.  Si conclude t he :  
Un k-arco di S,2, q ~ sempre i n ~ o m p 1 e t o qualora si supponga the k 

sia abbastanza piccolo rispetto a q, e previsamente se : 

I k(k - -  3)/2 -[- 2 per k par t  
q 

k ( k -  3)/2 per k dispart 

(it k-arco, f ra  l'altro, non potendo allora essere un'ovale). 

12. Propriet '~ a lgebriche delle t angen t i  di un  k-arco .  - Consideriamo an  
qua lunquo  k-arco K di S~,~, per  il quale  r isul t i  

3 ~ k ~ <  q-I- 1; 

allora K, in ogni suo punio, ammet te  un  numero  fisso positivo 

t - - q - - k - b 2  

di tangent i  (n. 9). Scegliamo pot ire punt i  A1, A2, A8 dist int i  quals iansi  di 
K :  essi non saranno allineaii ,  e pot ranno quindi  venire  presi  qual i  punt i  
fondamenta l i  di un  s is tema di coordinate  proiet t ive omogenee  Ixl, x~, xa) in Se, q. 

Denoteremo con B uno qua lunque  dei k - - 3  puni i  di K dist int i  da A~, 
Aa, A,,  e con r u n a  qua lunqae  delle 3(q - -1 )  ret ie  di S2,q passani i  per  uno 
ed uno solo dei punt i  A~  A2, Aa. Tali  re t ie  saranno quelle rappresen ta te  
dalle singole equazioni 

o re  I~ ~ un  parameiro  - -  coordinata  della r nel fascio di centro il punto  A 
ohe essa cont iene - -  assumente  (uua ed una  sola volta) tutt i  i valori  non null i  
del  campo base di S~,q. In  virtfi di una  nota  estensione del teorema di 
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WILSOI~ (red. ad esempio SEGRE [2, n .  59]), il 
sempre ( -  1)q. 

Rileviamo ora the  le 3t rette t he  toccano 
As possono precisamente  ottenersi dalle 3 (q - -  
tere le 3 ( k -  3) ret te del tipo A~P, A~P, A,P.  

prodotto di tali valori uguaglia 

K in uno dei punti A~, Aa, 
1) rette r suddette, coll'omet. 
Poich~, in virtit del teorema 

di CEv• (n. 4), il prodotto delle coordinate ~ relative alle 3 ret ie  congiun- 
genti A1, As, As con uno stesso punto P "(non situato su nessun lato del 
triangolo A1 A2 Aa) vale precisamente  -~ 1, ne eonsegue che: 

I1 prodotto delle coordinate ~ relative alle 3t tangenti a K in  tre suoi 
pun t i  At,  A2, As  distinti  qualsiansi  vale sempre (--1)q. 

Tale prodotto uguaglia quindi l'unit~t se q ~ pari ;  csso poi non uguaglia  
l'unit~t, ma ~ invece il suo quadrate  che l 'uguaglia,  se q ~ dispari. Basra 
pertanto applicare il teor. I I  del n. 4 (se k - - 3 )  ed il teor. IIk deI n. 5 
(se k ~> 4), per infer irne senz'altro i seguenti  due teoremi, relativi rispettiva- 
mente al caso pari ed al caso dispari. 

TEORE~X I. - ~qe q ~ p a r i e  3 <~ k <~ q ~ 1, ad o g n i k-areo K di $2,~ 
pub venire associato un  invi luppo a l g e b r i c o F di classe t - -  q - -  k ~- 2, 
non contenente come parle  nessuno dei fasci col centro su K, in  modo che le 
kt tangenti di K coincidano precisamente colle rette di r uscenti dai singoli 
p u n t i  di K.  

TEOREMA IL - Se q ~ dispari  e k >~ 3, u n  inviluppo P del tipo considerato 
nel teor. 1 non esiste. A d  o g n i k-arco K di S~,q pub ora invece venire 
associato un  inviluppo a 1 g e b r i c o h d i  classe 2t, non contenente come parle 
nessuno dei fasci col centro su  K,  in modo che le rette di ~ useenti da u n  
qualunque punto A di K siano le t rette (distinte) tangenti in A a K contate 
ciascuna doppiamente. Ne diseende che un'  eventuale componente mult ipla di h 
non pub essere che doppia, senza tuttavia che 5 possa r idurs i  ad un invi luppo 
di classe t d a  contarsi due volte. 

13. Sulla completezza dei kq nel caso in cui q sia pari. - Preso un qua- 
lunque k-arco K di ~ .q ,  nell ' ipotesi  in cui q sia pari e k i> 3, eonsideriamo 
in relazione ad esso l ' invi luppo r di cui al teor. I del n. 12, e distin- 
guiamo due al ternative secondoch~ I ~ contiene o non contiene come compo. 
nente qualche fascio. 

Nel primo caso, in base aila defiaizione di l~, il centro 0 di un  fascio 
componente di [~ non appart ieae a K, ed ogni retta congiungente 0 ad un 
punto A di K t o c c a  K i n  A, ossia non in contra K fuori di A. Per tanto 

K ' ~ - K O 0  

un k'-arco, con k ' ~ - k ~ l ,  sicch~ K r i s u l t a  i n c o m p l e t o .  
Nel secondo caso, possiamo appiicare a F la duale della seconda parle 

del teor. i [  del n. 6. [~oich~, per definizione di F, le kt tangenti  di K sono 



44 B. SEGRE.* Le geometrie  di Galois 

k t  ret te distinte di S~,q definite eiaseuna sul eampo base ed appartenent i  
a I', cost nelle attuali  ipotesi dev 'essere:  

k t  <. (t - -  1)q + [t/2], 

ossia 
(q - t + 2)t (t - 1)q + it/2]. 

Pertanto,  se si suppone ehe sia 

(17) q > t ~ -  2t + [t/2] 

la preeedente  relazione non sussiste, siechb - -  non potendo presentarsi  la 
seeonda al ternat iva --  dovr'~ allora neeessar iamente  presentarsi  la prima. Ne 
eonsegue ehe a t tualmente  K pub venire ampliato in un k'-arco K', con 
k ' - - k q - 1 ,  avente quindi in ogni punto t ' ~ q - - k ' q - 2 - - t - - 1  tangenti.  Se 
K '  non b un'ovale, ossia se t'~> I e t ~> 2, la (17) impliea la 

q :> t '~ - -  2t' + [t'/2], 

siechb K '  sara a sua volta eontenuto in qualehe k"-areo, con k" - -  k' + 1 - -  

= k + 2 ;  e e o s l v i a .  Ne risulta l 'esistenza di (almeno) u n ' o v a l e  K* c e n -  
t e n e n t e K ,  oitenibile coll 'aggregare a K un insieme di t punti  0 oppor- 
tunamente  scelti. 

L 'argomentazione precedente  non esclude natura lmente  la possibilit'~ ehe 
vi siano altre ovali eontenenti  K. Ammessa tale possibilit~ b sia P un punto 
di un'ovale siffatta, ehe b leeito assumere non situate su K*. ]~ ehiaro allora 
che nessuna eorda di K pub passare per  P, in quanto in easo eontrario la 
nuova ovale verrebbe ad avere ire puuti  distinti a comune con una tale 
eorda. Dunque  ogni ret ta  eongiungente  P a d  un punto A di K incor~tra K* 
in un punto ulteriore in. 9), il quale - -  non potendo stare in K - -  ~ neees- 
sar iamente  un punto 0 di K*  ma non di K. Poichb punti  A diversi vengono 
in questa guisa a determinare  punti  0 distinti, eosi il numero k - - q -  t - [ -2  
dei primi non pub superare  quello t dei seeondi, e si ha pertanto 

(18) q 2t - -  2. 

Il oonfronto delle (17), (18) mostra ehe nelle ipotesi attuali  deve r isul tare  
t - - q - - 2 ,  e quindi k - - 2 .  

Abbiamo cost stabilito il seguente teorema. 
Se q ~ p a r t  e, supposto  the  va lga  la (17) con t >t 0 intero,  se si  pone  

k - -  q ~ t Jr" 2, al lora ogni  k -a rco  di  S z, q ~ contenuto in  un '  o v a l e, e r i su l ta  

d u n q u e  i n c o m p t  e t o se t ~ O. L 'ovale  s u d d e t t a  r i m a n e  u n i v o o a m e n t e 

de f i n i t a  da l  k-arco,  con u n a  sola eccezione net  case banale i n  cut  s i  abbia 

k - - t ~ q - - 2 .  

P e r  t - - -1 ,  2, 3, 4, la (17) fornisce ordinataraente le l imitazioni:  

q > - - l ,  q > l ,  q > 4  q > 1 0 .  
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Le prime due di queste  non pongono aleuna restrizione per il numero q, the 
- -  come sappiamo - -  della forma q - - 2  h, con h i> 1; le altre due laseiano 

soltanto fuori r ispet t ivamente  i easi q ~ 2, 4 e q = 2, 4, 8, t he  si t rat tano 
agevolmente in modo diretto. Come corollario del precedente  teorema, vediamo 
cosl che:  

Se q ~ par i  e t - -  1, 2, 3, 4, ove si ec~ettui soltanto i l  caso in  cui q---- 8, 
t - -  4, o g n i (q - -  t ~- 2)q r isul ta  i n v o m p l e t o, in  quanto appartiene neoes. 
sariamente ad un 'o  v a 1 e, la quale r isul ta da esso determinata univocamente 
tranne se q - - 2  e t - - 2  oppure q~--2,  4 e t----3, 4. 

I1 suddetto caso di eccezione q-----8, t - - 4  b gi~t stato approfondito in 
SEG~E [7], con l 'effett iva determinazione di 68 e o m p I e t i. 

14. Sulla completezza dei kq nel caso in cui q sia dispari.  - Preso an  
qua lunque  k-arco K di S~.q, nell ' ipotesi  in cui q sia dispari e k (the allora 

~< q -~  1) sia t> 3, consideriamo in relazione a K l ' invi luppo h di cui al 
teor. I I  del n. 12. Questo contiene una parte  A' priva di componenti  multi .  
pie (la quale non pub mancare  e pub anche essere riducibile), ed un'even- 
tuale parte h" da contarsi  due volte;  dette r ispct t ivamente t' e t" le c 1 a s s i 
di h', A", si ha dunque  

eppertanto 

2t --  f + 2t", t' ~ O, t" >1 0, 

t' - -  2tl,  ore  1 ~ tl -'-" t - -  t" ~ t. 

Dalle proprieth di A enunciate  nel teor. I I  del n. 12, segue che h' non pub 
contenere come componente nessun fascio col centro su K; e che ciaseuna 
delle t ' =  2t~ tangenti  di A' uscenti  da un qualunque punto A di K appar- 
tiene necessar iamente  al campo base di S~,q, tall 2t~ tangenti essendo certe 
tl d i s t i n t e  f r a l e t r e t t e c h e t o c c a u o K i n A ,  eon ta t ec i a scuna  d u e  v o l t e .  

Dist inguiamo due alternative,  senonch~ tl - -  1 o tl ~ 2. 
Se t ~ - - 1 ,  l ' invi luppo h' r isul ta  di 2 a c l a s s e .  Tale inviluppo ~ poi 

di certo i r r i d u c i b i 1 e, poichb al tr imenti  esso avrebbe una tetra doppia 
sulla quale dovrebbero stare tutti i punti  A del k-areo K, contrar iamente al- 
l ' ipotesi  k f> 3. Sia dunque C2 la conica-luogo (irriducibile) invi luppata  da 
A'. Le due taugenti a C2 condotte da un qualunque punto A di Kco inc idono  
fra loro; siccll~ at tualmente A s t a  su C~, eppertanto C~ c o n t i e n e  K 
p e r  i u t e r o .  

Se tl>~ 2, possiamo applicare a 5', in relazione ai fasci di eentri  i k 
punti  A di K, le considera~ioni d u a 1 i di quelle  svolte alia fine del n. 7. 
Otteniamo cosl la limitazione 

ktl(tl - -  1) ~< 2t~(2t~ - -  21(2tl - 3)(2t~ + 3}, 
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ossia, sopprimendo dai due membri  il fattore positive t~(t~--1) e rieordando 
ehe k : q - - t ~ - 2 ,  la: 

q ~< 16t~ -t- t - -  38. 

Poieh6 - -  come s'e visto - -  r isul ta  t >>. t~, cosi nel l ' ipotes i  c h e s i  abbia  

(19) q I> 16t ~ --[- t - -  37 

la preeedente  limitazione non pub sussis tere;  allora dunque  non pub presen- 
tarsi  la seconda alternativa,  e si presenta  di conseguenza la prima, implieante 
che sia K C C2. 

~vuto  r iguardo a eib ehe due distinte coniche irr idueibil i  non possono 
avere pi[t di quat t ro punti  a comune, mentre  pot un 4a sta su di una sola 
eoniea irr idueibile di Ss, a, abbiamo in eonclusione che: 

Se q ~ dispari e, supposto che valga la (19} con t >1 t, se si definisce k 
assumendo k = q - - t ~ 2 ,  allora o g n i  k-arco di S~,q ~ contenuto in una 
c o n i ~ a irridueibile, da esso univocamente definita, e risulta dunque i n e o m .  
p l e t o  se t >  l. 

Va rilevato ehe, nel case t : 1, la (19} si r iduce a q > f -  20, e non pone 
quindi nessuna condizione per  il numero (pos!tivo) q. I1 teorema precedente  
viene cost ad ineludere il r isultato secondo cut, nel ease di q dispari, ogni 
ovale di S~.,q eonsiste dei punt i  d i u n a  conica irriducibile ; risultato questo di 
cut gih 6 state detto (n. 9), il quale era st,~oto ot tenuto avanti  con un metodo 
pih diretto di tut t 'al tro tipo. Tale metodo fu gih applicato anche nello studio 
del ease t - "  2 [SEaItE, 5], ma diventa rapidamente  assai macchinoso al ere- 
seere di t. l~ probabi le  tuttavia che, mediante esso o eventualmente  per  altre 
vie, si possa gitmgere a stabil ire il teorema enunciate  nel preccdente  cape- 
verso sotto eondizioni meno onerose della (19) (e lo stesso pub dirsi per  il 
teorema del n. 13, in relazione alla t17)). Cosl aecade il fatto per  t - - 2 ,  nella 
quale ipotesi la eondizione espressa dalla (19) - -  che in virtfi di essa diventa 
q ~> 29 - -  pub venire completamente  omesssa nel l 'enunciato di quel  teorema, 
dimostrandosi  [SE(~RE, 5] che: 

Se q ~ dispart, o g n i q-areo di Sq appartiene ad una conica (ed ~ quindi 
incomplete). 

Qualehe eondizione risulta perb neeessar ia  se t > 2, come ad esempio si 
true dal l 'es is tenza di 67, 69, 7o, 89 eompleti,  di cut al numero successive. 

411o scope di determinare  - -  per  eonvenienti  wllori di k e q - -  dei kq 
eompleti  (con q d i spar t )ehe  non siano eoniche, premetti~lmo un certo numero 
di osservazioni - -  presumibi lmente  note - -  relative alle coniche sopra ua qua- 
lunque europe (finite od infinite) d i  e a r a t t e r i s t i c a  d i v e r s a  d a  
d u e .  

1) Per  un punto 0 si tuate nel pi~lno d i u n a  eonica F (irridueibile), ma 
non giaeento su F, si condueano dug rette seganti  P in punti  A, B e C, D 
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distinti. Il p~ento 0 risulta esterno a F se, e soltanto se, it  birapporto (ABCD) 
it quadrato di un elemento del campo base. 

Per  dimostrarlo, introduciamo su. 1 ~ una coordinata proiettiva, t, t he  nei 
punti  A, B, C, D assuma r ispet t ivamente i valori a, b, 0, c~. h l lora  si ha 
( A B C D ) - - a / b .  Inoltre l' involuzione determinata  sopra r dalle coppie A B e  
CD ha l 'equazione tt' --  ab: essa ~ quindi iperboliea, ossia it punto 0 r isulta 
esterno a 1 ~, nel caso e nel caso soltanto in cui ab (e quindi pure  a/b) sin 
un quadrato, onde F asserto. 

2} Siano f{w) una forma quadrat ica  ternaria  di discriminante h =~=0, 
ed A(a) un punto che non stia sulla conica f i x ) -  0. Allora i l pun to  A risulta 
esterno a ffuesta conica se, e sottanto se, - - 5 f ( a )  ~ un quadrato. 

La proprieth si dimostra subito, dopo aver rilevato ch 'essa  ~ invariante  
di fronte ai cambiamenti  di coordinate, con l ' a s sumere  A come punto (0, 0, i) 
e la polare di A come tetra x8 ~ 0. 

3) Suppougasi ora the  il campo base contenga dei non quadrati, e che 
it prodotto di due non quadrati sin sempre un quadrato. Queste condizioni 
sono ad es. soddisfatte per il eampo reale e per ogni campo finito di carat- 
ter is t ica=~2.  Mostreremo che, nelle ipotesi suddette, se A, B, C sono ire 
punti  distinti  di una conica I' ed r denota una qualunque ret ta  del piano 
di l' non passante per nessuno di essi, 

i tre pun t i  segati su r dai lati del triangolo A B C  risultano tutti esterni, 
oppure due interni ed uno esterno rispetto a r. 

Si  pub r idurre  l' equazione di l? alla forma x2xs -~ x8~1 -~ ~ 2  - -  0 assu- 
mendo A, B, C come punti  fondamental i  delle coordinate e disponendo con. 
venientemente  del punto unit~. Detta a~x~ ~ a~x~ ~ asx8 - -  0 r equazione di 
r {ore a~a~a3 =]= 0~, le intersezioni di questa ret ta  col lati del triangolo A B C  
sono i punti  (0, as, --a~), i - - a 3 ,  0, a~), (a2, - - a ~ ,  0). In  virtfi di 2), le con- 
dizioni affinchb essi siano esterni a ]? si t raducono ordinatamente  in cib ehe 
i humer i  a2as, anal, a~a~ siano dei quadrat i ;  poich6 in ogni caso, il prodotto 
di questi tre numer i  r isul ta  un quadrato, ne consegue l ' impossibili tk che 
nessuna od esat tamente  due di quelle condizioni siano soddisfatte, onde Fas- 
serto. 

4) Da I ) - 3 )  si deduce poi senz 'al tro ehe:  

Se il campo base soddisfa alle condizioni enunciate in 3), due punt i  A, B 
distinti di una conica ~ ta spezzano in due ~ archi ~> aventi a comune soltanto 
gli ~ estremi >> A e B, ove si convenga che due punt i  C, D di ?2 - -  distinti  fra 
loro e da A, B - -  stiano o no sullo stesso arco a seconda che it birapporto 
(ABCD) ~ o no un quadrato, ossia secondoch~ il punto 0 segato da CD su A B  
risulta esterno od interno rispetto a 17. 

5) Detto l:' uno qualunque dei due archi test~ considerati,  pongasi 

r * - -  r'.U P, 
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ove P denoti il p o l o  di A B  rispetto a ]2. Dimostreremo che:  
Se --1 non ~ il quadrato di un elemento del campo base, le corde di r* 

riempiono interamente il piano di r. 
0ecor re  provare  che per  ogni punto 0 di questo piano passa qualche 

e o r d a d i  I?*. Cib b intanto evidente se 0 giace su una delle rette PA, 
P B  eondotte da P a toccare l). Potremo quindi supporre c h e l a  PO non sin 
una di tali rette, e eiob risulti  secante od esterna rispetto a ~. 

Nel primo caso, le intersezioni C, D di .17 e _PO si corrispondono nell ' in- 
voluzione su £ di polo P, la quale ammette  A e B quali  punti  doppi, onde 
r isul ta  (ABCD)--  -- 1. Tenuto conto di 4) e del l ' ipotesi  che - -1  non sia un 
quadrato,  ne discende che uno (ed uno solo) dei punti  C, D appart iene a £', 
sieehb la retta OP i~ at tuahnente  e o r d a  d i  17". 

Nel seeondo easo, denotiamo con A', B' le intersezioni di i ~ ed OA, OB, 
r ispet t ivamente residue ad A, B, e con M l ' intersezione di AB, A'B'. I punti  
M ed 0, quali  punti  diagonali  del quadrangolo ABA'B'  inseritto in r ,  risul- 
tano coniugaii  rispetto a 1 ~. Ma anche M e P sono coniugati rispetto a 17, in 
quanto M sta sulla polare AB di P rispetto a I ~. IN e consegue che OP b la 
polare di M;  e poichb ora si suppone OP esterna rispetto a ]~, se ne inferisce 
ehe il punto M risul ta  inferno a L In virtfi di 4), da qui si trae che uno 
(ed uno solo) dei punti  A', B'  appar t iene a r ' ,  sicchb una delle rette OA, 
OB i~ e o r d a  d i  I~*. 

La proposizione dianzi enuneia ta  r imane cosl stabilita. 
Rileviamo che, nel caso part icolare in cut il campo base sia d 'ordine q 

f i n i t  o ,  la eondizione che - -1  non sin un quadrato si t raduce in cib che 
risulti  

q ~ 3 (rood 4). 

In  tale ipotesi q b dispart, e la proposizione suddetta  offre senz'altro un modo 
di eostruire  dei (q + 5)/2 -arehi completi; quest 'ul t imo risultato eollima con 
quello preeedentemente  ottenuto al r iguardo da LO~rBAnDO-RADICE [1]. 

15. I k~,q complet i  per  i pr imi  valori di q. - Dato q, i risultati  del n. 11 
e quelli dei nn. ~3, 14 pongono per k delle limitazioni - -  r ispet t ivamente 
inferiori  e superiori  - -  n e e e s s a r i e  per  l 'es is tenza di kq completi che 
non siano ovali. Le limitazioni suddette  verranno indicate brevemente  come 
condizioni aritmetiche, in quanto non b detto - -  e di fatto non ~ sempre vero - -  
eh 'esse  siano s u f f i e i e n i i  per l ' e f fe t t iva  esistenza di kq completi. Allo 
seopo di stabil ire tale esistenza, dovranno venire escogitate opportune consi- 
derazioni analitico-geometriche di earat tere eostruttivo, le quali  r isul teranno 
generalmente assai diverse da caso a caso. Nel presente numero ei propo. 
niamo di dare vari esempi in proposito, relativi  ai pifi pieeoli valori di q. 

Le eondizioni ar i tmetiche att inenti  ai valori di q ehe soddisfano alla 
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limitazione q ~< 13, di~nno come soli valori possibili per  k quelli specificati 
nella seguente tabella:  

q - - 7 ,  k - ~ 6 ;  q - - 8 ,  k----6; q----9, 6~<k~<8;  
q - - 1 1 ,  7~<k~<10;  q - - 1 3 ,  7~<k~<12. 

Qui mostreremo ehe:  
Mentre esistono di [alto dei 67, 6s, 69, 7~, 89, 811 v o m p l e t i ,  non 

esiste invece n e s s u n 71~ complete. 
Un esempio interessante, abbastanza generale,  ~ state date da L. LO~- 

BAlCiDO-RADIGE [1] (cfr. anche la fine del n. 14), il quale ha dimostrato che" 
In  ogni S.2, q per il ffuale q =-- 3 (rood 4), esistono dei (q 2 r 5)/2-archi completi. 
Questa proposizione importa fra l' altro 1' esistenza di 67-archi e di 8n-archi  

completi.  I1 primo di tall r isultat i  era gii~ state acquisito algebricamente 
da SEGRE [5, p. 378] e fu poi r iot tenuto da LU~I~LLI e SeE [1] con l 'uso  di 
una  calcolatr ice elettronica. Esso pub venir  stabilito in forma pifi completa 
ed in mode del tulle elementare,  mostrando che:  

Ogni 5-arco di $2,7 appartiene sempre ad esattamente ffuallro diversi 67 
completi (nessuno dei quali risulta simmetrico), onde i 6-archi completi di un 
S~,7 sono in numero di 25 . 73 • 57. 

Invero, i cinque punti  di un date 57 stanno su di una  ed una sola conica, 
• la quale contiene 7 + 1 - -  5 - -  3 punti  ulteriori, nessuno dei quali pub giacere 
su d i u n a  corda del 57. D'al t ronde,  ogni corda del 57 contiene clue punti  di 
questo e tre punti  (intersezioni eoi l a t i d e l  triangolo determinate  dai rima- 
nenti  ire punti  del 57) situati ciascuno su due corde, onde ognuno dei 
7 + i ~ (2 + 3 ) - -3  suoi punti  restanti  sta su quella sola corda. Iqotiamo in. 
fine che, mentre i punti  di S~,7 sono in numero di 1 + 7 4 - 7 u =  57, quelli 
dei vari tipi dianzi menzionati  sono complessivamente in numero di 

5 + 3 + i0  - 3 :2  + t0 • 3 = 53, 

siech~ ne r imangono 57 - -  53 -- 4. ]~ era chiaro che, aggregando uno qualunque 
di questi quattro punti  al 57, si ottiene un 67 che non sta su di una conica, 
ed b quindi complete (in quanto, in virtfi del n. 14, un eventuale 77 conte- 
nente il 67 dovrebbe stare su di una conica); come pure, viceversa, ogni 67 
complete contenente il date 57 6 ottenibile da questo nel mode indicate. I1 
numero totale dei 6-archi  completi  di $2,7 ne discende allora faci lmente;  e 
si ha poi subito che nessuno di essi ~ simmetrieo (nel sense del n. 10), in 
quanto per essi le (7), (8), (9)forniscono cl-----18, c2- -27 ,  c 8 -  6, e le 2ici non 
risultano divisibili per k ( k - -  1} --  30. 

Poich~, come si ~ detto nel n. 13, l 'es is tenza di 6s completi trovasi gii~ 
stabilita in SEGRE [7], C0St ei resta soltanto pifi da dimostrare the  vi sono 
dei 69, 79, 8.~ completi, e the  non v'~ alcun 7t~ complete. Giungeremo successi- 
vamente a tali r isultat i  poggiando sul n. 10 e rammentando che, affinch~ un 
k-arco sin completo, oeeorre e basra ehe esso abbia Co--O. 

Annali di Matematica 7 
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S t u d i o  d e i  6 - a r c h i  c o m p l e t i  d i  S.%9.- Sees i s t e  un 69 com- 
plete, per esso (con le notazioni del n. 10) r isulta q --  9, k - -  6, 1 = 3, co - -  O, 
onde il sistema formate dalle (7), (8), (13) fornisce:  

c~ = 60, c2 --  15, c~ --  i0. 

Notiamo era che nessuna cords  di 69 pub contenere piit di due punti  esterni  
a 6~ d ' ind ice  3; ed invero, se la ret ta  congiungente due punti  di 69 contenesse 
tre punti  siffatti, questi (per la definizione di indiee) r isul terebbero punti  
diagonali  del quadrangolo de terminate  dai quattro r imanent i  punti  di 69: vi 
sarebbe quindi un quadrangolo coi tre punti  diagonali allineati, onde (red. 
p. es. SEGRE [2], n .  103) la earat ter is t ica del campo base di Se,9 varrebbe 2, 
mentre  inveee essa ~ a t tua lmente  uguale a 3. Si ha per tan to ;  

d ' a l t r a  parte  la (11) fornisce:  
d~< 2 (r - -  1, 2, ..., 15); 

15 

dE --  3ca -" 30, 

siech~ dev 'essere  necessar iamente  

d~ --  2 (r ----- 1, 2, ..., 15), 
ossia 

Ciascuna delle 15 c~orde di 69 risul ta retta diagon~le del quadrangolo 
determinate dai  quattro punt i  di 69 che non stanno su di essa. 

Tenuto eonto de l l 'u l t ima equazione, dalle (10), (12) si r icava poi che 
dev' essere : 

d~--  4, d.~ --- 2 (r --  1, 2, ..., 15). 

0sserviamo iaoltre che, vicevers~, un 69 godente della propriet~ testb enun- 
eiata statuette per l e d  proprio i valori db/nzi specif icat i ;  ma allora le (11) 
forniseono per cl, c~, ca i va[ori sopraindicati ,  onde la (7) mostra che dev'es- 
sere co - -0 ,  sicch~ il 6~ risulta c o m p l e t e  e s i m m e t r i c o  (n. 10}. 

Proveremo da ultimo ehe :  

Ogng 4-arco di S~,9 appartiene a sei diversi 69 completi, talch~ un S~.9 
contiene esattamerde 26. 35. 7 . 1 3  6-archi  completi, e dus qualsiansi  di questi 
risultano f ra  lore omografici in  60 modi diversi. 

Detto P~ P2 P~ F~ uu qualunque 4-arco di S2,s, possiamo assumere 
P~ P2 P~ quali puat i  fondamental i  e P~ come punto unith di un sistema di 
coordinate proiet~ive omoge~me (xl, x~, ~8) in S~,9. Le x risultano cosi variabili 
iu un campo di G-ALOIS d 'o rd ine  9, e possono quindi esprimersi  nella forms 

x - - m  ~ i n ,  

dove m, n s o n o  i n t e r i  r i d o t t i  m o d  3 ed i soddisfa alla i 2 = - - 1 .  
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Denoiiamo poi con Ps, P8 i r imanent i  due punii  di un 69 complete, supposio 
esistenie, che contenga i quattro punti  P1 P~ Pa P4. 

La ret ta  PsP6 deve allora coincidere con una  delle tre retie diagonali 
del quadrangolo determinate  da questi ultimi, ad esempio - -  per  fissure le 
idee - -  con la rei ta  

Xl---  ~2 -~  X3 

congiuagenie  i punii  diagonali  (P1P2, P~P,) e (PIP~, P~P~). I punii  P~ e P6 
appar ie r ranno quindi a tale tetra, e saranno distinii da quei due, i quali 
hanno le coordinate (1, 1, 0) e (1, 0, 1), e dai punii  ( - -1 ,  1, l) e ( 0 , - - 1 ,  1) 
or'  essa inconira le retie P~P, e P~Ps; in altri termini, le coordinate di P5 e Ps 
saranno del ripe 

P~(1 + a, a, I), P6(1 -I- b, b, 1), 

eve a e b denotano due elemellii, della forma m-~ in suddeita, distinii fra 
lore e da 0, -~1 e - -  1. 

Esprimiamo era c h e l a  ret ta PsP~ (di equazione ~ = x2) ~ una diagonale 
del quadrangolo P1P2P~P6. Poich~ su essa si tagliano gih per costruzione 
1)1t)2 e PsP6, dovranno o P~P5 e P2P6 oppure P~P6 e P~.P~ formar fascio con 
quel la ;  e poiremo sempre r idurci  alia prima alternativa, con l ' eventuale  
scambio di P5 e P6, il ehe si t raduce nella condizione 

a - - b + 1 .  

Esprimiamo poscia e h e l a  tetra P2P4 ~ una diagonale del quadrangolo 
P~PsPsPs, ossia the  su essa si tagliano P~P~ e PsP~, oppure P~P6 e PaPs. 
La prima al ternativa equivale alla b "- a{1 + b), che - -  uni ta  alla precedente - -  
porta alle a = -  1, b--" 1, le quali perb vanno escluse in base a quanto 
sopra. Rimane dunque soltanlo la seconda a l ternai iva;  questa si t raduce 
nella coudizione a = b (I-{-a) ,  che - -  in forza della preeedente - -  fornisee 

a=- - l+__ i ,  b=l -+- i .  

Abbiamo cosl due possibili scelte per Ps, P6 in corrispondenza ad ognuna 
delle ire diagonali  del quadrangolo P~P2P3P4, e n e  oiteniamo quindi sei in  
tut to;  si verifica poi, come era accenneremo, t he  ciascuna di esse porta di 
faiio ad un  tip complete. All' uopo, con r i fer imenio ad una qualunque delle due 
scetie dianzi specificate, non v'~ che da consiatare l 'u l ter iore  concorrenza 
delle seguenti  terne di rette 

(P1P2, P~P~, P~P6}, (P1P~, P~Ps, P3P6), (P~Ps, P1P~, P~P,), 

P Po), P P., 

e da osservare che, conseguentemente,  P~P~P~P~P~P~ gode della suddetia 
proprieti~ carat ter is t ica dei 6~ completi. 
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In  base alla determinazione canoniea test~ ot tenuta per  le coordinate 
dei sei punti  P, si ha senz 'al t ro the  i vari 6~ completi r isultano fra lore a 
due a due o m o g r a f i c i .  Pifi precisamente,  da cib che precede r isul ta  ehe 
vi sono 4 diverse omografie trasformanti  due 69 completi  l ' uno  nel l 'a l t ro,  in 
mode che una data quaterna  di punti  de l l 'uno  si muti  in una quaterna di 

punti  dell 'altro comunque assegnata;  e poichb un 6o contiene ( ~ ) -  15 quaterne 

di punti, cosi il numero delle omografie trasformanti  due 6, completi  l 'uno 
n e w  altro ~ date da 4 . 1 5  ~ 60. In  part icolare : 

I sei pun t i  di un  69 complete vengono mutat i  in s~ da un  gruppo di 
60 sostituzioni, subordinate da uJ~ gruppo di altretta'nte omografie che trasfor- 
mane  il 69 in s~. 

Poich~ le omografie tra due S~,9 sono in numero di 28. 36. 5 . 7 . 1 3  tefr. 
ad es. SE(~RE [2, n. 161]i, cosl ii numero compicssivo dei 6o completi  di 
un $2,9 si ottiene dal precedente  dividendolo per 60, e wde quindi 26 • 3 ~ • 7 • ][3. 

S u i  79 e d  89 e o m p l e t i .  - Passiamo ad occuparci  anzitutto dei 79 
completi. Pe r  essi, con le notazioni del n. 10, si ottiene 

co - -  0, c~ = 21, c2 --  42, c8 - -  21 ; 

ma si possono avere a priori  diverse determinazioni per le d~', a seconda del 
tipo di 79. Qui ei l imiteremo a quei 79 - -  di cui dimostreremo l 'es is tenza - -  
che sono s i m m e t r i c i  nel sense del n. 10, per i quali  cio~ le d~ hanno 
valori d~ indipendenti  da r. Pe r  un siffatto 7,, supposto esistente, le (11) 
senz' altro forniscono 

dl ~ 1, d2 - :  4, d~ --  3 ; 

e questi  valori delle d vengono intanto a soddisfare alle (i0), (12). Da qui, 
con argomentazioni analoghe a quelle dianzi svelte per i 69 completi~ si trae che :  

Condizione necessaria e sufficiente a]Tinch~ u n  7-arco di S.49 risul t i  u n  7g 
complete simmetrico, ~ the ognuna delle 21 corde del 7-arco contenga esatta. 
mente tre p u n t i  diagonali  del pentagono determinate dai  pun t i  del 7-arco che 
non stanno su di essa. 

Ne diseende anehe ehe, omettendo un punto di un 7s complete simme- 
trice, si ott iene un 6-arco rispetto al quale esat tamente tre punti  del piano 
hanno indice 3. Riferiamoci era ad un $2,9 in cui si siano introdotte coordinate 
omogenee (xl, x2, ~s), eolle x - - m  + in del ripe suddetto, e su esso conside- 
r iamo il 6 -areo  determinate  dai pun t i :  

A1 (0, 1, 1), A~ (1, 0, 1), A~ (0, - - 1 ,  1), 

A4 (i, 0, 1), A5 (1, --1, 1), A6 (i, t ,  1). 
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_Y/(0, 
pifi preoisamente,  le 

~1 subito visto eho i punt i  A non s tanno su di una  conica, e ohe il 6-areo 
da essl costi tuito ammet te  tre pun t i  d ' i nd i ee  tre, daft dai pun t i :  

1, 0), N (1, 0, 0), P (1 -{- i, - - i ,  1); 

seguenti  terne coustano di punt i  [ra lore a l l inea t i :  

MA~As, MA2A~, MA4Ao, 

NA~A~ , NA.A~, NASA,, 

PA~A.., PA,A~, PA~A~. 

5Te oonsegue ohe le 15 oorde di quel  6-arco eontengono eompless ivamente  
soltanto 84 dei 9i  punt i  di $2,9. Dei r imanen t i  sette punti ,  uno, e p ree i samente  

Ao(-- 1 - -  i, i, 1), 

cade fuori dei lati del t r iangolo M N P  (i quali  non contengono nessun  
punto  A), ment re  gli altri sei punt i  si dis tr ibuiscono a coppie sui tre lati di 
quel  tr iangolo nel mode seguente:  

M ' ( - - i ,  -- i, I), 

~v'(1 + i ,  - 1  - ~ ,  1), 

P ' ( 1  + i , ,  - ~, o), 

M" ( - -  1, - - i ,  1) su N P ,  

N" (1 -[- i, 1 - -  i, 1) su M P ,  

P"(1  + i, 1, O) su M N  ; 

e si verif ica inoltre che le rette congiungent i  Ao coi punt i  M', M", N', N", 
P ' ,  P "  passano ord ina tamente  per  i pun t i  A~, As, At, As, A2, A4. Vediamo 
cosi c h e :  

S e a l  suddetto 6-arco AIA2AsA~AsA8 si aggrega il punto Ao, si ottiene 
un 79 complete; e si constata poi, ricorrendo al precedente criterio, ehe tale 79 
risulta simmetrico. Aggregando inveee a quel 6-arco una qualunque delle eoppie 
M'M", N'N", P'P"si ottiene un 8-arco ; un siffatto 8~ risulta complete, poieh~ 
altrimenti esso apparterrebbe ad una conica (n. 14), mentre invece il 6-arco 
iniziale non giace sopra nessuna coniea. 

I n e s i s t e n z a  d i  713 c o m p l e t i .  - Supponiamo,  per assurdo, che 
in un S~,13 esista qualche  7-arco complete.  Pe r  un  siffatto 7~ ~ si ha q -  13, 
k -  7, l -  3, Co " -0 ,  onde il s is tema formate  dalle (7), (8), (13) porge 

e~ --  i29, c~ --  I8, e~ = 29. 

Conseguentemente  la (11) fornisce 
21 

d~ : 3es --  87 ~ 4.21, 

siceh~ per  a lmeno una  corda r di 7~3 dee'  essere 

d~> 4; 
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e per un tal'e r ha poi necessar iamente  da essere d~-~ 5, dovendo risultare 
d~ + 2d~- -10  in base alla (12). Pertauto,  sopprimendo dal date 718 i due 
punti  che stanno sulla ret ta r si ottiene un 5-arco, il quale hot precisamente 5 dei 
suoi 15 punti  diagonali giacenti su quella rettot ; e sia A1A2AaA~A~ un siffatto 
5-areo. I 10 lati di questo tagliano r complessivamente soltanto in 5 punti  
distinti ; ne consegue che ciascuno dei 5 quadrangoli  aventi per vertici quattro 
di quei punti A deve avere almeno un punto diagonale sutla r {altrimenti i suoi 
lati incontrerebbero r in 6 puuti  distinti), ed ha quindi esat tamente u n punto 
diagonale su r, in quanto su r vi sono in tutto solamente 5 punti diagonali. 

Cib premesso, introduciamo in S.2,~3 come segue un sistema di coordinate 
proiettive non omogenee (x, y), date da interi ridotti mod 13. k s sumiamo:  
r quale asse x, il punto diagonale 0 del quadrangolo A~A~A~A~ situate su 
r quale punto improprio di tale asse, la ret ta  diagonale del quadrangolo 
opposta ad 0 quale asse y, in mode che uao dei suoi punti diagonali risulti 
il punto improprio di tale asse, infine il punto A~ quale punto unith. In tale 
riferimento, e detto A~ l ' uhe r io re  verti(.e di quel qundrangolo situate sul 
late A~O, le coordinate dei punti  A sono aliora necessar iamente della forma:  

A~(:, 1), A~(- -1 ,  l), A.(1, a), A , ( - - I ,  ot), Ao(b, c), 

con a, b, c {interi rood 13) soggetti alle condizioni: 

ot4:(o, 1), b4:(1, --1), c4:(0, 1, ot), 

per ovvi motivi geometrici.  
I einque punti  diagonali situati su r risultano cosl il punto improprio 0 

del l 'asse ~, ed inoltre i punti  M, AT, P, Q ordinatamente  segati su tale asse 
dalle ret te  AxAs, A~A4, A~A~, A2A~, dati pertanto da :  

 o+1) 2 (1, o), N(--t ,  o), o ,  Q\I ' o .  

Questi quattro punti, a prescindere dal l 'ordine,  debbono c o i n c i d e r e -  per 
cib t h e  precede ~ con quelli segati su l l ' a s se  x dalle ret ie AIA~, A2A,, 
AsAs, A4A~. Con facile discussione, e tenuto conto delle anzidette disugua. 
glianze, si vede che - -  affinehi~ cib aceada - -  occorre che ot soddisfi (mod 13) 
ad ann delle seguenti  equazioni:  

a" -{- a - -  1 - -  0, 

Siccome perb n~ l ' una  nb l ' a l t ra  delle 
ammette  soluzioni, ne consegue che :  

a 2 - - a - -  l _~O. 

eorrispondenti  eongruenze rood 13 

In  $2.18 non esiste nessun 7-arco complete, 

sebbene le condizioni ar i tmetiche (di cui ai nn. 10, 11, 14) per l 'es is tenza di 
un siffatto 71a risultino soddisfatte. 
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16. Propriet'~ dei kq di carattere asintotico, e miglioramento di a lcu. i  
dei preeedenti r i s u l t a t i . -  I teoremi del n. 13 e que]li del n. 1 4 -  anche 
se conseguiti  per vie un po' differenti  - -  hanno uno spiccato carat tere  eomune, 
messo in evidenz~ dal seguente enunciate,  in cui r ientrano gli aspetti quali- 
tativi sia degli uni che degli a l t r i :  

Date un qualunque intero a >/O, esiste un  A - - A ( a )  tale che, se 

q >~ A e k >~ q - -  a, 

ogni k-arco di S2,q sia contenuto in  un' ovale (definila da esso univocamente), 
e quindi  r isul l i  incomplete se non ~ gi~ esso stesso un'  ovale. 

Si ha cosi un notevole esempio di proprietk di g e o m e t r i a  a s ~ i n -  
t o t i c a ,  relat iva cio~ a spazi Sz,~ di GALOIS di ordine ff suff ic ientemente 
g r a n d e. Ricerche sistematiche secondo un siffatto indirizzo asintotico potreb. 
hero presentare  grande interesse in s~, ed anche in vista di eventuati  appli- 
cazioni geometriche (alla teoria degli spinori, etc.) e fisiche. Qui perb ci 
l imiteremo ad alcune considerazioni complementari  sull' osservazione preeedente,  
r iserbandoci di aggiungere poi (n. 25~ qualche altro esempio negli spazi 
superiori.  

Va anzitutto ri levata una profonda divergenza che si presenta f r a i l  ease 
i n c u i q s i a  d i s p a r i  eque l l o  in cui q sia p a r i :  m e n t r e i n f a t t i u n ' o v a l e  
nel primo ease un ente algeb,'ico cosl sempliee come una eoniea (n. 14), la silua 
zione risulta eompletamente diversa al r iguardo nel secondo ease (n. 9). 
Conviene dunque  separare nel precedente  enuncia te  le due possibilitk ed 
in t rodurre  in luogo di A(a) due diverse f u n z i o n i  A'(a), A"ta), relative 
r ispet t ivamente al case in cui q sia dispari ed a quello in eui q sia pari.  
Possiamo allora definire tali fu~zioni  univocamente, imponendo  lore la eondi  
zione di rappresentare  i l  p i fi p i c c  o 1 o intero positive per il quale quel- 
l' enunciate  sussista. 

~ot iamo or~ che i teoremi d(,i an. 13, 14 dhnno per le suddett¢~ funzioni 
A'(a) ed A"(a) le seguenti  l i m i t a z i o n i  s u p e r i o r i  : 

A'(a) <~ 16a 2 + 65a ~ 28, 

A"(a) <~ a ~- -~ 2a + [a/2] -- 2. 

Cib saggerisee tutta una serie di probtemi importanti  ma difficili (parzial- 
mente  gii~ adombrati  dope il primo enunciate  del n. 14), relativi alla deter- 
miuazione esatt~ di A'(a) ed A"(a) per  part ieolari  valori di a, al miglioramento 
delle suddette limitazioni per opportune classi di valori di a, ed infine alla 
r icerca di l i m i t a z i o n i  i n f e r i o r i .  

Anche di tali questioui qui non intendiamo occuparei diffusamente.  Osser- 
viamo soltanto che, in virtfi dei nn. 13, i4, r i su l ta :  

A'(0) == 1, A"(0) = A " ( 1 ) -  1, A " ( 2 ) -  9. 
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In  base a eib ehe precede, e poich~ q ~ della forma pa, si ha inol t re :  

A'(1) < 108, A"(3) ~< i7 ;  

e questi  r isultat i  possono venire  migliorati  o meno, ossia in essi non vale o 
vale il segno di uguaglianza, secondoch~ non esistono od esistono 106~o7 e 
13~8 eompleti. 

Rileviamo infine ehe l 'es is tenza di 6~ e di 89 completi (n. 15) equivale 
r ispet t ivamente alle limitazioni inferiori  A'(1)>i 8, A'(1)/> 10; queste vengono 
a lore volta migliorate dalla 

A'(:) I> t4, 

conseguenza del fatto - -  prora te  da LUNELLI e SCE [1] con l 'uso di una 
calcolatrice elet troniea - -  ehe esistono dei 101~ e dei 1213 completi. U n ' a l t r a  
limitazione inferiore si deduce dal risultato di LO~IBARDO-RADICE richiamato 
nel  n. 15 e qui ottenuto nel n. 14; da questo segue infatt i  subito che 

A'(2r -- 1) ~> 4r -{- 4, 

per  ogni intero positive r tale ehe 4r --}- 3 sia una potenza di un numero primo. 

§ IV. - K-ARCHI E K-CkLOTTE SPAZIALI  E IPERSPAZIALI .  

17. U l t e r i o r i  n o z i o n i  sui  k - i n s i e m i .  - Le considerazioni dal n. 8, con- 
cernent i  la classificazione degti insiemi di punti  di un piano di GALOIS e 
lo studio di certe eategorie di k-insiemi,  potrebbero venire estese agli spazi 
superiori  in varie direzioni:  qui non ei occuperemo sis tematicamente di cib, 
ma qualche esempio in proposito verr~ date poi nel n. 20. 

Una  categoria importante di insiemi, alla quale essenzialmente l imiteremo 
il nostro studio, ~ data dagli insiemi K~,q, cost denotando gli insiemi di K 
punti  di un S~. q tali che s -I- 1 - -  ma non s -{- 2 -- qualsiansi dei lore punti  
r i su l t inosempre  l i n e a r m e n t e  i n d i p e n d e n t i  ( 2~<s~<r ) ;pa r t i co l a r e  
rilievo hanno fra quelli gli insiemi per cui, r essendo ~ 3, il carat tere  s assume 
uno dei valori estremi s = r o d  s --  2 ; siffatti K- ins iemi  verranno rispettiva- 
mente  ehiamati  K-archi (sghembi) e K-calotte, e saranno denotati pifi sem- 
pl icemente con K~,q e con K~,q (qui, a differenza ehe nel § I I I ,  usiamo la 
let tera K in luogo della k onde rammentare  che at tualmente  si suppone 
r / >  3). Un K s ~,q ehe non sin contenuto in nessun (K-}- 1)~,~ verr~t poi detto 
~on~pleto; mentre  lo si dirit inveee incomplete qualora esista quatehe (K ~- 1)~,q 
ehe lo contenga. 
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Pe r  dati r, q, s, soddisfacenti  alle limitazioni 2 <~ s ~ r, i numeri  K per  
i quali  esista di fatto qualche Kr, q ammettono un m a s s i m o ,  M, t h e  

M '  denoteremo pifi specif icatamente con [ ]~,q; r iserberemo inoltre la notazione 
M~,q ad indicate  quei K~,~ - -  manifes tamente  completi  - -  per  i quali  K 
raggiunge il sue massimo M. Di speciale importanza godono, fra questi, gli 
M~,u per  i quali  s assume l ' uno  o l 'a l t ro  dei valori estremi r o 2: essi 
verranno r ispet t ivamente chiamati  le ovali (sghembe) e gli ovaloidi di St, q, e 
saranno denotati  pifl semplicemente con Mr, q e con M*~,q, mentre [M]~.q e 
[_~]~* q ne designeri~ 1' ordine. 

Cib che precede suggerisce senz 'al t ro tutto un eomplesso di problemi 
concernenti  la c o m p l e t e z z a  d e i  ' Kr.q, fra i quali  vanno segnalati  
quelli  relativi alla c o s t r u z i o n e  d e g l i  M~,q - -  in part icolare di ovali 
ed ovaloidi - -  ed alla d e t e r m i n a z i o n e  d e i  c a r a t t e r i  M ,  od 
almeno di limitazioni superiori  ed inferiori  a cui questi  debbano soddisfare. 
Si t rat ta  in genere di problemi piuttosto ardui, di taluno dei quali  avremo 
ad occuparei  nel seguito. Essi ammettono diverse e s t e n s i o n i ,  t he  perb 
di solito offrono uu grade di dif[ieolt~ minore, onde - -  per  brevit~ - -  di ease 
qui non tratteremo. Ci l imiteremo soltanto, al riguardo, a segnalare lo studio 
degli insiemi Kr, q (che gih compaiono nella le t teratura  [err. SEGRE, 11] per  
s - - 2 ,  mentre  essi poi si r iducono ai K~,~ per t - - 0 ) ,  definibili come quegli  
insiemi di K punti  di S~,q tall che, se posseggono s -}- 1 puuti  fra lore dipen- 
denti, vengono di conseguenza a coutenere  tutto uuo spazio l ineare di dimen- 
sione ~ 1 congiungente due o piit di tall punti, in guisa inoltre the  t risalti  
la massima dimensione degli spazi l ineari appartenenti  al l ' insieme. 

• 18. I K-a reh i  di S~,q - Dalla definizione generale di K-a rco  (data nel 
numero precedcnte) segue subito che: 

Per ogni intero h tale che 1 <~ h <~ r - 2, h punti  distinti qualsivogliano 
di un K-arco sghembo di Sr, q risultr~no sempre linearmente indipendenti, ossia 
sono congiunti da un S~_1. La proiezione dei rimanenti  K ' -  K - - h  punt i  
del K-arco, da questo Sh-1 sopra un S,.-h di Sr, q sghembo con Sh-1, ~ sempre 
a sun volta un K'r-a,q. 

Se K >  r - -  2, si pub in part icolare assumere in cib che precede h -- r - -  2, 
ossia r - - h - - 2 .  K ' - - - - K - - r - { - 2 .  Dal date K~,q si viene cost a r icavare  per 
proiezioue, ed anzi in guise diverse, un ( K - - r - [ - 2 ) q  piano;  ma questo esige 
(n. 9) the  si abbia  

K - - r + 2 < ~ q + 2  se q ~ pari, 

K - - r q - 2 ~ < q - t - 1  so q ~ dispari. 

Per tauto  : 
Per ogni K~,~ risulta K<~q + r  se q ~ pari  e K < q q - r  se q ~ dispari, 
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talch~ sussislono sempre le limitazioni 

[M]~,q ~ q + r se q ~ pari  e [ M ] r , q < q + r  se q ~ dispa,fi. 

Nulla pifi di cib b note finora nel case pari. I risultati  precedenti  sono 
invece gi~ stati migliorati  nel case dispari, essendosi dimostrato [SEQ~E, 5] the :  

Se q ~ dispari ed inollre q > r + 1 >1 5, risulta [M]~, q ~< q + r -- 3. Sussi. 
ste poi l' uguaglianza [M]~,q----q+ 1 se, q essendo dispari e > r + t ,  si ha 
r = 2 ,  3, 4;  per r = 3 ,  e quindi M - - q +  l, un  ( q +  l)s,q ~ sempre date dai 
punt i  d i u n a  cubica sghemba. 

Un'ampia  generalizzazione viene era  offerta dal seguente teorema, avente 
carat tere  asintotico, ma che - -  volendo - -  potrebbe venire agevolmente for- 
mulato in mode pifi c i rcostanziato.  

' < 0  Fissati  comunque gli inleri r >/3 e c ~  , se si assume q dispari sufficien- 
temente grande rispetto ad essi e K = q + 1 - -  ~, ogni K-arco di S~,q risulla 
eontenuto in  una  curva razionale normale di S~,q. Poich~ i punt i  di questa 
costituiscono un  (q + 1),.,q complete, deve quindi essere c >10; si ha dunque: 

[M]~, ~ = q + i 

1~er q dispari abbastanza grande rispetto ad r, nel qual case le ovali sghembe 
vengono cosi tulle ad idenlifivarsi co~ le curve razionali normali. 

Con le notazioni ed ipotesi specificate nel precedente  enunciate,  si con- 
sideri un qualunque K-arco di S,.,q. Poieh~ q - -  per quanto supposto - -  
grande rispetto ad r e o, possiamo senz'al tra restrizione r i tenere K t > r +  3 e 
seegliere, in un mode qualsiasi, r + 3 punti P~, P~, ..., Pr+8 distinti del date K~,, q. 

In  virtfi del primo teorema del presente numero, se dallo spazio S,._s con- 
giungente un 'a rb i t rar ia  ( r - - 2 ) - p l a  di tali punti  P s i  proiettano i r imanent i  

k = K - - ( r - -  2) = q - - ( e + r - - 3 )  

punt i  di Kr, q, su di un piano ~: sghembo con quell'S~_3, si ottiene u n  kq piano. 
In  forza del primo teorema del n. 16, basta dunque assumere q/> A(e + r - -  3~, 
pe r  poterne inferire  che questo kq giace su d i u n a  conica irr iducibi le;  sicch5 
il date Kr, q viene conseguentemente  ad appar tenere  al cone proiet tante tale 
eonica dall '  ,"~-3. 

No risulta ehe Kr, q sta su eiaseuno dog li(~._~) toni  quadratici  ottenibili 
nel mode suddetto al variare della ( r - -21  -p la  di punti  P inizialmente con- 
siderata, ed b quindi contcnuto nell' intersezione di tall conj. 0 r a  [SEGRE, 5, n. 4] 
quest ~ i n t e r s e z i o n e n o n ~ a l t r o c h e l a  c u r v a  C r a z i o n a l e  n o r m a l e  di 
Sr, q passante per i punti  P~, /)2,..., P,.+~, la quale - -  sul campo base di 
S~,q - -  eontiene esat tamente q + 1 punti  (ad r + J_ ad r + 1 indipendenti),  ed 
i~ quindi un  (q + 1}r,q. D'aitro canto, un tale (q + 1)r,q ~ di fatto c o m p 1 e t o, 
in quanto la precedente  argomentazione mostra che in ogui case dev'essere 
K~< q +  1. Allo stesso risultato si giunge osservando the, preso in S~,q un 
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qua lunque  punto P the  nou stia su C, per  esso e per  r - - 1  punti  seelti op- 
por tunamente  su C passa un iperpiano, il quale  - -  avendo gi~ r - - 1  punti  a 
comune con la eurva C d 'ordine r - -  sega C in un punto ul ter iore;  dunque  
aggregando P a i  punti  di C non si ottiene mai un (q ~ 2)~.q, il che dimostra 
la eompletezza di quel {q -{- 1)~,q. Con cib tutte le affermazioni del preeedente 
enuneiato r imangono giustificate. 

19. P r i m e  propr ie t£  delle K-ea lo t te .  - Nella definizione delle K-ea lo t te  
Kr*,q di an S~,q, data nel n. 17, non escludiamo ehe K possa avere il valore 
0 od il valore 1, nei quali  casi r ispet t ivamente  Kr, q r isul ta  l ' ins ieme vuoto 
o si r iduce ad ua  solo punto. Da quel la  definizione segue aliora subito ehe :  

L a  sezione di una  K-calot ta  S,.,q con un  qualunque spazio subordinato 
di S~,q ~ sempre ancora una  calotta (il cui ordine K '  soddisfa naturalmente 
alle l imitazioni  0 <~ K '  <~ K). 

Rispetto ad una K-ca lo t ta  di S~,q, le rette di S~,q si elassifieano in tre 
tipi: corde, tange~sti e retie ester~te, a seconda del numero, r ispet t ivamente 2, 1 
o 0, dei punti  di K~.,q giacenti  su esse. Presa  in Sr, q una qualsivoglia K*r,q 
(d'ordine K~> 1}, e detto P un suo punto arbitrario, fra le ( q r  1} / (q- -1)  
rette di S~,q uscenti  da P esat tamente K ~ 1 sono eorde, siechb la r imanenti  
r isul tano tangenti  (e cio~ toccano * K~.q in P}. Abbiamo pertanto il 

TEORE~i L - Una qualunffue K~ q ammette sempre in ogni suo punto  lo 
stesso numero 

t -  ( q r _  1 ) / { q -  1 ) -  K - ~  1 

(non negativo) di tangenti. 

Vedremo poi (nn. 21, 22) ehe, se r /> 3, questo numero t r isulta di neees- 
sith p o s i t i v o ,  con una sola eceezione possibile per q - - 2  e k - - 2  r, nel 
qual easo si ha manifes tamente  t -  0. 0 r a  dimostreremo il 

TEORENfA I]E.- Data una  K~ q arbitraria, per la quale si abbia r >f 3, K >1 2, 
t >t 1, e presi  due suoi pun~i P, P'  dist int i  qualsiansi,  ~ possibile (eventual. 
mente in  pii~ modi diversi) di riferire biunivocamente l e t  tangenti  in  P alle 
t tangenti in  P '  in  guisa  che tangenti omologhe risult ino f ra  loro i n c i d e n t i .  

Denotiamo con l~, 12, ..., It le retie che toccano K*q in P :  esse, per  eib 
ehe precede, sono neeessar iamente  t rette distinte fra loro e dalla P P ' .  P resa  
una qua lunque  di esse, ad es. per  fissare le idee la l~, consideriamo il piano 
~:--l~P':  esso conterr~ in tutto un eerto numero t' di dette rette l, ore 
l<~t'<~t, e non sari~ restrit t ivo supporre che queste siano le l~, l~, ..., lt,. Tall 
retie vengono manifes tamente  ad identificarsi  con le  tangenti  in P a l  k-areo 
se~ato da 7: su K~q,  taleh~, in virtlt del n. 9, dovrh r isul tare 

t ' - - q - - k ~ 2 .  

I1 suddetto k-arco piano contiene manifes tamente  P ' ,  ed ammette t' tangen~i 
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pure in P '  (n. 9), the  denoteremo, in un qualsiasi ordine, con l'1, 1'2 .... , l't,: e 
eiascuna di queste verr/~ di conseguenza a toeeare anche Kr*,q in _P'. Conve- 
niamo era  di assoeiare 1'1 ad 11, l', ad l , ,  ...,l't" ad lt'; e, so t ' < t ,  applichiamo 
aneora una volta la stessa argomentazion% sostituendo lt'+l ad l~, e cosi via, 
f ine ad esaurire  tut te t e l .  In  tal mode otterremo un r i fer imento biunivoco 
fra le t tangenti  in P e l e t  tangenti  in P' ,  che palesemente soddisfa alle 
eondizioni volute. 

20. Le K-culo t te  s i tuate  su di una quadrica.  - Esporremo era a lcune 
proprieth delle Kr*,q (con r~> 3) che giacciono sopra una quadrica Q di S,,q.  
A1 riguardo vi sono due casi da distinguere, secondoch~ Q non contiene o 
contiene delle rette. 

a) Se Q non contiene nessuna retta, allora {e soltanto allora) la Q stessa 
risulta uua e a l o t t a ,  secoado la definizione del n. 17. [n virtfi del n. 1, 
la saddet ta  propriet~ ha luogo se, e soltanto se, la quadrica Q ~ di specie 
(3, q, 0, 1), sicch~ allora sussiste l 'uguagl ianza  

r - - 3  

e Q r isul ta  una quadr ica  non singolare e del tipo I I I  di Sa, q, che verr~ 
brevemente  detta una quadrica ellittica (per analogia con le quadr iche non 
rigate di uao spazio reate). Una  quadr iea  siffatta contiene precisamente  (n. 1) 

punti. Inol t re  ~ sabito visto che, per un qualunque punto di S~ ehe non stia 
su Q, passano q + 1 tangenti ,  e quindi  [{q2 @ 1) - -  {q + 1)]/2 = q(q - -  1)/2 corde 
di Q: poich~ ques t 'u l t imo numero risulta in ogni ease positive, ne consegue 
t h e  Q ~ una (q2..[.1)_calotta c o m p l e t a ,  e the :  

Per  una  K-calo t ta  contenuta in  una  ~ quadrica ellittica dev'essere R <q2 ~ 1, 
eve il segno di  uguagl ianza  ha luogo se, e soltanto se, la K-ca lo t ta  coincide 
con la quadriea, onde essa ~ allora completa. 

b) Se Q ~ una quadrica,  la cui specie verr~t denotata con (r, q, h, k), 
ehe non sia una quadriea  ellittiea, in part icolare non appena si abbia 

r~> 4, 

allora Q contiene a n  certo numero (positive): 

a r ,  q ,  h 
a - ' -  k , 2  

di rette, calcolabile in base al n. 1 e preeisato pi~t oltre. Sotto tall eondizioni, 
ot teremo una limitazione superiore per l 'ordine K di una qualunque K*,q 
giacente su Q, valutando in due modi diversi il numero n delle coppie for- 
mate da un punto di Kr ~,q e da una ret ta  per esso ehe stia su Q. Distinguiamo 
al l 'uopo tre sottocasi. 
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bl) Se Q ~ n o n  s i n g o l a r e ,  ossia se h - - 0 ,  per  ogni punto di Q 
passano (n. 1) a~-1,1 rette di Q, e si ha quindi :  

n - -  Uak-1,1. 

Allora d'altronde, sempre in virt~ del n. 1, Q contiene a - - a ~ , u  rette, e cia* 
seuna di queste  - -  in base alla definizione stessa di K-ea lo t t a  - -  pub con- 
tenere al pifi due punti  K ~r,q. Si ha dunque  

n <~ 2ak,~, 

e quindi K<~2a~,~/ak-t,1. Applieando il teor. I del n. 1, e speeificando il 
t i p o di Q col munire K dell' indieazione (I, I I  o III)  di quesfo, ot teniamo cosi 
le limitazioni : 

K I <~ 2(q ~ + 1)(q k q 1)/(~/~ -- 1), 

K II <~ 2(q k-1 -{- l}(q ~ - -  l)/(q 2 - i), 

K m ~ 2(q ~+l -t- 1)(q ~ -- 1)/~q '~ - -  1). 

Queste possono venir  conglobate nella 

K ~ 2q r-~ -}- ..., 

o re  nel seeondo membro i puntini  stanno per termini in q di grado inferiore 
a quello seritto (i quali  vengono a dipendere dal tipo di Q}. 

Cosi, ad esempio, la seconda di quelle limitazioni (per k ~ 2)most ra  che :  
Per ogni K-calotta situata su di una quadrica Q non s~ngotare n~ eltittica 

di $8, q, risulta 
K ~< 2(q 2r 1). 

Va riievato che in questa  limitazione l '  u g u a g 1 i a n z a ~ p. es. raggiun- 
ta dalla sezione di Q con una coppia di piani di Ss, q ehe si seghino seeondo 
una ret ta  es terna a Q. L 'emmcia to  preeedente  vale poi anehe se si suppone 
Q singolare, come si vede subito diret tamente,  ed in conformith con quanto 
diremo pii~ oltre in b~) e b,), e suggerisce ulteriori  approfondimenti  su eui 
perb qui  non insistiamo. 

Un al~ro esempio si ottiene (aneora per  k -  2) dalla prima delle suddette  
limitazioni, secondo eui :  

Per ogni K-calotta situata su d~ una quadrioa non singolare di S~, q, risulta 

K ~< 2(q ~" n t- 1). 

Si porrebbe al r iguardo la quest ione di vedere se qui, e similmente helle 
altre limitazioni precedenti ,  possa valere il segno di u g u a g 1 i a n z a quando 
si seelga convenientemente  la K-ea lo t t a ;  ma di eib non intendiamo ora 
oeeuparei.  

b~) Supponiamo in secondo luogo ehe Q sia s i n g o l a r e ,  e ehe 
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almeno an punto 0 di K~q risulti d o p p i o  per Q. In  tall ipotesi, le ret ie 
congiungenti  0 ai r imanent i  punti di K~q sono K - - 2  retie distinte, e cia- 
scuna di queste giace palesemente  su Q. D'altro canto, le .retie di Q uscenti 
da 0 sono tante quanti  i punti  della sezione Q' di Q con un iperpbmo di Sr, q 
che non passi per  0 ;  poich~ tale sezione ~ di specie ( r - - 1 ,  q, h - - 1 ,  k -  1}, 
ed ha lo stesso iipo di Q, eosi (n. 1, l) il numero di quelle retie vale 

a - -  {!/~-1 - -  1)/(q -- 11 -b qh--laz--h,l>~ K - -  1. 

Attualmente  si ha quindi la limitazione 

K ~ (qh-1 __ 1)/~q - -  1) -{-- qh--lak._h. 1 + 1 : q~--'~ + ..., 

nella quale l ' u g u a g l i a n z a  ~ p e r  es. r a g g i u u t a p e r h : l ,  k : 2 ,  r : 3 ,  
eve si assuma K*,q : 0 U Q'. In  particolare, per r : 4, h : 1 si ot~ieue 

K <~ q2-b 2q + 2 o K <~ q~" + 2 

seeondoch~ k - - 3  o k - - 2 ,  ossia a seconda che Q risulta di tipo I I o  III .  

ba) Supponiamo da ultimo che Qs ia  s i n g o l a r e ,  m a e h e o g n i p u n t o  
di Kr~,q risulti  s e m p 1 i c e per Q. In  tall ipotesi, per ciascun punto di K~.~ 
passano (n. 1, 1): 

at-2, q, h 
k-l,i = (qh __ l)/(q - -  1) -[- qha~_~ i, 1 

ret ie di Q, nessuna delle ciuali sin neli 'Sa 1 doppio di Q, onde il carat tere  
n dianzi definite vale K volte questo numero.  D'altro canto, le retie di Q 
non giacenti  in Sh--1 sono di due tipi: quelle sghembe con 5~-1, in numero 
(n. 1, 2) di q'~ha~_h,2, e quelle semplieemenie appoggiato ad Sh-l ,  in numero 
(n. 1, 3) di qh-- l (q~-- l )a~_h,1/ (q--1) .  Poiehb eiascuna delle ret ie suddette 
coniiene al pih due punii  di K ~ ,  ne discende la l imitazione: 

K <~ 2 q~ha~q~ '~ + qh--~(qh __ 1)a~_h,i/(q - -  1) _ 2q~_. ~ + .... 
- -  I)/(q - -  1) + qhak_~_~, 1 - -  

In  partieolare,  per r -  4, h ~ 1 da essa si ottiene 

K ~< 2(q -b 1) ~ oppure K ~< 2(q: -t- 1) 

secondoch~ k - - 3  o k - - 2 ,  ossia a seconda ehe Q risulta di tipo II  o III .  
Nel primo di quesii due cast Q viene generata  da q-{-1 plant di un sistema, 
ciascuno dei quail eontiene al pifi q - I -2  punti  di K ' q ;  la prima delle sud- 
dette due limiiazioni pub quindi venir migliorata con la 

K ~< (q -t- 1)(q + 2). 

Dall 'analisi  precedente  diseende fra l 'aliro t he :  
Per  og~i K-~atol ta  s i luata  s~t di  una  quadrica non ellittica di  qualunque 



I~. SEGRE: Le geometric di Galois 63 

specie di un &,~ risulta sempre K <. 2q~-U+ ..., dove nel seeondo membro i 
puntini stanno per termini in q di grade inferiore a quello seritto. 

21. I1 prob lema degl i  ova lo id i  ne l  caso pari .  - In  tutto il presente  nu- 
mere supporremo q p a r i,  e quindi  della forma 

q - -  2 ~. 

Ad ogni data I(~q resta associate - -  come sappiamo --  un carat tere t1> 0 
[definite dal teor. I del n. 19): e ci proponiamo di vedere s e e  come esso possa 
di fatto assumere i valori p i f i  b a s s i ,  il che equivale ad esaminaro come  
vanno le cose per i valori p i f l  a l t i  di K. 

Anzitutto, se t----0, il che equivale a supporro 

K = ( q ' - -  l ) /(q- i) + 1, 

la K*q r isul ta  totalmente p r i v a  d i  t a n g e n t i .  Della stessa propriet~ 
gode quindi la K ' -ca lo t t a  segata su essa da un qua lunque  Sr,,q subordinate  
all'S,.,~ the  la cont iene:  e cib implica che per  essa si abbia  sempre 

K' = 0 oppure K'  - -  (q~'-- 1)/(q - -  1) + 1. 

In parficolare, dunque,  ogni piano di &,q o non ineontra Kr, q o l ' incont ra  
secondo un'ovale (q + 2)q. 

Poichb r >  3, possiamo considerare un &,q di &,q the  abbia un punto 
a comune con K* '* ~,q, e che quindi l ' incontr i  seeondo una KS, q, eve (per cib 
che precede): 

K '  = q2 _[_ q .at. 2. 

t ,  
Consideriamo in S3,q una ret ta  1 che non incontri K~,q (come tale, potr~t per  es.  
venir  assunta una qualunque  delle qiq-- 1)/2 rette complanari  ed esterne ad una 
delle suddette  ovali); allora, per  quanto sopra, i punti  di K~* si distr ibuiscono , q  

a q + 2  a i f + 2  in tanti insiemi d i s g i u n t i ,  ciascuno situate in un 
piano per  I. Cib esige che ff + 2 - - 2 ( 2 • - 1 +  t) divida K' ,  e quindi pure 

K' - -  (q -}- 2) - -  q~ = q_gh; 

sicch~ 2 h-~ dev 'essere d i s p a r i ,  e si ha quindi h - - l ,  q - - 2 .  
Supposto reciprocamente  q =  2, consideriamo - -  se esiste ~ una qua- 

lunque K-ca lo t t a  di Sr, q che abbia t -  0, e l ' ins ieme ad essa complementare 

- - K *  H -7- Sr, q r, q. 

Poieh~ ogni retta di ,%,q contiene q + 1 = 3 punti, e pub avere a comune con 
K*q soltanto 0 o 2 punti,  cosi ogni retta eongiungente due punti  distinti  di 
H appart iene per intero ad H :  e cib esige c h e r t  s i a u n o  s p a z i o  s u b o r -  
d i n a t e  di S~,q, a n z i u n  i p e r p i a n o ,  d o v e n d o H a v e r e a l m e n o u n u u n t o a  
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c omune  con o g n i r e t t a  di Sr, q. Ques t ' a rgomentaz ione  pub veni re  fae i lmente  
inver t i ta ,  onde si conc lude  col 

T~ORE~A I. - Se q ~ part, esistono K-calotte prive di ta~ge~ti soltanto 
per q - - 2 ,  nel qual case risulta 

[:d ~*, 2". J r ,  '2 - -  

Gli ovaloidi di un S~,2 sono precisamente gli insiemi di 2" punti  che da esso 
si ottengono eel sopprimere i punti di un sue qualunque i2erlJiano. 

Gompleteremo quest i  r i su l t a t i  d imos t r ando  in tan to  il 

TEORE~A II .  - Se q ~ part, ma diverse da 2, risulta 

[M]~* q - -  q~ + 1. 

Ovaloidi di Ss, q sono allora ad esempio le quadriche ellittiche di questo spazio. 

I n  virtfi del  n. 20, a), q u a l u n q u e  sia q, una  q u a d r i c a  el l i t t iea  di Sa, q 
u n a  (q~-[-1)-ealot ta  (eompleta). R isu l ta  pereib in ogni case 

[M]3, q 1> -{- 1 ; 

o, per  d imos t ra ro  il teor.  I I ,  bas ta  far  vedere  che - -  supposto q p a r t  e 
d i v e r s e  d a  2 - -  non  pub es is tere  u n a  K~,q con 

K >~ q2 A- 2. 

Ammet t i amo  per  assurdo l 'es is tenza di una  s i f fa t ta  K.a*.q: in forza del 
teor. I del  n. 19, essa avr~ in ogni sue pun to  P e sa t t amen te  t tangent i ,  con 

t = ( q ' - + q + 2 ) - - K  < q ;  

e sar~ inol t re  t/> 1, in virtfi  de l l ' i po tes i  q~t=2 e del teor. I. P re sa  una,  l, 
del le  t t angen t i  in P a K~q, f ra  i q + 1 plant  di Sa, q per  essa ve ne sa ranno  
al pifi l - - 1  <~ q - - 1  eon tenen t i  un ' a l t r a  t angen te  di K~,q in P ;  e sia T: uno 
q u a l u n q u e  dei  piani  r imanen t i .  I1 piano 7: dovr/~ segare  Ks*,q seeondo un  k-arco  
eon tenen te  P, il quale  - -  per  eost ruzi0ne - -  avr/~ in P la s o 1 a t angen te  l. 
Cib impl iea  (u. 9) ehe r i su l t i  

k - - q + 1 ;  

e da  qai  ~ in virt i t  d e l l ' u l t i m a  proposizione del n. 13 - -  d iseende  ehe in ~: 
esiste un  punto  0, non s i tua te  nel suddet to  k-areo,  in cut  coneorrono tu t te  
le sue tangent i ,  queste  essendo p ree i samen te  le q-{--1 re t ie  di v: uscent i  da 
O. Ci proponiamo di d imos t ra re  ehe :  

NeUe ipotesi attuali, la tetra congiungente 0 ad un qualu~que purtto P,  
di K~.q to~a K~,q in P'. 

Invero,  se invece  esiste u n  pun to  P '  di K~,q tale che OP '  n o n  tocehi 
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K~8,q in P' ,  si ha  intanto ehe P '  non pub appar tenere  al k-arco e quindi 
neppure  a % siech~ la re t ta  OP' non giace in ~. D'altro canto, le t rette 
tangenti  in P'  a K~*~ segano ~ in t punti, distinti fra lore e da O, congiunti  
ad 0 d a a l  pi~ t ~ q  tangenti.  Una  qt~alunque fra le r imanent i  rette del 
fascio di centre 0 (le quali sono in numero /> ~ - } - 1 - - t ~  1), r isulta per  

K, .*  ' costruzione sghemba rispetto a ciascuna delle ret te tangenti  in P '  a 8,q, 
essa ~ perb necessar iamente una tangente del suddetto k-arco, e quindi pure 
di K~,q. Cib essendo in contrasto col teor. I I  del n. 19, ne oonsegue la pro- 
priet~ dianzi enunciata.  

In  base a questa, l ' ins ieme che si ottiene aggregando 0 alla data K~*q 
r isul ta  una  K'-calot ta ,  con 

K ' - - - - K +  1 > q 2 +  2, 

alla quale quindi potr~ ancora venire applicata l 'argomentazione precedente,  
deducendone una ( K ~  2)-calotta; e cosi via. Si giunge cosi a costruire in 
Ss, q calotte d'ordine comunque elevate;  e l'assurditi~ di questa conclusione 
dimostra il teor. I1. 

La questione generale di vedere se in S3,q esistano o meno nel c a s e  
p a r  i degli ovaloidi che non siano delle quadrich.e ellittiche appare piuttosto 
difficile, e r inviamo per essa a SEGRE [13], eve le vien data risposta affermativa;  
si eonfronti  cib con quanto s'~ detto nel n. 9 per le ovali nel case pari, e 
con quanto si dimostrerh nel n. 22 per gli ovaloidi nel case dispari. 0sser- 
viamo unicamente  a quel r iguardo che, mediante argomentazioni consimili a 
quelle che svolgeremo nel n. 22, e tenendo conto del fatto ovvio che (analoga- 
mente a cib che accade per q dispari} per q - - 4  ogni (q + 1)-arco ~ una 
conica, si vede che:  

I sell ovaloidi di un ~,~ sono le quadriche ellit/iche di tale spa$io. 
i n c o r a p i f i  difficite ~ lo s tudio degli o v a l o i d i  di S~,q per r i > 4 ,  e 

la determinazione dei relativi o r d i n i  M*. Otterremo intanto in proposito 
certi r isultati  parziali (espressi dal successive teor. III), che poi migliorere- 
me nel case dispari, per stabitire i quali  premett iamo un 

L E ~ I i .  - Se in un S~,q, con n >I 3 (q dispari o pari), ~ date un  t-insie. 
me di punt i  il quale abbia almeno q + 1 punt i  a comune con ogni piano di 
S~, q allora dev' essere : 

t >1 q~,-i + q~-~ + ... + q + 1 ; 

in quest, a relazione l' uguaglianza ha luogo se, e soltanto se, i punt i  del t-in. 
sieme sono quelli di un i p e r p i a n o  di S, ,q.  

Supposto per assurdo 

t < q"-~ -~-q'~-'~ + ... + q + 1, 

vi sarh in S,,q qualche punto non appartenente al t - insieme;  e sia 0 un tal 
punto. Poich~ le retie congiungenti  0 coi singoli punti del t - insieme sono in 
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numero non superiore  a t, mentre le retie di Sn, q per 0 sono in numero di 
q'*-I + ... + q + 1 > l, cosl in Sn, q dovrh esistere qualche ret ta  per  0 priva 
di punti  a comune col t - ins ieme;  e s i a l  una ret ta  siffatta. I punti  del t-in- 
sieme possono aIlora venir  distribuiti  in q"-~ + ... + q + 1 insiemi d i s g i u n i i ,  
s i tuati  nei q"-~ + . . .  + q + 1 piani di S~,q passanti  per  l; e, in virtl~ di 
quanto supposto nel lemma, tali insiemi risultano costituiii  ciascuno da 
almeno q + 1 punti. Cib esige che si abbia 

t > (q + + + ... + q + 1), 

in contrasto con l ' ipotes i  ammessa per  t, la quale b dunque  da rigetiare. 
La stessa conclusione si true similmente dal l ' ipotesi  che sia 

t = + + ... + ,j + I, 

qualora  si ammetta  in pifi the  esista in Sn, q una qualche retta l priva di punti  
a comune con l ' insieme.  Quel l ' ipotesi  implica pertanto the  o g n i r e t t a 
di S,,,q a b b i a  q u a l c h e  p u n t o  a e o m u n e  e e l  t - i n s i e m e .  

Da qui si trae - -  come vedremo - - c h e ,  in delta ipotesi, ogni tetra con. 
giungente due pun t i  del t-insieme deve oppartenere per inlero a quest' ultimo; 
il quale  r isul ta  allora eonseguentemente  uno spazio subordinate di S,,~, e 
percib un S,- l ,q  in forza del supposto valore di t. 

0nde  dedurre  quanto asserito (in corsivo) nel precedente eapoverso, sup- 
poniamo per assurdo the  una retta (li S~,,q congiungente due punti  distinti 
del t - insieme eontengu un punto 0 che non stia in quest '  ultimo. Le retie 
congiungenti  0 ai singoli punti  del t - insieme risultano c()si in numero non 
superiore a t - - l ,  e q u i n d i  i n f e r i o r e  al numero q , - t + . . . W q + l d e l l e  
retie di S,,,q uscenti  da O. Ma allora ahneno una di queste  retie non ha punti  
a comune col t- insieme, contrar iamente  a quanto stabilito nel penult imo ca- 
poverso. Questa contraddizione prova in conclusione the, se vale 1' uguaglianza 
nella limitazione data dal lemma, il t - insieme dev'essere un S~_~,q; viceversa, 
in quest ' ip0tes i  vale manifes tamente  la suddett~ uguagli~nza. Con cib il lemma 
r imane eompletamente  dimostrato. 

Siamo era in grade di dedurre dal teor. I[  una sua ampia generalizza- 
zione. Poieh~, come vedremo {n. 22, leer. I), il leer. I I  vale - -  ed anzi in 
forma pill precisa - -  anche net case dispari, cosl nellu seguente generalizza- 
zione di quello potremo omettere ogni condizione sulla parit'~ di q. Stlssiste 
precisamente  il 

TEOR~C)~A I I I . -  Se q ~ :  2, r~> 4, risulta [M]*q 4 q~-~ + I. Qualora, per 
opportuni r, q, in questa relazione valesse l' uguaglianza, cib che (n. 22) po- 
trebbe al pii~ aver luogo soltanto per valori pari  di q, si ha inoltre che - -  cor- 
rispondenlemenle a sif[atti r, q - -  le tangenti ad un qualunque ovaloide di 
S~,q in un sue punto arbitrario verrebbero a riempire un iperpiano. 
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Cib ~ perb di fatto impossibile, talch~ si ha: 

< q -l. 

Consideriamo un 'a rb i t ra r ia  K-ealo t ta  di S~,q (/< t> 1), e denotiamo con 0 
un sue punto qualsiasi. Allora la data K*~ definisce nella stella di centre 0 
un t - insieme di rette, date dalle t retie tangenti  in 0 a K'q ,  dove t r isulta 
determinato del toot. I del n. 19. Un qualunque S~,~ di S~,q passante 
per 0 sega K,:*q secondo una K~*q (n. 19), la quale passa per 0 ed ammette  
ivi come tangenti  precisamente le t' ret te del suddetto t - insieme ehe stanno 
in quell'S~,q. D'al t ronde,  in forza del teor. I I  se q ~ pari, ed in virtfi del 
teor. I del successivo n. 22 we q ~ dispari, r isulta sempre 

t ' ~  q - y  1. 

In virtfi del lemma {applieato entre  la stella di dimensione n - - - - r - - 1  
delle rette di Sr, q uscenti da 0), da qui si deduce che in ogni case dev' essere 

t ~> q~-~ -{- (/r-~, ._~ ... + q ~u 1, 

cib che (in virtt~ del teor. I del n. 19) equivale alla K ~ q " - l ~  1. Si ha di 
pifi che in questa reli~zione, ossia nella precedente,  l 'uguagl ianza pub aver 
luogo soltanto se le rette del suddetto t - insieme riempiono un iperpiano di 
S~,q (passante per 0). La prima parte del teor. I I I  ~ cosl dimostrata. 

Stabi | i remo la parte  restante per assurdo, ammettendo che in S¢,q 
(q:~ 2, r~> 4) vi sia una K,*q eontenente K----q"-~-~ 1 punti. In  ogni punto 
0 di questa calotta resterh allora definite un Sr_~ t a n g e n t e, luogo delle 
t --- qr-2 _~_ qr-u _{_ ... ~_ q ..~ 1 ret te tangenti  ad essa in 0. Per tanto  0 r isulta 
i l  s o l o  punto di K*q situato in S~_~, onde ogni piano di S~_~ ehe non 
passi per 0 (e di piani siffatti ne esistono cer tamente  in virt~ dell ' ipotesi  
r> /4 )  non avrh nessun punto in comune con K~q; inoltre, un piano di S~,q 
che passi per 0 contiene esat tamente una o q ~-1 delle t rette ivi tangenti  
a K~q (e cib seeondoeh~ esso non giace o giace in S~_~), talch~ la sun inter- 
sezione con K*u verri~ r ispett ivamente a eonstare di q ~-1 punti  o del solo 
punto 0. 

Cib, premesso, sin 7: un piano di S~,q (certamente esistente per cib the  
precede) il quale seghi K~q secondo un (q + 1)-areo. Gli $8 di S~,q per ~: 
sono in numero di 

q, o + ... + q + 1 = tq - 1 ) / ( q -  i); 

e eiascuno di essi, in virtfi del reef. II, ha a comune con K~*u al pifi q~-{-1 
punti, dati da quelli del suddetto (~ ~ l j -areo e da al pith 

(q2 ~_ 1 ) -  (q + 1)_-- q(q - -  1) 

punti  ulteriori. Dunque il numero eomplessivo di punti  di K~q situati in u 
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e nei singoli Sa per  7: non supera 

{q + 1) + q(q - -  1}. (qr-~ __ l)/(q - -  1) = q~-~ + 1. 

Ma poich~ ques t 'u l t imo numero uguaglia precisamente quello dei punti  di 
K,*q, cosl o g n i  Sa per r~ deve segare su K*q una (q~+ 1)-calotta. 

Preso un punto O qualsiasi di K*q ehe non giaccia in u, il relative 
Sr-x tangente segherh 7: lunge una ret ta 1 non passante per 0 ;  e sia X un 
qualunque  piano di S,._~ passante per l ma non per 0. In  base a quanto so- 
pra, il piano X (e quindi anehe la ret ta l) non contiene nessun punto di K~q; 
inoltre, eiascuno dei r imanent i  q piani per I deti 'Ss eongiut~gente ~: e X con- 
tiene o q + 1 punti, od un sol putlto, o nessun puuto di Kr*,q. Detti x~, x~, x3 
i humer i  (>/0} di que[li fra tall plani che ordinatamente sono delle specie 
suddette,  dovr'~ dunque essere:  

xx + x2 + xa = q, (q + 1)x~ + xz -- q~" + 1, 

e quindi, el iminando x~: 

qx~ + (q --~ 1)xa --  q - -  1. 

Dall ' impossibil i tk di soddisfare a questa condizione con interi  x2, x~ non nega. 
tivi, segue l 'assurdi th  delle ipotesi ammesse;  e cib completa la dimostrazione 
del teor. III .  

22. II problema degli ovaloidi nel case dispari. - D 'ora  innanzi, salvo 
esplieito avviso in contrario, supporremo sempre q d i s p a r i .  Sia K~q una 
qualunque K-ca lo t ta  di S~,~ (KI> 2, r 1> 3), ed 1 la retta eongiungente due 
suoi punti  A, B distinti. Un qualunque  punto P di K~,q, distinto da A e B, 
i~ allora congiunto ad I d a  un piano il quale sega K~q secondo an  k-areo 
(n. 19), che eontiene A, B e quindi k - - 2  punti  ulteriori, fra i quali v '~ P.  
In  virtfi deWipotesi  che q sia dispari e dei nn. 9, 14, r isulta poi 

k <~ q -I-1; 

e l ' u g u a g l i a n z a  ha qui luogo se, e soltanto se, quel k-arco ~ una 
c o n i e a  i r r i d u e i b i l e .  P i~  generalmente,  ognuno dei q r - ~ _  qr-8_~ 
- t - . . . ~ q ~  1 piani 7: di S~,q passanti  per l sega K~q seeondo un k-areo,  
eventualmente  ridotto a soli punti  A, B, il quale contiene A, B e quindi 
k - - 2  punti  ul teriori ;  qui k denota un intero (/> 2) che pub na tura lmente  
variare  da piano a piano, ma ehe sempre soddisfa al l 'anzidet ta  limitazione 
ed a l l ' avver tenza testb indicata nel ease di uguaglianza. :Ne eonsegue che 

ossia 

K --  2 -{- E (k - -  2) ~< 2 + (q - -  1 ) tq  r - 2  -~  qv-3 ~_ ....~_ q ~_ 1), 
-ff 

K ~q~-~ -[- 1; 
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e si ha poi che, affinchb in qnesta limitazione valga 1 ~uguaglianza, oceorre 
che K~q venga incontrata  lungo una eonica irr iducibi le  da o g n i  piano 
che ne contenga due punti  distinti. 

Orbene, mediante considerazioni a lgebrico-geometr iche the  per  brevit~ 
omettiamo, tanto pifi ch 'esse  sono dello stesso tipo (ma pifi semplici) di 
quelle ehe svolgeremo pifi tardi nello stabil ire il teor. I del n. 24, si dimo. 
t r a i l  seguente:  

L ~ A .  - I n  uno spazio proiettivo S~, di dimensione r >1 2, sopra un  
qualunque campo (finito od infinito), sia dato un insieme ~ di (almeno due) punt i  
the, da ogni piano S~ che passi  per due suoi punt i  dislinti, venga segato secondo 
una coniea irridueibile. Allora ,5 consta dei punt i  di una quadrica di S~, sulla 
quale non pub giacere nessm~a retta. 

In base at primo capoverso del presente numero, basta  applicare questo 
lemma ed i risultati  del n. 20, a) per dedurae  i seguenti  teoremi, i| primo dei 
qua | i  (analogo al teor. I [  del n. 21) risaie al BARLOTTI [1], mentre il secondo 
r ientra nel teor. [ I I ' d e l  n. 2[, ma ~ qui acquisito ia modo pifi sempliee. 

TEOR]~IA I. - Se q ~ dispari risulta sempre 

q =  --}- l, 

i soli ovaloidi di Sa,~ essendo allora le quadriche ellittiche di urt tale spazio. 

TEOREI~IA II. - Se q ~ dispari ed r >1 4, risulta sempre 

[)~]¢*q < qr--1 

Nei nn, 24, 25 generalizzeremo poi la seconda parte del teor, I e d  affi- 
neremo il teor, II, 

23. Sulla completezza delle K-calo t te .  - I1 problema generale di deter.  
minare per  quali  valori di K, r, q esistano delle ~,alotte K~q complete the 
non siano degli ovaloidi, e quetlo di costruire siffatte calotte, implicano la ri- 
soluzione di questioni es t remamente  ardue, sulle quali  non intendiamo tratte. 
nerci qui sistematicamente.  A1 riguardo daremo soltanto alcuni e s e m  p i 
di ealotte di quel  tipo; assegneremo poi (n. 24) un c r i t e r i o  d i  c o m .  
p l e t e z z a  relativo al case in eui sin r - - 3  e q dispari, d a l q u a l e  trarremo 
varie conseguenze anche per  r >/ 4. 

In  un S~_1 sopra an campo di G•LoIs d ' o r d i n e  q = 2 ,  i punt i  
sono in numero di 2 n-~-4-2 ~ - " ~ . . - [ - 2 - ~ 1 - 2  n - 1  ed hanno coordinate 
(xj, ~2, ..., x,~) espresse da interi rood 2, non tutti  nulli, ciascuno rappresen- 
tabile quindi o con lo zero o con l 'unith.  Un punto ehe abbia esat tamente 
a coordinate non nutle verrh detto di tipo a;  i 2 n -  1 punti  di S~-1 vengono 
cosi a suddividersi  in n g r u p p i  dei vari tipi a - - l ,  2,.. . ,  n~ quelli di 

tipo a essendo in numero di (n t .  
/ 
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Due punti  A(xl ,  x,2, . . . .  ~.), B{y~, y., . . . .  , y~) dis t int i  di S,_~ determinano 
una retta, la quale contiene uno ed un sol puato ulteriore, dato preeisamente 
dal punto C(xl ~ y l ,  x~2 ~- y2, ..., x ,  ~ y,) .  Si prova allora il seguente 1 e ra- 
m a,  di cui lasciamo la facile dimostrazione al Lettore. 

A1 variare di A e B negli ins iemi  dei p u n t i  di  S , - !  di  dati  t ipi a e b, 
ore a ~ b >t n e d  A =# B (senza perb esctudere la possibil i t~ che si abbia a : b), 
il  terzo punto  della retta A B  var ia  assumendo tulle e sole le posiz ioni  C il 

oui tipo c soddisfi alle condizioni:  

v ~ a - } - b  (rood 2), l a - - b l  <~c < ~ 2 n - - a - - b .  

Denotando con k un quahmque  intero positivo, stabiliremo ora il 

TEORE~A [. - L ' in s i eme  ~ dei p u n t i  
sivoglia dei numer i  

4k ~ 1~ 4k, 

r i su l ta  una  

di un  S~k_3,e aventi  per tipo uno ffual. 

4k ~- 1, ..., 6 k - - 2  

c a l o t t a v o m p l e t a. Questa ha precisamente l' ordine 

onde (n. 21. teor. I )  ~ non ~ mai  un ovaloide. 

Detti A, B due punti  distinti arbi trari  dell' insieme ~ suddetto, per i rela- 
tivi tipi a, b si ha (in base alla definizione stessa di ,~): 

a~> 4 k - -  1, b>~ 4 k - -  1, 

Poich~ a t tualmente  n : 6 k - -  2, il tipo v del terzo punto C delia ret ta A B  
soddisfa alle limitazioni 

c~< 2 n - - a - -  b<~4k--  2, 

sicch~ C non appart iene di certo a l l ' ins ieme ~. Cib dimostra intanto che 
una K-ca lo t ta  di $6~-8,~. 

Sia poi C un qualunque punto di S~k-s,e che non stia in ~, e quindi ab- 
bia tipo c soddisfacente alle 

1 ~ c ~ 4 k  ~ 2. 

Me consegue ehe 
8k - -  2 <~ 2n - -  c <~12k - -  5, 

ond'b possibile di scegliere nella suceessione del teor. I due numer i  a, b, 

tall che 
a - ~  b -~  2 n - - c .  

Se ne trae allora agevolmente l 'es is tenza in ~ di un punto A di tipo a e di 
un punto B di tipo b tall che la tetra A B  passi per C; e cib dimostra la 
completezza della K-calo t ta  7. 
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In  mode perfe t tamente  analogo al teor. I, si stabilisce il 

TEoaE~X II. - L'  insieme ~ dei punt i  di un  S6k,.~ aver~ti per ripe uno 

qualsivoglia dei humeri 

4k -~ 1, 4k -~ 2, ..., 6 k W 1  

risulta una c a l o t t a c o m p l e t a , d' ordine 

(6k -{- 1), 
che non ~ mat un ovaloide. 

Ragionando ancora come nella dimostra~,ione del teor. I, ma con qualche 
lieve variante per eib che coneerne i punti  de l l ' ins ieme 3 di ripe pifi basso, 
si provano inoltre i due seguenti  teoremi. 

T]~oaE~A III.  - lJna c a l o t t q o o m p l e t a d'ordine 

che non ~ mat  un ovaloide, vien data dall' insieme ~ dei punti  di un Ssk-~, 
aventi per tipo uno qualsivoglia dei numeri  

4k, 4k ~ 1 . . . .  , 6k, 

eve fra i punt i  di tipo 4k si includano in ~ soltanto quelli che hanno la pr ima 
coordinata uguale al l 'uni t& 

TEORE~IA IV. - Una c a l o t t a c o m p l e t a d' ordine 

che non ~ mat un ovaloide, vien data dull' insieme ~ dei punti  di un $6k+2,2 
aventi per tipo uno qualsivoglia de i  humeri 

4k-~2 ,  4k-{-3, ..., 6k~-3 ,  

eve fra i punt i  di ripe 4k-~  2 si includano in ~ soltanto quetli che hanno la 
prima cooJ'dinata uguale all' unit& 

In  un $8,3, ossia p e r  r - -  q - -  3, ogni ovaloide ~ una quadriea ellit- 
tics, la quale eontiene q2 .[_ 1 --  10 punti  (n. 22, teor. I). Possiamo stabilire the :  

In  ~8,3 esistono delle 8~*,a o o m p l e t e ,  the non sono quindi degli 
ovaloidi. 

All 'uopo basts, introdotte in $3,3 coordinate omogenee (xl, xu, a%, x~), 
con le ~v interi ridotti mod 3 non tutti nulli, considerare gli otto punti  di 
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coordinate:  

(1, o, o, o), (o, 1, o, o), (o, o, 1, o), (o, o, o, i), 
(1, 1, 1, 1), (i, 1 , - - 1 , - - 1 }  ( l , - - 1 ,  1 , - - 1 , )  ( 1 , - - 1 , - - 1 ,  1}. 

Si verif ica invero agevolmente the  quesfi  formano una 8* ~,3 completa, ossia 
the  m a i t r e  di essi sono allineafi e che ogni altro punto di $3,3 risul[a alli- 
neato con due distinti  (opportunamente scelti) di quei punti. I1 presente risul- 
rate, d 'a l t ronde,  verrh poi r i trovato in forma diversa ed esteso agli spazi su- 
periori  col tear. V del n. 26. 

In  un $3,,, ossia p e r  r - - 3 ,  q - - 4 ,  ogni ovaloide 6 una quadr ica  
ellit t ica (n. 21), la quale eonfiene q~ -{- 1 -- 17 punti. Possiamo dimostrare the :  

I n  $3,4 esistono delle !4~,~ c o m p l e t e,  che non  sono q u i n d i  degli  ovaloidi .  
Introduciamo al l 'uopo in $8,4 delle coordinate omogenee (xl ,  x~, xa, x~), 

con le ~ della forma 
x --  m + in, 

eve m e d  n denotino interi ridotti  mod 2 ed i sin un elemento del campo 
base soddisfacente alia 

i ~ + i + l = O .  
Detta ] 1' altra soluzione di quest '  equazione, ossia posto j : i +  1, si avr~ dunque  

~j = ~ + j = l, ~2 = j, j ~ =  L 

Cib premesso, consideriamo in $3,~ i punt i  

(1, 1, 1, i) ,  (1, 1, 1, j), (1, 1, i, i) 

e quelli che da essi si deducono permutando in tutti i modi possibili le coor- 
dinate. Si ottengono cosi complessivamente 4 + 4 + 6 --  14 punti di S~,~ e, 
m,,diante calcoli un po' lunghi, ma privi nffatto di difficolth, si con~gata 

1 * ch 'ess i  costi tuiscono tinct 4~,~ completa. La proprieth, d 'a l t ronde,  verr'h poi 
r i t rovata ed estesa agli spazi superiori  col teor. VI del n. 26. 

Riieviamo che i 14 punti deila suddet ta  14.~4 st~nno a due a due su s e t t e 
r e t t e uscenti  dal punto I1, 1, 1, 11; alia lore volta tali cette giacciono a tre 
a tre sui s e t t e  p i a n i  rappresentaf i  dalle equazioni 

x~ + x~ + x~ + x~ = O, 

di eui ne passano tre per  c iaseuna di esse. Un sempliee procedimento g e o-  
In e t r i c o per  costruire delle 14~,4 c o m p 1 e t e viene fornito da S.EGRE [13], 

9~* ma II, ov ~esso trovasi esteso a n e h e a e e r t e  ( 3 q + ~ o , q  e o p l e t e  con q pari 
arbitrario.  

I r isultati  dianzi stabiliti  per  via a l g o r i t m i e a  sulle 8~,~ e sulle 
1 4 ~  e quello sulle 53",~ fornito dal teor. I ave si faeeia k - - 1 ,  r ientrano 
nella seguente proposizione generale, a eui perverremo con proeedimento 
g e o m e t r i e o eostrutt ivo di tipo diverso da quello aeeennato alia fine de! 
preeedente  eapoverso. 
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TEORElVIA ¥ .  - Dato un  qualunque q (pari o dispari, della forma q - - p h ) ,  
si pub determinate (almeno) u n  K soddisfacenle alle l imitazioni 

(q~ + q -~. 4)/2 <~ K ~ (q~ -k- 3q + 6)/2, 

in guisa che in S3,q esista qualche K-calot ta  o o m p 1 e t a ,  la quale non 
risult i  u n  ovaloide. 

I n  par/icolare, se q -~ 3 (rood 4), eib che precede ha luogo addir i t tura per  
K u g u a I e al primo membro delle suddette limitazioni. Se invece q ~ di. 
spari  :~-3 ed inoltre q-Iz  1 [rood 3), quanto sopra --  oltre che eventualmente 
per K uguale a quel primo membro - -  ha sempre luogo per almeno u n  valore 
di K m a g g i o r e di esso e soddisfacente nile l imitazioni indicate. 

0nde  c o s t r u i r e le K-ealot te  di cut al precedente  enunciato, eonsi- 
deriamo in S3,q una quadrica ellittica, Q, ed un qualunque punto P che non 
giaccia su di essa. Le q~-}- q + 1 ret te di S3,q uscenti  da P vengono allora 
a dist inguersi  notoriamente come segue in tre tipi (n. 3), a seconda del loro 
comportamento rispetto a Q: 

relle tangenti, in numero di q + 1, date dalle rette c ~ P C  che eongiun. 
gono P ai singoli punti  C della eonica (irridueibile), 1", segata su Q da] piano 

polare di P ;  
retie seeanti o corde, in numero di 

h - -  q(q - -  1)/2, 

ciascuna a delle quali ineontra  Q in una coppia di punti  A', A" distinti;  
rette esterne, in numero di q(q -~ 1)/2, ciascuna delle quali i~ la polare ri- 

spetto a Q di una  ret ta secante contenuta  nel piano 7: della suddetta coniea F. 
In  ognuna delle h coppie A', A" s c e g l i a m o -  per ora ad a r b i t r i o -  

u n o dei due punti, che designeremo con A*, e consideriamo 1' i n s i e m e 
f o r m a t o  d a i  v a r i  punti  P, C,A*. Ques tocons tacompless ivamente  di 

H =  1 + (q + 1) + h = (q~ + q + 4)/2 

punt i ;  ed b subito visto che ~ risuJta anzi sempre una H - c a l o t t a .  
Questa o ~ completa, oppure appart iene ad una od anche eventualmente  a 
pi~l calorie complete. Scelta quindi una K - c a l o t t a  e o m p l e t a  eonte- 
nente ~, risulter'~ intanto 

KO H, 
ed ~ con cib dimostrata I' esistenza in ogni easo di qualehe K-ealot ta  completa 
soddisfacente alla p r i  m a delle limitazioni del teor. V. 

Se H --  K (ossia k - -  K - -  H ---- 0), non v' ~ altro da aggiungere. Suppor- 
remo dunque 

k - - K - - H > ~  t, 

nel qual easo denoteremo con 0~, 0~, ..., 0 a i ]¢ punti  della K-ealo t ta  the  non 
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sianno ne l l ' ins ieme ~ suddetto. Ciaseuna delle k rei te POi ( i - - 1 ,  2, ..., k) 
dovr~ allora manifes tamente  r isul tare  e s t e r n a rispetto a Q, il che val 
quanto dire che il piano polare di Oi rispetto a Q dovra segare la quadriea Q 
seeondo una  eoniea '(irridueibile), r~, incontrante  F in due punti  Cl, C~" 
d i s t i n t i (eongiunti dalla polare di PO~). 

Poieh~, in vir ih delle ipotesi ammesse, nessuna corda di ~ pub passare 
per  Oj, eosi - -  per i---- 1, 2, . . . ,  k fissato - -  le 

H - -  l - -  (q--l-1) + h 

ret ie del iipo O~C, O~A* r isul teranno fra lore distinie, e saranno quindi pro- 
cisamente,  in un ordine opportune,  le q--}-1 iangenti  e le h corde di Q 
uscenii  da Oi. Cib implica, fra l 'al tro,  ehe ciascuno dei q - - 1  p u n t i  di r~ 
dist int i  da C'i, Ci' de~ba essere u n  punto  A*. 

Dimosireremo era che, se i:4=j (i, j - - 1 ,  2, ..., k), le coniehe P~, F t non 
possono tagliarsi su r (il ehe val quanio dire ehe C,', Ci', C/ ,  C/' risultano 
quattro punti  d i s i i n t i di 1~), tranne in  un  ease che determineremo. 

Suppongasi al l 'uopo che le due coniche P~ e F i di Q -  le quali sono 
manifes tamente  d i s t i n t e  fra lore, tali essendo O~ ed 0 i - -  abbiano a 
eomune un punto C di £ ;  esse dovranno allora eonseguentemente  segarsi in 
un seeondo punto D di Q, ehe pub eventualmenie  eoineidere con C (nel 
qual case r~ e I~i vengono a toecarsi in C). Relat ivamente a tale punto D 
poiranno a priori  soltanio presentarsi  quattro possibilith, ehe passiamo ad 
osaminare sucoessivamenie, dimostrando la contraddiiorieti~ delle prime ire 
di esse. 

1) So D - - C ,  ossia se le eoniehe r~, F i si t o e e a n o  in C, allora la 
ret ia Ok 0j - -  quale polare della tangente comune a I~, e 1~i in C - -  dovrebbe 
toeeare Q in C. ) Ia  allora i ire punti disiillti C, 0~, 0 i della K-calo t ta  
dianzi considerata r isul ierebbero allineaii, il che non pub essere per la defi- 
nizione stessa di ealoita. 

2) S e D f o s s e u n  p u n t o  d i  r d i s t in ioda  C, i p i a n i d e l l e  ire coniehe 
1 ~, 1~, I~f verrebbero a formare fascio attorno alla retta CD, siceh(~ i lore 
poll rispelio a Q - -  ossia P, Oi, 01, che sono ire punti  distinii  della K-ca lo t ta  
- -  r isulterebbero allineati,  il che non pub essere. 

3) Se D ~ un punto d i s t i n t o  d a  C e n o n  s i t u a t e  s u  F, le 
coniehe P~. I~1 non possono tocearsi n~ in C n b  in D. Consideriamo allora il 
cone proiei tante P~ dal punto P. Poiehb C, ma non D, sta su I ', cosi questo 
cone ha in C, ma non in D, lo stesso piano tangente di Q, il t he  val quanto 
dire ch 'esso t o c c a  1~ in C, ma non in D. Me discende ehe tale cone (ehe 
h a g i k  i r e  i n i e r s e z i o n i c o n r i ,  d u e  in C ed u n a  in D), deve neeessaria- 
mente  ineontrare  r i in un punto, At, che supporremo intanto d i s i i n t  o 
d a C e d a D;  siceh~ la tetra P A  i, generatr ice di quel cone, deve risultare 
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appoggiata  a Ft in  un  punto,  .4i, dist into da C, D ed A i. Notiamo ora t h e  
n~ At n~ A i possono venire  a cadere in un  punto  C1 di l~;poichi~, a l t r imenti ,  
la loro congiungente  - -  che, per  costruzione, passa per  P --  dovrebbe toc- 
care Q in CI, sicch~ A~ ed A 1 verrebbero ad identif icarsi  ent rambi  con 01, 
e quindi  dovrebbero coineidere fra loro, cont ra r iamente  a cib ehe precede.  
D 'a l t ro  canto At ed Ai,  essendo punt i  di F~ e l~i non si tuati  su F, r isul tano 
per  quanto  sopra punt i  (del t ipo A*) della suddet ta  K-ca lo t t a ;  sicchi~ ques ta  
viene ad avere in P, At, A i ire punt i  al l ineat i  distinti ,  cib che ~ assurdo. 

4) Supponiamo infine ehe, ferme restando le ipotesi inizialmente fatte 
i n 3 ) , i l p u n t o A  i iv iconsiderato  venga  a c o i n e i d e r e  c o n  D o c o n  C. 
La  pr ima di queste  a l ternat ive  non pub perb presentarsi ,  poichi~ essa impli- 
cherebbe il passaggio del piano tangente  in  D a Q per  P,  sicch~ D starebbe 
su F, contro al supposto. Resta  dunque  soltanto l ' a l t e rna t iva  the  A i e o i n -  
c i d a  c o n  C. In  quest ' ipotes i ,  il cono proie t tante  1~ da P sega Q - -  f u o r i  
di I~t - -  secondo una  conica, rL, tangente  in C a l l a  r j .  I n  virtfi di eib 
che s '~ detto in i), il polo Or' del piano di F( r isul ta  all ineato con C ed 0 i. 

chiaro allora che la K-ca lo t ta  dianzi considerata,  la quale  contiene C, non 
pub avere sulla  tetra COt' pi~ di un  punto  Oi. 

L'ana l i s i  precedente  prova che un punto  C di F pub appar tenere  ad 
a l  p i~ t  d u e  dist inte coniche Ft. Dunque  fra i 2k punt i  di P:  

W, C;, ..., Ok', e l ,  e l ,  ..., 

almeno k r isul tano d i s t i n t i ; e questo impl ica  t h e  sia 

k ~ q -~ 1, e quindi  K - - H  -~ k ~< H + q -{- 1, 

il t h e  d imost ra  t he  c iascuna delle K-ca lo t te  eostruibil i  nel modo dianzi 
indicato deve anche soddisfare alla seconda l imitazione del teor. V .  

Poss iamo ora faei lmente  stabil ire di pifi t h e :  

Con la sola eventuale eccezione dei casi q - - 2 ,  3, 4, nessuna delle suddette 
K-calotte pub risultare ur~ ovaloide. 

Invere,  ore  cosi non fosse, in virtfi del n. 21 (teor. II) e del n. 22 
(teor. I) dovrebbe essere K ' - q 2 ~  1; ma allora si avrebbe 

q~ -[- 1 ~< (q~ -[- 3q + 6) / 2 ossia q(q --  3} ~< 4, 

relazione pa lesemente  assurda  non appena  si supponga  q 1> 5. ~e i  casi eselusi 
in cui q - - 2 ,  3, 4, l 'esistenza di K~,q soddisfacenti  alle condizioni volute dal 
teor. V r isul ta  gi~ dalle precedent i  determinazioni  di 5* ~,.~ complete  (date dal 
teor. I per  k - -  1), noneh~ di 8a*,a e di 14~,~ complete  (red. le considerazioni 
successive al teor. IV)  L 'es i s tenza  di 8~8 complete  r ient ra  anehe in partieo- 
lure nella  pr ima affermazione delia r imanente  parte del teor. V, ehe ora 
appunto  passiamo a stabilire. 
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Supponiamo a l l 'uopo  q ~ 3 (rood 4), e quindi q dispari; In  tale ipotesi, 
seegliamo ad arbi tr io un punto C di r ,  e denotiamo con y, c il piano e la 
re t ta  ivi r ispet t ivamente  tangenti  a Q, L Detta poi 4 la coniea segata su Q 
da un piauo per o comunque  fissato, distinto da 7: e da y, ~ chiaro che un qualsiasi  
piano m passanto per  la ret ta  CP e d i s t i n t o  d a y  sega Q secondo una  
coniea, 2, la quale passa per  C senza toeeare ivi n~ r n~ 4;  e siano ri. 
spet t ivamente C', D le ulteriori  intersezioni di f~ con 1 ~, A (distinte da C}. 

In virtfi delle ipotesi ammesse, ed a norma della l~ino del n. 14, i punti  
C, C' spezzano Q in d u e  a r c h i  CC', uno determinate  dei quali  c o n -  
t i e n e  i l  p u n t o  D; inoltre, l ' ins ieme ~ formate dal punto F e dai va. 
ri archi CC' definiti  da tale condizione, ed in tat guisa ottenibil i  al var iare  
deI piano ~ ( : #  y) at torno a CP, ~ una H-ca lo t t a  del ripe dianzi considerate,  
alla quale vengono per  costruzione ad appar tenere  interamente le eoniche 
r e 4. Ci proponiamo di dimostrare the  tale H-calotta risulta completa, ossia 
che o g n i  punto 0 di Ss, u ~ si tuate su q u a l c h e  c o r d a  d i  quella. 

La  proprieti~ ~ infatti  manifesta  qualora il punto 0 giaccia su l l ' una  o 
su l l ' a l t ra  delle rette c, CP; essa inoltre segue subito - -  in base a cib the  
precede ed alla fine del n. 14 - -  se 0 non sta su y, in quanto allora per  0 
passa qualehe corda del (q + 5) /2-arco complete segato sulla H-ca lo t t a  dal 
piano ~o- -CPO.  Baster~ dunque  stabilirla nell' ipotesi che 0 appar tenga a y, 
ma non stia n~ s u o  n~ su CP. All 'uopo osserviamo che il punto O, non 
stando su v, non giaee di certo su ~:. Poss iamo dunque  considerare il cone 
quadrico proiet tante l] d a  O, il quale segheri~ Q - -  e l i te  the  in ]? - -  lunge 
un 'u l te r io re  conica, ]:', passante per  C. Si vede faci lmente che, poich~ 0 
non sta per  ipotesi su C_P, la IY non t ec ta  in C la coniea 1~; ne diseende 
senz 'a l t ro  the  noppure le coniche l]' e 4 possono toccarsi in C. Queste ulti- 
mo --  giacendo su Q - -  avranno pertanto a comune un punto, D, distinto 
da C; e la re t ta  OD, appoggiandosi  conseguentemente  a l~ e 4 in punti  di- 
stinti, r isul ta  di fatto u n a c o r d a della H-ea lo t t a  pocanzi defi~aita. 

Con eib, tut te  le affermazioni de1 reef. V rimangono stabilite, t ranne 
l 'u l t ima.  0nde  dimostrare anehe quella, bas ta  far vedere ehe, nel l ' ipotesi  
ehe q sia dispari  e zl-1 (mod 3), la scelta degli A* nella definizione del t ' ins ieme 

data inizialmente pub venir  fatta in mode - -  che per  l ' ins ieme ~ risul- 
tante ~ si abbia  

k>~ 1, 

e cio~ in guisa ehe vi sin in S:~,q (almeno) un punto P~ tale ehe p e r  e s s o  
n o n  p a s s i  n e s s u n a  c o r d a  d i  7 .  

A tale scope, ineominciamo con l 'osservare  che, poich~ per ipotesi q - -  I 
primo con 3, cosl nel campo base di Ss, q ogni elemento - -  e quindi in 

part ieolare anche l'unitfi, - -  ammette  una ed una sola radiee cubica (cfr. ad 
esempio SEGRE I21, n.  79). 5Te diseende ehe, in tale campo, x - -  1 ed w --  - -  1 
sono 1 e s o l e  radici delle equazioni ws__. 1 ed w ~ - - -  1, ossia in esso 
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tanto la ~ + ~ + 1 - - 0  c h e l a ~ 2 - - ~ + l = O  risultano p r i c e  d i  r a d i e i .  
Possiamo percib introdurre in $3,~ coordinate omogenee (xl, ~3, xs ,  x~) tali 
ehe P sin il punto (1 ,0 ,0 ,0 )  e che la x s - ' x ~ = 0  sin una tetra l per P 
e s t e r n a a Q, in modo che questa determini su Q la coppia /)1, /)2 - appar- 
tenente ad un'estensione quadrat iea del campo suddetto - -  data dall 'equazione: 

xIz2 + = 0. 

Vedremo "allora come la determinazione dei punti  A* possa at tualmente effet- 
tuarsi  in guisa che il punto 

P'(o, 1, o, o), 

il quale giaee sulla ret ta I test6 considerata, venga a godere della voluta 
proprietk. 

Osserviamo intanto a quel fine ehe, con le suddette notazioni, denotato 
con c il birapporto 

o = (P, P2PP' ) ,  

r isul ta  c ~ + c + 1 = 0 e quindi 08 = 1, 0 + 1 :~0,  02 + 1 ~ 0 .  l~e discende the  
nessuna potenza (ad esponente intero) di c pub valere - -  1, poich6 al t r imenti  
- -  in forza della 03- -1  ~ almeno una delte c o , c ~, 02 varrebbe --1, il che 
manifestamente non pub essere. 

Enunciamo poi un 1 e m m a ,  di cui lasciamo la facile dimostrazione al 
lettore. 

In  un piano proiettivo sopra un  qualunque campo di caratteristica :~: 2 
si consideri una conica irriducibile, h, ed una  coppia di pun t i  I=', P',  non 
situati  su A, la cui congiungente seghi h nei p u n t i  P I e  1)2 (eventualmente 
coineidenti, od appartenenti  ad un'estensione quadratica del campo suddetto). 
Allora, d e t t e v  e v' le due involuzioni  su A di poli  t ) e P',  l 'omografia w 
ottenuta s u h  come loro prodolto : 

~ V  - "  ~ ) V  r 

(effettuato p. es. da destra a sinistra) ha sempre la propria caratteristica 
uguale al birapporto 0--(P~P2PP') .  

In virth di questo lemma e dell 'osservazione che lo precede, preso in  
$3,~ un qualunque piano ~ eontenente la retta l - - P P '  e ehe non tocchi Q, 
ossia che seghi Q secondo una conica A irriducibile, definite poi v, v' e w 
come nel lemma, si ha che n~ l'omografia w n~ nessuna delle sue potenze pub 
risultare un' involuzione. 

D'altro canto, se A', A" sono due punti  d i s t i n t i di Q la eui congiungente 
passi per 1), e quindi non contenga P', il piano ~ -  A'A"P'  contiene 1 e n o n 
t o c c a Q, poich~ al tr imenti  esso dovrebbe avere in comune con Q it solo punto 
di contatto. Detta ancora h la conica (irriducibile) sezione di Q con ~, chiamiamo 
C~, C2 od anehe ~ cumulat ivamente  - -  p u n t i  C, se esistono nel campo 
base di S3,q, le due intersezioni di ~ con F, ossia i punti  di contatto delle 
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rette eondotte per  P a toccare h ; punti  che r isultano d i s t i n t i ,  in quanto 
P non sta su Q e quindi neppure  s u h .  Par imente  - -  qualora esistano nel 
campo suddetto - -  eonsideriamo i due p u n t i C' (distinti)di  contatto delle 
tangenti  a 5 uscenti  da P ' .  E poi chiaro the  un punto C non pub mai anehe 
essere un punto C', date che la tetra P P '  non tocca A; e the  la tetra con- 
giungente i due punti  C non passa per P',  in quanto P e P '  non sono 
coniugati  r ispetto a Q. 

Il nostro assunto verr~ stabilito eve si mostri la possibilit~ di scegliere 
un punto A* entre o g n i eoppia di punti  A', A" distinti  di h, all ineati  con P, 
in guisa the  n e s s  a n  a ret ta  che eongiunga due distinti  di tali punt i  A*, 
od un punto A* ed un punto C, venga a passare per  /)'. A tal uopo osser- 
viamo the  un qua lunque  punto A --  Ao di A, che non sia un punto C, definisce 
univocamente  una c a t e n a  di punti  di h :  

. . . ,  = v ' v (Ao)  = = V(Ao),  .4o = A ,  

Ao' - -  v'(Ao), A1 = v(Ao') - -  vv'(Ao), A~' - -  v'(A~, ... ; 

questa  r isul ta  necessar iamente  ben determinata  e f i n i t a ,  eve si convenga 
di prolungarla  sia da una parte che da l l ' a l t ra  finchb si pub, con la condi- 
zione che in essa non debbano comparire  elementi ripetuti.  Relat ivamente 
agli e s t  r e m i  di tale catena, possono a pr ior i  soltanto presentarsi  i sei 
easi seguenti  : 

1) Se l ' es t remo sinistro b u n  punto A~ (i < 0), allora l 'estremo destro 
non pub che essere il punto Ai ' (  j > 0J tale ehe A i - ~  v(A/).  Attualmente la 
eatena consta di 2 ( j - - i )  punti,  dei quali  met~ sono punti  A e met~t sono 
punti  A', e fra essi si sceglieranno indifferentemente come p u n t i  A* o 
gli j - - i  punt i  A o gli j - - i  puuti  A'. 

2) In  mode analogo si procederh se l 'estremo sinistro fosse un punto A~', 
bastando allora scambiare in cib che precede le lettere accentate con quelle 
non accentate.  

3) Se dei due estremi uno - -  ad esempio il sinistro - -  ~ un punto C 
e l ' a l t ro  ~ un punto C', la catena ~ necessar iamente  del tipo 

C, ~ / ( C ) = A ~ , . . . ,  v(C') = A ~ ,  C' ;  

essa quindi consta di j - - i ~ l  punti  A', e d i j - - i  punti  A e sono questi  
ul t imi che dovranno venir  scelti quali  p u n t i A*.  

4) Allo stesso mode si trat ta il case in cui l ' es t remo sinistro sia un 
punto C' ed il destro sia un punto C. 

5) Se gli estremi sono i due punti  C, la eatena r isul ta  del r ipe:  

v ' (C l )  - -  - -  A j ,  

Ne consegue e h e l a  corrispondenza proiett iva v'~v ~-~+~ muta  Cz in C~. D 'a l t ro  
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canto, in base alla w - - w /  ed al carat tere involutorio delle v, v', si ha 
senz' altro t h e  v'w ~-~+~ ~ necessar iamente  un' involuzione ; sicch~ questa  dev'es- 
sere p e r m u t a b i l e  con la v, in quanto ne scambia gli elementi doppi 
C~, C2. Vale dunque  la relazione 

= 

ehe manifes tamente  equivalo alla 

~V %/ -~+2~  ----- 1 . 

Notiamo ora che non pub risultare w J-*+2--  1, in quanto ques t 'ugua-  
glianza equivar rebbe  alla c o i n e i d e n z a delle involuzioni v e v'w j-j+~, 
mentre invece la prima di esse ha C~, C, come punti  fissi e la seconda 
seambia questi  punti  fra loro. Dal l 'u l t ima equazione segue quindi the  w ~-*+~ 

un' i n v o 1 u zi  o n e ,  in contrasto con un risultato preeedente.  Dunque il 
easo in questione nolle attuali  ipotesi non pub presentarsi, e lo stesso pub 
dirsi s imilmente del l ' eventual i tk  che :  

6) gli estremi della catena siano i due punti  C'. 

L 'ana l i s i  preeedente  mostra come vanno scelti i p u n  t i A* net vari 
cast possibi l i ;  ed ~ subito visto che con cib si soddisfa a tutte le eondi. 
zioni volute. 

OSSERVAZIONE, - Per  opportuni  valori di q, i due criteri dati alla fine 
del teor. V possono r isul tare  applieabil i  entrambi.  Cib ha luogo ad esempio 
per q -" 11, nel qual caso il teor. V fornisee per pi~ valori di K l 'es is tenza 
di /~* a,H complete che non sono ovaloidi, e precisamente per  K :  68 ed anche 
per un qualche K compreso fra 69 e 80. 

Per  breviti~ non ci oecuperemo qui di ulteriori  raff inamenti  delle 1 i m i -  
t a z i o n i  fornite per  K dal suddetto teorema, n~ di altre c o s t r u z i o n i  
possibili di calotte complete, sebbene si tratti di questioni di indubbio inte. 
resse. 

24. Un cr i te r io  di completezza ed alcune conseguenze . -  Stabil iremo che:  

Se q ~ dispart, affinch~ una K*3,q che non sin un ovaloide risulti completa, 
occorre che si abbia K <~ q2 _ q ~ 18. 

Cib discenderh, come corollario immediato, dal seguente 

TEOaE~A I. - Se q ~ dispart, ma d' altronde qualunque, e K>~ q2 _ q _}_ 19, 
ogni K.3,q appartiene necessariamente ad una quadrica ellittica. 

Riferiamoci ad una qualunque  K-ca lo t ta  K~*~,q di S~,q, che soddisfi alle 
condizioni enunciate  nel teor. I. In virtfi del teor. I d e l  n. 22 si ha allora 
K~< q 2 ~  1, il che intanto fornisce q ~> 18 e quindi q f> 19. Un piano 
di S~.u iaeontra  pot sempre K*~,q sccondo un h-arco (n. 19), e verr/~ detto di 
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r i p e  I ,  I I  o I I I  seeondoeh~ r isul ta  

k - - q + l ,  o k----q, oppure k ~ q - - 1 ;  

si ricordi (n. 14) che nel primo case il k-arco b necessar iamente  una conica 
(irridueibile) di ~, mentre  nel secondo esso si deduce da una tal conica sop- 
pr imendone un punto 

Cib premesso, presa una  qualunque  ret ta  l di Ss, q she incontri  K~*q in 
due punt i  A, B distinii, denotiamo r ispet t ivamente con at,  b~, ct il numero  
dei piani per l dei tipi I, II,  I IL  Risulta aUora manifes tamente  

az + bt + Cz : q + 1; 

inoltre, tenure eonto dell ' ipotesi  fat ta per K nel teor. I, si ha :  

q~- -  q + 19 ~ < K <  2 + at(q--  1) + b~(q-- 2) + o,(q - 3) = 

= 2 + ( a t + b t + o t )  ( q - - 1 ) - - b l - - 2 o l = q 2 + l - - b t - - 2 e ~ ,  

e quindi 

51e consegue ehe ~: 
b~ -}- 2~t ~< q - -  18. 

bt -[- cl ~< q - -  18, 2cz < q - -  17, 

eppertanto,  per ogni corda 1 di K~,q, 

at - -  (q + 1) - -  (bz + cz) 1> 19, oz < (q - -  17)/2. 

Siano ~', n" due piani distinti  d i  r i p e  I passanti  per  1 (l 'esistenza 
dei quali discende senz 'al t ro dalla a~>t19), e C', C" le d u e  e o n i c h e  
per  A, B da essi segate su K~,q. Pres i  su C' due punti  A', B' distinti f ra  
!ore e da A, B, denotiamo con 0 1' intersezione delle ret te  1 --  A B e d  l' - -  A'B'. 
Mostriamo intanto che ~ possibile di eondurre  i n  ~" una ret ta  l" ehe passi 

per 0 e t h e :  

1) incontri  C" in due punti  A", B" d i s t i n t i  fra lore e da A, B ;  

2) sia congiunta  ad l' da u n p i a n o  c h e r i s u l t i  d i  r i p e  I o I I .  

Infatti ,  fra le ret te l" di ~:" uscenti  da O, quelle the  soddisfano alla 
condizione 1) sono in numero non infer iors  a ( q - - 3 ) / 2 ,  e quelle ehe soddi- 
sfano alla 2) sono in numero di 

av + bt, - -  (q + 1) - -  ev > (q + l) - -  (q - -  17)/2 ; 

poich~ la somma di questi due numer i  supera il numero q Jr-1 complessivo 
delle retie l", ne eonsegue che - -  di ratio - -  ta luna l" deve soddisfare simul- 
taneamente  a quelle due condizioni. 

I1 k- ins ieme segato su Ka~,q dal piano u -  IT' eontiene per  costruzione 
i punti  A', B', A", B";  poich~, in base alla 2), ~ ~ di ripe I o II,  cost quel 
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k- ins ieme ~ una  e o n i e a  C {passante per A', B', ,4", B"), oppure lo si 
ottiene da una tale C omettendone un punto, the  allora denoteremo con Co. 
E siccome le coniche irridueibiti  C, C', C" stanno in tre piani ~, ~ ,  ~:' distinti 
e si segano a due a due in tre eoppie di punti  tutti distinti, eosi deve esistere 
in S~,q una q u a d r i c a ,  Q,  che le eontenga tutte tre. 

Vogliamo dimostrare ehe questa Q contiene K~*q per intero, per il che 
basteri~ far  vedere che un qualunque punto P di K*  ehe non stia su nessuna 3, q 

delle eoniche C, C', C", ossia ehe non appar tenga  a nessuno dei plant % r:', 
~", giaee di eonseguenza su almeno una coniea traceiata su Q. k l l ' uopo  consi- 
deriamo la retta, r - - P A ,  ed osserviamo che v'0 a 1 p i ~ u n a posizione, Po, di P su 
K.~,q tale c h e r  passi per Co. Potremo supporre che F non coicida con Po, 
poieh0 0 facile vedere che dalla K~,q - -  PoC Q segue la K~,qc_ Q {err. il 
lemma IV in SEGRE [131t. In  tale ipotesi, incomineiamo eel provare che esiste 
qualche piano p passante per  la re t ta  r e soddisfacente alle seguenti  tre 
condizioni : 

1') p non tocchi in A n0 C' n0 C", e non contenga nessuno dei punti  
B, A', B', A", B" ;  

2') p seghi C in due punti  distinti fra loro e dal l 'eventuale  punto Co 
di cut sopra;  

3') p risulti di tipo I o II.  
I piani p per  r soddisfaeenti alla 2') sono in numero non inferiore a 

( q - - 3 ) / 2 ;  fra essi, al pifi 7 n o  n soddisfanno alla condizione 1'): vi sono 
pertanto almeno {q --  3)/2 - -  7 ~ (q ~ 17)/2 piani p soddisfacenti ad entrambe 
le 1'), 2'). I1 numero dei piani p soddisfaeenti alla 3') vale d ~ altronde 

a,. -F b~ --  (q -F 1) - -  c,. > (q + 1) - -  tq - -  17)/2 ; 

e poieh0 la somma dei due humer i  u l t imamente  eonsiderati supera il numero 
q + I eomplessivo dei piani p per la r, ne consegue l 'esistenza di (almeno) 
un piano p soddisfaeente s imul taneamente  alle 1'), 2'), 3'). 

In  virtfi della 3'). la sezione d i p  con K~,q 0 una conica (irridueibile), 
C*, dalla quale eventualmente  sia stato omesso un punto. Per  costruzione, 
C* passa per A e per P ;  inoltre, in forza della 1'), C* si appoggia a C' in 
un punto distinto da A, B, A', B', ed a C" in un punto distinto da A, B, A", B" ; 
infine, in base alla 2'), .C* si appoggia a C in due punti  distinti fra loro e 
dai punti  test~ menzionati. Danque  la coaica irriducibile C* ha complessiva- 
mente  cinque punti  distinti a eomune con C, C', C", e quindi pure  con la 
quadrica Q, end 'essa  giace su Q. 

Dal fattb, cosi stabilito, che K ~  0 contenuta in Q, t rarremo ora ehe Q 
0 una quadrica e l l  i t t i c a .  Ed invero, ove questa proprieti~ non valesse, 
in virtfi del n. 20, b~} sarebbe K ~ 2(q ~ 1) ; il raffronto con la. K ~> q" - -  q ~ 19 
(valida per ipotesi} porterebbe allora alla relazione q(q--3}  + 17 ~ 0 ,  mani- 
fes tamente  assurda. 



82 B. SEGRE: Le geomctrie di Galois 

I1 teor. I b con cib compiutamente  
proveremo il 

TEOREMA II.  - Per ogni q d i s p a r i ,  e per 
di St, q, deve risuttare 

K <~ q8 _ q~ + 20q - -  50. 

Supponiamo 
abbia inveee 

dimostrato. Poggiando su esso, 

q u a l u n q u e  K-calotta 

per assurdo che in S~,q esista una K4*,q per la quale si 

K ~> q8 _ q2 _{_ 20q --  49. 

Diremo che un p i a n o  di S~,q b di r i p e  I ,  quando il k-arco da esso 
segato su K*  consta di k - - q ~  1 punti, e cio~ b una conica;  diremo poi 4, q 

, K3 ,q  da esso segata ehe un i p e r p i a n o  diS~,q ~ di t i p o  I quando la '* 
su K~,q eonsta di K'>~ q~---q ~ 19 p u n t i e  sta quindi, in forza del teor. I, 
su di una quadr ica  ellittica. Incominciamo col far vedere che :  

a) Per ogni corda di K~*,q passano almeno 2 1 q -  49 piani di tipo L 
Invero, se per  una corda 1 di K ~4,q passassero non pi~ di 2 1 q - - 5 0  piani 

di tipo I, valutando il numero dei punti  K*~,q situati  su 1 e quelli  ulteriori  
giaeenti  nei q 2 ~  q _{_ 1 piani di S~,q passanti per 1 si avrebbe 

K ~ 2 + (21q - -  50)(q - -  1) + [(q2 + q + 1) --  (21q - -  50)]{q - -  2) --  

--  q" - -  q~ -[- 20q - -  50, 

e eib contraddirebbe l ' ipoiesi  ammessa  per  K. 
Mostriamo poi che:  

b) Per ogni piano di ripe I passano almeno cinque iperpiani di ripe L 
Invero, se per un piano u di tipo I passassero al pifi quattro iperpiani 

di ripe I, valutando il numero dei punti di K*t,q situati  su 7: e quelli ulteriori 
ehe giaeciono nei q -~  1 iperpiani  di St, q passanti  per ~: si avrebbe 

K<~(q + 1) + 4[(q ~ + 1) --  (q + 1)] + ~q - -  3)[(q ~" - -  q + 1 8 ) -  (q + 1)] _-- 

_ q3 _ qZ + 20q - -  50, 

in eontrasto aneora con l ' ipotesi  relat iva a K. 
Notiamo che da a), b) si ha subito l'esistenza di iperpiani di tipo L In 

virth di quanto osservato nel primo capoverso della dimostrazione del teor. I, 
ne discende la limitazione q t> 19, che cosi r isulta conseguenza deW iDotesi 
inizialmente fatta per K. 

Cib premesso, fissiamo un qualsiasi  piano 7: di tipo I, cer tamente esistente 
in base ad a), e denotiamo con C la conica da esso segata su K*~,q. Seegliamo 
quindi  due distinti  iperpiani di ripe I passant i  per u, l 'esistenza dei quali  
resta assieurata  d a b } ;  designeremo con S', S" tall iperpiani,  e con Q', Q" le 
quadr iehe  ell i t t icbe ehe, a norma del teor. I, ne coniengono le sezioni con 
K* ]~ ehiaro che Q' e Q" dovranno entrambe segare ~: lunge C. t,q • 

Preso un qualunque  punto A di C ed un qua lunque  punto P di K~*q ehe 
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non stia n~ in S' nb in S" (l 'esistenza del quale si desume subito dalla disu. 
guaglianza ammessa per  K), al pi~t q-Jr-1 fra i piani di tipo I passanti  per  la 
ret ta A P  segano ~: lungo rette:  dunque,  a norma di a), almeno (21q- -49)  - -  
- -  (q-b l) --  2 0 q - -  50 (>0)  di quei piani di tipo I ineontrano 7: nel s o l o  
punto A, e sia ~ uno comunque fissato di essi. 

In  virtit di b), vi sono almeno e i n q u  e iperpiani  di tipo I passant i  
per  ~; al pitt d u e di essi contengono l 'uno  o l 'altro dei piani ehe toccano 
O' e O" in A, in quaato  ~ non pub coincidere n~ con 1' uno n~ con l 'altro di 
tall piani, dato che 9 contiene il punto P ehe invece non giace n~ in S' n~ in S". 
Vi saranno pertanto atmeno t r e  iperpiani di tipo I che passano per  p e 
non toccano in A n~ Q' n~ Q". Denotiamo con S uno qualsiasi  di tall ipei:- 
piani e con Q la quadrica ellittica contenente la sezione di S con K* ~,q. I piani 
r:' - -  SS', ~" --  SS" pa.~sauo per  A, senza toccare Q', ~ '  in questo punto;  essi 
quindi segano r ispet t ivamente Q', Q" secondo due coniche irriducibili ,  G', C", 
passanti  per A. 

Dei q ~ - l  puuti  di Q, ahneno q ~ - - q +  19 appartengono a K~,q; talch~ 
non pifi di q - - 1 8  di essi possono non stare in K* Ma allora, a fortiori, ~, q • 

non piil di q - - 1 8  dei q +  1 punti  di C' possono non stare in K~*q, ossia C' 
contiene almeno 19 punti  di K4. q. Poichi~ ciascuno di tall 19 punti  giace di 
conseguenza su Q, cosl la quadrica Q contiene la conica C' per intero;  e, 
del pari, Q contiene C". 

Poich~ Q' e Q" smnno in spazi S', S" distinti, e segano il piano r : -  S'S" 
lungo la stessa conica C, esiste in S~,q una ed una sola quadrica,  V, che 
passi per Q', Q" e contenga il punto P (non situato n~ su S' nb su S"). Sic- 
come poi Q viene - -  per costruzione ~ ad avere a comune con tale V le 
coniche distinte C', C" ed il punto P (che non sta n~ sull '  ana nb sull 'al tra 
di queste), ne d 'scende che Q deve identif icarsi  con la sezione della V sud- 
detta con l ' iperpiano S. Si noti inoltre ehe, poich~ le Q, 0', Q" non sono 
singolari, cosi l ' indice di specializzazione di V pub soltanto valere 0 od 1. 

Ci proponiamo di dimostrare c h e l a  data K.* deve giacere interamente su IT, 4, q 

per il che basra provare che un qualunque punto P di S~,~ che stia in K* ~ , q  

ma non su alcfino degli iperpiani  S, S', S", /~ di eonseguenza contenuto in V. 
Consideriamo al l 'uopo uno qualunque,  ~, dei piani di tipo I che passano per  
ta te t ra  PP ,  e non si appoggiano a ~: lungo una ret ta;  il piano ~ non stark 
nb in S' n~ in S", dato che questi  spazi non contengono n~ P n~ ~5. A norma 
di b), per  ~ passano ahneno c i n q u e iperpiani  di tipo I ;  fra questi, al pifi 
d u e possono r isul tare tangenti a Q' ed al pit'L d u e possono toccare Q". Esisterk 
percib cer tamente  (almeno) un iperpiano S di tipo I passante per ~, e non 
tangente n~ a Q' n~ a Q"; esso inoltre non potrh eontenere il piano % in 
virtfi deWipotes i  ammessa  the  y e u non s ' incontr ino Iungo una retta. 

Sia Q la quadr ica  ellit t ica ehe contiene la sezione di S con K~*,q; essa 
passa manifes tamente  sia per P ehe p e r  P. Inoltre S gega Q' e 0" secondo 
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eoniehe  (irridueibil i) ,  C' e C", le qua l i  - -  in base  ad una  precedence  argo- 
mentaz ione  - -  debbono  s tare  e n t r a m b e  su Q; n~ l ' u n a  n~ l 'a l t ra  di esse  pub 
eon tene re  il pun to  P (ehe non sta nb in S' n~ in S"), e le C', O" r i su l tano 
dis t in te  f ra  loro, poieh~ a l t r iment i  esse  dovrebbe ro  co ine idere  con la C, siech~ 
,~ eon t e r r ebbe  ~. ~ a  a l lora  Q, aveado  a eomune  con V l e  con iehe  C', C" ed il 
pun to  P, non pub ehe ident i f icars i  con la sezioae  di V con S;  pe r tan to  il 
p u n t o  _P, ehe g iaee  su  Q, deve  c o n s e g u e n t e m e n t e  s tare  su  V, onde l 'as~erto. 

In  virti~ del  n. 20, bl), b2), e b~}, it fa t to  - -  test~ assoda to  - -  ehe K~,q 
s t ia  su l la  quadrie,~ V impl i ea  in egni  caso la l imi taz ione 

K ~< 2(q ~ + 1). 

~ a  questa ,  essendo q ~> 3, r i su l ta  ineompa t ib i l e  con l ' i po tes i  ammessa  

K ~> q~ - -  q2 -k 20~/--  49, 

in quan to  dal le  due  relazioni  test/~ scr i t te  d i scende  la (q + 2 0 ) i ~ /  - 3 ) - [ - 9 ~ < 0 ,  
m a n i f e s t a m e n t e  assurda .  Ta le  ipotes i  ~ d u n q u e  da  r iget tare ,  il che d imos t ra  

il teor.  I I .  
E s t e n d e r e m o  inf ine il teor. II,  p rovando  il 

TEORE•A II I .  - Se q ~ d i s l g a r i  ed r > 4, per o g n i  K*q di S~, 
deve risultare 

K < q~-t __ q~-2 + 20q~-8. 

D i s t i ngu iamo  due  easi, seeondoeh~ in S~,q es is ta  o no qua iche  Ss,~ avente  

con K*  a l m e n o  q~ r,u - - q  p u n t i  d i s t i n t i  a e o m u n e .  
1%1 pr imo caso, se si valuta  (appl ieando il teor. II) il numero  dei pun t i  

di K~q s i tuat i  in un  s i f fa t to  S~,q, ed il n u m e r o  di quel l i  u l ter ior i  con tenu t i  
nei  q~-~ ~- qr-~ q- ... -t- 1 S~,u di Sr, q passan t i  pe r  esso, si o t t i ene :  

K ~< (q~ - -  q) -k (q*-* q- q~-5 _{_... + 1 )[(qs-- q~-{- 2 0 q - - 4 9 ) -  (q'~--q)] < q~ - 1 q q - - 2 +  20qr--S 

onde l 'asser to.  
Nel  seeondo caso, e cio~ se ogni S3,q di S,,q eon t iene  m e n o  di q'~--q 

punt i  di K ' q ,  va lu t i amo  in due  modi  d ivers i  il numero  delle  coppie  fo rmate  
da  un  pun to  di K~q e da un  S3,q di S~,q ehe 1o eontenga.  Tale  numero  
dato  in tanto  dal  prodot to  di quello,  K, dei  pun t i  di K * q  per  quel lo  degl i  
Se, q di u n  S~_~,q (fornito pe r  es. da  SEG~RE [2], n. 159), e va le  qu ind i  pl:eei- 

s amen te  
K.(q~_ 1)(q,-~ _ 1)(q~-2 _ 1)/[(qa - -  1)(q ~ - -  1)(q -- 1)]. 

D 'a l t ronde ,  in virifi  de l l ' i po tes i  ammessa ,  det to  n u m e r o  deve  r i su l t a re  i n f e- 
r i o  r e al prodot to  di q 2 q  per  il n u m e r o  degli  S~,q di S~,q, ossia esso 

m i n o r e  di 

(q, __ q) .  (q,+t _ 1)(q~ _ 1)(q~-~ _ 1)(q~-~ - -  1)/[(q~ - -  1)(q a - -  1)(q -~ - -  1)(q - -  t)]. 
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Si ha pertanto 

K < (qe - -  q)(q~+~ - -  1)/(q ~ - -  1) < q"-t - -  ~ - 2  + 20q,-,~, 

onde l 'asserto. 

25. Aleune propriet~ asintotiche delle cMotte. - I risultati espressi dai 
teoremi I I  e I I I  del n. 24 offrono senz'altro delie l i m i t a z i o n i  s u p e -  
r i o r i  per  i carat ter i  [M]r*~ (definiti nel n. 17), nel l ' ipotesi  che q sia dispari 
e si abbia r >~ 4. Detti  risultati  furono ivi ottenuti  poggiando sul teor. I del 
n. 24, il quale - -  a sua volta - -  fu stabilito valendosi, in mode essenziale, 
delle propriet/~ dei (q + 1)q e dei qq (nel caso dispari) di cui al n. 14. Serven- 
dosi delle generalizzazioni di queste ult ime proprietk che abbiamo dimostrate 
nel n. 14, e proeedendo con metodo analogo a quello seguito nel n. 24, i 
r isa[tati  dei suddetti  tre teoremi - -  e quindi pure le conseguenti  limitazioni 
superiori  per  i earat ter i  M* - -  potrebbero venire ampiamente  migliorati. 
Senza soffermarci  su cib, faremo invece vedere come, basandosi sulle proprietk 
asintotiche dei kq prora te  nel n. 16, si possono ottenere con quel  metodo 
delle p r o p r i e t h  a s i n t o t i e h e  d e l l e  K~q,  relative al caso di q di. 
spari ed a valori arbi trari  (I> 3t di r. 

Per  r----3, dimostreremo anzitutto il 

TEOREMX I. - Dato comunque l ' intero ~ non negativo e supposto 

K ~  q~ --  cq, 

per ogni q dispari  - -  sufficientemente grande rispetto a c - -  una  q u a l u n-  
q u e K:~,q risulta neeessariamente contenuta in una  quadrica ellittica. 

A tal fine, assegnato arbi t rar iamente  un numero reale 0 compreso fra 0 
ed 1, e fissato un qualunque  intero a che soddisfi alla 

a >f (c + 0 -4- 1)/(1 - -  0), 
stabil iamo intanto il 

LEM~A. - Supposto ehe a verifichi la precedente relazione, assunto comun. 
que q dispari  e non inferiore alla funzione A{a) definita nel n. 16, e presa 
una  qualunque K.~q di $8,~ che soddisfi alla limitazione del teor. I, in o g n i  
fascio di p ian i  di S~,u v'~ un  numero (intero) n o n  i n f e r i o r e  a Oq di 
piani ,  ciascuno dei quali  sega K.~, q secondo u n  k-arco totatmente contenuto in 
una  conica. 

Supponiamo per  assurdo che in an fascio di piani di Ss, qvi  siano m e n o 
di 0q piaai  godenti della proprieti~ specificata nel lemma. ~ e n t r e  ciaseuno 
di tali piani incontra  K~,q in al pi~ q + 1 punti, in oguno dei r imanenti  
dovranno esservi m e n o di q -  a punti  (n. 16). Risul ta  quindi 

K < Oq(q + 1) + (q + 1 - -  Oq)(q - -  a) < 

< q~ - -  [a(1 - -  O) -- 0 - -  !]q <~ q* - -  cq; 
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ne diseende una eontraddizione con la limitazione ammessa per K, onde 
il lemma. Questo, per semplicit'~, verr'~ in seguito soltanto applicato nel caso 
part icolare in cui si assuma 

0 - -  2/3 e quindi a >1 3c -{-- 5. 

Dato comunque un c~>0, si fissi un a~>3c-} -5  e, supposio q dispari e 

q >1 A(a), q >1 18a + 78, 

in guisa ehe si potri~ applieare il lemma con 0 - - 2 / 3 ,  si consideri in un S3,q 
una qua lunque  K~,q per la quale risulti  K > / q 2 _ c q .  I1 teor. I pub era ve- 
nir meglio preeisato col mostrare the  o g n i  s i f fa t la  K~q giace per  inlero 
in una  quadrica e l l i t t i c a . 

A. tal fine, introduciamo alcune comode locuzioni. Diremo che un piano 
di Sa, q ~ d i  t i p o  I ,  allorchb per il k-arco da esso segato su K~q r isal ta 

k > / q - - a .  In  tal easo, a norma del n. 16, il suddetto k-areo starh in una 
e o n i e a  (irridueibile), che verrh desiguata c o m e c o n i e a  r e l a t i v a  a u. In 
vir th del lemma, avremo allora che i l  numero dei p i a n i  di lipo I esistenli 
in  u n  qualunque fascio di p i a n i  di S~,q non ~ mai  inferiore a 2q/3. 

Presi  due punti  A, B distinti di K~q,  siano ~', 7:" due diversi piani d i 
t i p o I passant i  per la loro eongiungente,  e C', C" le eoniche ad essi relative. 
Ciascnna di queste dovrh manifes tamente  passare sin per  A ehe per B, do- 
vendo anzi C', C" r ispet t ivamente contenere le sezione kq,' k~' di K.,*a,q con 7:,' 
~:"; e si avr~ inoltre 

k' >~ q - -  a, k" >~ q - -  a, 

in base alla definizione stessa del tipo I. 
Prendiamo poi in k~ due punti  A', B'  distinti fra loro e da A, B, e desi- 

gnamo con 0 l' intersezione delle rette 1 - -  AB ,  l' - -  A'B'. Vogliamo dimostrare 
ehe, fra le q ~ 1 rette l" del piano 7:" uscenti  da 0, ve n'~ qualcuna  tale ehe : 

1) l" eontenga due punti  A", B" di k~', distinti  fra loro e da A, B ;  

2) il piano 1T' risulti  di tipo L 
Dieiamo n il numero delle rette l" di =" aseenti  da 0 che soddisfano 

alia 1), ed m il numero dei punti  di k~' ehe non stanno n~ sulla 1 nO su al- 
curia di tali l". Risul ta  quindi 

m ~  2 n ~ 2 - - k " > ~ q - - a ;  

inoltre, poieh~ ognuna delle rette che congiungono 0 ad uno degli m punti  
suddetti,  se non toeca C", ineontra C" ul ter iormente in un punto che non sta 
in k~', eosi dev 'essere :  

m - -  2 <<. q -Jr- 1 --  k" <~ a ~ 1. 

~ e  diseende la l imitazione: 
n >  q/2 - -  a - -  3. 
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D'a l t ro  canto, il numero delle l" soddisfaeenti alla 2) ~ - -  per  quanto 
sappiamo sui piani del faseio di asse l' - -  non inferiore a 2q/3. Risulta 
pertanto n -~ 2q/3 > q ~ 1, essendo in virtfi del supposto q I> 6a ~ 24, siceh~ 

eerto possibile di soddisfare s imul taneamente  alle 1), 2), come appunto si 
t rat tava di dimostrare.  

Scegliamo ora in 7:" una qualunque ret ta  l" per 0 ehe soddisfi alle 1), 2); 
il piano 7 : -  l'l" sarh conseguentemente  d i  tipo I, e ]a coniea C ad esso re- 
lativa conterri~ la sezione kq di r: con ~ *  3,q e quindi anehe le due coppie di 
punti  A', B' ed A", B" r ispet t ivamente segate da l' ed l" su k~ e k'~ (ossia su 
K.a*.q). Ma allora le ire coniche irridueibili  C, C', C", stando in tre piani 
distinti e segandosi a due a due in tre eoppie di punti, pure tutti distinti, 
saranno congiunte da una quadriea Q irridueibile. Proveremo the  K~,*q 
sta per intero su Q, onde - -  tenuto conto del n. 20 - -  ne seguir~t tosto che 
Q i~ una  quadrica elli t t iea; ai l 'uopo basterh mostrare che un qualunque 
punto P di K,* ehe non stia su nessuna delle coniche C, C', C", e eiob ehe 3,q 

sia esterno ai piani 7:, 7:', 7:", ~appartiene di conseguenza a Q. E anzi suffieiente 
di stabilire questa proprieti~ per i punti P di K~*q non giacenti su C, C', C" 
e tall che la ret ta A P  non si appoggi a C. Invero, l ' ins ieme ~o dei punti P 
di K* distinti da A, non giacenti su C e tali che A P  incontri  C sono al 3~q 

p i f i i n n u m e r o  di ( q ~ l ) - - k ~ a - ~ - l ,  onde ~ facile dedurre  la K* C Q dalla 
K*8,q-- ~o C Q (cfr. il lemma IV in S~GRE [13]). 

Nelle ipotesi suddette, ineominciamo col dimostrare ehe, fra i q ~  1 piani 
di S3,q passanti per la ret ta  AP. ve n'~ almeno uno, 7:, per il quale le seguenti  
quattro condizioni siano soddisfatte: 

1) 7: contenga un punto di k~ distinto dai punti  A, B, A', B'; 

2) = contenga un punto di k~ distinto dai punti  A, B, A", B"; 

3) 7: contenga due punti  distinti eli k~; 

4) 7: sia un piano di tipo I. 

I numeri  di piani T: soddisfacenti separatamente  alle 1), 2) sono k ' - - 4  
e k " - - 4 ;  fra quei q -~  1 piani ve ne sono quindi almeno 

( k ' - - 4 ) + ( k " - - 4 ) - - ( q + l ) > 1  q - - 2 a - - 9  

per i quali valgono s imul taneamente  le 1), 2). 
La ret ta  A P  non giace in 7: (poich~ n~ A n~ P stanno in u) e sega u in 

un punto che non appart iene a C, e quindi neppure  a kq, in virtfi delle ipo- 
tesi ammesse. Diciamo n i l  numero dei piani 7: per la ret ta A P  soddisfaeenti 
alla 3), ed m i l  numero dei punti di kq che non stanno su di un piano ~ si[- 
fatto. Mediante argomentazioni del tutto analoghe ad altre svelte precedente- 
mente, si ottiene allora: 
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e quindi  
n > q / 2 - -  a - - 2 .  

Ne consegue che il numero di piani r: soddisfacenti  s imultaneamente  alle 
1), 2), 3} ~ m a g g i o r e  di 

(q - -  2a  - -  9) + (q/2 - -  a - -  2) - -  (q -{- 1) --  q/2 - -  3a  - -  12. 

Poichi~ il numero dei piani ~ soddisfaeenti  alla 4) non b - -  come sap- 
piamo - -  inferiore a 2q/3, cosi i piani u soddisfacenti  a c iascuna delle con- 
dizioni 1-), 2), 3), 4) r isul iano in numero m a g g i o r e di 

{q/2 - -  3 a  - -  12) + 2q/3 - -  (q -{- 1) = q/6 - -  3a  - -  13; 

quel  numero ~ dunque  p o s i t i v o in virtfl del l ' ipotesi  che sia q/> 18a ~ 78, 
sicehi~ esiste di fatto qualche piano ~ del ripe volute. 

Sia ~ C la conica r e l a t i v a  ad un siffatto piano ~, l 'esistenza della 
quale eonsegue dalla 4). Poiehb, per costruzione, ~ passa per  i punti  A e P, 
cosi questi  debbono di neeessit/~ stare sulla C. In forza delle 1), 2) e 3), la 
conica C ha a comune con le C', C" e C r ispet t ivamente 1,1 e 2 punti, distinti 
fra  lore e dal punto A; e poichb ciascuno dei c inque punti  ul t imamente 
menzionati  giace su Q, cosl d deve essere tracciata su Q. Ma allora P, essendo 
un punto di C, ~ conseguentemente  contenuto in Q, il ehe completa  la dimo- 
strazione del teor. I. 

Con procedimenti  analoghi a quelli che nel n. 24 ei hanno permesso di 
far discendere dal teor. I di detto numero i teoremi I I e  ] I I  dello stesso 
n. 24, si pub dedurre  dal teorema test~ stabilito la seguente proposizione, 
della quale omettiamo la ormai facile dimostrazione. 

TEOREMA II. - A s s e g n a t o  u n  q u a l u n q u e  c pos i t i ve ,  e p r e s i  r >1 4, e q di-  

8 p a r i  s u f f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  r i spe t to  a v, p e r  ogn i  K~*q r i s u l t a  

K < q~- i  __ cq~-~. 

Ne eonsegue ehe: 

M *  I n u m e r i  [ ]r,q, de f i n i t i  ne l  n. 17, sono ta l l  t he  

lim [M]~* q - -  qr-1 ._ _ ~ .  
q ---+ oo ~ r - - 2  

26. L imi t a z io n i  in fer ior i  per g l i  M*.  - Un  problema interessante, ma 
piuttosto difficile, ~ quello d i e  o s t r u i r e delle K~q non banali. Di esso 
ci siamo gii~ oceupat i  c o n ' u n a  certa ampiezza per  r - - 3  nei nn. 21-23; i 
r isultati  ivi conseguiti ,  uni tamente  a quelli  del n. 20, lasciano prevedere che 
il ease r >t 4 abbia  ad essere assai pi~t arduo. 

Il problema suddetto ~ in istretta relazione con quello di trovare delle 
l i m i t a z i o n i  i n f e r i o r i  per  i caratteri  M *  introdotti  nel n. 17; ed in- 
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vero, dalla definizione stessa di questi  ultimi, segue subito t he  l 'esistenza 
di una  K-ca lo t ta  di S.,q implica Ia limitazione 

>t K. 

Ricordato che ~ Inn. 9, 17, 21, 221: 

[M] l*q-  2 (per ogni q), 

[M]~ ~, q - -  q -{- 1 {per q dispari), [M]~, q - -  q --{- 2 (per q pari), 

[M]~, q ---- q2 + 1 (per ogni q > 2), [M]~* 2 - -  2 ~, 

ei proponiamo di dimostrare il 

TEO~E~A I. - Per ogni r >i 4 e q arbitrario (pari o dispari), sussiste la 
limita~ione inferiore 

In  base ad una preeedente  osservazione, il teor. I si avrk quale eonse- 
guenza immediata  del 

TEORE~X II. - Per ogni r ~ 4 e q arbitrario, si pub definite u n a  valotta 
di S,,q contenenle 

K ' - "  9 * + 1 
punti .  

In  un date S~.q consideriamo un piano ~r ed un S¢_~,q sghembi fra 
lore, ed un qualunque punto P di ~:. Per  definizione del earat tere  [M]~8,~, 
che indicheremo anehe brevemente con M, esistono eer tamente delle M-ea- 
lotte in Sr-3,~. Sceltane una, se ne proiettino i punti  da ~r e, in eiaseuno 
degli MS:~,q cosl ottenuti, si eostruisea una quadriea  ellittiea ehe tocchi 7r in 
P. Si vede allora faeihnente  che l ' ins ieme dei punti  situati sulle M quadri- 
t he  suddette ~ un K-insieme,  il quale b anzi una  K-calo t ta  di S~,q, eve 
K venga definite come nel teor. iI.  

I teoremi I e I I  sono con eib dimostrati. E probabile e h e l a  limitazione 
offerta dal teor. I possa venire ul ter iormente affinata. Qui ci l imiteremo a 
provare che cos1 aeeade di fatto per r - - 4 ,  nel qual case il teor. I fornisee 
la limitazione 

M *  [ ] ~ , q 1 > 2 q ' + l ,  

ehe viene parzialmente migliorata dal 

TEOREI~X III .  - Se q ~ una  potenza ad esponente dispari  di un  numero 
primo p ~ 7 (rood 8), talch~ risulta q ~--3 (rood 4}, esiste in  S~,q quatvhe 
K-calot ta per la quale : 

g . - - -  (5q 2 - -  2q + 1)/2, 

. . . . . . . . .  1 2  
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onde al tora sussiste la l imi taz ione  

[M]4*~ ~> (5q" - -2q  -[- 1)/2. 

Per  d imost rare  questo taorama, incominc iamo con l 'osservara  aha, in 
forza della aondizione q ~ 3 (rood 4), - -  1 non ~ un  quadra to  hal campo base 
di S4,q, ossia in tale campo base l ' equaz ione  w2{_ y ~ _  0 ammet te  r unica  
soluzione x - - - -y - -O .  ]~ poi ban noto che, in virtfi della candizione p ~ 7 
(rood 8), il numero  2 r isulta residuo quadrat ico di p,  sicch~ esso ammet te  
due radici quadra te  nal campo suddetto.  

In t roduc iamo in Sa, q coordinate proiet t ive omogenee (x, y, ~, u, v), a con" 
s ider iamo le ire quadr iche  

QI : x~ + y~ + u ~ / 2 - -  2v~ - O, z = O, 

Q~ : ~ + y~ - -  z ~ Jr. 2v ~ - -  O, u - -  O, 

Q8 : x ~ ~- y~ - -  2~ ~ ~ u s -"  O, v -" O. 

Poggiando sulla osservazioni del precedenta  capoverso, ~ subito vista the  
c i a s e u n a d e l l a  Q1, Q2, Qa b ann  q u a d r i c a  e l l i t t i c a  (a quindi  cont iene 
q~--]-1 punt i ) ;  a che 01 e Q~ segano il p iano z - - u - - - - 0  eomune  ai loro iper- 
piani  di appar tenenza  secondo due coniche irr iduaibil i  (contenenti  quindi  
ognuna  q- [ -1  punti), le quali  non hanna  punt i  comuni .  

L ' i n s i eme  costi tuito dai punt i  di QI, Q~ the  non stanno su nessuna  delle 
due aoniehe suddette,  a dai punt i  Po di Q~ per  i quali  2z2-~u  s n o n  ~ u n  
q u a d r a t o (sicehi) per  quasti  zu  :# 01, e()nsta dunque  di 

K -  2(q ~ -{- 1) - -  2(q -t- 1) + (q + t)2/2 --  (5ff 2 : -  2q + 1)/2 

pun t i  dist int i  di S~,q; e d o r a  most reremo ch 'esso  (~ una  K-calot ta .  Al l 'uopo 
basra p ro ra t e  t h e :  

Preso u n  q u a l u n q u e p u n t o  Po di Qs del tipo suddetto,  la quadr ica  
Qo proie~.ione di  Q2 da  Po sullo spazio z = 0 di  Q1 non  ha a lcun  p u n t o  a co. 

m u n e  calla Q1 (nel campo base di  S~,q). 

Ora infatti ,  det te  (xo, Yo, z o , -  1, 0) le coordinate di Po, talch~ r isul terh 
z0 :~= 0 ed inoltra 

'2 2 x0 ~ y , - -  2~ -[- 1 = 0, 

un  facile calcolo d imost ra  che su z - - 0  la quadr ica  Qo ha l 'equazione 

(2~ -~ xou) 2 + (2y + you) ~ - -  2(~ ~ + y~ + u2/2 - -  2v 2) = 0. 

Quast 'equazione,  presa assiame con l 'equazione di Q1, impl ica  e iascuna del ia:  

x,2 "{- Y~ T u~/2 - -  2v2 - -  O, 2x + XoU " -  O, 2y ~ you ---- O. 
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El iminando  le x, y fra quss te ,  si o t t iens  ]a 

(x~ -]- y~ + 2)u ~ - -  8v ~ - -  0 

e qu ind i  la 

(2Z~o -{- 1)u ~ -- 8v ~ -- O, 

che-- in virtfi di quanto supposto per Po -- ammette la sola soluzions banale 

u--v--O, conducente a valori tutti nulli dells x,y, z, u, v; e cib dimostra Fasserto. 
Affinamenti del reef. I, di natura analoga a quelli del teor. Ill, possono 

anche ottenersi per valori di q di altro ripe; ma omettiamo di darli per bre" 

vittt. Rileviamo piuttosto ehe, come girt appare dal!'es~mpio fornito dalla 
K-calotta testb ottenuta: molts delle difficolttt inerenti ai problemi segnalati 

al p r inc ip io  del p resen te  numero  r isul t~no di ca ra t te re  essenz ia lmente  ar i tmet ico .  
Agg iunge remo  inf ine la e o s t r u ~ i o n e di qua lche  K-ca lo t t a ,  segna lando  

ls l i m i t a z i o n i  i n f e r i o r i  she ne e o n s e g u o n o p e r i c a r a t t e r i i M * , t a [ u n a  
del ls  qual i  po t r ebbe  veni re  u l t e r io rmen te  migl iorata .  Abbiamo intanto  il 

TEOR]~MA IV. - Qualunque  s i a l '  in ters  h >t O, r i su l ta  : 

M * (q2h+2_ _ [ ]~a+l, q/> q~h + 1)/(q ~ 1) (per ogni q) 

[M]~*a+s, q >~ Iq ~-a+2 - -  1)/(q - -  1) - -  q(qSa _ 1)/(q2 _ 1) (per q dispari)  

M * (q2h+2 [ ]~h+2, q 7> q~a -b - -  1)/(q - -  1) - -  q(q~a _ 1)/(q~ 1) (per q pari), 

[M]:~*h+3, q/> ( q ~ . a + ~  1)/(qs _ 1) (per ogni q > 2), 

potendosi  nei  s ingoli  easi costruire dells K-calot te  coslituite da  u n  numero  K 
di p u n t i  uguale  al seconds membro della rispet t iva l imitazione. 

Invero ,  per  h - - 0  non v'~ che da app l i ca re  quan to  ib s ta ts  r i ch iamato  
nel  terzo capoverso  del p resen t s  numero .  Se invece  hi> 1, basra  p roeedero  
i n d u t t i v a m e n t s  r i spet to  ad h poggiando  sui teoremi  I e II ,  pe r  po te re  con- 
c lude r s  nel modo voluto.  I r i su l ta t i  del tsor.  IV  p0 t rebbero  psi  ven i re  var ia .  
m e a t s  aff inat i ,  in conformit~t a cio ch'ib s ta ts  det to p receden temen te .  Cosi ad 
esempio,  u s u f r u e n d o  ancora  dei teoremi  I e II ,  u n i t a m s n t s  ps rb  al teor. I I I ,  

subi to  vis to t he  - -  se si suppone  h~> 1, p ~ 7  (mod 8), q----3 (mod 4) --  
a l la  p r ima  l imi taz ions  del  teor. I V  pub  veni re  sos t i tu i ta  la 

[M]~'a+l,q/> q~a-~(5qS - -  2q ~- 1)/2 -[- (q2h-s _ 1 ) / (q~_  1), 

t he  ~ m i g l i o r e  di que l l a  in quan to  at t .ualmente r i su l ta  q~> 7. 

D imos t r i amo  ora il 

T E O m ~ A  V. - Supposto  r >~ 3 e q dispari ,  ed introdotte in  S~,q coordinate 
omogenee (x~, x.,., ..., x~+~), si  considerino i K - -  2" - -  1 p u n t i  P di St, q, d i s t in t i  
dal  p u n t s  unit~,  che hanno  le loro coordinate ~ ugua l i  par t e  a -+-1, p a r t s  a - -1 .  
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Tal~ pun t i  costituiscono sempre una  K-calot ta  ; se poi  q - - 3 ,  aggregando a 
quest 'u l l ima il punto  uni t~ st otliene una  (K q- 1)-calotta c o m p  1 e t a .  

Scelti f ra  i suddetti  punti  P due punti  P'(x'} e P"(~') distinti  qualsiansi,  
siano a' ed a" i humeri  delle x' e x" uguali  all' unit~, sicch/~ r - - a ' q -  1 delle 
x' ed r - - a " q - 1  delle ao" varranno - - 1 .  Essendo lecito mutare simultanea- 
mente di segno tutte le w' o tutte le w", senza ehe con eib P' ,  P "  abbiano a 
cangiare, non /~ restrittivo supporre a' t> r - -  a' + 1, a" > / r - -  a" q- 1, ossia 

2 a ' > ~ r + l ,  2a"~> r + 1. 

Detti poi b il numero degli indici l tali che x~ -- x~' --- -k- 1, e c i l  numero di 
quelli per cui x l - - x ~ ' - - -  1, r isul ta  manifestamente 

0~<b~< (a', a"), 0 ~ < c ~ < ( r w a ' ~ l ,  r - - a " - ~ l ) ,  

ed inoltre 

a ' q - a " - - b q - c ' - ' r ~ l ;  

ne discende che non pub risultare b - - O ,  poich~ u in virtfi di cib the  pre- 
cede - -  dalla b -  0 seguirebbe la c - - 0  e quindi la eoincidenza di P '  con P". 

Un qualunque punto A delia retta P'P", distinto da P '  e P", ha coordi- 
nate del tipo 

xz --  xl "k" kx~" (l - -  1, 2, ..., r ~ 1), 

dove k denoti un qualsivoglia elemento non nullo del eampo base di S~,q. 
Ora - -  tenuto eonto dei valori delle x' e delle x" - -  ~ chiaro che le r ~ 1 
coordinate di A possono venire distribuite in q u a t t r o  g r u p p i  d i -  
sg iunt i  di 

b, • a ' - - b ,  r - - ~ - - a '  ~ l 

olemonti, gli elementi di ciascun gruppo essendo tutti  uguali  r ispett ivamente a: 

(,) 1 2 r k  , - - l - - k ,  l - - k ,  - - l + k .  

Dei quattro gruppi suddetti  il primo non /~ mai vuoto, in forza della 
b=[=0; ed era mostreremo che a l p ilk u n o  degli altri ire pub risultare 
privo di elementi. Invero, se fosse o --  a' - -  b -- 0, oppure r - - c - - a ' ~ l - -  
- -  v --  0, ne discenderebbe r ispett ivamente a" -- r -k- 1 od a' -- r q-- 1 ; sioch/~ 
P"  o /)' eoinciderebbe col punto unith, contrariamente al supposto. Se poi si 
avesso a' -- b --  r -- c - -  a' q- 1 --  0, ne seguirebbe b -[- o -- r -[- 1 onde P '  e P"  
non potrebbero essere distinti.  

~ot iamo the  (poich/~ k~=0) i quattro valori (.) r isultano sempre distinti,  
eccettuato soltanto se k - - ~  1, nel qual case perb due di quei valori si an- 
nullano. Per tanto nessuno dei punti  A suddetti  pub coincidere con un punto 
iv, in quanto ogai punto A o ha qualche eoordinata nulla, oppure ammette  
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(almeno) ire coordinate con valori a due a due diversi;  e cib dimostra ehe i 
punti  P costituiscono una K -  c a 1 o t t a .  

Se q - - 3 ,  ore  nel l 'argomentazione precedente si aggreghi ai punti  P il 
punto unit~ (sicchi~ non rests  pifi escluso the  a' od a" valga r-~-1) e s i  ten- 
ga presente che at tualmente k pub soltanto assumere i valori ~ 1, ne risulta 
che ogni punto A ha qualche coordinata nulls,  e non ~ quindi mat uno dei 
K-{- 1 punti  P test~ considerati.  L ~ insieme di questi ~ pertanto una (K-{- 1)-ca- 
lotta, della quale ors dimostreremo la c o m p l  e t e z z a ,  facendo vedere 
che ogni punto di S~,q avente qualche coordinata nul ls  pub venire identifi- 
cato con uno dei suddetti  punti  A. Infatti ,  ad esempio, il punto che ha nulle 
le prime a ( ) 0 )  coordinate, uguali  a - - 1  le successive b, ed uguali  a ~ 1 
le r imanent i  c ( - - r -  a - - b  ~-1) coordinate, r isul ta  allineato cot due punti  
- -  mani~estamente distinti - -  ehe hanno le prime a coordinate tutte uguali  
a ~ 1 o tutte uguali  a - -  1, le successive b uguali  a % 1, e le ultime c uguali  
a - - 1 .  

I1 teor. V ~ cosl compiutamente  stabilito. Esso fornisce fra l 'a l t ro  l'esi. 
stenza - -  per ogni r >~ 3 - di (2"}~8 complete; ~ tut tavia da r i levare the,  in 

M *  base al teor. IV, r isul ta  sempre [ ]~,a ) 2 5  siech~ nessuna di quelle (2r)~a 
pub essere un  ovaloide. 

Proveremo da ultimo il 

TEOI~E~A VI. - Supposto r ~ 3 ed inoltre q >~ 4, ma d'al tronde arbitrario 
(pari o dispari), si introducano in S~,q coordinate omogenee (wt, ~ ,  ..., a¢~+1) 
e si fleet u n  qualunque elemento, i, del campo base di S~,q diverso dagli  elementi 
O, ~ 1 e - - 1 .  Denotato quindi  con n u n  intero variabile tenuto soltanto a 
soddisfare alle limitazioni 

l ~ n < ~ r ,  

si vonsiderino i K - - 2  ~ + ~ -  2 p u n t i  P di S~,q aventi  n deUe loro coordinate 
ugual i  a l l 'uni t~  e le r imane~f i  r - - n - ~  1 uguali  ad i. Ebbene, tati p u n t i  P 
costituiscono in ogni caso una  K -  c a l o t t a ,  la quale r isut ta c o m lp l e t a 
se q - - 4 .  

Scegliamo due qualsiansi, P'(w') e P"(a:"), purch~ distinti, di quei punti  P; 
e siano r ispet t ivamente n '  ed n" i numeri  delte relatt ive coordinate uguali  
al l 'unit~.  Se allora designamo con a il numero degli indict I tall ehe 
~c~-- x i ' - -  1, sara manifes tamente  

0 ~< a ~< (n', n"); 

chiaro inoltre t he  non potri~ essere n' ~ n " - "  a, in virtfl dell ' ipotesi  ehe 
P ' e  P "  siano distinti. 

Un qualunque  punto A delia ret ta  P 'P" ,  distinto da P '  e P",  ha coordi- 
nate del tipo 

~ = ~ ÷ kx~' (~ = 1, 2, . . . ,  r ÷ 1), 
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dove k denoti un  qualsivoglia elemento non nuilo del campo base di S~.,q. 
era ,  avuto r iguardo ai valori assunti  dalle coordinate w' ed w", ~ subito visto 
ehe le r ~ 1 coordinate x di un siffatto punto A possono venire distribuite 
in  q u a t t r o  g r u p p i  d i s g i u n t i  di 

n'  - -  a ,  n "  - -  a ,  a ,  r ~ a - -  n '  - -  n "  ~ 1 

elementi,  gli elementi  di eiascun gruppo essendo tutti uguali  fra lore e va- 
lendo ordinatamente  

(, ,) i + ki i 4- k, 1 + k, i ÷ ki. 

In  virt~t della definizione dei punti  P data nel teorema, ~ era chiaro t he  
nessun punto A pub r isul tare  an  punto P se almeno tre di quei gruppi non 
sono vuoti e se i quattro valori (**) risultano distinti. Ci restano quindi al 
r iguardo soltanto da esaminare i due casi seguenti.  

i) Se due dei quattro gruppi suddetti  sono vuoti, r isultando l ~ n ' ~ r ,  
l < ~ n " ~ r  e non potendo essere n ' - - n " - - a ,  cib implica ehe si abbia 

a - - r - ~ a - - n ' - - n " ~ l - - O .  

Allora le coordinate di P "  omonime a quelle di P '  che assumono il valore 
1 od i hanno r ispet t ivamente il valore i od 1, onde ~ facile t rarre  the  attual- 
mente  nessun punto A (distinto da P '  e P") della ret ta P ' P "  pub r isul tare 
un punto P.  

2) So due dei valori (**) eoincidono, b subito visto ehe (poichb k : ~ 0 ,  
i=]= 1) eib ha luogo soltanto se k - - ±  1. In  quest ' ipotesi  i valori (**) diven- 
tune i + 1, 2, 2i oppure 1 - - i ,  i - - 1 ,  0, sicch~ il eorrispondente punto A non 

di certo un punto P. 
Abbiamo cosl dimostrato che i punti  P eostituiscono in ogni case una 

K - c  a 1 o t t a ; ci resta soltanto pifi da provare che questa b completa se si 
suppone q = 4 .  In  tale ipotesi, introduciamo l 'e lemento j - - 1 / i ;  i quattro 
elementi  del eampo base di Sr, q sono allora O, 1, i, j ,  e possiamo supporli 
legati fra lore dalle relazioni date esplieitamente nel n. 23. 

Sia 0 un 'qualunque punto di Sr, q. Pe r  i nostri fini possiamo permutarne  
le coordinate, e r idurci  sempre al case in cui le prime no coordinate di O 
valgano 0 (eve 0 ~< no < r), le successive nl valgano 1, le successive n2 siano 
uguali  ad i e le ul t ime no siano uguali  ad j, eve natura lmente  

no + nl + n2 + no = r  + 1 ; 

seriveremo allora le coordinate di 0 nella forma abbreviata (One, 1,,, i,~,,j,~), 
e ci varremo anche nel seguito di notazioni analoghe in casi consimili. Sup- 
poniamo ehe 0 non sia un punto P, e distinguiamo due possibilit~t secondoch~ 
n o - - O  o no>O.  

Se n0--O,  eiascuno dei ire humeri  nl ,  no, n3 dev 'essere  positive, in 
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virtil dell ' ipotesi  cho 0 non sia un punto P. Se invece no > O, uno almeno 
di quei tre numer i  dev 'essere  positivo; e non ~ restritt ivo supporre ehe si 
abbia nl > O, potendosi sempre soddisfare a tale eondizione mediante  un 'u l te-  
riore permutazione delle coordinate e toll '  a l terare queste ult ime per un oppor- 
tuno fattore non nullo. 

Sia nell '  un  caso che nell '  altro, i punt i  

P'(1,~0, i,,1, 1~,, i,,~), P"(i,,o, 1,~, 1,,,, i,~) 

risu[tano due distinti punti  P. Poieh~ il punto 0 giace sulla ret ta  P'P",  in 
quanto le coordinate di 0 si ottengono sommando alle coordinate omonime 
di P '  quelle di P"  moltiplicate per j, cib dimostra la e o m p 1 e t e z z a delia 
(2 ~ + l -  2)r*,4 formata dai pun~i P. 

Va rilevato che, in base al teor. IV, per  ogni r t> 3 si ha [M]~4 > 2 r + l -  2, 
siechb nessuna delle suddette (2 ~ + 1 -  2)~*t complete pub essere un ovaloide. 
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