
Sopra gli spazi proiettivi e lenticolari 
d i  (3-. V~A~O~A~U 

Alla memoria di Guido Castelnuovo, net primo centenario della nascita. 

S u n t o .  - Si dd~nno qualehe propietdb degli spazi lenticolari. Si mostra cos$ ch~ essi possono 
essere immersi in spazi euclidei mediante formuie analoghe a quells the d~nno l' ira. 
mersim~e degli spazi proiettivi. 

1. - ]~ ben note ehe lo spazio proiettivo reale Pm si pub ottenere dallft 
sfera S,~ identif icando i punti  d iametra lmente  opposti. Altr imenti  detto, se 
nello spazio euclideo Em+~ (Xo,...,gcm) si eonsidera la sfera S,n 

(1) X2o -1- ,...., + X7 m - -  1, 

Io spazio proiettivo Pm si ottiene identificando i punti  di S,n ehe sono equi- 
valenti  per il gruppo discrete definite dalla involuzione 

(2 )  a ;  - -  - -  ~ ( i  = 0 , . . . ,  m ) .  

Ora, s e m  ~ un numero dispari, dieiamo 2 n-{--1, esistono anehe al tr l  
spazi che si possono ot tenere dalla sfera S, ,  +~ identif ieando i punti  equi- 
valenti  rispetto ad un gruppo discrete, un esempio essendo date dagli spazi 
lentieolari.  

Pe r  definire questi spazi, supponiamo che le variabili ~o, ~ 1 , . . , ~ , + 1  

siano raggruppate  a due a due, ponendo per esempio 

(2') Zo = Xo + iX~, ..... z .  = x~ .  + i x , ,  + ~ (i - V_-~;  

allora l 'equazione della sfera S~,, + ~ si serive 

(3) Zo2o + ,...., + z , , 2 .  = ~ , 

dove Zh denota la quantiti~ coniugata di Z~.  

Se era  eonsideriamo la rotazione 

2 ~ iPh 

(4)  Z '  h - -  Z h e p , 

dove P o , . . , P , ,  P sono numeri  interi  con Ph, P primi fra loro~ a part i re  da 
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essa si ottiene un gruppo disereto ciclico. Ident if icando i punti  equivalent i  
per  tale gruppo si ottiene lo spazio Ienticolare L2, + ~ [p ; Po,...,P,,]. 

Nel caso particolare in cui P o -  - - p , ~ - - 1 ,  p - - 2  si ha to spazio 
proiett ivo P2, + ~. 

Gli spazi lenticolari  potendo cosl essere considerati  come una generaliz- 
zazione degli spazi proiettivi, ci si pub domandare se si possono estendere 
agli spazi L2,, + ~ risultati  noti per gli spazi P~,, + ~. Un risultato di questo 
genere b stato ottenuto da GANEA e da me (~), re lat ivamente a l t ' immersione 
degli spazi lentieolari  L~, + ~ negli spazi euelidei E~. + ~. Si sa che, nel easo 
degli spazi proiettivi reali, complessi o quaternional i  v 'b  un grande numero 
di risultati  r iguardant i  la loro immersione negli spazi euclidei;  in particolare, 
il fatto che uno spazio proiettivo reale P,n, di dimensione dispari 2n+1 ,  si 
pub immergere in uno spazio euclideo E2~_~ con le formule di ItOPF.JA~IES (~): 

Vo = Zo ~, v~ = Z o Z .  

(5) v , , - -  ~Z~Zt J r = 2  .... ,2n],  

s + t = r , O ~ s ~ t ~ n .  

Infatti ,  tenendo conto ehe le Z sono coordinate complesse, le fermule (5) 
ei forniscono una immersione nello spazio E4,+2 (vo,..,v2,). Siecome le coor- 
dinate % , . , % .  non possono essere tutte halle, a causa della (3) si pub con- 
siderare l ' immers ione  (5) sulla sfera unitaria  dello spazio E~.+2; dunque,  per  
proiezione stereografica, possiamo avere un ' immers ione  nello spazio E4, + ~, 
il che dimostra che uno spazio P, , ,  con m - - 2 n +  1, si pub immergere in uno 
spazio E2,~_~. 

Poich~ i secondi membri  delle (5) sono dei polinomi helle variabili  
Zo,. . . ,Z,  , ne risulta t he -pe r  el iminazione-si  ottiene lo spazio Pm come una 
variet~ algebrica nello spazio E2m_~. 

Per  dimostrare che-neI  caso di uno spazio L2,,+~-abbiamo delle formule 
analoghe alle (5), GA~¢EA ed io abbiamo osservato che tutte le quanti tk 

(6) z~h, z~ z~ (t 4 k) 

sono, nel easo di uno spazio proiettivo, degli invarianti  rispetto aI gruppo (2). 
Si tra~tava duaque  di trovare, nel caso di uno spazio lenticolare degli inva. 
riaDti analoghi a quelli d~ti dalle formule (6) per P2,,+~, Come invarianti  Z~ 
s ' imponevano le quantit~ Z~. Per  quanto r iguarda gli invarianti  misti, si pub 
osservare che, essendo i numeri  Po,...,Pn primi con p,  esistono numeri  interi 

(t) G. Vl~A~CEANU and T. GANnA, Topological embedings of le~s space Proc. Cambridge, 
Phil Soc., 57 (1961), 688-6~0. 

(.2) L M. ffA~s, Some embedit~gs of projective spaces, Proc. of the Cambridge Phil. Soc. 
55 ~-94 (1959), 
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r~, q, soddisfacenti  alle 

(7) p q~ - -  r~ p8 ---- 1 (s = 0 , . . . , n ) .  

Questo ci permette di dimostrare che, essendo date due variabil i  Z~,Zh  
ed un numero intero nh definito soltanto mod p, esiste un altro numero nh 
tale the  

u = Z~k Z~t~ 

sia un invariante  del gruppo cielieo (4). 

Basta infatti  che siano verificate le formule 

P h n t : - b P a n h - - 0  ( m o d p ) .  

In particolar% esistono degli invarianti  di primo grado in una delle va- 
r iabi te ;  precisamente,  le quantit'~ 

U -- ZP~kZk h 

(dove Ph, r~ sono determinanti  soltanto mod p) sono degli invarianti,  se i 
numeri  rh sono definiti  dalle formule (7). 

Infatti ,  per  il gruppo (4) abbiamo : 

2r:i  
U t "--  U e p -  Pk  ( rhPh  -~- 1~ .__ U , 

(8) 

Cib premesso, abbiamo il seguente teorema:  

Le formule 

Vo = z ~  o , v~ = z ~ ,  % z~, v~ = Z~o~. z2 + z f  

v~ - -  ~ Z~% Z~ -[- ~ Z~I ~ (r -" 3,..., 2n) 

s - b t : r ,  O ~ s ~ t ~ n  

dove ~ ~ 1 se r ~ pari  ed ~ - - 0  se r ~ dispari~ realizziano un'immersione to. 
pologica di L2,,+1 nello spazio E~,+I .  

Questo significa che le formule (8) realizzano una corrispondenza biuni- 
voca tra L2,,+1 e il ]uogo geometrieo (8) di E4,+I (vo,...,v2,). Infat t i  ~ chiaro 
che, ad un punto di L~,_~I, cio~ ai p punt i  P(xo,..,x2,+~), P'(x'o,..,~d2,+~),..., 
P(P-~) (~c o (P-~) x (p-~) ~ dove ,'"', 2 ~ + ~ J ,  P',..,P(P-~) sono punti  che si ottengono da P 
mediante la trasformazione (4) e le sue p-1  potenze, corrisponde un solo 
punto del h o g o  geometrioo (8), dato il fatto che qualunque  termine del se- 
condo membro di (8) ~ invariante rispetto al gruppo (4). 
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Inversamente,  suppouiamo che sia. dato un punto del luogo (8 ) aven t e  
dunque coordinate vo,.. , v~,, ta,li che le (8) abbiano delle solt tzioni-Supponiamo 
dapprima che per  questo punto sia vo ~ 0 ;  si deve conseguentemente  avere 
Z o ~ O, e le equazioni (8) determiuauo le incogaite  Z~, Z~ , . . ,Z .  univoeamente  

P _  
in funzione di v e di Zo, ossia abbiamo s o l a m e n t e p  sotuzioni per cui Zo--" Vvo, 
ossi~ un solo punto di L2,+~. 

Se poi Zo ~ ~ero esiste un Z ,  ~ 0, data la condizione (3). Supponiamo 
the  risulti  Zo --~ Z~ - -  ... Zh_~ - -  O, Za q= O. In questo easo abbiamo per le (8); 

Vo - -  - -  v~h-~- -  O, v~h = Z~, v ~ h + ~ -  Z ~ , + ~ h  Zh+~, .... 

e si ottiene lo stesso risaltato, con sola la differeaza che in luogo di zo in- 
terviene Z~, dunque F immersione ~ topologica. 

2 . -  Si pub adesso osservare che l ' immers ione  (8) non b in generale re- 
golare~ ossia differenziale in tutti  i pant i ;  quest:) vuol dire che possono esi- 
stere punti  in eui non sono definiti  i differenziali delle Z .  Infatt i  differen- 
ziando le formule (8) si ottiene 

dvo - -  pZP o -~  dZo 

dv~ - -  p~ r o ZPo~ ~o -~ Z~ dZo q- ZP o, ~o dZ~, .... , .  

Ora, se Z ~  0, ma tutte le altre Z sono halle e se p~ro q== 1 (mod p ) ,  il 
differenziale d Z  o non risulta definito in un tal punto. 

Possiamo osservare the  si pub sempre supporre che Pc sia l'unit/~ pren- 
dendo una potenza conveniente della trasformazione (4). 0ra, se P c - - 1  
(rood p), possiamo prendere r o -  p - l ,  cosicch~ 

p~ro--- 1 (mod p) 

sigaifica ehe p~ deve essere uguale a p - l "  Ne risulta cosi ehe l ' invar ian te  
misto l ineare in Z1 formato con Zo b l ineare anehe in Zo per Pc "-" 1, solamente 
se abbiamo p~ - -  p - -  1.  

Si ha pertanto il t eorema:  

Per  n -" 1 e Pc - -  1, l' immers ione  (S) ris~Jtlta regolare solamente per  gl i  

spazi  La [p; 1 p - l ] ,  nel qualcaso pub  veJ,ir def in i ta  dalle formule  

Vo - -  Z~,  vl = ZoZI, v~ - Z T .  

Ne discende altresi il teoremu:  

Lo spazio le~ticolare L3 (p ; 1, p - l )  pub venir  co~siderato come la var ie t~  

algebrica dello spazio complesso Ca (Vo , vl , v~) data  dall '  equazione 

V P  1 - - -  V o V 2 .  
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Per  n > 1 ne r isulta faci lmente che l ' immers ione  (8) non pub essere re. 
golare in  qualunque punto, ore si eccetui soltanto lo spazio proiettivo. 

Possiamo ottenere un~immersione regolare in qualunque punto, aggiun- 
gendo nuove coordinate in modo da far  apparire  degli invarianti  misti t he  
contengono l inearmeute  qualunque variabile. Per  esempio, nel easo in cui 
plro :4:1 (mod p), se aggiungiamo come nuova variabile U -- ZoZP~or~, abbiamo 

dU---- dZoZ~ o~, ~- PoZ~ ZoZ~'* ' - IdZ~;  

dunque si pub definire dZo in un puato per  cui Z~ =~ 0, Z2 -" 0 (h ~ 1). 

Si ha  quindi il t eorema:  

Si  pub ottenere un'immersione regolare di L2,+~ nello spazio euclideo 
ad ( n - ~  1) ~ dimensioni mediante le: 

(10) vh --  ZV v,~ -= Z~k ~, Z~ (h, k --  O, 1 ,..., n) 

5Tataralmente, si possono ot tenere delle immersioni  regolari  in spazi 
euclidei  ad un numero pifl piccolo di dimensioni. 0sserviamo infatti  che le 
formule  (8) hanno una s immetr ia  nolle variabili  Zo, Z , ,  Z~, Z,,_~,... e c h e  le 
ul t ime formnle (8) si scrivono 

v~,,_~ --  ZP~'~ -~ Z + Z~ 

v~,_~ --- ZP~' -~  Z ,  v~,, = Z~ 

Scriviamo ora le formule (8) cominciando con Z , ,  dunque oonsiderando 
le formnle 

V'o --  Z~, v'l - -  ZPo,-~'~ Z,~_~, V'~ --  ZP~-~,~ Z,_~ + Z~_~, ..... 

Aggregando alle variabili  vo,..,v2, le v'~,...., v'2,_~, si ottiene un ' immer-  
sione t he  impegna tutti gli invarianti  che appaiono nolle (10) dunque 
ques t ' immers ione  ~ topologica e regolare. 

Poiche ques t ' immers ione  ~ anche intera, data ciob da polinomi, ne ri. 
sulfa t he  el iminando le variabili  Z si ha una ~¢ariet'h algebrica dello spazio 
complesso C4, (v~,...,v2., v'~,...,v'2,_~), onde il t eorema:  

Esiste sempre un' immersione topologica regolare dello spazio lenticolare 
L~,+l in uno spazio euclideo Es, (Vo,..., v~,, v'~,...v'2,_l), che definisce lo spa~io 
L2,~+1 come una variet& algebrica. 
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3 . -  Ritorniamo al l ' immersione (10), e supponiamo di essere nel caso 
dello spazio proiettivo. Gli invarianti  misti sono ora Zh Zh, dunque risultano 
simmetrici  in h, k, cosicchb basta supporrc h < k e gli invarianti  (10) sono 

in numero di (n + 1) (n-f-2)  talch~ lo spazio euclideo b a d  (n-4-1) (n-l-2)  
2 

dimensioni. In  questo caso~ se prendiamo come coordinate 

(Ii) vh = Z~,  Vhh --" V-2zazh  (h < k) ,  

si ha, in vir th della (3), 

(vh vh + yah v~h) = (Zh Zh) ~ + 2Z~ ~h Zh 2h = 1, 

cosicchb l ' immers ione  (11) ha luogo sulla sfera con centro l 'or igine e raggio 
unit~ dello spazio E(~+~) (,~+2). 

L ' immers ione  (11) si chiama di MANNOUnY (1); essa ha certe propriet~ 
importanti,  per esempio quella di condurre  nel caso di coordinate reali  alla 
metr ica  natura le  dello spazio proiettivo. Infatti ,  se consideriamo le formule 
(11) in variabili reali relative allo spazio Bm 

(ii') y~ = vc~, Yaa = ¥ 2  x,.~h, (h < k = 0 , . . ,m) ,  

la metr ica assoeiata si scrive 

ds ~ - -  dy~ + dy~k --  2x ~.~ dx  ~.~ + 2(xadx~ + x~dx, a) 2 

e si ottiene faci lmente 

(12) ds  ~ - -  2 (dz~o + ... + dx%), 

tenendo conto che abbiamo in coordinate rea l i :  

(12') ~+ +z= + 1 
~ 0  " " '  m " 

~ e  risulta che la metr ica del luogo geometrico (11') coincide, a meno del 
fattore 2, con quella della sfera unitar ia  data dalla (12'). Si ha dunque che 
]a metr ica  (12), (12') dello spazio P~  6 a curvatura  costante, uguale da 1, e 
possiede un gruppo ad m(m ~ 1/2) parametri ,  ond~b la metrica natura le  di P,, .  
In  particolare, nel caso di uno spazio proiettivo P2. ÷1, la metr ica naturale  

(i) @. ~[A~OURY, 1N'iew Archief voor ~¢Viskunde, 2, 4, 12 (1898). 
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possiede un gruppo a (2n + 1) n-}-1)  parametri .  Se part iamo dalle formule 
(l l)  colic Z~ complesse, come nel nostro case, la metr ica diventa 

ds 2 = dvhdva ~ dvl, advha = 

4 Zh dZh 2h d2h + 2 (Zh dZ~ -~ Z~ dZh) (2h d2h + 2~ d2~). 

Possiamo dunque anche scrivere 

(i3) ds ~ = 2(Za Za • dZ~ dZh -[- Zh dZu Za dZh) 

e per  eonseguenza, tenendo conto della (3), otteniamo 

ds ~ -- 2d2h dZh ~ 2Zh dZ~ Zh dZh . 

facile vedere che, in coordinate reali, questa metr ica si s t r ive  

(13') ds~= 2(dx~o + ... + dx~,+l  + w~), 

dove w ~ definita da 

w = wo dxl - -  x~dxo -{- ...... -~ x~. d x ~ , + l -  x2,~+~dx,,. 

He risulta ch 'essa  possiede come gruppo di movimenti  il gruppo ortogo- 
hale simpletico~ cieb il gruppo ortegonale the  conserva la forma di P~'A~F 
w, e si sa che questo gruppo ~ ad (n-}- 1) 2 parametr i  (~). hbb iamo dunque  
il teorema : 

L'immersione (11) dello spazio proiettivo P2,+1 conduce alla metrica (13') 
che possiede come gruppo di movimenti il gruppo simpleltico ad (n ~- 1) ~ pa- 
rametri. 

He discende che :  

Uno spazio proiettivo P2,~ +1 si pub dotare con due metriche importanti 
diverse, ciascuna avente un gruppo transitive di movimenti, la metrica natu. 
rale che ~ a curvatura costante e la metrica simplettica (13'). 

Nel primo case, la metrica si ottiene come metr ica indotta per  l ' im- 
mersione (11') con m -  2n ~ 1, ossia dalle formule 

(14) Yh = Y~, Yh~: = ~/2xhx~ (h , k  ~ O,...,2n + I) ,  

(l) G-. VRA~CEA~U, Lemons de gdomdtrie diffdrentielle, re]. II,  p. 155, Bucarest, 1957. 

AnnaZi di Matema$ica 31 
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/~ lo spazio enclideo E(yh, Yhk) ~ a (2n + 3 ) (n  q-1)  dimensioni. :Nel secondo 
caso, la metr ica  simplett ica ~ definita datle formule (13) e dunqne lo spazio 
euclideo d ' immers ione  F(vh ,  Vhh) i~ ad (n + 1) (n q- 2) dimensioni, 
con (n q-1) ~ dimensioni di meno che lo spazio E. 

D' altronde, tenendo conto dalle (14), le formnle (11) si scrivono 

C14) 

dunque 

i 
vh --  Y2h-~ - -  Y2h-1 q- - ~  Y:h h-~ 2 ~-i 

1 

+ i [Y~h-~ 2h-~ + Y~h-~ y2k-~] ] ; 

vh, v~a si esprimono pertanto l inearmente  mediante le y ,  ma non reciproca- 
mente. Si pub osservare che se accanto alle (11) consideriamo le 

(14') v'h = Zh 2h, vhk = V~ Zh 2h, 

ossia se consideriamo lo spazio euclideo F'(v, v'), si trova che questo i~ equi- 
valente allo spazio E. 

Le (11) utilizzano solamente le quantit~ complesse Z o , . . , Z . ,  mentre  le 
(14') utilizzano, come l 'equazione (3) della sfera unitaria,  sia le Z che le Z; 
pih precisamente,  esse utilizzano tanto le variabili complesse Z quanto i 
moduli  I ZI ,  essendo 2 ~ I Z]~/Z. Dunque lo spazio proiettivo /)2. + ~ si pub 
considerare come una variet~t algebrica nel campo comp]esso definita dalle 
formule  (11), dove Z o , . . , Z .  sono coordinate omogenee e in questo case esso 
pub essere munito della metr ica simplett ica:  pertanto, se vogliamo avere la 
metr ica natura le  di P2,+~,  dobbiamo utilizzare non solamente le coordinate 
Zo,.. ,  Z , ,  ma anche i moduli  di queste coordinate. 

4. - Si trat ta ora di far vedere in quale misura  questi r isultati  si pos- 
sono estendere agli spazi lenticolori. Pe r  questo, osserviamo in primo luogo 
the  gli invariant i  v ~ ,  dati dalle formule (10), sono in generale per  uno spazio 
L2,+~ di grado complessivo minore di p ;  ma possiamo ottenere degli inva- 
r ianti  di grado p, utilizzando i moduli I Ztl che sono evidentemente  invarianti  
rispetto al gruppo (4). Dunque le quantith 

(15) ] zo ] '° ] z .  t'" 7~h~ zk (to + + t,, + p ,  rh + 1 = p) 
. . . . . .  h . . . .  

dove to , . . , t ,  sono numeri  positivi, costituiscono invarianti  di grado comples- 
sivo p e di grado 1 + tk nella variabile Zh. Ora t~ pub variare da 1 a 
p M to .. th-1 ~ t k + ~ -  . . . - - t , -  p ~ r a -  1; dunque  abbiamo in generale 
diverse possibilit/~ di formare una invariante di dato grado in diverse varia- 
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bili. Ne risulta che, considerando la potenma di grado p della (3), dunque  
1' equamione 

(15') (ZoZo q-- .... q- Z,Z, , )+ --  Y. pt (Zo2o)+o .... (Z,,Z,,) ~" - -  1, 
8o! ... 8,,! 

dove so-~-... + s , - - p ,  e eonsiderando degli invarianti  Y8 o ... , ,  che siano in 
grado so in Zo, di grado s~ in Z~, ece.,  e prendendo 

V p! Y+o v~° .... % - -  So I . . .  S,! .... % 

si ottiene ua ' immers ione  sulla sfera uni tar ia  avendosi evidentemente 

ZVs0 .... % V+, ° .... s --  1. 

Se abbiamo pifi in varianti  L,+ per  esempio m invarianti~ si possono 
eonsiderare in luogo di v%.,. s le m eoordiaate  

v ~ ] /  P! T~ . 
"O +" |+~0 t , . .  S '  t +0 +'" 8'+~' 

e si giunge allo stesso risultato imponendo alle costanti a~ la eondimione 

al "'" m • 

Le formule (11) sono ottenibili  mediante questo proeedimento dagli inva- 
rianti  ZaZh ,  Z~Za,  con al --  a2 --  l / V 2 .  

Abbiamo dunque  il t eo rema:  

Esiste u n ' i n f i n i t ~  di modi di scrivere un ' immers ione  di grado p detto 
spazio L2+ ÷ ~ the s ia s i tuata  sul la sfera uni tar ia .  

Vogliamo adesso eonsiderare una classe speciale di spazi L2,  +~:  quelli  
per  i quail tutti i humeri  Po,..,P~ sono uguali.  Possiamo allora supporre  ehe 
e s s i  siano uguali  ad uno. Ne r isul ta  danque  che qualunque  espressione 

Z'+ Z + ( S o +  + s .  = p )  0 u **o* ~ ° * * ,  

un invariante di grado p ,  dunque  non (~ pifl necessario di utilizzare dei 
moduli  per ot tenere degli invarianti  di grado p. 

Suppoaiamo di essere nel caso n - - 1 ,  dunque  di avere due sole varia- 
bill Z o , Z 1 .  In questo eas% per lo spazio L~ (p;!fl,1) si ha un ' immers ione  
sull'a sfera uni tar ia  prendendo 

v~ = VC-~ZP-~p o z~ (r = 0 , . , n )  
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dove abbiamo 

p (p - - l )  .... ( p - - r + 1 )  

1 2 , , . r  
C ; =  1 ;  

e si ha  ev iden temen te  

~ v ~ v ~ - - 1 ,  
r ~ o  

in  vi r t~  del la  condiz ione zozo ~ z~z~---- 1 .  

Se cons ider iamo la  met r i ca  

si t rova fac i lmente  la  

(16) ds 2 - -  p dZ~ d2h -{- p ( p  ~ 1) Zh dZh Zh dZh , 

dove h e k assumono i valori  0,1 . 
Se n ~ pifi g rande  dell 'unit i~ e p rend iamo  come variabi l i  l e :  

i/ P! Zoo...z~,,, (ro + + rn p), (16') % . . . .  ~ = . . . . .  = 
ro! ... r~! 

si t rova come met r i ca  la s tessa fo rmula  (14), con h e k var iabi l i  da 0 ad n .  

Abbiamo d u n q u e  il t eo r e ma :  

Dato lo spazio lenticolare L2~ + ~ (p ; 1 .... 1), poss iamo considerare questo 

spazio come u n a  variet~ algebrica defini ta dalIe formule  (16') e come sun  metr ica 

quel la def ini ta dalla (16), dove h e k var iano  da 0 ad n .  

Si pub osservare c h e l a  met r ica  (14) cont iene  come caso par t ico lare  la 
me t r i ca  (13) per  p ---- 2. Ne r i su l ta  a l t res i  che il gruppo dei  moviment i  de l la  
me t r i ca  (16) con t inua  a essere il gruppo or togonale  s imple t t ico ;  d u n q u e  lo 
spazio Vn con la me t r i ca  (I6) ~ uno spazio omogeneo,  avente  un  gruppo di 
moviment i  ad (n--[- 1) 2 paramet r i .  

5 .  - Tenendo  conto del fatto che una  a lmeno delle coordinate  Zo , . ,  Z ,  non 
pub essere nul la ,  ne r i su i t a  che lo spazio L~.+~ pub essere coperto d a n  ~ 1 celte. 

P r e n d e n d o  delle coordinate  polar i  

Zh --  ~h e ~0h (h --  0,.., n) 

la  me t r i ca  (16) si pub scr ivere  

~2d~1 -t- P(P - -  I ) [ ~  doh] 2 (17) ds 2 - -  p [d~  -{- ~h Ut~J , 
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dove h varia da 0 ad n e dove 90,...,9n soddisfano alla condizione 

~o~q - .... q - p ~ :  1. 

Supponendo Zo =~ O, dunque ~o ~ 0, ponendo 

e prendendo 

Za 0ae  i(0~--0o) _ k a  e ira ( k :  1,..,n) 
Y ~ - -  Zo --  ~o 

la metr ica  (17) si scrive 

(17') ds  2 - " p  [@2(1 -}- ~ ]  + e2 [d)~ -}- )~d¢?~] -[- 2 ~ d ~ d ~ . ~  - -  ~4 (~d¢?k)~]- +- 

+ p~ [ct~ + ~ ),~ d~]~, 

dove k varia  da 1 ad n e dove 9 e ~a soddisfano alia 

(17") ~ [1 + ?4] = i. 

Tenendo eonto ehe dalla (17") segue la 

~d~ --  

ne discende la formula 

rdk2 + ks d~2 
k ' k k 

Ponendo 

• 2 2 [1 + z~] ' 

[I -4- ~ j-F" P~ d~-~- I-2{2 ~] 

(IS') 

ne risulta : 

Y~ = ).h e i ~  - -  ~¢2~-1 "~ iX'2k (k --- 1 ,,,, n)  , 

(19) ds2 - -  P l + x~ [ 1 +  ~ 2  - + p2  d~ + , 
x~) J 1 

dove i varia  da I a 2n e dove w ~ la forma simplett ica nelle variabili  x~. 

(19') ~V - -  x ldx2  - -  x z d x l  ~" ..... -~ ~2n-1 dx~n - -  x : n d x ~ , _ l  • 

Abbiamo dunque  il teorema:  
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L a  metrica (16) di L2~+1 [p; 1,..,1] nell ' intorno Z o ~ 0 si pub scrivere 
sotto la forma (19). 

Evidentemente,  la metr ica  di L~n+l conserva la forma canonica (19) per 

un altro intorno, diciamo Y' (x ' l , . . ,x '~ ,  ~'), per cat Z1 ~ 0. Basra considera- 
re delle variabili  y' date dalle formule 

Z~ 
(19") Y ' I -  Z ~ '  Y ' h -  ~ ,  

ossia considerare la trasformazione proiettiva helle y e helle k e l ineare nelle ¢~= 

1 y~ 1 ~: 
(20) y' ,  = ~ ,  y'~ = ~ ; ~'1 = ~ ,  ~',0 = ~ ,  ~'1, = - ~ ,  ~'~ = ~ - ~1 ( k >  1), 

la quale, helle variabili  reali  x e ¢~, si scrive 

i X~s--i Jr" iX2s 

(20') 
_ _ _  2 ~ |  

Si ha allora 

1 +  ~ w' 
(20") 1 -I- x'~ % w ~ 4-x ~' d¢~' + 1 + ~'~ d~ ~ 1 + ~ 

dunque il coefficiente di p~ conserva la sua forma, e lo stesso vale per il 
eoefficiente d i p .  

~ e  risult~ il t eo rema:  

L a  metrica (19) di L2~+~ conserva la sua forma per un cambiamento di 
variabiH (20'). 

Danqt~e la trasformazione (20') e quelle ehe si ottengono da  essa utiliz- 
~ando al posto di x~, x2 due al~tre variabili  x~, x~;...;x2~_~ x~,~, constituiscono 
una  carta dello spazi0 L2~+~ (p;1, . ,1)  considerato come varieti~ differenzia- 
bile. ~ interessante osservare ehe il coefficiente d i p  nella formula (19) co- 
incide con la metr ica  natura le  dello spazio proiettivo complesso C~ (1). Dun- 
que la metr ica  di C,~ si ottiene dalla metr ica di L2~+~ supponendo verif icata 
1' equazione di P ~ A y  

(20"') d~ + 1 + x 1 ...... 3 .  -t- - t - ~  ~ : 0 .  

(t} ~ .  "V'RANOt~ANU, Lemons de gdomdtri¢ diffdrentielle~ vol. II 1957~ p. 4il, Buearest, 
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In  altri termini,  lo spazio proiettivo eomplesso appare come la variet/~ 
anolonoma V z~ de[inita in L~+~ dal l 'equazione (20"). 

2 n - - 1  

6 . -  Si possono estendere i r isultat i  test~ ottenuti  anehe agli spazi di 
MI~ :owsKI .  Consideriamo infatti, nello spazio di MI~KOWSKI Mn+t (xo,..,x~) 
di metr iea  

(21) 

la pseudo sfera 

(21') 

4 s ~ =  --dx~ + dxl + .... + d ~ ,  

~ + x ~ +  + x 2 = l ;  

questa costituisce evidentemente  una variet~ differenziabile Vn, che possiede 
come gruppo di movimenti  il gruppo quasi-ortogonale della pseudosfera (21'). 
Pe r  n - - 4 ,  questa pseudo sfera ~ una spazio relativistico di DE SI~T]~lt (x). 

Prendiamo in considerazione Io spazio D,~ ehe si ottiene da -Vn identifi- 
eando i punti  equivalenti  rispetto al gruppo 

(22) ~'o = Xo, ~', = - x¢ (i = 1 ,.., n) .  

L 'equazione  (21') ei dice infatti che le variabili  w~,..x, ,  non possono es- 
sere tutte nulle, onde le (22) definiscono un gruppo discreto. Lo spazio cosi 
0ttenuto si chiama uno spazio isocronale ellittico, tenendo conto del fatto che, 
nel caso della relativit/~, xo si interpreta  come il tempo ed il gruppo (22) 
lascia x o invariante.  Utilizzando F immersione the  possiamo chiamare  di 
MANNOURY : 

2 a~h ¥2 a~hXk 
" - -  ~ " V h k - - -  - -  ' (23) v o = F ( • o ) ,  V h =  V!+xo2  V l + x  o 

dove F ~ una funzione della variabile xo, e considerando la metr ica  

ds~ = dv~ + gv~, + dvi~ , 

si trova ch 'essa  coincide col doppio della metr ica natura le  (21) se f ~ deft- 
nito dal l ' in tegrale  ellittico 

(23') d F  _ V 2  + x~ . 
dXo-- i +  % 

(i) IJ. MArx:us, The perfect cosmological principle and non conservation af  parity, Co- 
municazione al Colloquio di geometria differenziale globale, Bucares~, Luglio 196~, ~Rev. 
Roum. de Math. Pures et Appl.~, 1955. 
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Abbiamo dunque il teorema:  

L ' immers ione  (23), (23') dello spazio ellittico D,~ conduce alla metrica ha.  
turale di questo spazio. 

Supponiamo adesso ehe n sia un numero pari 2q. Possiamo allora intro- 
durre delle quanti th complesse 

Z1 - -  x l  + ix2 ,...., Zq = cc2q-1 + i x ~  , 

e considerate l ' immers ione  data  dalle formule 

vo = F(~o), vh = ~Z~, vhk = e V 2 z h z k ,  (e = ~(Xo); 

questa conduce ad una metrica analoga alla (12'), che si scrive 

ds~ = - - [ '~dn  o ~ + 2;~ [Zh2hdZkd2~ + 2hdZh Zk d2k] 

r 7)  2 2~o dxo ZhZh [Z~ dZ~ + Z~ d2k] + p'~ dxo~ (Zh Z~) • 

Tenendo conto ehe in questo caso abbiamo 

Za2h --" 1 + Xo 2, 2hdZh  Z k d 2 k  = (x,d@ ~ + w e, 

2k dZ~: + Zk d2k = 2 x~ dx~ = 2xo dxo, 

dove w (~ dato dalla 

w = w~dx2 - - x , d x ~  + .... + xeq_~ dx~q - - x ~ q  dx2q-~;  

ne risulta, supponendo f definito dalla (23') e ~ dato da 

1 

ehe abbiamo la metrica 

[ ds 2 : 2 - -  d x o  2 + dx~ + .... + dx~p + 1 + x3 o " 

Anche in questo caso otteniamo dunque una metriea simplettica. 

Considerazioni analoghe valgono nel caso di uno spazio isoeronale lenti- 
eolare con tutte le quantitit  p~ (i - -1 , . . ,  q) uguali ,  dunque ne] caso n - - 4 ,  
definito dal gruppo discreto 

2rr~ 
' ~ Z' ---Z~ e -  0c o =  ~c o~ Z~ = Z1 e ~- ~ ~ p , 

dove p ~-un numero intero qualsiasi. 


