Sopra gli spazi proiettivi e lenticolari

di G. VRANCEANU

Alle memoria di Guido Castelnuovo, nel primo cenlenario della nascita.

Sunto. - Si danno gqualche propietd degli spazi lenticolari. Si moséra cost che essi possono
essere immersi in spazi ewclidei mediante formuie analoghe a quelle che danno I im-
wmersione degli spazi proiettivi.

1. - B ben noto che lo spazio proiettivo reale P,, si pud ottenere dalla
sfera §,, identificando i punti diametralmente opposti. Alfrimenti detto, se
nello spazio euclideo K, (x,,...,%n) 8i considera la sfera S,,

1) Py ey + ' = 1,

lo spazio proiettivo P,, si ottiene identificando i punti di S,, che sono equi-
valenti per il gruppo discreto definito dalla involuzione

2 = — G =0,..,m).

Ora, se m & un numero dispari, diciamo 2 » -~ 1, esistono anche altri
spazi che si possono ottenere dalla sfera S, ., identificando i punti equi-
valenti rispetto ad un gruppo discreto, un esempio essendo dato dagli spazi
lenticolari.

Per definire questi spazi, supponiamo che le variabili w®,, @y ,., %, 4 1
siano raggruppate a due a due, ponendo per esempio

@) Zy = @y Wy yeers Dy = U + om0 €= V10);
allora 1’ equazione della sfera S, .., si scrive

3) 2,7y ey + ZnZ =1,

dove Z, denota la quantity coniugata di Z, .

Se ora consideriamo la rofazione

2rip,

(4) Zh=Zh 6T7

dove py,.,Pn, P sono numeri interi con p,, p primi fra loro, a partire da
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egsa sl ottiene un gruppo disereto ciclico. Identificando i punti equivalenti
per tale groppo si ottiene lo spazio lenticolare L,, .1 [P ; Doy Dn]-

Nel caso particolare in cui p, = ..=p, =1, p =2 si ha lo spazio
proiettivo P,, 4 ;.

Gli spazi lenticolari pofendo cosl essere considerati come una generaliz-
razione degli spazi proiettivi, ci si pud domandare se si possono estendere
agli spazi L,, ;. risultati noti per gli spazi P,, . Un risultato di questo
genere & stato ottenuto da GANEA e da me ('), relativamente all’immersione
degli spazi lenticolari L,, .., negli spazi euclidei H,, ... Si sa che, nel caso
degli spazi proiettivi reali, complessi o quaternionali v’é un grande numero
di risultati riguardanti la loro immersione negli spazi euclidei; in particolare,
il fatto che uno spazio proiettivo reale P,, di dimensione dispari 2n-1, si
pud immergere in uno spazio euclideo E,,,_; con le formule di Hopr-JAMES (%):

Vo = Zy°, v = ZZ,
B) v, =277, [r=2..,2n],
stt=r 0<s<it<mn.

Infatti, tenendo conto che le Z sono coordinate complesse, le formule (5)
ci forniscono una immersione nello spazio Hy,ia (04, Us,). Siccome le coor-
dinate ,,..,%;, non possono essere futte nulle, a causa della (3) si pud con-
siderare I’immersione (5) sulla sfera unitaria dello spazio E,...,: dunque, per
proiezione stereografica, possiamo avere un’immersione nello spazio K, . .,
il che dimostra che uno spazio P,,, con m =2n -+ 1, si pud immergere in uno
spazio Fa, .1,

Poiché i secondi membri delle (5) sono dei polinomi mnelle variabili
ZyyyZ,, ne risulta che-per eliminazione-si oftiene lo spazio P,, come una
varieth algebrica nello spazio £, .

Per dimostrare che-nel caso di uno spazio L, ,,~abbiamo delle formule
analoghe alle (5), GANEA ed io abbiamo osservato che tutte le guantita

6) 2 Zx Zy (k)

sono, nel caso di uno spazio proiettivo, degli invarianti rispetto al gruppo (2).
Si trattava dunque di trovare, nel caso di uno spazio lenticolare degli inva-
riavti analoghi a quelli dati dalle formule (6) per P,,,,, Come invarianti Z?
s’imponevano le quantith ZP. Per quanto riguarda gli invarianti misti, si pnd
osservare che, essendo i numeri p,,...,p, primi con p, esistono numeri interi

(*) G. ViraxomaNu and T. GanNsa, Topological embedings of lens space Proe. Cambridge,
Phil. Soc., 57 (1961), 683- 650,

*) L M. Jaunms, Some embedings of projuctive spaces, Proc. of the Cambridge Phil. Soc.
556 294 (1959),
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75, (s soddisfacenti alle
) Pgs —7rsps =1 (s =0,.,m).

Questo ci permette di dimostrare che, essendo date due variabili Z,,Z,
ed un numero intero #; definito soltanto mod p, esiste un altro numero n,
tale che

n = Z":k Z:k

sia un invariante del gruppo ciclico (4).
Basta infatti che siano verificate le formule

s+ prn, =0 (mod p).

In particolare, esistono degli invarianti di primo grado in una delle va-
riabile; precisamente, le quantita

w = Z;’;rrk Zk

(dove py, r, sono determinanti soltanto mod p) sono degli invarianti, se i
numeri r, sono definiti dalle formule (7).

Infaftti, per il gruppo (4) abbiamo:
u’:u e %Plt(rhph—l-“:u‘

Cid premesso, abbiamo il seguente teorema:
Le formule

’Uo = Zlg, Uy = thIrOZ;[‘, Vo == Z(I;2r0 Zg + Zf
8) V= DI Z; e 7P, (r = 3,...,2n)

r/2

s+t=r,0<s<<i<n

dove e =1 se r & pari ed e =0 se r ¢é dispari, realizziano un’ immersione lo-
pologica di L,,,, nello spazio Ey,, .

Questo significa che le formule (8) realizzano una corrispondenza biuni-
voca tra L,,.. e il luogo geometrico (8) di Eyupy (Vgyee,2,). Infatti & chiaro
che, ad un puonto di L, ,, ciod ai p punti P, ., Canys), P (@ g0 @ 20g1)seres
Pt (p, 00 .., acgl’:}g), dove P’,., P»—Y sono punti che si ottengono da P
mediante la trasformazione (4) e le sue p-1 potenze, corrisponde un solo
punto del luogo geometrioo (8), dato il fatto che qualunque termine del se-
condo membro di (8) & invariante rispetto al grappo (4).
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Inversamente, supponiamo che sia dato un punto del luogo (8) avente
dunque coordinate v,,.., v;, tali che le (8) abbiano delle solnzioni-Supponiamo
dapprima che per questo punto sia v, == 0; si deve conseguentemente avere
Z, 3+ 0, e le equazioni (8) determinano le incognite 7;, Z;,..,Z, univocamente
in funzione di v e di Z,. ossia abbiamo solamente p soluzioni per cui Z,= \1/0750,
ossia un solo punto di L, ..

Se poi Z, & mero esiste un 7, == 0, data la condizione (3). Supponiamo
che risulti Z, =7, = ... Z,_, =0, Z, =0. In questo caso abbiamo per le (8);

Vg = eees == VUgp1 = 0, Vop, — Z;i, @2h+1 = Zgh—{-l'r}z Zh-i—l""'

e si ottiene lo stesso risunltato, con sola la differenza che in luogo di 2, in-
terviene Z,, dunque !’immersione & topologica.

2. - Si pud adesso osservare che I’immersione (8) non & in generale re-
golare, ossia differenziale in tutéi i punti; questo vuol dire che possono esi-
stere punti in cui non sono definiti i differenziali delle Z. Infatti differen-
ziando le formule (8) si ottiene

v, = pZ2—* dZ,
dv, = py v, Zgi Wt 7y d4, + Zgi"o az,...,.

2

Ora, se Z, == 0, ma tutte le altre Z sono nulle e se p, 7, &= 1 (mod p), il
differenziale dZ, non risulta definito in un tal punto.

Possiamo osservare che si pud sempre supporre che p, sia ’unith pren-
dendo una potenza conveniente della trasformazione (4). Ora, se p,=1
(mod p), possiamo prendere r, = p-1, cosicche

piro=1 (mod p)

significa che p, deve essere uguale a p-1-‘ Ne risulta cosl che I’invariante
misto lineare in Z; formato con Z, & lineare anche in Z, per p, = 1, solamente
se abbiamo p, =p — 1.

Si ha pertanto il feorema:

Per n=1 e p,=1, I'immersione (8) risulta regolare solamente per gli
spazi Ly [p; 1 p-1], nel qualcaso pud venir definita dalle formule

Vo = Zg, Ul=ZQZ1, Vy = Zg.

Ne discende altresi il teorema :

Lo spazio lenticolare Ls(p; 1, p-1) puo venir considerato come la varietd
algebrica dello spazio complesso C, (v, , v, , v,) data dall’ equazione

'Uf = ’00’1)2.
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Per » > 1 ne risulta facilmente che l’immersione (8) non pud essere re-
golare in qualunque punto, ove si eccetui soltanto lo spazio proiettivo.

Possiamo ottenere un’immersione regolare in qualunque punto, aggiun-
gendo nuove coordinate in modo da far apparire degli invarianti misti che
contengono linearmeute qualunque variabile. Per esempio, nel caso in cui
pivo 5= 1 (mod p), se aggiungiamo come nuova variabile U = Z,Z%":, abbiamo

AU = dZ,Z%" + P,7Z, 2,7 dZ,;

dunque si pud definire dZ, in un puato per cui Z, =0, Z, =0 (& == 1).
Si ha quindi il teorema:

Si pud olfenere un’immersione regolare di L., ,, nello spazio euclideo
ad (w -+ 17 dimensioni medianie le:

(10) Un = ZE, Upr = Ziklrhzk (hy k=0, 1,.,n).

Naturalmente, si possono ottenere delle immersioni regolari in spaazi
euclidei ad un numero piu piccolo di dimensioni. Osserviamo infatti che le
formule (8) hanno una simmetria nelle variabili Z,, Z,, Z;, Z,_1,.. ¢ che le
ultime formunle (8) si serivono

—

. (2
Vzp—2 == Zp?_zﬂ 2Zn + Zﬁ

Vg w——
Voy—1 = ng_“_;‘ 1Zn » Ve = Zﬁ .

Scriviamo ora le formule (8) cominciando con Z,, dunque considerando
le formule

’

Vo =128, Vy=Zi "y, Vo= 2020 Zy o+ Z0__,...

Aggregando alle variabili v,,.,0:, le v'y,..., V2,1, si ottiene un’immer-
sione che impegna tutti gli invarianti che appaiono nelle (10) dunque
quest’ immersione & topologica e regolare.

Iy

Poiché quest’immersione & anche intera, data cioé da polinomi, ne ri-
sulta che eliminando le variabili Z si ha una varietd algebrica dello spazio
complesso Ci, (Wpyen, V2, Uiy V1), onde il teorema:

Hsiste sempre uwn’ immersione topologica regolare dello spazio lenticolare
Lonys th uno spazio euclideo B, (U, Usy, Uiy Van_1), Che definisce lo spagio
Lyy1 come una varieta algebrica.
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3. - Ritornjiamo all’immersione (10), e supponiamo di essere nel caso
dello spazio proieftivo. Gli invarianti misti sono ora Z, 7,, dunque risultano
simmetrici in A, k, cosicch® basta supporre k < k e gli invarianti (10) sono
(n+1) n+2)

2
dimensioni. In questo caso, se prendiamo come coordinate

in numero di , talehé lo spazio euclideo & ad (w4 1) (n 4 2)

(11 Up = Z}, Vpp = V27,2, (h < B,

si ha, in virtu della (3).

2 (vp ’Q—Jn + Vnx Ehk) = (%, Zn)2 + 27, Zn Zy Zk =1,

cosicche I’immersione (11) ha luogo sulla sfera con cenfro I’origine e raggio
unitd dello spazio E(n+1) (-2

I/ immersione (11) si chiama di MANNOURY (*); essa ha cerfe proprietd
importanti, per esempio quella di condurre nel caso di coordinate reali alla
metrica naturale dello spazio proiettivo. Infatti, se consideriamo le formule
(11) in variabili veali relative allo spazio P,

(11,) Yn = w;z@; Ynr = nghmk; (h <k = 07"‘;""’)7
la metrica associata gi scrive

ds® = dyi + dy?, = 2uidat -+ 2(x,dxy, + 2dies)’
e si oftiene facilmente
(12) ds* = 2 (dw? + ... + du?),
tenendo conto che abbiamo in coordinate reali:
(129 @2 4 e w2, 1.

Ne risulta che la metrica del luogo geometrico (11') coincide, a meno del
fattore 2, con quella della sfera unitaria data dalla (12"). Si ha dunque che
la metrica (12), (12') dello spazio P, & a curvatura costante, uguale da 1, e
possiede un gruppo ad m(m - 1/2) parametri, ond’ ¢ la metrica naturale di P,,.
In particolare, nel caso di uno spazio proiettivo P,, .., la metrica naturale

{{) G. MaxnNoUry, Niew Archief voor Wiskunde, 2,4, 12 (1898).
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possiede un gruppo a 2n + 1) » J 1) parametri. Se partiamo dalle formule
(11) colle Z, complesse, come nel nostro caso, la metrica diventa

ds® = dv, dv, + dvydv,, =
42,42, ZydZ, + 2(Z, dZy + ZydZy) (ZydZ, + Z,dZ,).

Possiamo dunque anche scrivere
(13) d82 = 2(ZkZ_k . th th + Zh thZ_h th)
e per conseguenza, tenendo conto della (3), otteniamo

ds* = 247, dZ, + 22,042, Z,4Z, .
E facile vedere che, in coordinate reali, questa metrica si scrive

(139 ds® = 2(dw? + ... + da, ., + 07,

dove w & definita da
W = x,de, — 2. de, + ...... + Ly Aoy — Xayq dgy, .

Ne risulta ch’essa possiede come gruppo di movimenti il grappo ortogo-
nale simpletico, ciod il gruppo ortogonale che conserva la forma di PFAFF

w, e si sa che questo gruppo & ad (n - 1)* parametri (*). Abbiamo dunque
il teorema ;

L’ immersione (11) dello spazio proiettivo P,,, conduce ailla metrica (13)

che possiede come gruppo di movimenti il gruppo simplettico ad (n -+ 17 pa-
rametri.

Ne discende che:

Uno spazio proietlivo P,, . si pud dolare con due melriche importanti
diverse, ciascuna avenle un gruppo transitivo di movimenti, la metrica nalu-
rale che é a curvatura costante e lo metrica simplettica (13').

Nel primo caso, la metrica si ottiene come metrica indotta per I’im-
mersione (11) con m = 2n 4 1, ossia dalle formule
(14) Yn = yis Ynr — vz_mhxk th, k< O:"': 2n + 1)’

(!} G. VeanceaNu, Legons de géomdirie différentielle, vol. II, p. 1565, Bucarest, 1957.

Annali di Matemotica i
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¢ lo spazio euclideo E(yn, ¥nx) ¢ 2 (2 4+ 3) (n -+ 1) dimensioni. Nel secondo
caso, la metrica simplettica & definita dalle formule (13) e dunque lo spazio
euclideo d’immersione Fw,, vy) ¢ ad (v -+ 1) (v + 2) dimensioni, dunque
con (n -+ 1)* dimensioni di meno che lo spazio E.

D’ altronde, tenendo conto dalle (14), le formule (11) si scrivono

i
U = Yon—2— Yan—1 + ——= Yon hez2 h1
2

1
(14 Unn = V—“ Wan—2 2k—2 — Yon—1 281 -+
2
+ ¢ [Yon—z 2ne1 =+ Yon—1 Yor—2) |;

Uy, Unr 81 esprimono pertanto linearmente mediante le y, ma non reciproca-
mente. Si pud osservare che se accanto alle (11) consideriamo le

(14') Vi = Zy Zha Upp = V;Zn Zk s

ossia se consideriamo lo spazio euclideo F'(v, v'), si trova che questo & equi-
valente allo spazio E.

Le (11) utilizzano solamente le quantith complesse Z,,..,Z,, mentre le
(14)) utilizzano, come I’ equazione (3) della sfera unitaria, sia le Z chele Z;
pilt precisamente, esse utilizzano tanto le variabili complesse Z quanfo i
moduli | Z|, essendo Z = | Z|*/Z. Dunque lo spazio proiettivo P, , , si pud
considerare come una varietd algebrica nel campo complesso definita dalle
formule (11), dove Z,,.,Z, sono coordinate omogenee e in questo caso esso
pud essere munito della metrica simplettica: pertanto, se vogliamo avere la
metrica naturale di P,,_ ., dobbiamo utilizzare non solamente le coordinate
Zy oy 4y, ma anche i moduli di queste coordinate.

4. - Si tratta ora di far vedere in quale misura questi risultati si pos-
sono estendere agli spazi lenticolori. Per questo, osserviamo in primo luogo
che gli invarianti v,,, dati dalle formule (10), sono in generale per uno.spazio
Ly 4.1 di grado complessivo minore di p; ma possiamo ottenere degli inva-
rianti di grado p, utilizzando i moduli | Z;| che sono evidentemente invarianti
rispetto al gruppo (4). Dunque le quantita

(15) !Zo lto ---- l Zn it” Zf‘h”k Zk (to + 1o "l"' tn + DPr"n + 1= p);

dove f{,,..,f, sono numeri positivi, costituiscono invarianti di grado comples-
givo p e di grado 1 4 ¢, nella variabile Z;. Ora ¢, pud variare da 1 a
p—ty— . —ty_s—tpyps— o—1t, — Pty — 1; dunque abbiamo in generale
diverse possibilitdh di formare una invariante di dato grado in diverse varia-
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bili. Ne risulta che, considerando la potenza di grado p della (3), dunque
Iequazione
_ _ 1 . =
(15)  Golo+ o+ Zalal =3 2y (B, B0 B B = 1,
ol e 8!

dove s, -} ... + 8, = p, e considerando degli invarianti Ys,..s, che siano in
grado 8, in Z,, di grado s, in Z,, ecc., e prendendo

12 _y
Vg, erers, = V801 ol Y,,0 e
si oftiene un’immersione sulla sfera unitaria avendosi evidenftemente

Evso....s Vg wns = 1.

Se abbiamo pil in varianti I, ..., , per esempio m invarianti, si possono
considerare in luogo di vs .., le m coordinate

/ !
* o
e R
0 %

e 8i giunge allo stesso risultato imponendo alle costanti @, la condizione
a2 4 .0l = 1.
Le formule (11) sono ottenibili mediante questo procedimento dagli inva-
vianti Z, Zy, Zy Z,, con o, = a, = 1/V2.
Abbiamo dungue il teorema:

Esiste un’infinita di modi di scrivere uw’ immersione di grado p dello
spazio L., ,. , che sia situaia sulla sfera unilaria.

Vogliamo adesso considerare una classe speciale di spazi L,, ,.: quelli
per i quali tufti i nameri p,,..,p, sono ugnali. Possiamo allora supporre che
essi.siano uguali ad uno. Ne risulta dunque che qualunque espressione

Zzo vzt (84 v + 8w =p)

& un invariante di grado p, dunque mnon & pit necessario di utilizzare dei
moduli per ottenere degli invarianti di grado p.

Supponiamo di essere nel caso » =1, dunque di avere due sole varia-
bili Z,,Z,. In questo caso, per lo spazio L; (p;i1,1) si ha un’immersione
sulla sfera unitaria prendendo

Uy = bezﬁ‘* Zt (r=0,.,m),
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dove abbiamo

or _plp—1) .. (p—ri1)

p =

3 0;921;

12 ees ¥
e si ha evidentemente

W _
Zv,v, =1,

y=20
in virtiu della condizione 2z, zw;, 4 2 2, =1.
S8e consideriamo la metrica
n [
ds? = X dv, dv, ,
H=0

si trova facilmente la

(16) ds? = pdZ,dZ, + plp — 1) Z,dZ, ZxdZ, ,

dove h e k assumono i valori 0,1 .
Se n & piu grande dell’unitd e prendiamo come variabili le:

!
16) Up, ey = 4772);? 2% e By (o + o+ 10 =),

si trova come metrica la stessa formula (14), con % e % variabili da 0 ad =.

Abbiamo dunque il teorema:

Dato lo spazio lenlicolare Ly, 1 (p; 1,..1), possiamo considerare questo
spazio come una varield algebrica definita dalle formule (16') e come sua metrica

quella definita dalla (16), dove h e k variano da 0 ad n.

Si pud osservare che la metrica (14) contiene come caso particolare la
metrica (13) per p = 2. Ne risulta altresi che il gruppo dei movimenti della
metrica (16) continua a essere il gruppo ortogonale simplettico; dunque lo
spazio V, con la metrica (16) & uno spazio omogeneo, avente un grappo di

movimenti ad (» -+ 1)2 parametri.

B. - Tenendo conto del fatto che una almeno delle coordinate Z,,.,Z, non
pud essere nulla, ne risulta che lo spazio L;,,., pud essere coperto da % -+ 1 celle,

Prendendo delle coordinate polari
Zy == pp e ® (h = 0,.n)

la metrica (16) si pud scrivere

(17) ds* = p [dez 4+ c2do;] + p(p — 1) [p2 dpal?,
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dove h varia da O ad » e dove p,,...,ps soddisfano alla condizione
oLt e g2 =
Supponendo Z, == 0, dunque p, 5= 0, ponendo

Zy — Pke (0, — b5) —

o, (k=1,.,n
thz__o Pk _)\ke ‘Ph( )

e prendendo
eo=10,0% =29, oa=dne, 0x =% + 9,
la metrica (17) si scrive
(A7) ds* =p [de*(1 + Aj] + p*[AX}, + A;d9}] + 2pdehiddy — p* (Midea)t]+
+ p*de + p* A5 dd)*,
dove k varia da 1 ad » e dove p e A, soddisfano alla
a7 e[l Azl =1

Tenendo conto che dalla (17”) segue la

P Ay Ay
S =2y

ne discende la formula

dki - A;zgdc?;% . (Akd)\h)z'l' ()\?gd(f’k)zj + iid 4+ ’ dePh ]

(18) ds? = p[

Y FESOE F
Ponendo
(18) Yo = Ay €9F =y, + iy, (B=1,,,n),
ne risulta :
dac? (2sdw:)? 4+ we w2
(19) dsz_p{wwf_ [T+ J“’z[d”ww‘f}’

dove i varia da 1 a 2n e dove w & la forma simplettica nelle variabili ;.

(199 W = . d; — Xady - .o, + ®Ban—1 Aon — ByndPayq .

Abbiamo dunque il teorema:
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La metrica (16) di Lyyup. [p; 1,.,1] nell’intorno Z, &= 0 si pud scrivere
sotto la forma (19).

Evidentemente, 1a metrica di L,,,, conserva la forma canonica (19) per
un altro intorno, diciamo V' (&y,..,% "2, ¢'), per cui Z; 5= 0. Basta considera-
re delle variabili 4 date dalle formule

) .z, ., Z
19" y1=7‘:,ya=i,

ossia considerare la trasformazione proiettiva nelle y e nelle A e lineare nelle ¢:

| S A VIS T )
(20) yll=“’yk=“yﬁ;)‘1=;\_7kk=X_kycpl?=”¢1’@k=<?k_cpl(k>1),
Y Y1 1 1

la quale, nelle variabili reali @ e ¢, si scrive

’ sy 1 ' ., ®asa f G
w1+m2“:131+ix2’ X gs—1 + Was = m:
(207) P
A2 d 2
¢ =¢+ardg >, ‘_.’“_c"—,’f::—cp,+w.
TN 12z

Si ha allora
20" I e SV it
(207) +w;—m? <P+w;—— <P+H_—‘E;i,
dunque il coefficiente di p? conserva la sua forma, e lo stesso vale per il
coefficiente di p.

Ne risulta il teorema :

La melrica (19) di Ly, conserva la sua forma per un combiomento di
variabili (20).

Dunque la trasformazione (20') e quelle che si ottengono da essa utiliz-
zando al posto di ®,,x, due altre variabili xs, ;... ;®20—s @2n, constituiscono
una carta dello spazio L.y, (p;1,..,1) considerato come varietd differenzia-
bile. B interessante osservare che il coefficiente di p nella formula (19) co-
incide con la metrica naturale dello spazio proiettivo complesso C, (*). Dun-
que la metrica di C, s¢ oftiene dalla metrica di L., supponendo verificata
I’equazione di PFrAF®

@A, — By += veens 4 Loy gy, — Xy BCop—y

=0.
T 5 @ F e + 2,

(20) de +

(!} G. VraNcpAND, Lecons de géomstrie différentielle, vol, I1 1957, p. 411, Buearest,
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In altri termini, lo spazio proieftivo complesso appare come la varietd
anolonoma V2¢_  definita in L., dall’ equazione 201,

6. - Si possono estendere i risultati test® ottenuti anche agli spazi di
MinrowskI. Consideriamo infatti, nello spazio di MINKOWSEI Myyy (%4 ,..; %n)
di metrica

(21) ds? = — du? 4 da? + ... + da?,

la pseudo sfera
(219 —xi ol 4 a2 =15

questa costituisce evidentemente una varietd differenziabile V,, che possiede
come gruppo di movimenti il gruppo guasi-ortogonale della pseudosfera (21').
Per n =4, questa pseudo sfera & una spazio relativistico di D SirTER (?).

Prendiamo in considerazione lo spazio D, che si ottiene da V, identifi-
cando i punti equivalenti rispetto al gruppo

(22) Wo =%, ¥s = — @ ¢ =1,.n).

1/ equazione (21') ei dice infatti che le variabili @,,..%, non possono es-
sere tutte nulle, onde le (22) definiscono un gruppo discreto. Lo spazio cosi
ottenuto si chiama uno spazio isocronale elliftico, tenendo conto del fatto che,
nel caso della relativitd, x, si interpreta come il tempo ed il gruppo (22)
lascia «, invariante. Utilizzando 1’immersione che possiamo chiamare di
MANNOURY :

g _ V2 xpar

h
= — .,V =
Vi+ @2 " Vi+a

>

(23) v, = Flx,), vn

dove F & una funzione della variabile x,, e considerando la metrica
A 2 2 2
ds? = dv? 4 dv? + dv},,

i trova ch’essa coincide col doppio della metrica naturale (21) se f & defi-
nito dall’integrale ellittico
@3) gﬁ — 12+

Lo 14 a2

() L. Marxus, The perfect cosmological principle and non conservation af parity, Co-
municazione al Colloguio di geometria differenziale globale, Bucarest, Luglio 1964, «<Rev.
Roum. de Math. Pures et Appl.», 1955,
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Abbiamo dunque il teorema:

L’ inunersione (28), (28) dello spazio ellittico D, conduce alla wmelrica na-
turale di quesfo spazio.

Supponiamo adesso che » sia un numero pari 2q. Possiamo allora intro-
durre delle quantitd complesse

Zy =y + €y, Ly = Rogq + agq,
e considerare V' immersione data dalle formule
Vo = F(®,), vn = 022, v = V2 ZnZk, (p = p(,);
questa conduce ad una metrica analoga alla (12'), che si scrive

ds? = — f2dx? 4 202 [ZnZndZr A2y + ZndZn Zi 2]
200" Ao Z1 Zn [ Z A2 + ZiedZx] + 02 doeg? (Zn Zn)*.
Tenendo conto che in guesto caso abbiamo
ZnZn =1+ w2, ZndZn ZxdZk = (ids)? + w?,
ZydZy + ZndZx = 20ida; = 2, du,
dove w & dato dalla

W= 0,0, — XXy + oo Xag—1 AX2q — Xaq AXzq_1;

ne risulta, supponendo f definifo dalla (23) e p dato da
. ‘

g = y

V1 + x,?

che abbiamo la metrica

3’?}2
d82=2 —dm02+dxf+....+c{mgp+m .

Anche in questo caso otteniamo dunque una mefrica simplettica.

Considerazioni analoghe valgono nel caso di uno spazio isocronale lenti-
colare con tutte le quantitd p; (¢ =1,.,¢) uguali, dunque nel caso n =4,
definito dal gruppo discreto

2mi 2nt
w’ozwo, Z,]_———Zl e—p“, Zlaleg 97,

dove p & un numero intero qualsiasi.



