Sugli invarianti differenziali di una forma bilineare mista.

Memoria di V. Hravary (a Praga).

In questa Memoria vogliamo studiare la teoria degli invarianti algebrici
e differenziali di un affinore misto P; i cui elementi siano funzioni assegnate
di n variabili indipendenti &', ..., §* (n > 1), limitandoci al caso in cui !’ equa-
zione caratteristica |P; — w¥;|=0 ci fornisce » radici distinte, diverse da
ZEro O,, ©,, .., m,,'. In tale supposi“zione I’ affinore P5 individua in ogni punto
dello spazio rappresentativo degli argomenti £ una omografia vettoriale e n
direzioni unite, linearmente indipendenti, cosicché nello stesso spazio riman-
gono univocamente definite n congruenze C,,...., C, di curve.

Partendo soltanto dai dati della questione, (cio¢ dall’ affinore P3), i vettori
tangenti di tali curve risultano definiti ognuno a meno di un fattore a priori
arbitrario risp. p,, £, ..., fn (§ 1, 2). Ad ogni scelta di tali moltiplicatori cor-
rispondera una connessione riemanniana ben determinata V), nella quale le
congruenze risultano ortogonali (§ 3). Fra tali connessioni ce n’é una (definita
a meno di condizioni iniziali) per la quale le congruenze C, sono solenoidali (§ 5).

D’altra parte, supponendo lo spazio delle £ dotato di una connessione
lineare generale, saremo ancora in grado di fissare le funzioni p basandoci
unicamente alle proprieta delle congruenze C,, (senza far intervenire — come
nei casi precedenti — le connessioni ausiliarie) (§ 6, 7).

Riassumendo i risultati piu importanti, vediamo che gli invarianti alge-
brici dell’ affinore P; si riducono alle n radici v,,..., w,, nonché alle dire-
zioni unite, spiccate da ogni punto dello spazio ambiente, mentre la connes-
sione I’ff}, nella quale le congruenze ortogonali C, risultano solenoidali pud
essere riguardata come sintesi di tutti gli invarianti differenziali (nel senso
di Riccr) dell’ affinore P3.

Rimane con c¢id, come sard specificato nel § 8), risolto il problema della
determinazione di tutti gli invarianti algebrici e differenziali spettanti all’af-
finore misto doppio P35, problema che, se certo non ne ha I'importanza, &
forse il piu vicino a quello classico, concernente I’ invarianti assoluti di un ds®
riemanniano, ossia di un ftensore covariante doppio g, = gu.- Un tale pro-

y

blema, per quanto mi é consta, non era ancora stato preso in considerazione,
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114 V. Huavary : Sugli invarianti differenziali dé una forme bilineare mista

mentre oltre alle ricerche pure classiche, concernenti invarianti o tensori as-
sociati ad un ds*®, sono stati istituiti studi recenti su altre teorie invariantive,
suggerite dai problemi della geometria del trasporto (*).

I

1. Immaginiamo dato uno spazio a n dimensioni, dotato di una connes-
sione lineare generale coi coefficienti I"{;L (*). Tale spazio chiameremo va-
rietd Ln. Ad ogni vettore generico controvariante o risp. covariante w (%)
pud associarsi in modo intrinseco un affinore y,v* risp. y,w;, mediante le
formule

. dw \
Vpt” = 8&'* + I‘)p.v y Vel = 55 5” I?p

dove & designano le coordinate della varieta L,.
Se i coefficienti I3, si riducono ai simboli di CHRISTOFFEL (spettanti ad
un tensore g;,==g,; assegnato di rango n)

v 1 d e
P).p.—- 1/2.9' (ag G +ag) Hap. é’é; $ /.gx)»

ogni spazio dotato di tale connessione dicesi wvarietd »riemanniana e si de-
signa con V,,.

2. Sia P; un affinore assegnato in un campo a n dimensioni, il che signi-
fica che in ogni punto di tale campo sono date le 7n® sue componenti, fun-
zioni del posto PiE)...., Pu(E).

Consideriamo dapprima I’ intorno infinitesimale del punto generico P del
campo. Ove si immagini un sistema di incrementi d& attribuiti alle coordi-
nate, questi definiscono notoriamente una direzione spiccata da P, anzi, in
modo pili preciso, possono interpretarsi come componenti di un vettore infi-
nitesimo contravariante, spiccato da P.

) T. Y. Tuovas-Awistorie D Micuen: Differential invariants of affinely connected
manifolds. {« Annals of Matematics », vol. 28, n. 2, pp. 196-236). Cfr. anche O. VEBLEN: Invg-
riants of quadratic differentialforms. (< Cambridge University Press », London, 1927).

{2) Gl indici greei percorrono i valori 1, 2,..., n. Al solito sottointendiamo il segno di
somma {da 1,.. a n) rispetto all’indice muio greco.

) Adoperex emo di regola il criterio uniforme di designare gli affinori con lettere latine
munite di indici greci (tanti quanto @ il rango dell’ affinore). Solo per i vettori useremo anche
lettere grassette designando, per esempio, i vettori contravarianti con v, e, E nonché i vet-
tori covarianti con w0, P, 7.
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L’ affinore P; consente di far corrispondere invariantivamente al vet-
tore df un nuovo vettore contravariante (egualmente infinitesimo) 88, defi-
nito dalle formule

3L == P dE*.

Se (come vogliamo supporre) il determinante || P;||=F 0, la corrispondenza
fra 38 e d& é& biunivoca.

La interpretazione geometrica di vettore (spiccato da P) si pud astratta-
mente estendere dal campo infinitesimale al campo finito, attribuendola ad
un generico sistema contravariante v i cui elementi siano funzioni delle &
L’ affinore P; c¢i consente di associare ad ogni vettore generico contrava-
riante v un vettore contravariante *v (associato di »)

1) *pv = Pj v*,
Moltiplicando entrambi i membri di questa equazione per una funzione
qualsiasi del posto g, si ha
(p*v¥) = P3(pv").
Vediamo cosi che alla direzione, individuata dai vettori g, cioé dai
rapporti
. LRS- 30 .
vIvtitlLL ol
rimane associata univocamente una direzione individuata da uno qualunque
dei vettori g *v, cioé dai rapporti

1 9.p2,0. .
P; v Piv ... PY ok,

E naturale di domandarsi se fra tali direzioni associate ne esistono di
unite, tali cioé che sussistono le relazioni

(2) w(pe?) = P; pe?,
essendo ® un moltiplicatore a priori arbitrario (funzione del posto al pari

dei dati della questione).

Per risolvere il sistema omogeneo (2) con valori non nulli, & necessario
e sufficiente che si annulli il determinante II

1 t 1
P—w, P .. P!
2 2 2
PP P—ow.. P

(3) o= . C .. =0
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In seguito supporremo sempre che ! equazione (3) (di grado n in w) pre-
senti il caso generale, cioé abbia le n radici w,(a=1,.., n) distinte ; per I'ipo-
tesi che || P;|==0, esse risultano altresi diverse da zero. Tale supposizione ci
consente di agsegnare n direzioni unife, linearmente indipendenti, individuate
da n vettori contravarianti e,, i quali sono definiti — a meno di un fattore
scalare (che rimane indeterminato) - dalle equazioni

(4) W, g7 = P; eq’.

Scegliendo (con criterio arbitrario quanto al fattore moltiplicativo p) sif-
fatti vettori e,, ogni altra soluzione della (2) pué scriversi

(5) E,=¢g,e,,

dove le p sono funzioni arbitrarie del posto.
Ogni vettore e, individua — nello spazio rappresentativo delle £ — una
congruenza di curve C, mediante le equazioni differenziali

Euﬁ_ __dgr

7 g e — n
7 ea! eﬂ;

16)

Giova definire queste curve in rappresentazione parametrica, pensandone
le coordinate & funzioni di una variabile ausiliaria s,, il che puo farsi, natu-
ralmente, in infiniti modi. Noi converremo di assumere ds, eguale al valore
comune degli » membri della (6) ponendo complessivamente

o degt_dg _ _dE_ds,
( ) ea|‘~ea:2 o ”..mean— 1 '

Scegliendo un altro parametro S;, le curve della C, possono essere defi-
nite anche mediante le posizioni

dg dE dgn ds,

(6”) E:;:E;?::““-— n 1 .

Una direzione tangente ad una curva qualsiasi della congruenza C, risulta,
in base alle (6), direzione unita, donde segue che la congruenza C, rimane
invariantivamente associata all’ affinore P;.

Ci serviremo di tali congruenze invarianti per individuare nello spazio
delle £ delle connessioni riemanniane, pur esse invarianti.
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3. A tal uopo introdurremo accanto ai vettori contravarianti e,, FE, i
vettori covarianti ¢,, E, le cui componenti, attesa la indipendenza degli #, ¢,
e quindi anche degli E,, rimangono univocamente definite dalle equazioni

e, X ep == 8abs E, X E, = hz:cb (i):
col solito significato di 3,, (=0 per a3=d, =1 per a=~). Ne segue
®) €= eqa B,
I vettori e, ci conseutono di costruire i tensori

K n
~ —_— ySTRN s
(M) 93-1*—?03ag1 Caps gm“—‘;“ean' €ats

(i quali risultano reciproci, nel senso che si attribuisce a tale designazione
neila teoria dei determinanti) mentre i vettori E, danno luogo ai tensori
analoghi

(7,) Glp = 12a Eml Ea e G = ‘?a Ea‘g' Ealp'

I tensori g;,, g’ possono essere riguardati come assegnati, mentre G,
G* dipendono, oltre che dai vettori e, ¢, anche delle funzioni arbitrarie p,
risultando dalle (7), per le (B) e (5)):

i3

” 1 i«
(1 G).p. = a;ﬁ €42 €105 G = ?a Pi ear)' P
o

-

Possiamo costruirne i simboli di CHRISTOFFEL

°, K 3 2
(8) Plp.= 1f29“ (52-};911‘1-3‘"&7_‘919-—3?919),
: , K 2 2
(8) F?,p: 1/2 G+ (a_zy. Gal + a_é’;' Gzp — "a‘g‘; Glp)y

i quali sono legati dalle relazioni
(9) I";p=I“),pu -+ {p-y
dove 1’ affinore Tj, dipende dalle funzioni p nel seguente modo :

T = — (e, eq) < logp, + e,ve,, = 1 123 e;ve; 2 0 1
e S = ge+e; eﬂp@‘i ogp;|—1/ lwei: é;, e.ixs»"".iﬂ-?;a_gap—?

(10) 2

g Pr L 9 0 °
—+- 1/2 A:)k*z(g—? — ]) ekllek"(elfz 55 el!“ -}- elm 5’5‘7" el‘,‘ -_ a?‘ e“)_ el”,,).

(*) Con v ><w designeremo )'invariante o> w, .
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Vediamo cosl che:

Un generico affinore P; da luogo ad infinite connessioni »lemanniane
definite mediante (8", (9), (10).

Designeremo con Vﬂ{” il nostro spazio, in quanto dotato della connessione
riemanniana (8) (la quale — ricordiamolo — dipende dalle indeterminate g),
ed analogamente scriveremo V, per designare la varietd riemanniana indi-
viduata dai coefficienti (8) (che sono ben deferminati).

Osservazione I. 1 vettori e, possono essere riguardati come versori (cioé
vettori di lunghezza 1) ortogonali fra loro nella V,, rispetto al tensore me-
trico g;,. Infatti si ha

o g e . 1 e
Grplaley =2 5,05 €41 € = Bgp.

D’ altra parte si deduce (sempre nella V,)
; # ) . ki3
Prpla” = ‘::‘j €585 g = Cqp; G €an = ‘?j 5" €5." €4, == €4V,

donde segue che e,’, €,, sono le componenti contravarianti risp. covarianti
dello stesso versore e,—e, di V,. Tutto cid vale naturalmente anche per i
vettori F, nella varieta V.

Osservazione II. Anche se i moltiplicatori p sono tutti costanti, le con-
nessioni sono in generale distinte, cid che risulta dalla (10). Infatti, Ia parte
dell’ affinore T3,, la quale dipende soltanto algebricamente dalle funzioni p

ey (% 1) o d d d
/ ;k:{:l 5?“’“ ek| ek| e )'ggﬁelﬂ_i_el'”a-éiel”_é—g—’;elmel‘”

/

pud scriversi anche

& (e o d d 3 d
1/2;;{:*:1 EA 1 €r"Cn” |Cin. @elw‘—ggezm -+ ey @81,4—2‘?&; €151y

\ \

donde segue che, essendo le p costanti e distinte, le connessioni V,,, Vi’ coin-

cidono soltanto se i vettori e, sono gradienti.

4. Ogni scelta delle funzioni p ¢i conduce ad una connessione particolare.
Vogliamo intanto indicarne qualche esempio, limitandoci a scelte, le quali
posseggono una interpretazione geometrica espressiva.

Un primo modo semplice, per quanto particolare, di vincolare le g, & il
seguente : Supponiamo che fra tutte le trasformazioni possibili delle coordi-
nate £ siano ammesse sollanto quelle, il cui jacobiano & costante. Sotto tale
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[
restrizione le espressioni I7,, T, si comportano come componenti di vettori

covarianti, i quali designeremo con G, ¢, ponendo

[ 0
z 2 2% 2
P:qx-—rp.x*—‘Gp7 I‘zp—r;u—ggx-

Ci proponiamo di trovare tutte le varieta 124 per cui il vettore G risulta
zero. Badando alle (9), (10), otteniamo

z 8l 4 . 3
r'm - (T" =g+ T’!’" =gp = @ Iog Py ns

D’ altra parte, in base alle (10), si ha

o P
Pdp- =gy == 1/2 a€; IOg g ((} == Hg7}*n)7

donde apparisce che & lecito porre

2
gp. = 5517 log Py Fn

o, il che & lo stesso,

Vo=op,..0

e con tale scelta soddisfaciamo le condizioni che ogni G, si annulli.

8. Le condizioni prescritte nel numero precedente non c¢i forniscono le
equazioni per (uéte le funzioni p, cosicché dovremo scegliere 7 — 1 fun-
zioni p in modo arbitrario.

Qui vogliamo indicare un procedimento intrinseco il quale ci fornira tutti
i moltiplicatori p, basandoci sulla nozione della divergenza vettoriale.

A tal uopo ricordiamo anzitutto il significato geometrico della divergenza
vettoriale del versore tangente a una curva di una congruenza assegnata (%)
Essendo data una congruenza € di curve in una varietd riemanniana, ne
scegliamo una generica ¢ e su tale curva fissiamo due punti vicinissimi P, P,
noncheé le giaciture m, =’ (2 — 1)-dimensionali] ortogonali a ¢ nei punti P, P'.
Per ogni punto @ vicinissimo a P nella giacitura = passa una delle curve

(*) Questa interpretazione geometrica della divergensa vettoriale & dovuta al sig. Dv-
BOURDIER. Cfr.: Sur les congruences des courbes. « Rend. Ace. Lineei », vol. V, fase. 4
(20 febbraio 1927) pp. 265.271.
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della C la quale incontra la giacitura =" in un punto €. La congruenza C ci
consente di stabilire cosi una corrispondenza fra = e n' la quale pud essere
riguardata come una deformazione infinitesimale H. Ora, designando con 7 il
volume di un elemento infinitesimale a #—1 dimensioni della n intorno al
punto P, tale volume subisce per H una variazione drt, definita dall’equazione

1
Ldr =div u,
T ds

essendo s I’arco metrico della ¢ e + il suo versore tangente. Ne segue in
particolare che per divee =0 la variazione & zero. Noi chiameremo, secondo
Cisorri (Y, le congruenze, le cui curve soddisfano a tale equazione «con-
gruenze solenoidali »,

Cid posto, sceglieremo le funzioni p in tal modo che ognuna delle con-
gruenze C, {a=1,.., n) risulti solenoidale. In tal caso devono sussistere le

equazioni

a + 4 ]
3731_» EaHL -+ F(f'z Eaull =0 (@=b,..., n)

le quali, in base alla (9), possono scriversi anche
9 o ; 9 i L9 ) —0 la=—1
an 58 eqt 4T e} 4 e, % log gy — €4} @«Liog Py P = (a=1,..., ).
Ora, designando con 7, la divergenza
2 0 '
Na== 3 ealt + Loy e,
(la quale puo essere riguardata come assegnata) si ha per (11)
5 3 .
A’])a = €y é@ log Py Pa—iPaty o Pn-
Per risolvere questa equazione ci occorre risolvere il sistema

dE' gi L ééi’_ _ Adlogp, ..o Pati 2y

= =L ==
eﬁ,* €, Cay Na

(12)

D’ altra parte, sappiamo che la congruenza C, é definita dalle (6

g _de T d%

(6 ) e, [ ea“z — ea,” 1

{t) Cisorm: Sopra le congruenze vettilinee solenoidali. « Rend. Ace. Lincei », vol. X1X,
(20 marzo 1910) pp. 325-329.
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Confrontando (6') con (12), risulta
(13) Alog e, .. Cu—yPat  Pn ="1adS,.

Se si suppongono assegnate le p nei punti di una varietd o a n — 1 dimen-
sioni che tagli tutte le C, (che cioé non sia costituita da linee delle stesse C,)
basta una quadratura per ottenere dalla (13)

"
Py -Pa—iPati - Pn —_ e-o/%dsﬂ
oyt B B e B

dove 1'integrale del secondo membro & calcolato lungo la C, (che passa per
il punto generico che si vuol considerare), a partire dalla intersezione della
stessa C, colla o.

Allora, ponendo

I Sa 8r
Pa= -(n.—-—2)j‘nadsa+llf¢a Nrdse],
0 0

51 deduce dalle (13)

{ Py = pl% |

Vediamo cosi che con questo procedimento possiamo fissare in modo
intrinseco tutte le funzioni g a meno di condizioni iniziali (o0 di portata equi-
valente) che rimangono tuttora arbitrarie, e che (nei casi singoli) si dovreb-
bero esaminare ulteriormente, per esaurire la discussione.

Ad ogni affinore P; il quale dd luogo a n congruenze invarianti Co pud
associarsi univocamente (a meno di condizioni iniziali) und connessione
riemannione, nella quale ognuna delle congruenze C, risulla solenoidale.

1L

6. Nei numeri precedenti abbiamo indicato criteri differenziali per sce-
gliere le p nell’ipotesi che sia dato soltanto 1’ affinore PI.

Qui vogliamo supporre che oltre a questo affinore P}, sia data una con-
nessione lineare generale non-metrica, cosicché 1’ affinore ) possa essere ri-
guardato come assegnato nella varietd L, (vedi § 1). Ne segue che in tal
caso sarebbe artificiale di fare intervenire le ausiliare connessioni rieman-

niane V‘,{"; ma & preferibile attenersi unicamente alla assegnata connessione
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lineare, ed unicamente in base ad essa, individuare le p mediante proprieta
delle congruenze invarianti.

Designando con vy, il simbolo della derivazione covariante nella L,
(vedi § 1) introdurremo i simboli

(i‘i) ea = Ea;p'V;n 'S‘a = em“VzH
con che
(15) O = pa .

Ii vettore t,e, pud essere messo sotto la forma
2 he
(16) &aeb == ‘;cAbuec:
oc . v . . oL . .
essendo Ay, i coefficienti, definiti dalle relazioni
4 % a D 0" . v (1
Abu fmned eml —a—E'!'L eb;’ -+ I“,_!,_ea ! é’bl" ec" ( ).

Dail’ennupla ¢ si deduce l’ennupla geuerale mediante (3), (5"). Portando
tali valori nella (16) e badando alla (15) si ricava

_1_(-) -1-E _g;"xf _I_F
Fa an ® 1” b Fe e
donde segue I’ equazione
_ nofo. 1 1
(17) Oy By = papy S (A,,,, 1 5.8, ~> K,
1 fe Pe

la quale pud scriversi anche (per f==10)

[ 0 1
(17,} ('}a E‘b = Pa(Aga -+ ‘3'(; Iog Pb)Eb -+ Pa?bzf:*;bA?{a Zf— E{ .

Ora fisseremo i coefficienti in tal modo che per ogni a ==& il vettore
@, I, sia contenuto nella giacitura dei vettori E,, E,,.. E,_,, Foyp .. E,
¢io che rappresenta una condizione intrinseca. Ponendo a =10 nella (17) si
ottiene (per f3=a)

; a e 2¢ 1 )
0. B, = Pa(Aga + g log ) Ky + F;Lf:#a A{m 'P_f K.

(!} Questa equazione segue subito dalla posizione

n o
Doty ¥ = SgAp 00Y == €u PTpes .
1
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Allora, per soddisfare la nostra condizione, basta porre

2
— Aga = ¥, log p,
o, il che & lo stesso
o
= s

Per risolvere questa equazione, c¢i occorre risolvere in primo luogo il
sistema

agt _dg& _ _ d8" _ dlogo,
em: - ‘?a:z T gmn - o "
ag

D’altra parte, si ha il sistema (6), il quale definisce la congruenza C,.
Confrontando entrambi i sistemi si ricava

0
dlogg, = — Agadsav

donde segue, infroducendo, come al numero precedente, una superficie ¢ che
seghi tutte le C,, ed i valori glo delle g su tale superficie:

h

Sy
—:/‘Xa dSa
o = pled
a Yo

e tale scelta risolve il nostro problema.

7. Un’altra scelta delle funzioni g si presenta nella ricerca degli « archi
affini » di curve delle congruenze C,,.., C,. Ho gia avuto occasione di mo-
strare 1’ esistenza di tal arco, studiando le proprietd diflerenziali delle curve
in una varietay L, (')

Essendo data una curva qualsiasi € in una I, mediante le equazioni para-

. - . : . ag
metriche & == &Y¢), si introduce in primo luogo il vettore tangente u“*‘z?l%
nonche i vettori derivati

U PV Up ) == Uy, (x =2,..., n).

(") Cir. Hravary : Proprieta differenziali delle curve in uno spazio a connessione lineare
generale. (« Rendiconti Palermo », in corso di stampa) nonchd: Ancora sulle proprietd diffe-
renzigli.... {« Rendiconti Palermo », in corso di stampa).
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Se i vettori w,,.., w, risultano linearmente indipendenti, designeremo
con Q=30 il determinante dell’ennupla w,,..., 1¢,. L arco affine s & definito
mediante la posizione

# 2
o '/'{‘:pu“Pdt nin+1)
s = I o P dt, (@)= (D1,
tg N

o, il che & lo stesso,
2

1 2

% 19 3
fpw w, Bdt \nins 1)
e

ds Q

e~ \(@),

Ora, designando con &, il determinante dei vettori
2 n—1
€y, rﬂ'u‘?a’ %u("m“'r B‘a €ay

(da supporsi linearmente indipendenti) associati alle curve della congruenza C,,
I'arco affine S, delle curve di tale congruenza ¢ definito. dalla relazione

2

Sa -
n ). nin-+1)
./ P’tgl. 8”! (’Sa

A8, _ Q,
ds, Q)

Cio posto, prendiamo in considerazione le equazioni (6'), (6”). Da esse ri-
sulta che i parametri s, e S, sono legati dall’ equazione

ASq 1

dsq ~ gq

E naturale di scegliere g, in tal modo che il parametro S, risulti come
arco affine: per cié basta porre

|

! S« 2

/T;zLe”'*dsa ntn-+1)
pu = Q. e(Sa)o
o T .
(Ra)o

I coefficienti g risultano cosi definiti intrinsecamente. Come nel caso pre-
cedente, anche qui il vettore 0, K, ¢ combinazione lineare dei vettori ¥,,...,
Ea"-n Ea—f—u'--? En-
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Osservazione. Questo criterio fornisce per i moltiplicatori una espressione
formalmente analoga a quella indicata nel numero precedente. Vale la pena
di rilevare che, mentre la prima fa intervenire soltanto elementi differenziali
del primo ordine, spettanti alle congruenze C,, quest’ ultima implica invece
elementi differenziali fino all’ ordine .

8. Illustriamo infine i nostri risultati dal punto di vista della teoria degli
invarianti. Da quanto abbiamo visto, si pud desumere il sistema completo
degli invarianti algebrici e differenziali spettanti al nostre affinore P;. I primi
si riducono alle n radici distinte w,54=0 (@ = 1,..., n) dell’equazione caratte-
ristica, nonché alle n direzioni wunite, iinearmente indipendenti, spiccate da
ogni punto dello spazio ambiente.

Fra gli invarianti differenziali vanno annoverati sia quelli che si dedu-
cono dalle o, sia quelli che esprimono proprietd intrinseche delle #n con-
gruenze C, di curve, definite dalle direzioni unite. I vettori tangenti e, di
tali curve sono determinati a meno dei fattori a priori arbitrari g,, il che ci
consente di associare al nostro affinore una infinitd di connessioni rieman-
niane Vi’ tali cioé che le congruenze aventi p,e, per versori tangenti, ri-
sultano ortogonali in ciascuna delle- V). Le connessioni Vi{" non possono
ancora essere riguardate come invarianti differenziali (nel senso di Ricen)
dell’ affinore Pj, perché intervengono n funzioni p, del posto (a priori arbi-
trarie) che non figurano tra i dati della questione. Tuttavia & possibile fare
di queste p, una scelta con criteri intrinsechi.

In particolare, per esempio, si pué convenire di assumere le p, in modo
(ben definito a meno di condizioni iniziali) che nella connessione V¥ corrispon-
dente, le » congruenze ortogonali C, risultino solenoidali (V).

Di qua risulta che per l'affinore Pj il sistema completo di invariauti
(algebrici e differenziali) fino ad un assegnato ordine m & costituito:

1°) dagli invarianti differenziali (fino all’ ordine m incluso) spettanti
in v all’ennupla di congruenze selenoidali.

2°) dalle derivate delle w, (fino all’ ordine m incluso) secondo gli archi
metrici delle stesse C,.

() Confrontando tali risultati coi risultati classici di Ricci, vediamo che (per n > 1)
I'affinore P} di rango » da luoge ad un numerc maggiore di invarianti differenziali che
non il classico tensore G =90 {dello stesso rango), cid che si spiega con il fatto che I'affi.

% -+ 1
w. e ha soltanto =« 5

nore P} ha #* elementi, mentre il tensore g, =49 e si ha

041

pera>1, #a¥>n 5
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Che se, gia inizialmenté si suppone !’ affinore P; associato ad una con-
nessione lineare generale di coefficienti I;,, allora la impostazione della ri-
cerca completa degli invarianti potrebbe utilmente riattaccarsi a quanto pre-
cede, tenendo conto dei risultati esaurienti, precedenftemente oftenuti dai
sigg. T. Y. THoMAS e A. D. MICHEL a proposito delle connessioni lineari (%),

Mi riservo di approfondire questo argomento in una prossima occasione.

() T. Y. THomas-ArisTorLE D. MIcHEL: Differential invariants of affinely connected
manifolds. (< Annals of Mathematics, vol. 28, n. 2, pp. 196-236). Cfr. anche O. VEBLEN: Inva-
riants of quadratic differentialforms. (« Cambridge University Press », London, 1927).




