
Sugli iuwtr iant i  differenziali di uua forma bi]ineare mista. 

Memoria  di  V. HLAYATY (a PragaL 

Ill questa Momoria vogliamo studiare la teoria degli invarianti  algebrici 
e differenziali di un affinore misto P~ i cui elementi siano funzioni assegnate 

d i n  variabili indipendenti ~J: .... ,~"  '(n ~ 1), limitandoci al case in cui l 'equa- 

zione carat ter is t ica I]P~'--~o~'lI=0 ci fornisce n radici distinte, diverse da 

zero ¢oi, ¢%, .... , ~0,,. In tale supposi'zione l 'affinore P~. individua in ogni punt0 
dello spazio rappresentat ivo degli a rgomenti  ~ una omografia vettoriale e n 
direzioni unite, l inearmente  indipendenti, cosicch~ hello stesso spazio riman- 
gone univocamente  definite n congruenze C~, .... , C, di curve.  

Partendo soltanto dai dati della questione, (cio~ dall 'affinore P~.), i vettori 

tangenti  di tali curve  risultano definiti ognuno a meno di un fattore a priori  
arbitrario risp. p~, ~ ,  .... ~ ~, (§ 17 2). Ad ogni scelta di tali moltiplicatori cor- 

risponder~ una connessione r iemanniana ben determinata  V~ ), nella quale le 

congruenze risultano ortogonaii (§ 3). Fra tali connessioni ce n '6  una (definita 

a meno di condizioni iniziali) per la quale le congruenze Ca sono solen'oidali (§ 5). 
D ' a l t r a  parte, supponendo lo spazio delle ~ dotato di una connessione 

l ineare generale,  saremo ancora  in grade di fissare le funzioni p basandoci 
unicamente  alle propriet~ delle congruenze Ca, (senza far i n t e r v e n i r e -  come 
nei casi precedenti  - -  le connessioni ausiliarie) (§ 6, 7). 

Riassumendo i risultati pifi importanti,  vediamo che gli invarianti  alge- 

brici dell 'affinore P~. si riducono a l l e n  radici (ot, .... , to,,, nouche alle dire- 

zioni unite, spiccate da ogni punto dello spazio ambiente, mentre  la connes- 
sione V~ ), nella quale le congruenze ortogonali Ca risultano solenoidati pub 

essere r iguardata  come sintesi di tutt i  gli invarianti  differenziali (uel sense 
di RIccI) dell' affinore P~.  

Rimane con cib, come sar~ specificato nel § 8), risotto il problema della 
determinazione di tutti gli invarianti  algebrici e differenziaIi spettanti all 'af- 
finore misto doppio P~., problema che, se cel:to non ne ha l ' importanza,  6 
forse il pifi vicino a quello classico, concernente  l ' invariant i  assoluti di un d :  
r iemanniano,  ossia di un tensore covaviante doppio gz~ = gt~." Un tale pro- 

blema, per  quanto mi ~ consta, non era  ancora state preso in considerazione, 

A~Hali di Matematica, Sevie IV, Tomo ~I.  15 
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mentre oltre alle r icerche pure classiche, concernenti  invarianti o tensori as- 

sociati ad uu ds "~, sono stati istituiti studi recenti su altre teorie in~'ariantive, 

suggeri te dai problemi della geometr ia  del trasporto (~). 

I. 

1. Immaginiamo date uuo spazio a n dimensioni, dotato di una connes- 

sione lineare generale coi coefficienti F~.t~ (~). Tale spazio chiameremo va- 

r i e td  L, .  Ad ogni vet tore generico controvariante  t, risp. covariante  w (s) 

pub associarsi in mode intrinseco un affinore Vl~V ~ risp. V~W). mediante le 

formule 

dove ~" designano le coordinate della variet/~ L. .  

Se i coefficienti I'~.~ si riducono ai simboli di 0HRISTOFFEL (spettanti ad 

un tcnsorc gzl~---gl~z assegnato di range n) 

ogni spazio dotato di tale connessione dicesi variet~t r i e m a n n i a n a  e si de- 

sigua con V.. 

2. Sia P~ uu affinore assegnato iu un campo a n dimensioni, il the  signi- 

fica che in ogni punto di tale campo sono date le n ~ sue compouenti,  fun- 

zioni del posto P~(~), .... , P~(~). 
Consideriamo dapprima l ' intorno infinitesimale del punto generico P del 

c a m p o .  Ove si immagiui un sistema di incrementi  d~" attribuiti alle coordi- 

nate, questi defiaiscono notoriamente una direzione spiccata da P, anzi, in 
mode pifi precise, possoao interpretarsi  come componenti di un vet tore iufi- 

~itesimo contravariante,  spiccato da P. 

(t} T. Y .  TIIOMAS.ARISTOTI.E ]). Mi('HEI, : Differential i~variants of  affinely connected 
ma~ifohls. {~, Annals  of Matematics  )), vol. 28~ n. 2, pp. 196-~6). Cfr. anche O. VEBLEX: Inva- 
riants of  quadratic differeutialforms, t(, Cambridge  U n i v e r s i t y  P res s  ~, London,  1927). 

{~} GIi indici  greei percorrono i valori  1, 2,...., n. Al  solito sot tointendiamo il segno di 
somma (da i~ .... a ~) rispetto a l l ' ind ice  mute greco. 

{3) Adope re remo  di regola il cri terio uni forme di des igna te  gli affinori  con let tere lat ine 
reunite di indici  greci {tanti quanto ~ i] range  dell '  affinore). Solo per  i vet tor i  useremo anche 
le t tere  grasset ie  designand% per  esempio~ i vet tor i  eontravar iant i  con v. e, ~ nonch~ i vet- 

tori covariant i  con w~ p~ r~ ..... 
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L'affinore P~. consente di far corrispondere invar iant ivamente  al vet- 

tore d~  un nuovo vettore contravar iante  (egualmente infinitesimo) ~.~, deft- 

nito dalle formule 
~ -'- P{ d~;.. 

Se (come vogliamo supporre) il determinante liP{It=l=0, la corrispondenza 
fra ~ e d~ '~ ~ biunivoca. 

La  interpretazione geometr ica  di vettore (spiccato da P)  si pu6 astratta- 

mente es tendere  dal campo infinitesimale al campo finito, a t t r ibuendola ad 

un generico sistema contravar iante  v i cui elementi siano fuuzioni delle ~. 

L'affinore P~. ci consente di associare ad ogni vet tore  generico contrava- 

riante v u n  vettore contravar iante  *o (associato di v) 

(1) *~" - -  P~v z. 

Moltiplicando entrambi  i membri  di questa  equazione per  una funzione 

qualsiasi del posto 0, si ha 

(~*~) = P{(ov~.). 

Vediamo cosi che alia direzione, individuata dai vettori ¢ r, ciog dai 
rapporti 

V t : V 2 : V a : . . . .  : Vn~ 

r imane associata univocamente  una direzione individuata da uno qualunque 

dei vettori  ~ **;, cio~ dai rapporti  

l ) n P~.v-:P~.v z: .... " P z v  z. 

l~ naturale di domandarsi  se fra tali direzioni associate ne esistono di 
unite, tali cio~ che sussistono le relazioni 

(2) co(oe") = P{ ~e ~', 

essendo to un moltiplieatore a p r i o r i  arbitrario (funzione del posto at pari 
dei dati della questione). 

Per  r isolvere il s istema omogeneo (2) con valori non nulli~ ~ necessario 
e sufficiente che si annulli il determinante  II 

i i 1 I P i  - -  co, P2 .... P,, 

i 
P -co .... 

(3) II --" - -  O. 

• • * • . . . . . .  , • • o . • • 

p; '  . . . . . . . . .  p ' , : _  co 
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In seguito supporremo sempre che l 'equazione (3) (di grado n in to) pre- 

senti il caso generale, cio~ abbia  le n radici t%(a-~- l , . . . ,  n ) d i s t i n t e  ; per  l 'ipo- 

tesi che IIP~.II=~O, esse risultano altrest diverse da zero. Tale supp'osizione ci 

consente di assegnare n direzioni u n i t e ,  l inearmente indipendenti, individuate 

d a n  vettori  contravarianti  % ,  i quali sono definiti - -  a meno di un fattore 

scalare (che rimane indeterminato) - -  dalle equazioni 

(4) ~Oaeal ~ ----- P~ ea~ ~.. 

Scegliendo (con criterio arbitrario quanto al fattore moltiplicativo p) sii- 

fatfi vettori  Ca, ogni altra soluzione della (2) pub scriversi 

(5) I~'a = ~a ea, 

dox, e le ~ sono funzioni arbi trarie  del posto. 

0gni  vettore e~ individua ~ nello spazio rappresentat ivo delle ~ - -  una 

congruenza di curve  C a mediante le equazioni differenziali 

(6) d~ i d~* __ d ~- 
a.  t --- ea~ e a . "  

Giova definite queste curve  in rappresentazione parametrica,  pensandone 

le coordinate ~ funzioni di una variabile ausiliaria sa, il che pub farsi, natu- 

ralmente,  in infiniti modi. Noi converremo di assumere ds  a eguale al valore 

comune degli n membri  della (6) ponendo complessivamente  

d~' • d~ "~ d i "  dsa 
(6')  ~ - -  - -  - -  - -  

e a  ' ea ~ . . . . . .  e a n  1 

Scegliendo un altro parametro Sa, le curve della Ca possono essere deft- 

nite anche mediante le posizioni 

d~ l d~ ~ d~ '~ dSa 

(6") E ~ ' - -  E a ,  ~ -  - -  E a " - -  i " "  

Una direzione tangente ad una curva  qualsiasi della congruenza Ca risulta, 

in base aJle (6), direzione unita, donde segue c h e l a  congruenza Ca r imane 

invar iant ivamente  associata all 'affinore P~.. 
Ci servi remo di tall cougruenze invarianti per  individuare nello spazio 

delle ~ delle connessioni riemanniane, put  esse invarianti. 
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3. A tal uopo i n t rodu r r emo  accan to  ai vettori  con t rava r i an t i  Ca, F~ a i 
vet tor i  covar ian t i  ca, Ea le cui component i ,  a t tesa  la ind ipendenza  degli n, e a 
e quindi anche  degli Ea, r imangono  un ivocamen te  detinite dalle equazioni  

col sotito significato di 8ab. ( - - 0  pe r  a:4:b, = 1  per  a--b) .  Re segue  

(5') ea = Pa Ea"  

I vet tor i  e a ci  conseutono di c o s t r t f i r e  i tensori 

(7) g;.l~--'Eaea~,ea,, gZ~--,.,aea~ e,~, , 
! 1 

(i quali r isul tano reciproci ,  nel  senso che  si a t t r ibuisce  a tale des ignaz ione  

nella teor ia  dei de te rminant i )  m e n t r e  i vettori  Ea danno luogo ai tensori 

analoghi  

(7) G~.I~ = 2~a E:'a~z E ,  e, Gz'* - "  ~ --.a "-J,,t ~- 
1 1 

I tensori g).~, gZ~ possono essere  r iguarda t i  come assegnati ,  

GZ, ~ dipendono,  ol tre che  dai vet tori  e, e, anche  delle funzioni 
r i su l tando datle (7'), pe r  le (5) e (5'): 

men t r e  G).~, 
a rb i t ra r i e  p, 

1 Gzl,.._~ (7") Gze --" Z,a:~ ea ).em~., ~aea),em~..2 

Poss iamo cos t ru i rne  i simboli di CHRISTOFFEL 

(8) r).~ "-- 1/2 g=~ g=z + ~ g=~. 

(8') P~.e - -  1/2 G~" G~z + ~g G~ e -- 

i quali sono legat i  dalle relazioni  

a G~.~), 

° v 

dove  l 'aff inore T~.~, d ipende  dalle funzioni ~ nel  seguen te  m o d o :  

(10) T)'t* - - - -  ~ e"~e'°" ~ ;  l°g0 '  + eC'e"~ ~ log~, - -  1/2 ~.j e~?ei,~%.~ej,z0~ a ~  0~ 

, rk a a a 
-t- 1/2 Ek#,(7~ - -  I eke" e k," e tl~ --I- e e,,.~ - -  e,,z 6 

{i) Con v X ~: des igneremo l ' i n v a r i a n t e  v )" w~. 
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Vediamo cosl c h e :  

U n  g e n e r i c o  a f f ino~ 'e  P~ d d  l u o g o  a d  i n f i n i t e  c o n n e s s i o n i  r i e m a n ~ f f a n e  

d e f i n i t e  m e d i a n t e  (8'), (9)~ (10). 
Designeremo con VI~ "~ il nostro spazio, in quanto dotato delle~ connessione 

r iemanniana (8') (la quale - -  ricordiamolo - -  dipende dalle indeterminate ~), 
ed analogamente Scriveremo V, per designare la varieth r iemanniana indi- 

viduata dai coefficienti (8) (che sono ben determinati). 
O s s e r v a z i o n e  L I vettori e a possono essere riguardati  come versori (cio6 

vettori di lunghezza 1) ortogonali fra loro n e l l a  V , ,  rispetto al tensore me- 

trico gz,~. Infatti si ha 

g;.i~ea:~'eb ~ ---  ~.j e.jl~.ej i~ea~e~l I~ ~ ~ab" 

D'a l t ra  parte si deduce (sempre nella V,,) 

g)+ea~ ) - ~  .I e jp .e t  i~eal ~" --- eali~ ; g ' ea~). - -  ~1 j eJ~)eJ:l~eap • - ' -  ealI~ 

donde segue che ea~V~ ea.z sono le componenti contravariant i  risp. covarianti  
dello stesso versore e a ~ e a di V,. Tutto ci6 vale na turahnente  anche per i 

vettori ~a nella varieth. V~ "~. 
O s s e r v a z i o n e  I L  Anche se i moltiplicatori t~ sono tutti costanti, le con- 

nessioni souo in generale distinte, ci6 che risulta dalla (10). Infatti, l'a parte 

dell 'affinore T~+, la quale dipende soltanto a lgebricamente  dalle funzioni 

pu6 scriversi  anche 

rk , ~ ~ e,,~)l '- l / 2  .{ . .k, l , , f~ ~ eai',ea, ~ - -  e , , ,  

donde segue che, essendo le ~ costanti e distinte, le connessioni V . ,  VI~ "~ coin- 

cidono soltanto se i vettori ea sono gradienti. 

4. Ogni scelta delle funzioni ~ ci conduce ad una connessione particolare. 

Vogliamo intanto indicarne quatche esempio, limitandoci a scelte, le quali 

posseggono una interpretazione geometr ica  espressiva. 
Un primo modo sempliee, per quanto particolare, di vincolare le ~, 6 il 

seguente :  Supponiamo che fl'a tutte le trasformazioni possibili delle coordi- 
nate ~ siano ammesse sollanto quelle, il cui jacobiano 6 costante. Sotto tale 
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0 

restrizione le espressioni P~ ,  P~,~ si comportano come compouenti  di vettori  

covarianti ,  i quali designeremo con G, g, ponendo 

Ci proponiamo di t rovare  tutte le variet~t Y~' per cui il vettore G risulta 

zero. Badando alle (9), (10), otteniamo 

I'~,~ = G,~ =g,~ -!- T ~  - -  g,~ 

D 'a l t r a  partc, in base alle (10), si ha 

r~l~ - -  gl~ - -  I/2 ~ log g 

donde apparisce che 6 lecito porre 

gl~ "~ ~ log ~ ... ~,~ 

o, i! che 6 lo stess% 

~-~ log ... ~l ~',,' 

(q = IIg .  ID, 

c con tale scelta soddisfaciamo le condizioni chc ogni GI~ si annulli. 

5. Le condizioni prcscri t te  nel numero prccedcnte  non ci forniscono le 
equazioni per tu t te  le funzioni ~, cosicch6 dovremo scegliere n - - 1  fun- 
zioni ,~ in modo arbitrario. 

Qui vogliamo indicare un procedimento intrinscco il quale ci fornir~ tutti 

i moltiplicatori ~, basaudoci sulla nozione della d ivergenza vettoriale. 

A tal uopo ricordiamo anzitutto il significato geometrico della divergenza 
vcttorialc det versore  tangcnte a una curva  di una congrucnza assegnata ('). 

Essendo data una congruenza C di curve  in una variet~ riemauniana, ne 

sccgliamo una generica c c su tale curva  fissiamo due punti vicinissimi P, P'~ 
nonch6 le giaciture % ~' [(n--1)-dimensionali] ortogonali a c nei puuti P, P ' .  

Per  ogni puuto Q vicinissimo a P nella giacitura 7: passa una delle curve  

(i) Questa interpretazione geometrica della divergenza vettorinle 6 dovuta al sig. DV- 
BOURDIER. Cfr.  : S u r  ~8  c o n g r u e n c e s  d e s  c o u r b e s .  ,, Rend. Ace. Lineei ,,~ voL V; fasc. 4 
{20 febbraio 1927) pp. 265.271. 
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della C la quale incontra la giacitura r~' in un punto O'. La  congruenza C ci 

consente di stabilire cosi una corrispondenza fra 7: e n' la quale pub essere 

r iguardata  come una deformazione infinitesimale H. Ora, designando con "~ il 

volume di un elemento infinitesimale a n - - 1  dimensioni della n intorno al 

punto P, tale volume subisce per H una variazione d% definita dall 'equazione 

1 dx 
z ds ~ div u ,  

essendo s l ' a rco  metrico della c e "a il suo versore tangente. Ne segue in 

particolare che per d i v u - - O  la variazione 4 zero. Noi chiameremo, secondo 

CISOTTI (~), le congruenze, le cui curve soddisfano a tale equazione ,, con- 

gruenze solenoidali ~. 

Ci6 posto, sceglieremo le fimzioni p in tal modo che ognuna delle con- 

gruenze C, (a= l , . . . ,  n )r i su l t i  solenoidale. In tal caso devono sussistere le 

equazioni 

7, ¢~ t ~1~ EalJ~ + Ft'~ Ea'l = 0  (a=b, . . . ,  n) 

le quali, in base alia (9), possono scriversi anche 

o ) 
(a ~ 1,..., n). 

Ore, designando con r/a la divergenza 

o 

(ta quale pu6 essere r iguardata  come assegna'ta) si ha per (I 1) 

~a = e e l  ~ log ~l'" ~a-t~a+J ' " ~ - .  

Per risolvere questa equazione ci occorre risolvere il sistema 

d~ l d~ ~ d~" d log ~ ... ~a-, Pa+~ -.- P- 
(12) - -  = 

~ a )  ~ g a ,  2 . . . .  ea i  ~ ~ a  

D'a l t ra  parte, sappiamo c h e l a  congruenza Ca ~ definita dalle (6') 

d~' df" d~" ds a 
(6') 

- - e  ~ e " - - I  e a  a~ a~ 

{t) CISOTT1 : Sopra t.~ c o n g r ~ , e n z e  r e t t i l i n e e  s o l e n o i d a l i .  ,, Rend.  Ace. b ince i  ~,, vol. X1X, 
('20 matzo 1910) pp. 325.329. 
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Confrontaudo (6') con (12), risulta 

~13) d log ~i ... ~a-t ~a+l "" ~ ,  - -  ~adsa • 

Se si suppongono assegnate  le ~ nei punti di una varietb~ ~ a n -  1 dimeu- 

sioni che tagli tutte le Ca (che cio4 non sia costituita da linee delle stesse Ca) 

baste~ una quadra tura  per  ot teuere  dalla (13) 

8a 

~l "'" ~ - - ,  ~,~+, "" ~,, .f~ds~ 

1 " "  ¢ ' a - l i " a + l  "'" n 

dove l ' in tegrale  del secoudo membro  6 calcolato hmgo la C a (che passa per  

il punto generico the  si vuol considerare), a partire dalla intersezione della 
stessa C a colla ~. 

Allora, poneudo 

l 
~ 0 a ~  n - -  1 

si deduce dalle (13') 

- -  (~l. - -  2 a d s  a "a t -  ~ f :~ :  ~ f d s  , 

o o 

(q)-*" [ Pa - -  ~a. v' . 

Vediamo cosi t he  con questo procedimento possiamo fissare in modo 
intrinseco tutte le flmzioni ~ a meno di condizioni iniziali (o di portata  equi- 

valente) che rimaugono tuttora arbitrarie,  e che (nei casi singoli) si dovreb- 
bero esaminare ulteriormente, per  esaurire  la discussione. 

Ad  ogni aff lnore P~. il  quale d~ luogo a n congruenze  i n v a r i a n t i  C~ pub 

associarsi  un i vocamen te  (a mezzo di  cond i z ion i  i n i z ia l i )  un~  connessione 

r i e m a n n i a n a ,  nel la  quale  ognuna delle congruenze  C~ r i su l ta  solenoidale.  

II. 

6. Nei numeri precedenti  abbiamo indicato criteri differenziali per sce- 
gliere le ~ nell ' ipotesi  che si.a dato soltanto l 'affinore P~. 

Qui vOgliamo supporre  che oltre a questo affinore P [ ,  sia data una con- 

nessione lineare generale  non-metrica, cosicch~ l 'affinore P~. possa essere ri- 
guardato come assegnato nel la  va~'iet~ Ln (vedi § 1). l~'e segue che in tat 

caso sarebbe artificiale di fare intervenire le ausiliare connessioni rieman- 
nicene V (~)" , , ma ~ preferibile attenersi unicamente alia assegnata connessione 

Annal i  di Matematica, Serie I¥~ Tomo "VI. 16 
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lineare, ed unicamente ill base ad essa, individuare le • mediante proprietor 
delle congruenze invarianti.  

Designando con V~ il simbolo della derivazione covariante  nella L,, 

(vedi § 1) introdurremo i simboli 

(14) Oa - -  Ea~I~Vi~, O'a ----- eattTi~, 
con che 

(15) O~ - -  p ~ ' . .  

II vet tore O'ae o pu0 essere messo sotto la forma 

n o 

(16) O'aeo ,.,cAb~ec, 
1 

0 
essendo A~,a i coefficienti, definiti dalle relazioni 

Dal l 'ennupla  v si deduce l 'ennupla  geuerale mediaute (5), (5'). Portando 

tali valori nella (16) e badando alla (15) si r ieava  

it~ 0 I 
I 0 _1 Eb =-- , , ,~b, ,  - -  E c , ~  a~' 

~a a ~b 1 ~c 

donde segue l 'cquazione 

(17) (~aEb'--OaPb e Aba Oe ~b('~'a 1 ~ e '  

la quale pub seriversi anche (per f : ~  b) 

% 
(17') (% l~o - -  ~ ( ~  + ~ log ~b)Eb + ~.~'~t~:bib,~ ~ ~ .  

0 r a  tisseremo i coefficienti in tal modo che per  ogni a = b  il vettore 

(')a Ea sia contenuto nella giacitura dei vettori E~,  E~,. . .  E a - ~ ,  I~+~,.. .  E,, 
ci6 che rappresenta  uua condizioue intrinseca. Ponendo a - - b  nella (17)s i  

ottiene (per f#:a) 
~a ~y o 1 

Oa Ea = f~a( aa -4- O'a log Pa) Ea "4- ~a'f:#:a Af.a ~f  Er" 

{t) Questa equazionc segue subito dalla posizione 

1 
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Allora, per soddisfare la nostra condizione, basra porre 

o, il che ~ lo stesso 

+o 

- -  A~o = ~ a  log Pa 

o 
- -  A ~ . :  ea~ ~ log pa. 

Per  risolvere questa equazione, ci occorre risolvere in 

sistema 
d~ ~ d~ ~ d~'* d log p. 
eal I a: eai n 

a ~  

primo luogo il 

D 'a l t r a  parte, si ha il s istema (6'), il quale definisce la cougruenza Ca. 

Confl'ontando entrambi i sistemi si r icava 

o 

a S el log ~, = - -  h , , d+ , ,  

donde segue, introducendo, come al numero preeedente,  una superficie a c h e  

seghi tutte le Ca, ed i valori p~+ delle ,a su tale superficie: a 

8t~ 

e tale scelta risolve il nostro problema. 

7. Un 'a l t ra  scelta delle flmzioni ~ si presenta netla r icerca degli • archi 
aff ini ,  di curve  delte congruenze C~,..., C . .  He gi/~ awl to  occasione di m e -  

s t r a f e  l 'es is tenza di tal arco, studiando le proprieth difleret~ziali delle curve  
in una varietfi, L .  (~). 

Essendo data  una curva  qualsiasi C in una L,, mediaute le equazioni para- 

metriche ~ - - ~ ( t ) ,  si introduce in primo luogo il vettore tangente u~----- d--t 

nonch5 i vettori derivati  

~t~  Vl~ ux-~J v = U=l ~, (X --= 2,..., ~l). 

(5) Gfr. ~LAVATY : P, roprietd~ differenziali delle cuvve in  u~lo spazriO a eom~essione lineare 
generale. (,< R e n d i c o n t i  P a l e r m o  +, in  c o r s e  d i  s t a m p a )  n o n c h 6 :  A+le~ra sulle propriet~ diffe- 
renzial i  ..... (¢ R e n d i c o n t i  P a l e r m o  2, in  c o r s e  di  s t ampa) .  
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Se i 
con @:::t=O il de t e rminan te  de l l ' ennup la  "tti,..., !t,,. 
mediante  la posizione 

vettori  u,,..., "it,, r isul tano l i nea rmen te  indipendent i ,  des igneremo 

L ' a r c o  affine s 6 definito 

C I "~ 'to " n 
s -~- J \(~')oe I dl, 

to x / 

Us { ~ JP:P 'ta;P'dt~ "In21. 
d~ = k (--~°et° ) 

o, il che 6 lo stesso, 

(~)o = (-°-)t:~.to 

Ova, des ignaudo con ~a il de t e rminan te  dei vettori 

Ca, O'aea, ~ue, a~.., ('a 

(da supporsi  l iuea rmente  indipendenti)  assoeiat i  alle cu rve  della congruenza  Ca, 
l ' a r c o  affirm S(a , delle cu rve  di tale eongruenza  6 def in i to  dalla re lazione 

*" ~11 ( v ' ~ a /  

~,' ~q. (s,,)o ' / 
d8 a - - \ ~ e  / 

Ci6 posto, p rendiamo ill considerazione  le equazioni (6'), (6"). Da esse ri- 

sul ta  che i pa ramet r i  s ,  e ,% sono legati  da l l ' equaz ione  

dS,  1 
dsa ~ Pa 

]~ na tura le  di scegl iere  p~, ill tal modo ehe il pa ramet ro  S'~ risulti come 

arco aff ine:  per  ci6 basra porre  

Sa 2 i 

Oa = ~ e (s")° ' I • 
\ (  ")° / l 

I coefficienti p r i su | tano cosi definiti in t r insecamente .  Come nel caso pre- 

cedente ,  anche  qui il vet tore  0 a E ,  6 combinazione  l ineare  dei vettori  l~l,.,., 

Ea_,, Ea+i,--., E,,. 
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Osservazione. Qaesto eriterio fornisce per i moltiplicatori uua espressione 
ibrmahnente  analoga a quella iudicata nel n u m e r o  precedente.  Vale la, pena 
di r i levare che, mentre  la prima fa iutervenire soltaato elementi differenziali 
del primo ordine, spettanti alle congruenze C~, quest 'u l t ima implica invece 

elementi  differenziali fino al l 'ordiue n. 

8. Illustriamo infine i nostri risultati dal punto di vista della, teoria degli 

invarianti.  Da quanto abbiamo visto, si pu6 des umere il sistema completo 
degli invarianti  algebrici e differenziali spettanti al nostro affinore P~. I primi 
si riducono a l l e n  radici distinte ~o a ~ 0 (a - -  l, ~.., n) del l 'equazione caratte- 
ristica, nonch~ a l l e n  direzioni unite,  i inearmente indipend~nti, spieeate da 
ogni punto dello spazio ambiente.  

F ra  gli invarianti  differenziali vanno annoverat i  sia quelli che si dedu- 

cono dalle (o, sia quelli che esprimono proprietA intrinseche delle n con- 
gruenze Ca di curve,  defn i te  dalle direzioni unite. I vettori tangenti e a di 

tali curve  sono determinati  a meno dei iattori a priori arbitrari  ~,~, il che ci 
consente di associare al nostro affinore una infinit$t di connessioni r i e m a n -  

niane V~ D, tali cio~ che le congruenze aventi ~aC'a per versori  tangenti, ri- 

sultano ortogonali in ciascuna delle* V~ ~. Le connessioni V~ ') non possono 
ancora essere r iguardate  come invarianti differenziali (uel senso di RtCcI) 
dell 'affinore P):, perch~ intervengono n fimzioni Pa del posto (a priori arbi- 
trarie) che non figurano tra i dati della questione. Tuttavia  ~ possibile fare 
di queste [~ uua scelta con criteri intrinsechi. 

In particolare, per esempio, si pus convenire di assumere le ~, in modo 
(ben definito a meno di cond'izioni iniziali) che nella connessione V~ ) corrispou- 
dente, le n congruenze ortogonali C, l'isultino solenoidali  (~). 

Di qua risulta che per l 'affinore P~. il sistema completo di invarianti 
(algebrici e differenziali) fino ad uu assegnato ordine m ~ costituito: 

1 °) dagli invarianti  differenziali (fiao a l l 'ordine  m incluso) spettauti 
in V~ ~) a l l 'ennupla  di congruenze solenoidali.  

2 °) dalle derivate delle ¢% (fino al l 'ordine m incluso) secondo gli archi 
metrici  delle stesse C~. 

(') Confrontando tali  r isultat i  col r isul tat i  classici di RICCI, vediamo che (per n > 1) 
1' aff inore P~. di rango n dh luogo ad un numero  magg io re  di invar ian t i  d i f ferenzia l i  ehe 
non il  classieo tensore  9 ~ g } ~ .  (dello stesso rango)~ cib che si spiega con il fatto t h e  Faff i .  

n + 1 note  p v~. ha n'-' e lementi ,  menh 'e  il tensore g~,i ~gt~). ne ha soltan/o n ~  e ai ha 

n-4- 1 
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Che se, gi~ inizialment6 si suppone t 'affinore P~ associato ad u n a  con- 

nessione l ineare g e n e r a l e  di coeffieienti F~.~, allora la impostazione della ri- 
ce rca  completa degli invarianti potrebbe utilmente riat taccarsi  a quanto pre- 

cede, tenendo conto dei risultati esaurienti, precedentemente  ottenuti dai 
sigg. T. Y. THOMAS e A. D. MmrtEL a proposito delle eonnessioni lineari (~). 

Mi riservo di approfondire questo argomento in una prossima occasione. 

(I) T. Y. THOMAS-ARISTOTLE D. MICHEL: Differential invariants of affi~lely connected 
manifolds. (¢ Anna l s  of Mathematics ,  vol. 28, n. 2, pp. 196-236). Cfr. anche 0.  VEBLEN I Inva- 
riants of quadratic differentialforms. ((, Cambridge  Un ive r s i t y  P ress  ,), London,  1927}. 


