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0sse rveremo la possibili t~ di d is t inguere  

±3. V 223. 
Y 

fra tutti  gli inf ini tes imal i  sempliei  integri  del eorpo K, essendo questi  due 
inf ini tes imal i  gli unici  e lement i  di II(K) atti a formare una  I(k)-base del- 
l' integri t~ I~(K). 

398. Pe r  poter  fo rmulare  brevemente  il l emma di cui ci s iamo serviti  
nel la  dimostrazione preeedente  (red. 397 I I I  fine), in t roduciamo la nozione 
<~ estensione p e r f e t t a ,  di un  sis tema V di prospet t ive di un  medesimo corpo 
K, con quale te rmine  in tenderemo la totali tk degli  aspet t i  perfet t i  di K ehe 
es tendono un aspetto appar tenen te  al s is tema V. 

Se due sistemi V, Vo di prospettive di un  medesimo corpo stanno nella 
relazione V---, Vo, (definita in 264), allora coincidono le loro estensioni perfette. 

DIMOS~RAZIO=~E. - Siccome ogni S perfet to con ( S ) - - K  ehe es tende un  
s E IT, es tende anche un aspetto appar tenen te  a Vo, e cio~ l ' aspe t to  so esteso 
da s (red. 250 I), l ' es tens ione  perfet ta  di V ~ eontenuta  ne l l ' e s tens ione  per- 
fetta di Vo. 

Sia 8 e lemento qua lunque  del l ' es tens ione  perfet ta  di Vo, essendo per  es. 
S .--* so E Vo. Vale allora un  d i ag ramma 

s = 8' s]) 

S s E V  

So Vo. 
da in terpre tare  con le stesse eonelusioni  gi~t usate nella dimostrazione 396. 
Questo d iag ramma mostra  ehe il dato aspetto perfet to S appar t iene anche 
all' es tensione perfet ta  di V, es tendendo esso 1' aspetto s E V. 

§ 5. Rango e elasse di un'integriflt .  

399. Se V b variet~ a r i tmet ica  di un  corpo K, la totalit~ V' degli  aspett i  
s E V c ontenent i  il corpo pr imo (1) (e quindi  nel easo di V' regolare la 0-es ima 

integrit~t k- - - Io  ~ di K sopra (1), red.  83 e 237) ~ varietY, essendo essa 

la siatesi  ((1), IT) di V con la varieth (1) cost i tui ta  dal solo aspetto totale del 
corpo (1) (red. 117). 

Se una  variet(~ V aritmetica e chiusa di ~n corpo K di caratteristica 0 
siffatta, c h e l a  ((1), V) ~ senza singolarit~, allora esiste un  numero intero 

397 - -  399 
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r a z i o n a l e  o ~ 0 tale che 

s . d s "  C I , , (K)  C c -~ • N s . ds  n . 
s~ V s~ V 

~t 
DIMOSTRAZIOI~F,. - I. Sia ~ a~ i • dx~ - -  0 (a~ i ~ s) ( i - -  1, 2, ...) sistema base 

per le equazioni differenziai~*di s ~ V ( [ 1 ,  ,x~,..., ~,,]), s ~ V .  Allora ogni 
de terminante  

alm_ri~ a i m _ r  im_r  

di erdine m - r  formate dalla matr ice (a~ i) d~ l uogo  a un sistema di equa- 
zioni A . d~  t = ~ cth • dx.h (cth Es)  esprimenti  (se h~=0) i differenziali d~ t 

h 
con 1 - - j ~ ,  .... j,~_,, mediante  gti r r imanenti .  Se quindi r designa la dimen- 
sione di K, si pub conctudere col teorema 388, the  

(*) 5"  • I~(K)  C s • ds"  . 

N 
Sia era b u n  elemento qualunque dell' ideale b,.(s) = E s ,  A~ generate dalla 

totalith h~ (i = l, 2, .... N) dei determinant i  di ordine m - r  della matr ice 
N N 

(a~i). Siccome b = Y. bi • hl con bi E s, ci sar~ una relazione b N'n - -  ~ Ci • A i "  
i ~ l  i=1  

(e~ (s) ,  dalla quale segue, tenuto conto di (*), 

b N. n . I n ( K )  C s .  ds" .  

II. L' ipotesi  che ((1), V) sia senza singolaritk, induce 0n(S) -  S per ogni 

S D (1) in V (red. 304). 
Sia d~(s):~:s e quindi ear  s / p - - p : 4 : 0 .  Siceome ogni aspetto S E V ( s ) ,  

l 'or igine del quale non contiene p, eomprende il corpo primo (1), si ha ~(s) • 
- S - -  0~(S) -" S (red. 284) epperb (red. 334) S = ~(s) .  S --  N q~ • S, cio~ qi- 

4=1,..., h 

• 8 - -  8, se ~)~(s) = N q~ 6 decomposizione noether iana di ~(s). Ora certo sara 
i 

¢1~" Hi :~: 8~, se qi 6 [Di f'~ s]-primario (red. 175). Ne segue p C Di (i -- 1, ..., h) 
e finalment'e pL C N q~ = ~(s) per L abbastanza grande. 

i 

III .  La r -es ima  differente ~),g della varieta V ~ figura finita (red. 337), 
poich6 la V ~ unione finita di varietg V(A~) aventi basi ar i tmetiehe A~ e il 

differente b~(s) pub essere generate  dal differente 0~ ~] (red. 15), se sE V(A).  

Sia pertanto ~),.V = N ~ ,  dove ~ ~ f igura ~ - p r i m a r i a .  Pe r  ogni tale ]~i 
i=l,...~t 

3 9 9  
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ear S~/yb~--Pi=~=O, una  potenza p~"~ di questa  earat ter is t ica essendo conte- 
nu ta  in b~(S~) (red. IX). Dalla relazione (red. 177) 

~(s )  = n ~ ( s )  = n ~ ( & )  ~ s D n D,.(SO ~ s, 

valida per  ogni sE V, segue allora q = I I p ~  C b~.(s) e quindi  (red. I) qg '~ . I , , (K)C 
i 

C s .  ds ' ,  dove N pub essere scelto ind ipenden temente  da s, prendendolo  
uguale  al massimo fra i numer i  N~ ( i - - 1 , . . . ) d e i  de te rminant i  base negli  

I1 numero qN.,---,e 6 quello di eui volevamo dimostrare l'esistenza. 
Valgono le stesse conclusioni anche nel easo delleintegrit'h differenziali, 

purch6 si sostituisea dappertutto s. ds'+ b al modulo s. ds'. 

400.  L'  integrit~ assoluta di un  corpo aritmetico K di caratteristiva 0 e la 
sua integrit~ relativa al vorpo pr imo stanno nelle relazioni 

I,, ~i~ = (1). I . (K) ,  D. ~) = (1). D (K). 

DII~OSTRAZIOlqE. - Appoggiandoei  su una  elassiea ipotesi, supponiamo 
trovata una  variet~t ar i tmet ica  chiusa  V - -  U V(A~) di K siffatta, che la 
sua sintesi  (V, (1))(red. 899) con il eorpo pr imo sia senza singoiaritlt. 

I. Siano ~ un e lemento qua lunque  di In(K) e A - - [ 1 ,  x l , . . . ,  x,,] una  
delle basi At.  Se f~(xl, ..., x,,) = 0 ( i ' -  1, ...) con f~(X~,..., X~) E [1][X~,..., Xm] 
sono le equazioni def inent i  K, allora le relazioni 

~f~ • dacj "-- 0 (i = i, ...) 
i=~ ~.~ 

cost i tuiscono un s is tema base per  le equazioni  differenziali  del l ' anel lo  A e 
percib anehe per  le equazioni dif[erenziali  di un qua l s ias i  s E V(A). 

Ogni de te rminan te  A di ordine m - - r  ( r - - d i m K )  formate dalla  mat r ice  

r ~wj] fornisce dope applieazione del l emma 388 una  equazione del ripe 

(,) a - . C =  ~ a j , . . . ~ , . d x j ~ A . . . A d x i ~  , 
ft... j~ 

eve gli indici  del membro  desire  percorrono gli r valori  ehe non si t rovano 

fra gli indici  delle m - - r  eolonno in (~-~ dalle quali  ~ tolto il de te rminante  A. \ ~ ] '  
Se A ---- O, si p renderanno  ai~...i. -" O. Se perb A =4= O, gli r differenziali  

dxi che in tervengono nel membro desire di (,) saranno l inearmente  indipen.  

3 9 9  ~ 4 0 0  
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dent i  e secondo 388 si verifica a j~ . . . i .Cs  per  ogni s E V(A) che contiene il 
corpo primo. Ne segue (red. 336) 

aia...i~ C (I s - -  [A, (i)] : [(1), x~, .... x,,I. 
s ~ V ( [ A ,  ( ' ,)]) 

Esiste quindi  un  numero  na tura le  a tale, che 

(**) a . h " . ~ C  A . d x  i C A . d A  n. 
]= 

Del resto possiamo scegliere a in mode tale che la relazione suddet ta  
valga con Io stesso a per  ognuno degli 2¢ de terminant i  h t h e  costi tuiscono 

base del l ' idea le  ~),.(A_])." " u l l a  

II .  Siano h~ ( i ' - 1 , . . . ,  N) questi  de te rminan t i  base. Siccome per  ogni 
J A ~  iv 

sE F([A, (1)])vale ~),.(s) ~)r {r-~l) --- . S - -  Z h i . S ,  sari~ 
\LIJ/  

N 
(**) S~5, .  [A, (1)] ---- [A, (1)] D 1. 

Invero,  a l t r iment i  ei sarebbe un  ideale pr imo ::~::[A, (l)] in [A, (1)]. il quate 
conterrebbe il membro  sinistro di (***) e individuerebbe per tanto  (red. 72) 
una  prospet t iva  1~ E V([A, (1)]) con ~)~(s)C P. 

N 

Da ( .~)  segue l 'es is tenza di un numero  na tura le  b contenuto in Z 5~.A. 

Essendo allora bt¢"~ C ~. h~ ' .  A, si port'& dedur re  da (**) una  relazione c - ~ C  
i 

C A . dA  ~ con o - -  a . b N''`. 
Determinat i  i numer i  natural i  ci nel modo or ora descrit to per  e iascuna 

delle varieth parziali  V(A~) della ]7, sar~t 

(II ci). ~ C ('1 Ai.  dA~" C N s .  ds" C L~(K) (ved. 384). 
i i s~V  

I I I .  Avendo dimostrato con cib che ogni inf ini tesimale integro sopra il 
corpo pr imo diventa assolutamente integro dopo la moltiplicazione con un  ap- 
propriato numero naturale,  possiamo eoneludere  dal l ' es is tenza  di una  base 

() K (red. 377) the  In (-~ C (i)./,~(K), ment re  l ' inverso f ini ta del (1)-modulo I,~ ~-~ 

b ovvio. 
L ' a l t r a  parte del teorema, la quale  si r iferisce alle integrit~ differenziali,  

si d imost ra  seguendo le stesse l inee concet tual i  oppure  come immediata  con- 

seguenza deiie relazioni n ! .  D,~ (~ C I,, ~ + b/~) C D~ i1) ' l , ( g )  + ~/~ C 

C Dn(K) dimostrate  in 358. 

400 
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401. La 0-esima integrit~t Io(K) dE un corpo ari tmetieo K ~ I ' integrit~ 

--(1) . /o~K),  cio~ del massimo corpo 0-dimen.  
\ \ - / /  

sionale contenuto in K. 
I1 ratio, che ognuna delle integrit'~ L~(K), D,(K)  ( n - - O ,  1, 2, ...) ~ I(k)-  

modulo, dirige 1' attenzione verso gli importanti  risultati  ottenuti  da S ~ E ~ ~ I • z 
in questo eampo. 

40"2. Dati degli elementi a~ ~ st qualunque negli aspetti perfetti s~ , . . . ,  s~, 

di un corpo aritmetico k di dimensione O, le congruenze 

(*) ~ ~ a~ rood p~" (i - -  1, .. . ,  h) 

ammettono una  soluzione integra, vio~ oontenuta in  I(k). 

DIMOS~RAZm~E. - Siano pt ° le prospett ive del eorpo primo (1), definite 
da p~o ,_. p~, e designino p~ i numeri  primi eorrispondenti .  

Estendendo il sistema delle eongrueaze (.) con l 'aggiunzione di ulteriori  
congruenze, qualora p~, . . . ,  Oh non sia gi~ estensione perfet ta  del sistema p~0 
(i--1,.. . ,  h) (red. 398), si raggiunge che x diventa integro sopra si0 (i-" 1,..., h) 
(red. 329). Se tutti  gli aspetti  di (1), sopra i quali  ~ non b integro, sono carat- 
terizzati dai humeri  primi Pi ( J ~  h), siamo sieuri ehe p~:~pj  per i ~ h  ( j .  
Possiamo quindi seegliere un numero naturale  c soddisfaeente alle eongruenze 
c ~ l  modp~ ' ,  ( i ~ h ) ,  c ~ O  m o d p J  v ( j ~ h ) ,  le quali  per  hT abbastanza grande 
garantiscono xc C s per  ogni s E V(I(k)), eioi~ xo C I(k) (red. 346), mentre  x v ~ v  
mod p~" (i_~ h ) m o s t r a  ehe si pub sostituire xc a x nella sotuzione del pro- 
blema. 

403. Data una  matrice (a#) ( i = ! , . . . , m ,  j - - i , . . . ,  n) di range :>2 e costi. 
tuita da elementi ai] integri in  un  corpo aritmetico k di dimensione O, si tro. 
veranno sempre elementi x tEI(k)  (i = 1, ..., n) appartenenti a un  date ideate 
U C I(k) e soddisfacenti alla condizione 

(Z a # .  xj) .  I(k) - -  ~, a t i .  II 
t i ~,~ 

(Teorema di S T ]~ r ~ I T z). 

DI~OSTRAZIO~E. - i. Sia O E V(I(k)) qualunque e U.  s = pf, .~ a~ i • s = pe 

sicchi~ uno degli a~i, sin a11, non appart iene a O e+1. Scelti z~EI(k) ( i = l ,  ..., n) 
in mode tale ehe z~ C Pf, ct: p f+l  zt C Pf+l (i ~ I), sar~t 

~ a~i • zj C pe+r (i ---- 1, ..., m), ~ a~ • zi cLz pe+t+~ 
1 j 

4 0 1  - -  4 0 3  



308 E. h::~lIL~,;l~ : t I c , m c h q a  .I ri tmt' l ica 

e quindi 

v ( : ai~ • z i )  • s = p e + ;  = t t .  ( ~ ai¢ • s) .  
i i,i 

La validith di questa relazione permane, faeendo variare z~, ..., z,, mod pr+~. 

II. Date un insieme finite Pt (l = t , . . . ,  N) di prospett ive p E V(I(k)),  

siano z f ~ , . . . ,  z,~ ~ degli elementi  di I(k),  che riguardo a Ps fanno la partc 
fatta da z~,..., z,, r iguardo alla p eonsiderata in L Seeondo 402 esistono 
yl, . . . ,  y,, EI(k) soddisfaoenti alle congruenze yi =- zi a~ rood p~5+1, (i ~ n ,  1 ~ N ) ,  le 
quali  garantiscono 

( Z a q . y j ) . s = U . ( ~ a q . s )  per ogni s = s t  ( l ~ h r ) .  
i ] ~,I 

III .  L ' ipotes i  sul range di (aq) permette di presupporre  per es. a ~ .  azz--  
- - a , 2 .  az~ = d=~=0. Siccome gli elementi yi non sono determinati  che modulo 
l ' ideale  ( H p/t+~) ~ I ( k )  --  P, 6 leeito di supporre v. a2i • Yi=~=O. Scelto il 

sistema p~ (1 ~ N) eosi completo, che esso eomprenda tutte le p ~ V(l(k))  soddi- 
sfaeenti  a una o pifi delle relazioni a q  C P, 11 C P, d C P, designiamo con 
p~ (l > N) l ' ins ieme finite, vuoto o no, delle p ~  V(I(k))  con la proprieth 

az i ' y ] C o ,  P # P t  (l~=/g). 
i 

Determinati  gli integri v, w mediante le equazioni a~ • v + a~. • w = d, 
a : ~ . v + a ~ 2 . r v = 0 ,  e scelto u ~ I ( k )  sotto le condizioni uCp~5+~ ( l ~ N ) ,  
u c[= p~ (l > 2~), sar~ xl = y~ + u -  v - c ~ y~, z~ = y~ + u .  w. c ~ Y2 mod V, qua- 
Iota c sia integro, e ponendo x~ = y~ per i > 2, diventer'~ 

E ali  . x i  = Z alj  . yi  + o . u . d =- l m o d  p~ ( l > E )  
i J 

puroh/~ soddisfi o a queste congruenze, risolubili secondo 402, perch~ 
( u .  d ) - l C  st (1 > 2g) di seguito alla premessa sul sistema Pt (1 ~ N ) .  Queste 
congruenze garantiscono Z a l i -  wj el= 0r (l  > .N) e pertanto 

( Y. a~j • vc i) • s + ( ~ a~ i . ~i) " s = s 

per ogni p E V(I(k)) diverse dalle Pt con l ~ 2V. Invero, 2 a2i • x i  = ~. a2i" Yj C 
i 1 

C P =I = Pt (l - -  1, ..., N )  induce ehe p coincide con aria delle p, con l > N. 
Valendo anche U .  (Y. a q - s ) - - s  per ogni s diverse dagli s~ , . . . ,  s.~, 

avremo (red. II) E ( E a q . a ~ i ) - s - - ( Z a i  i . u ) - s  per ogni s E V ( I ( k ) ) ,  il che 
i ] i, j 

secondo 836 equivale a quel che volevasi dimostrare. 

4=04. Se M designa una matrice in I(k), ciob con elementi appartenenti  
all' anello I (k) ,  denotereme con ~)(M) l ' idea le  generate in I (k)  dai determinanti  
di ordine uguate al numero delle r ighe di M, presi du M. 

4 0 8  - -  4 0 4  
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Dimostreremo che nel caso che questo ordine m non superi n - - 2 ,  n essendo 
il numero delle colonne di M, si pub aggiungere a M una riga ulteriore 
z~ . . . . .  z,, costituita da elementi zj di un dato ideale U in I(k) e in maniera 
tale che per la nuova matrice M' risulti  b ( M ' ) =  ~(M). II (S~EII~I~Z). 

Si consideriao i de~erminanti di ordine m ~ 1 di M'  c, ome forme l i , ea r i  
in z~ . . . .  , z,~ a coefficienti integri. Fra  queste forme si trovano, quando 
O(M):~=0, almeno due l inearmente indipendenti ,  tnfatt i ,  se per es. il determi- 
nante 5 formato dalle m prime righe e colonne ~ diverso da 0, si avranno 

determinant i  dei tipi ~ h . z r + ~ -  ~ I ( k ) . z j ,  ~ h . z ~ + ~ +  Y, I ( k ) . z ~ .  Questo 
]=1 j= l  

fatto permette di applicare it teorema precedente al sistema di tutte te forme 
ottenute come determinanti  d i  ordine m ~  1 di M', il che subito verifica 
l' affermazione suddetta. 

405. Se gl i  integri  x~ ....  , x , ,  generano l' ideale ~ x i .  I(k) = I(k), 

esiste u n a  matr ice  q u a d r a t a  (~q) in  I (k)  con x~j - -  x j ,  I xq  ! - -  t. 

al lora 

DII~OSTRAZIO~E. - Secondo l 'osservazione precedente si pub cost.ruire, 
con la successiva aggiunzione di nuove righe, una matrice (xq)~-M ( i ~ m - - 1 ,  
j ~ m) avente le proprietk x~j E I ( k ,  x l  ~ - -  xs ,  b(M) - -  I(k). I1 determinante 
della matrice ottenuta da M con l 'aggiunzione di una m-esima riga z~, . . . ,z , ,  

una forma lineare ~ cj .zj  con la proprieti~ E c~. I(k) = I(k). la quale rende 
i=1 i=q 

ovvia l 'esistenza di valori z j - -x , , jEI (k )  soddisfaeenti alla condizione Z c~.x,,j----I. 

406. Sia ! ~ - -  ~A I (k ) .o ) j  un qualunque I(k)-modulo a base finita, e sup- 

poniamo ehe h~, relazioni 

(*) ~ aq . o) i - -  0 (i - -  1 , . . . ,  n) (aq E I(k)) 
t=1 

siano base per tutte le relazioni valide in ~ (red. 98). 
L' ideale ~(01"5), generato in I(k) dai determinant i  di ordine m -  v della 

matrice (aq), se v ~ m ,  e uguale a 1(k), se v ~ m ,  non dipende allora n~ dalla 
scelta della base col, ..., ~o,~, n~ dalla scelta delle relazioni base (.). ~ questo 
un importante teorema di FIT~II,IG dimostrato implicitamer~te in 14. Definiamo 
ormai, contrario a qael che fa FIT~II~, il t ango  del modulo !315 come l' indice 
del primo ideale nella sequenza 

(**) ~o(9~) C ~)~(91t.) C ~(~al~) C... 
che sia ~ 0 .  

4 0 4  - -  4 0 6  
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In riguardo al l 'applicazione al caso delle integrit'~ 6 importante la pre. 
messa,  che in  ~ segua da c .  a ) -  O, ~ 4= 0. E i(k), sempre ~ =. O. Solto questa 
premessa  dimostreremo, che ~ '~ ammet te  u n a  base cosl i tui ta da  r-f-1 elementi,  
r essendo i l  rango di ~'C.. 

Se tutti  gli a~ i sono 0, i |  teorema ~ evidente conseguenza di r =  m. Se 
perb l ' ideale  .E. aii" I(k) 6 diverso da 0, esso ~ I(k), poich6, data una qualua.  

que prospet t iva di base I(k), si pub sempre indicate una relazione E b i .  (~9-'0, 
per la quale  ~ b i • I(k) :!: p. 

J 
Sia infatti Y, a j . t o j -  0 una relazione, helle quale per es. a~4=0 abbia  

in p u n  ordine non maggiore di quello degli altri eoeffieienti  ai sieehe vale 

aj  C 8  ( j - - 1 ,  ..., m). Determiniamo allora c E I ( k ) r i s o l v e n d o  seeondo 402 le 
a l  

eongruenxe s imultanee c~-1 modp ,  c-----a2 mod a~. s' per  ogni attro O'E V(I(k)), 
le quati  in realtor si r iducono a un sistema finito di eongruenze e garantiseono 

c. a i E I(k). La pre~nessa suddet ta  permette  allora di dedurre da a~. Z c .  a j .  
al i al 

• o~ i ~ 0 la relazione ~ c-  a___d ' to~--0, nella quale il coefficiente di ~o~ 6 ~ c l  p. 

Avendo dimostrato ehe Y, a q .  I ( k ) - - I ( k ) ,  applieheremo il teorema 403 

nile forme lineari E x~. a~i (j - -  1, ..., ate). 
i= t  

Dall ' ipotesi ,  ehe il tango del modulo ~ sin r, segue che il rang() della 
matriee (aq) 6 m - - r .  Se quindi  m ~ r - } - 2 ,  possiamo determinare seeondo 
408 gli elemen~i xi E I(k; in modo role, ehe ~ (E ~ci. a~i) . I(k) - -  I(k) e quindi 

vale una relazione Z ai .c~ j - 0 ,  i eui coefficienti a i - - - E x ~ ,  a~ sono atti 
i 

(red. 40~) a formare la prima riga di una matriee quadra te  (cq) in l(k) con 
determinante  1. Sosti tuendo ormai ella base t0~ .... ~o m di ~ la nuova 
~l~--Ev~t .m i ( i - - 1 , . . . ,  m), otteniamo che vale una relazione ~ - - 0 ,  ehe 

mostra ft~ essere snperfluo nella base di OIE. 

Tale riduzione della base di ~ pub eontinuarsi  finch6 si trovi una base 
costi tuita da r - I - 1  o meno elementi.  

407. Sia ~ = ~ I (k ) . to  i un qua lunque  I(k)-modulo a base finite e di 
1==1 

rango r. Ogni sistema di m -  r retazioni 

(.)  ~ aq .o~ i - O ,  ( i - - 1 , . . . , m - - - r )  
i=1 

valido in ~ determine un ideale 1t in I(k) generato da tutti  i determinanti  
di ordine m -  r della matrice (aq), uguale a 1 1 -  I(k), se m -  r. 

4 0 6  - -  4 0 7  
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Siccome l ' ipotesi  sul rango di 91[ procura,  che nel case di a@=0 ogni 
riga a~, . . . .  a , ,  corrispondente a una relazione E a j .  ( ~ j -  0 diventa combina- 

i 
zione l ineare delle righe a~ ,  ..., a~,~ ( i - - 1 ,  ..., m -  r) con coeffieienti  E k, 
certo, e h e l a  elasse degli ideali a diversi da 0 non dipende dalla seelta del 
sistema (.). Chiameremola la classe del m o d u l o  OE,  anticipando con eib una 
altra sua propriet~ d ' invar ianza  che subito dimostreremo. 

Aggiungendo alia base ~o~, ..., ¢o,, un qualunque  elemento ¢o,,,+~ di ~tl~, 
potremo, volendo calcolare la classe di ~ mediante la nuova base (,h,..., tor,,+~ 

di !~'C, prendere il sistema ottenuto dull' aggiunzione di una relazione ~ b i.  ~i-I- 
] = l  

q-u), , ,+~--0 al sistema (.). Ovviame~te r isulta allora lo stesso ideale a come 
prima. Basra r ipetere ormai il ragionamento 14 III ,  per rieonoscere la indi- 
pendenza della classe di ~ anehe dulla seelta della base del modulo. 

408. Se un /(k)-modulo !~Z di tango r ha una base costi tuita da r ele- 
menti, la sua classe ~ principale. Supponendo,  viceversa, c h e l a  elasse di un 
I(k)-modulo ~ L  di rango r sia pdncipale ,  potremo trovare una base di !~llL 
costi tuita da r elementi~ purch~ il modulo soddisfi alla premessa enuneiata  
in 406. 

Ad ogni modo esiste una base di gig, ehe consiste di r q-1 elementi, sia 
~-4-1 ~"q-1 

(o~ ( i =  1 , . . , r +  1). In ogni relazione YJ a j . ( o 1 " ~ 0  sarb, v a i . I ( k ) , s e n o n  
i =~ i -  

0, ide~le p r i n c i p a l e - - a . l ( k ) .  Vale allora anche la relazione ot tenuta da 
r+l ai  

questa  con la divisione per a, e siccome E -- • I (k)  = I(k), sarfi leeito di pren- 
i=I a 

~+I a] 
dere E - - ' ~ i  come primo elemento ~ di una nuova base Q~ ( i - -  l~...~rJF1) 

#=i a 

di gtl~ (ved. 405), nella quale tt~ b. superfluo. 

409. r ,  ~ ,  . . . .  ~ -  u n  ar i tme t ico  ~.. . . . . . .  u . . . .  a s so lu !a  di  corpo K d i  cara l t e r i s l i ca  0 e J- 

s u a  in legri tg ,  r e l a t i v a  a l  massgm o  corpo O - d i m e n s i o n a l e  k i n  K s t a n n o  he l le  

r e l a z i o n i  

DIMOSTRAZIOi~E. - Se un aspetto perfetto S di /~ eontiene il corpo primo 
(1), esso eontiene anche il corpo k, perch~ Sf'~ k ~ aspetto di k (red. 328) 
contenente (1) e quindi k (red. 126) 

Soddisfacendo ogni x E k  a uu 'equaz ione  f ( x ) =  0 irr iducibile in (1)[X] il 
suo differenziale assoluto d~ sar'i = 0 di seguito a f ' (x )  • d~c - -  O. il che mostra 
l'iden~,it~ della diff~renziazione assoluta di K con quella  relat iva a k. 

407 - -  409 
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Basra ormai di tener  conto del risultato 400, per verif icare subito le relazioni 
suddette. 

410. Siccome si considerano le integrith I,,(K), D,,(K) come sotto-moduli 
di K • dK". risp. I i .  dK" q- ~)fl), esse soddisfano alla premessa di 406. Avendo 
esse anche I(k)-base finita (red. 378), potremo applicare a loro, e del resto 
altresi a ogni loro sotto-modalo (red. 98)earatterizzato da un tipo di sim- 
metr ia  (350), i risultati  ottenuti in 406 - -  408. 

Rileviamo anzitutto l ' importnnza dei ranghi di questi moduli, i quali di 

seguito al l 'osservazione 41)9 eoincidono eoi k- ranghi  delle integrit~ I,, -k- ' 

,K) D,~/~ , risp. dei loro sot to-k-moduii  di da~o ~ipo di simme~ria. 

Definiamo il genere n-dimensionale di K quale k-rAngo dell ' integrit 'a 

differenziale D,~(K), distinguendo fra questi generi come genere geometrico o 

semplicemente genere di K quetlo di massima dimensione n - -  r = dim K. 
• 

Questi generi  coineidono (ved. 358) col k-ranghi  dei sotto-moduli D~ di 

I,~ ¢ostituiti con tutti gli infinitesimali  ~ [, , i~- ant is immetrici  (red. 350). 

A|tri  carat teri  importantissimi di K si ottengono dalla considerazione 
i T ,  r \  

caratteriz- 

zati dal seguente tipo di s immetr ia  (red. 350) dei ioro infinitesimali :  Ami. 
s immetr ia  rispetto a ognuno degli m sistemi di indici hn-+-1, h n q - 2 ,  .... 
hn q - n  (h = 0 ,  1 .... , m - - 1 ) ,  e s immetr ia  r iguardo alle p ermuta~ioni ehe 
scambiano questi  sistemi senza per turbare  la suecessione dei loro termini. 
Si t rat ta  in sostanza degl i  infinitesimali  che mediante  una base indipendente 

di K .  d K =  ~. K .  dxi si esprimono come polinomi omogenei di grado m 

(r t argomenti  d(xi~, ..., x~) (i~ < ... < i~) (red. 358). I1 rango di D~(K), negli 
~, / n 

cioi} il k- tango det modulo n /~ , sarh detto m-genere n-dimensionale di K. 

Come nel caso d i m - - =  1, che fornisce i generi delle diverse dimensioni, 
dist ingueremo F m-genere  di massima dimensione r col home <(m-genere geo. 
metr ico ,  o coI pifi semplice <~m-genere~ di K. Pe r  n = dim K si tratta diffatti 
dei plurigeneri scoperti da CASTEL~'UOVO e E'.~RIQUES. Aggiungendo a questi 
classici plurigeneri  quelli di dimensione n ~ d i m  K, diamo alia nozione 
<~plurigenere>> una estensione indispensabile, come si potrebbe mostrare con 

esempi. 

4 0 9  - -  4 1 0  
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411. Lasciando da parte la questione, quali altri tipi di s immetria meri- 
tino essere segnalati a causa della loro indispensabilifft nella classificazione 
delle s t rut ture  di corpi, osserviamo finalmente,  che ognuna delle integrit'h 
I ,(K),  D,~(K), D~(K) individua (red. 407), in quanto I(k)-modulo, una classe 
di ideali (o divisori) in k, che sar'~, detta la classe dell'integrit~t. Per  es 
la classe dell' integrith II(K) del corpo K --  (x, y) definito da y~ ~3 ¥ __ 23 = 0 
(red. 397 V) ~ prineipale, beneh~ in k = (V - -  23) ci siano 3 classi di divisori. 

La non-esis tenza di elementi  di ordine finito nel gruppo additivo dato 
da un'integriti~, rende ovvio, che ognuna di quelle integrit~ ammette  una 
base assoluta (cio~ [1]-base) costituita con tanti elementi  indipendenti ,  quanti  
indica il corrispondente rango moltiplicato col grado di k, che del resto ab- 
biamo uguagliato al grado di K (ved. 142). Quanto al numero minimo degli 
elementi  di una I(k)-base di un' integrith, possiamo af fermare  secondo 406 e 408, 
che esso ~ uguaIe al corrispondente genere o lo supera con i, secondo che 
ln, cl,~sse del t ' integri th  sia principale o no. 

Concludiamo queste considerazioni con l 'osservazione, c h e l a  definizione 
dei generi  e plurigeneri  si estende in modo evidente al caso che K sia con- 
siderato re l , t ivamente  a ua suo sotto-corpo k. 

6. Le integrith, relat ive a un divisore. 

412. Dato un divisore a (sopra k) di un corpo K (sopra k), definiamo 
l' i ntegrilh infini/esimale di K (sopra k) relativa al divisore a 

/ h% 
= n a-'(s). 

ka ]  s 
(S percorre tutti gli 

aspetti perfetti  di K) 

risp. 

(S percorre tutti gli aspetti 
perfett i  contenenti  k) 

e l' integrith differenziale di K (sopra k) retativa, at divisore a 

IU~ 
DV; = n [a-'(8).[$, + 

ka]  s 

risp. 

D(k f~ l ) ' -  (~ [a-X(S).[S, dS] + O/b] 
S ~ k  

4 1 1  - -  4 1 2  
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