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D I M O S T R A . ~ I O N E .  - Premet tendo al l 'uopo una estensione con un insieme fi. 
nito di elementi  generante K sopra k, si pub assumere  ehe p sia prospet t iva di K. 

h 
Par tendo da una base appropria ta  dell' ideale p = ~ to~. s, si estenda ia p, 

supposta non-perfe t ta ,  a una prospet t iva ~ di base s, p ,  , e soddisfa- 

cente alla eondizione 

K ~1/~i  
1 --  dim -]~ ~ dim 'q 

k + (ved. 219 e 249). 

Scelti ~vi E S~ tall che dim (k, x~, ..., x,,,) 
k 

= n =  dim K e 

dim (k + ~/ l lb~,  x~ + ~ ,  ..., a:,, + ~ )  
k + = n ~ l ,  

la prospet t iva ~o di Ko = (k, vcl, ..., a:.,), individuata da ~1 nel l 'anel lo  
[k, xl ,  ..., a~,] sar/~ perfetta,  e l' estensione di ~1 con l ' integri th di K relativa 
a So fornir~ una estensione di p del tipo desiderato, perchb 

= s o . ]  [k, 

ha So-base finita seeondo il teorema di F. K. SOHMID~ (ved. 108). 

§ 2. In f in i t e s imal i  integri  di un eorpo. 

348. I r isultati  346 e 347 mostrano che in generale, cio~ qualora non 

- ' 0  o d i m k - - 0 ,  gli anelli f3 S ivi considerati  non bastano alla gia dim K 

ricerea de l la  s t ru t tura  di K (relativa a k). 

Estendiamo pertanto il corpo K alla sua corrispondenza infinitesimale 
(red. 6) R - - [ K ,  dlK, d2K, d~K, ...]-- 

K + E K .  d~K + ~ K .  d~K. d iK + ~ K .  d~K. diK . d tK + ... 
i i<j  ~<]<z 

che subito r iconosceremo essere oggetto primario con l 'aspet to  

S + ~ S .  d is  + ~ S .  d~S. d i s  + ~. S .  d iS .  d iS .  d~S + ... 

estensione di un qualsiasi  aspetto S di K. 

347 - -  348 
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Sosti tuendo ormai a l l ' in tersezione n s prima eonsiderata  la seguente:  

A [S -~ Z S .  d~S-{- Z S .  d~S. d iS  ~ Z S . d~S. d i S .  d~S ~ ... ] = 

: n s - ~ ,  n S . d , S . . ~ .  ~, n S . d ~ S . d j S + . . . ,  
~<j 

nella quale S percorre  tutti  gli aspetti  perfett i  di K (eontenenti k), ot teniamo 
in un mode unicamente  determinate  dal corpo K (relative a k) i moduli 

n S, A S . d i S ,  C i S . d l S . d 2 S ,  n S . d l S . d 2 S . d , S , . . .  

t he  chiameremo le integritd di K (relative a k) inf ini tes imali  di grade 0, 
2, 3, eee. 

Esse saranno designate con 

, 

/o(K), A(K), /~(K), h(K),  ... 

0 con 

secondoehb si tratti  di integrittt assolute o relat ive di K. 

Gli elementi  di I,,(K)(di I , , ( k ) ) e  soltanto quest i  verranno distinti col 
\ 

nome di integri  in f in i t es imal i  n -p l i  di K (sopra k.) 
Bench~ non sia necessario ~ nondimeno utile presupporre  the  nel ease 

relat ive i simboli d~, d2, ecc. significhino differenziazione generica r e 1 a i i v a 
a k (red. 14). E cib ehe sempre sot t intenderemo qualora  si consideri  K come 
sopra-corpo di k. 

349. I1 fatto ehe le permutazioni  u degli indiei 1, 2, 3, ... dei simboli di 
differenziazione dl, d~, ds, ... inducono automorfismi del l 'anel lo R =  [K, dlK,  
d~K, dsK, .. ] permette  di definire il prodotto esterno ~c A y di elementi  
x - - Z a ,  d l b . . . d ~ o E K ,  d I K . . . d ~ K ,  y - - Z e  • d ~ f . . . d q g E K ,  d l K . . . d q K  me- 
diante una permutazione 7 : -  %q avente l 'effe t to  

7:(1) - -  p + 1, ~(2) = p + 2, ..., 7:(q) = p + q 

quale prodotto 

x • 7:y = ~, a • e • dlb ... d•c • d~+tf. . ,  d~+qg E K • d l K  ... d$+qK 

calcolato in R. 
Estendiamo questa moltiplieazione es terna a elementi qua lunque  del 

sot to-modulo M --  K + K • d~K + K • d l K  • d2K-t-  K .  d t K .  d 2 K .  dsK + .., di 
~ t  

R, stabilendo ehe per x --  ~v xp, y --  ~ yq con x~ E K • d tK . . ,  dpK, 
p = 0  q---O 

3 4 8  - -  3 4 9  
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yq E K .  dlK, ..., dqK il prodotto esterno x A Y si r iduca nel modo 

A Y--" Z a~p A Y e - -  Z X~- ~pqyq 
P, q P , 'q  

a una  somma di prodotti del tipo suddetto. E evidente allora, ehe il K-modulo  
M diventa cosi anello, in generale non-commutativo,  ehe seriveremo 

K + K .  dK + K • dK A dK + K .  dK A [dK A dK -k- ... = [K, dK], 

omettendo gli indiei di differenziazione e tenendo eonto del fatto ehe 
a.dlb.d~c. . ,  d , g - - a . d b  A dc... A d g - - a  A db A dc... A dg. 

Da wES.d~S.., d~S e yES.d~S.., dqS segue x A y:x~.~cyES.d~S.., dp+qS. 
Se quindi x e y sono integri, anehe x A Y sar/~ integro, il ehe si esprime 
con le relazioni 

(.) I,(K) ,/k Iq(K) C I,+,(K), /~(K)  A Iq ( K ) c  I ,+q(K) 

Le integrittt di un eorpo possono pertanto essere raeeolte in un solo 

sotto-anetlo Io(K)-~/~(K) + L(K) -'f-/s(K) + .... risp. I0 + I~ + \ k] + 

/ ~ K 

I easi partieolari  

delle relazioni (.) mostrano ehe le singole integritfi sono Io(K)-moduli, risp. 
K 

I0 (~k-~-moduli. , / 

350. Le permutazioni u~ (i=l,  2, ..., n !), che laseiano invarianti  gli indici 
maggiori di n, hanno 1' effetto di automorfismi nel K-modulo  K .  dlK.., d,,K : 
- - K .  (dK)', in ogni S-modulo S .  d l S . . . d , S - - S .  (dS)" derivato da un 

qualsiasi aspetto S di K, e quindi anche nelle integrit~ I,,(K) e I,(kK ) . -  - Ne 
k / 

segue p. es. e h e l a  simmetriswzione 

s~ 

e 1' antisimmetrisazione 

n!  

mutauo ogni integro ~ in un integro slmmetrico, risp. antisimmetrieo. 

(dove X(n)--=t= 1 seeondo la parit~ di n) 

:]49 - -  350 
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n! 
Un qualunque sistema di forme lineari E a~fl:i(i : 1, 2, ...) a eoefficienti  

i=1 
interi razionali definise an lilac d i  s i m m e t r i a  nel modulo delle forme differen. 
ziali di grade n, se si stabilisee ehe l ' appar tenere  di x E K .  (dK)"  a quel 
tipo signifiehi iI soddisfare atle equazioni 

n! 
a ~ i x  = 0 (i - -  1, 2, ...). 

i=x 

Rileviamo come il pitt importante ripe di s immetria  l' a n t i s i m m e t r i a  definita 
dalle relazioni a~ - -  X(ni) • r:t~ = 0 (i = 1, 2~ ..., n !). 

§ 3. Differenziali  integri di un eorpo. 

351. Sia B u n  insieme, finite o no, di elementi del eorpo K ( D k ) ,  i cui 
differenziali  generici (sopra k ) d l x  eosti taiscano una base l inearmente indi. 
pendente  di K . d x K - -  Z K . d x w .  Vale allora anehe K . d ~ ' -  Z K , d i w  

~EB xeB 

e l ' indipendenza l ineare dei d~x (xEB) per  ogni altro indiee i. e la eorrispon. 
denza infinitesimale R - - - [K ,  d l K ,  d~K, ...] di K (relati~a a k) sar/~ 

( . ) R - "  K q- Z K . d ~  q- Z K .  d~x . d i y  -l- E K .  d~w . d fy  . d~z -b ... 
x~B Z, ycB x, y, zeB 

Considerando per era gli elementi  d ~  (i : 1, 2. 3, ..., ~ E B) come argo- 
menti  l iberi di un anello P di polinomi a eoefficienti  in K, potremo dire 
eho R r isal ta  da P mediante un omomoffismo avente il nueleo 

Z dix , .  d~y • P 
m, ye B 

(red. 4 e 5) e ehe pertanto ogni elemento di R 6 uguale a una sola espres- 
sione del ripe indicate al membro desire di (~). 

352. La eorrispondenza d i f f e r e n z ; a l e  S di K (red. 9) si deriva 
da  R per mezzo di un omomorfismo avente il nucleo 

n = Z (d~x, • d iy  + diy • dix)  • R ,  
$,y~B 

al quale  eorrisponde in P l ' idea le  

Y~ d~x, . d~y . P + Z (d~x • d iy  q- d.;y . d ~ )  . P.  

Caleolare in R modulo n, equivale  a introdurre l ' an t i s immetr ia  espressa 

dalle eongruenze 

d~x • d j y + d ~ y  • d t x ~ O  (x, y E B ) ,  

3 5 0  - -  ~ 2  


