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b la variet/~ algebrica sopra k V -  V(A) U V(B) definita in 129. Ogni divi- 
sore finite sopra k di K ha figura base in questa  varietk, e si definiseono 
i • divisori primi sopra k >) q u a l i  divisori aventi  come base una f igura 
prima in IT. 

C A P I T O L O  I X  

LA TOTALE INTEGRITY_ DI UN CORPO 

§ 1. E l e m e n t i  i n t e g r i  di un corpo.  

346. Il problema dominante della geometria ar i tmetica i5 descrivere la 
s t rul tura  di an eorpo - -  ((riconoscere il eorpo in s ~ ,  - ,  partendo dalla 
molti tudine dei suoi aspetti. 

La via pifi diretta di elevarsi dal l 'accidental i t~ degli aspetti  a an ricono- 
scimento almeno parziale del eorpo in si~ sarebbe la formazione del l 'anel lo 
(3 S intersezione di tutti gli aspetti  perfetti  di an  corpo. 

Volendo determinare questa  intersezione nel case di un corpo aritmetico, 
premett iamo il lemma : 

Ogni prospettiva aritmetica nort-totale p di un sotto-corpo di un corpo 
aritmetivo K pub estendersi a urta prospettiva aritmetica perfetta di K. 

DII~OSTRAZIONE. - Sia K - - ( z l ,  ..., z,,) con z l -  1, e supponiamo (red. 90) 
Zi Z~ Z m ehe p ammetta  estensione eon , , .... - - .  Essendo tale estensione di 

K = ( ~ "  z~ z?~t prospet t iva di K, sara lecito di assumere che s e g u i t o  a 
' Z i ' " ' '  Zl] 

gi~ p sia prospet t iva di K. 
h 

Sia p - -  Z P i -  s con numerazione siffatta, che p ammette  estensione [5~ 

con p~ Ph (veal. 90). Siecome ogni divisore primo del l ' ideale  p .  A in 

l p~ "~-~/ i'n dJ~idua /ved' 80> tale ~. ,  pOSslamo supporre ehe ~:~1 f"~ .~ A "- s, Pl ' " "  

sia divisore primo minimale di p • A --p~ • A, al quale ideale principale si 
applica pertanto il teorema di KRULL (ved. 219): la minimaliti~ di ~1 f~ A 
induce (red. 222) che ~ ~ prospett iva estrema della f igura (p l .  SD in v(81) 
e quindi immediata  (red. 125), eio~ di ordine 1 sotto la prospett iva totale, 

845 - -  3~6 
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sicchb r isul ta  (ved. 24S) 

l ---- d i m a K  - -d im~ $ 1 / ~ .  

Pone ndo dim K - -  n, dim S J ~  -~ v, avremo v "- n - -  1, se car K - -  car $ 1 / ~ ,  
,~- -n ,  se car K:4:  ear S f f ~  ~-.~p. Seelti xiEb'~ siffatti che i v elementi 
xi + ~ siano algebricamente indipenclen~i, si potr~ trovare x .  E S~ tale, the 
x~ .... , x,, soao algebrieameate indipendenti  in K. L'ideale primo ~f-~[1, x~, .... x,]  

allora principale e iu~iividua per~anto um~ pro~pettiva perfetta 115o E V([1, 
x~ .... , x,,)] del eorpo Ko----(x~ . . . . .  x,,), sopra il quale K ~ 0-dimensionale.  

C) Avenclo l 'integrit '~ I ~ So-base fiuita (red. I0;I e 104- e 266 III), ogni esten- 

+ o a .  o sione ~ di ~ con ~ 

(red. oeo, ~-~v- Essendo tale p anehe estensione di p, essa ~ prospettiva det tipo 

desiderato. 
Dat lemma or ora dimostrato segue, ehe t 'intersezione N S di tutti gli  

aspetti perfetti aritmetici di un  corpo aritmetico K ~ la sua integrit~ assoluta: 

n S --  I (K) .  

Invero ogni aspetto perfetto d i ~ K  contiene Z(K), perch6 esso ammette 
estensione con questa iutegrith (red. 83), e vieeversa, per ogni elemento x E/~ 
non-integro si troverk un aspetto perfetto aritmetico di K, ehe non lo eon- 
tiene, Basta a t t 'uopo partire du uu aspetto s " C  K non-estendibile con ~c 
,;red. 82), di estenderlo con x -~ a una prospettiva p' per la quale x - ~ C p '  
(ved. 89) e di derivarae secondo 73 una prospettiva p ~ p' di base [1, x-~]. 
Secoado que[ lemma esiste uu aspetto perfetto aritmetico S di K, che 
estende s e pereib non coatiene x, valendo x - ~ C  p " - ~  f-~ s. 

347. Pr ima di t rarre le coaseguenze del risultato suddetto, lo estenderemo 
al easo ehe si eonsideri un corpo K in r iguardo a un dato suo sottocorpo k. 
Come la s t rut tura  assoluta di un corpo K deve ricercarsi mediante la totalit~ 
dei suoi aspetti perfetti, si fonderh la ricerca della s t rut tura  relativa di K 
sulla eonsiderazione degli aspetti perfetti di K che eontengono k. 

L' intersezione (h S di tutti gli aspetli perfetti di un  corpo K algebrico 
S ~ k  

sopra k, the hanno bast algebriche sopra k , ~ l ' i n t e g r i t ~  relativa I [ k ) ,  eio~ la 

totalit~ degli elementi di K ehe dipendono algebricamente da k. 
La dimostrazione di qaesto fatto differisce da quella data in 846 sola- 

mente con eib, ehe essa si appoggia su un altro lemma e cio~ questo: 
Ogni aspetto non-totale S, di base algebrica sopra k e contenuto nel corpo, 

algebrico sopra k, K, pub estendersi con un  insieme finito di elementi a un  
aspetto perfetto di K.  

8 4 6  - -  8 4 7  
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D I M O S T R A . ~ I O N E .  - Premet tendo al l 'uopo una estensione con un insieme fi. 
nito di elementi  generante K sopra k, si pub assumere  ehe p sia prospet t iva di K. 

h 
Par tendo da una base appropria ta  dell' ideale p = ~ to~. s, si estenda ia p, 

supposta non-perfe t ta ,  a una prospet t iva ~ di base s, p ,  , e soddisfa- 

cente alla eondizione 

K ~1/~i  
1 --  dim -]~ ~ dim 'q 

k + (ved. 219 e 249). 

Scelti ~vi E S~ tall che dim (k, x~, ..., x,,,) 
k 

= n =  dim K e 

dim (k + ~/ l lb~,  x~ + ~ ,  ..., a:,, + ~ )  
k + = n ~ l ,  

la prospet t iva ~o di Ko = (k, vcl, ..., a:.,), individuata da ~1 nel l 'anel lo  
[k, xl ,  ..., a~,] sar/~ perfetta,  e l' estensione di ~1 con l ' integri th di K relativa 
a So fornir~ una estensione di p del tipo desiderato, perchb 

= s o . ]  [k, 

ha So-base finita seeondo il teorema di F. K. SOHMID~ (ved. 108). 

§ 2. In f in i t e s imal i  integri  di un eorpo. 

348. I r isultati  346 e 347 mostrano che in generale, cio~ qualora non 

- ' 0  o d i m k - - 0 ,  gli anelli f3 S ivi considerati  non bastano alla gia dim K 

ricerea de l la  s t ru t tura  di K (relativa a k). 

Estendiamo pertanto il corpo K alla sua corrispondenza infinitesimale 
(red. 6) R - - [ K ,  dlK, d2K, d~K, ...]-- 

K + E K .  d~K + ~ K .  d~K. d iK + ~ K .  d~K. diK . d tK + ... 
i i<j  ~<]<z 

che subito r iconosceremo essere oggetto primario con l 'aspet to  

S + ~ S .  d is  + ~ S .  d~S. d i s  + ~. S .  d iS .  d iS .  d~S + ... 

estensione di un qualsiasi  aspetto S di K. 

347 - -  348 


