E. Kinuer: Geometria Aritmetica 253

& la varietd algebrica sopra k V= V(4)U V(B) definita in 129. Ogni divi-
sore finito sopra & di K ha figura base in questa varietd, e si definiscono
i «divisori primi sopra k» quali - divisori aventi come base una figura
prima in V.

CAPITOLO IX
LA TOTALE INTEGRITA DI UN CORPO

§ 1. Elementi integri di un corpo.

346. 11 problema dominante della geometria aritmetica & descrivere la
struttura di un corpo — «riconoscere il corpo in s&» —, partendo dalla
moltitudine dei suoi aspetti.

La via pin diretta di elevarsi dall’accidentalitd degli aspetti a un ricono-
scimento almeno parziale del corpo in sé sarebbe la formazione dell’ anello
M S intersezione di tutti gli aspetti perfetti di un corpo.

Volendo determinare questa intersezione nel caso di un corpo aritmetico,
premettiamo il lemma :

Ogni prospettiva aritmetica non-folale p di un sotto-corpo di un corpo
aritmetico K puo estendersi a una prospeltiva aritmetica perfetia di K.

DIMOSTRAZIONE. - Sia K = (2, ..., #,,) con 2, =1, e supponiamo (ved. 90)

. 2, @ z . .
che p amwetta estensione con ;, ;,.‘., —z’f Essendo tale estensione di
i % i
. 2, 2
seguito a K =(=, —2,.
2 &

gia p sia prospettiva di K.

2 . . . .
. ;1) prospetiiva di K, sara lecito di assumere che
K]

h
Sia p= X p; - s con numerazione siffatta, che p ammette estensione P,

¢=1
con %3,.,., gﬁ (ved. 90). Siccome ogni divisore primo dell’ideale p- 4 in
1 1

Az[s,&,..., D
P D:
sia divisore primo minimale di p - 4 =p, - 4, al quale ideale principale si
applica pertanto il tecorema di KRULL (ved. 219): la minimalita di [, 4
induce (ved. 222) che ), & prospettiva estrema della figura (p,- S, in V(Sy)

e quindi immediata (ved. 125), ciod di ordine 1 sotto la prospeitiva totale,

individua (ved. 80) tale Id,, possiamo supporre che b, ™4
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sicche risulia (ved. 248)
1 =dim, K —dim, & /P..

Ponendo dim K = », dim 8,/[p, = v, avremo v =# — 1, se car K = car S,/P.,
v=mn, se car K& car S;/P, =p. Scelti x; €, siffatti che i v elementi
x; + D, siano algebricamente indipendenti, si potrd frovare «x, €S, tale, che
Xy veery %, SODO algebricamente indipendenti in K. L/ideale primo P/ [, @yyeni 0]
& allora principale e individua pertanto una prospettiva perfetta I, € V{1,
X1, ., %)) del corpo Ky = (2, ... @), sopra il quale K & O-dimensionale.
Avendo l'integrita I(—g) Se-base finita (ved. 103 e 104 e 266 III), ogni esten-

0
sione P di [P, con I(—S:) (ved. 83) & prospettiva aritmetica, e cioé perfetta
Lo

(ved. 263). Essendo tale I anche estensione di P, essa & prospettiva del tipo
desiderato.

Dal lemma or ora dimostrato segue, che I'intersezione M S di tutti gli
aspetti perfetti aritmetici di un corpo aritmetico K é la sua integrita assoluto:

N 8§ = I(K)

Invero ogni aspetto perfetto dil?K contiene I(K), perché esso ammette
estensione con questa integrita (ved. 83), e viceversa, per ogni elemento ® € K
non-integro si troverd un aspetto perfetto aritmetico di K, che non lo con-
tiene, Basta all’unopo partire da un aspetto s'C K non-estendibile con %
ived. 82), di estenderlo con ' a una prospettiva P’ per la quale o~ Cp’
(ved. 89) e di derivarne secondo 78 una prospettiva p«—p' di base [1, 7]
Secondo quel lemma esiste un aspetto perfetto aritmetico § di K, che
estende s e percid non contiene «, valendo x> Cp=P s

347. Prima di trarre le conseguenze del risultato suddetto, lo estenderemo
al caso che si consideri un corpo K in riguardo a un dafo suo sottocorpo &.
Come la struttura assoluta di un corpo K deve ricercarsi mediante la totalita
dei suoi aspetti perfetti, si fondera la ricerca della struttura relativa di K
sulla considerazione degli aspetti perfetti di K che contengono &.

I intersezione N S di tulti gli aspetli perfelti di un corpo K algebrico
Sok

sopra k, che hanno basi algebriche sopra k, é U'integritd relativa 1 (75-), ciod la

totalita degli elementi di K che dipendono algebricamente da k.

La dimostrazione di questo fatto differisce da quella data in 346 sola-
mente con ecid, che essa si appoggia su un altro lemma e cioé questo:

Ogni aspetto non-totale s, di base algebrica sopra k e contenuto nel corpo,
algebrico sopra k, K, pud estendersi con wun insieme finito di elementi o un
aspetlo perfetto di K.
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DIMOSTRAZIONE. — Premettendo all’uopo una estensione con un insieme fi-
nito di elementi generante K sopra k, si pud assumere che P sia prospettiva di K.

n
Partendo da una base appropriata dell’ideale p= X p; . s, si estenda ia p,
=3

supposta non-perfetta, a nna prospettiva [, di base [s, %’, s gﬁ} e soddisfa-
1 1

cenfe alla condizione

1 = dim%{-— dimk —?—1{{])!31“)1 (ved. 219 e 249).
Scelti x; € S; tali che dim W:n = dimi e
(k"l‘ﬂ)z/!pn 2y~ ﬂ)ly .y wn+}p1)=n___1
k -+ By/Ps ’
la prospettiva P, di K, = (k, @, .., ®,), individuata da [P, nell’anello
[k, @, ..., ®,] sard perfetta, e 1’ estensione di P, con I’integritd di K relativa

a S, fornird una estensione di p del tipo desiderato, perche

K K \
I(so) S“‘I({k, Tr, o, w“])

ha S;-base finita secondo il teorema di F. K. ScEMIDT (ved. 108).

§ 2. Infinitesimali integri di un eorpo.

348. I risultati 346 e 347 mostrano che in generale, cioé qualora non
sia dim K =0 o dim—ig =0, gli anelli N § ivi considerati non bastano alla
ricerca della struttura di K (relativa a k).

Estendiamo pertanto il corpo K alla sma corrispondenza infinitesimale
(Ved. 6) R presen {K diK, dgK, dsK, -..] provane

K—{—EK dK+ 2 K.-dK-dK+ X K-dK.dK-dK+ ..

<] iej<l
che subito riconosceremo essere oggetto primario con 1’ aspetto

S+ES dS+ 2 S-dS-a;S+ = §.d 84,848+ ...

i<j<l

estensione di un qualsiasi aspetto S di K.
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