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268. Come corollario di 267 IV e V, utile in altre applieazioni, notiamo 

Se So ~ perfetto e A un  so-modulo con so-base finita, allora da A = 

- -  ~ S o . a ~ + p o . A  si pub coneludere A - -  ?3 so.a~, e net ease in  eui A sia 
i = 1  i = l  

sopra-aneUo primario di so vale (A) "- A • (so). 

§ 3. A n e l l i  i n d i v i d u a l i .  

269. Ogni pereezione A/C di un anello A (red. 68) 6 il principio d i u n a  
sequenza 

A/c, A/c", AIc ~, ... 

di percezioni A/C ''+t di pre~isione t~ infinitamente crescente. Questa ascesa di 
anelli sboeea in un anello 

A/C ~ 

indiv iduale  aUa percezione A/C, definite nel mode seguente :  
Ogni sequenza infinita del ripe 

(*) ao + C D al  + C 2 D a2 + C a DaB + C 4 D . . .  (a,  6 A) 

determina an elemento ,¢ di A/C ~,  e vioeversa. L ' ( n + l ) - m o  termine della 
sequenza, in quanto determinate  da a e dalla preeisiono n, sark designate oon 

e si dira la n--esima approssimazione di :¢. 
I calcoli in A/coo si effet tuano mediante le approssimazioni:  

(~ + 6), = (~),, + (~),,, (~" ~), = (~),, • (~),. 

Un elemento a 6  A approssima o~ 6 A/C °° con la preeisione n allora e 
soltanto allora ehe a + c "+1 = (a),,. 

Ogni elemento a di A approssima uno od un solo elemento ~ di A/Coo 
con precisione infinita, e cio~ quello date dalla sequenza 

(**) a + c D a  + C~Da + C ~ D a +  O.. .  

che chiameremo l ' idea di a in  A/C °°. 

Le idee in A/coo di elemeati  di A eosti taiseono un sotto-anello di A/coo 
omomorfo a l l ' anet lo  A mediante  l 'associazione 

A 9 a --~ ~ 6 A/C °° con (a),, = a + C "+~. 

Allora e soltanto allora ehe questo omomorfismo sia un isomorfismo, l ' ane l .  
1o A diventa sotto-anello di A/C ~,  identif ieando 0gni elemento di A con 
la sua idea, identifieazione ehe in tal ease sempre taci tamente supponiamo 
effettuata.  La condizione neeessaria  e suffieiente affineh~ sia A C A / c  °°, 
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t~ C"=0,  come si verifica p. es. quando esiste un aspetto noetheriano 

S di base A soddisfaeente a ~ D C (red..~I'~). 
Dare un elemento di Ale ~ significa, dare le sue approssimazioni.  Convie .e  

rieordare, ehe con la n-es inm approssimazione di an  elcmento si conoscono 
anehe tutte le sue approssimazioai di precis ioae minore di n, valendo 
(a)m - -  (a), + Cm+~ per m <:  n. 

270. L 'ane l to  sip ~ iadividaale  al soggetto s/p di uaa  prospett iva p sar/~ 
detto l ' i nd i v idua l i t d  di s/p (o sempIieemente d i p  oppure di s). 

L'  ind iv idua l i ta  s ,p :¢ ~ aspetto s*, l' origine del quale ~ la totalit~ p* degli 
elementi approssimati  da elementi di p. 

DIMOSTRAZIONE I. - Gli elementi ~ E s/p :~ approssimati  da elementi d i p  
sono proprio quelli soddisfaeenti  a (~)o - -  P. Ora, da (~)o -" P, (~)o - -  P segue 
(~ - -  ~q)o -" (~.)o - -  (rl)o --  P, e (~- ~)o --  (~)o' (~)o --  P per ogni ~ E s/p ~, il che veri. 
flea p* quale ideale in s/l) ~. L ' i d e a  di 1, eio~ l 'e lemento approssimato da 1 
con infiai ta  preeisione, non appar t iene a p% 

I[.  Per  ogni ~ s / p  ~, ~ : l :P*,  dimostriamo l 'es is tenza di un inverse 
~l ~ s/P :~, eostraendo suceessivamente le sue approssimazioni 

(,) yo -[- p D y~ + p~D y~ -b p~ D.. .  D y,,-~ + P ' .  

Sia ( ~ ) , , - - ~  + pm+l (x,n Es). Da ~ ~]:p* segue no ¢'i:P e quindi 1' esistenza 

d i  a~o - ~  - -  yo  E s .  

Arcade  gii~ costruito la sequenza (,) in mode tale ehe x,, " Y m -  1, dedu. 
eiamo da x ,  _~. y,,_~ - -  1 e x,, C x,,_~ -t-- P", che a;,, • y,,_~ - -  1 + p con p E p" 
siech~ y ,  = (i + p)-~. y,_~ ~ s soddisfa a ~c,,. y ,  --  1 e a y,, + p"+~ C Y , -~  + P" 
e approssima pertanto ~ con la precisione n- t -  1. 

Con I d I]: ~ dimostrato il teorema. 
Sapendo ormeJ, che l ' idea le  t~* ~ origine di una prospett iva s * ~  s*/P* 

ammetteremo anche per questa  la  denominazione ~ la individuali th di p ,.  
N e l l  ind iv idua l i th  s* di una  qualunque prospelt iva p vale 

(3 p*" - - 0 .  

271. Co~lveniamo di desigaare le idee di elementi di s (red. 269) con gli 
stessi segni come questi, comunque sia s sotto-anello di s* o semplicemente 
segno di an sot to-anello di s* omomorfo a l l ' aspet to  s. 

Se l' ideale p ha base finita, la totalit~ degli elementi di  s* appros~imati  
dallo zero con la precisio~e m - -  1 ~ p "  • s*. I n  particolare 

p * - - p . s *  e s* - -  s + p'~ . s* con m qualunque.  

2 6 9  - -  2 7 1  



E. K'i[H~r:R: (b 'oo . ' l r ia  .,iri.fmetica 183 

H 

])IMOSTRAZIO~qE. - Sia p r o - -  v p~. s. Date l I I l  elemento  ~ E s* approssi .  
i = l .  

mate  dalh) zero con la preeis ione m 1, eiob soddisfacente  a (~) , ,_x--p",  sup- 
poniamo gih dehwmina t i  ~,~ E s (i - -  1 .. . .  , H, 0 <_ I --<~n--m) tall che 

X,o -t- P D :ri~ -b P~ D ~,.., + P~ D ... D x~ . . . .  , .  + p"  . . . .  +~ 

H 

e (~),, = 72 x~ . . . . . . .  . P~ q- p"+~.  Di seguito a (~.),, = (~),._~ -I- P"+~ = p.-4-~ si 

p rendano  ~,~ . . . . . . .  - - 0  per n < m tved. °69 fine). 
II ratio (~.),,+~ C(~).  pe rmet te  di ser ivere  ({).+~ --  a:-f- p .+2 con ~--" 

H H 

__ v x; . . . . . . .  • P~ + ~-] p , -P~  con p i e  p " + ~ - " .  Se qu indi  si pongono 
i - . 1  i : - 1  

~ i ,  - - - m + ~  ~ X . i , .  _ m "~- P ~  (i = 1, . . . ,  H), 

quest i  e lement i  soddisfano tanto a x~,._, ,  q- p . - m+ ~  D x~.._,,,+~ q-- p ' - " + "  
H 

q t l a n t o  a - -  ~ Xi , .  re+l" 

Con questo proeedimento  si o t tengono le appross imazioni  (~),~--x.~-l--p "+~ 
di e lement i  ~ E s* soddishwent i  a 

(~),, = X x~. , ,- ,n • P,  + P"*~ D epperb = X (~,). • (P~),, per  ogni n, 
i i 

sicchb ~ = Z ~i" P~ C P "  • s*. Vieeversa ,  dalla regola  (a .  ~),, = (~¢),, . (~t). e dal  
i 

fatto (p) ,-----p segue (p".s*),,  C P " q - p ' + ~  e quindi(~) . . _ ~ - - p "  per  ogni ~ E p " . s * .  
d imos t ra to  con cib. c h e l a  tot.lit '~ degli e lement i  ~Es* soddisfaeent i  

:~ (~),,. ~ -  p "  ~ p ' " .  s*. 

Appl ieando questo r i sul ta to  al ease m - - 1 ,  o t teniamo p * =  p .  s*. 
Poichb per  ogui {Es*  vale ( { )o - -x -4 -P  con aces,  aw'emo ( ~ - - x ) o - - - p  e 

qu ind i  ~ - - - x E p . s * .  Cib d imos t ra  s* --  s -t-13 . s* e con questo la re lazione 
pifi genera le  s * =  s + t.V n - s* dove m b qua lunque .  

°72. Se  l' idea le  p ha  base f in i ta ,  l' ane l lo  s* ~ noe ther iano .  

h 

DI)IOSTRAZION]~. - I. S i a p  _ 2] p; • s e quind i  p* - -  ~ p~. s*. 
i 3. i 

Da unt~ re lazione v?~ . p ,  Cp*"  - -  O 2 . s *  ('(~ E s*) segue (?2yi • P,)~-- 
i i 

= V (-f~)~ - (p~)~ = p= e per tanto ,  ponendo (?)~ -.. c, Jr" P 2 (ci E s), v,2 cl .p~ C P 2. Ne 
i i 

r i su l ta  ne! ease che Pl ,  . . . , pa  sia base mi n i ma  di p, come presupporremo,  
ehe si avr~ c i C p ,  (T~)o'-(?~)~-}-P--O e percib TICO*, sicch~ p ~ , . . . , p h  b 
anehe  base min ima  di p*. 
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II. Di seguito a s * - s  + p* possi~Hno identificare i eorpi s /p  e s*/p* 
mediante l ' i somorf ismo ~.-{-p*--~ (~)o (~ E s*) e estendere questa  identifieazione 
agli anelli 

s i p [ u , , . . . ,  = s [ u ] / p [ u ]  ---  s * / p * [ u l ,  ... , = s * [ u ] / p * [ u ]  = s[u] + p * [ u ] / p * [ u ] ,  

coi quali  si eostruiscono secondo 196 le forme tangenti  in p risp. in p% 
Diremo eonseguentemente :  la forma f (u l , . . . ,  u~+p*[ut,.. . ,  u~] (con f(u)Es[u] 

omogeneo di grado m) toeea ~Es* allora e soltanto allora ehe in s* vale 
f (P~,  ... ,Ph) C ~ ~ P*"+~ oppure, calcolando le approssimazioni di preoisione 
m, f (P l ,  . . . .  Ph) + t) m+l - -  ( f (P l ,  ... Ph)),~ C epperb --  (~)~. Viceversa, da (~),,, = 
- -  f(P~, . . . ,  Ph) + p, ,+l  si deduce (f(pl, ... , p~) - -  ~),,~ - -  pm+~ e quindi (red. 271) 
f ( P ~ , . . . , P h )  - -  ~ C P m + l "  s*. :Ye risulta, che f (u~,  . . . ,  uh) + p*[ul, ... , uh] (con 
f (u )Es[u]  di grado m) toeca ~Es* allora e soltanto altora che f (P~, . . . ,Ph)  ap- 
prossima ~ con la preeisione m. 

I I I .  Sia ora a(s*) an ideale qualunque in s* e designi a(s*) l ' ideale  
tangente fl(s*), cio~ generato in s*/O*[u] - -  s /p[u]  dalle forme tangenti elementi  
di a(s*) (red. 197). Se le forme 

(~) a~(u~, ..., u ~ ) +  p*[ul, ..., u~] (con ai(u)E s[u] di grado ~nd 

( i - - 1 ,  ..., l) costi tuiscono una base del l ' ideale  ~l(s*), gli elementi  a~ E a(s*) ap- 
prossimati  da a~(p~, ..., Ph) con la preeisione m~, cio~ soddisfacenti  a 

( ~ ~ ) a~(pl , ..., Ph) C ~ + P"*~+~ • s*, 

costi tuiranno una base dell '  ideale a(s*). 
Sia, infatti, :¢ un elemento qua lunque  di a(~*), e supponiamo gi~ eostruite 

le sequenze 

x~o + ~ D x~ + 1~ 2 C.. .  D x~,,~_,~ + ~ " - " ~  ~ (n ~ m~, x~ E s) 

( i - - I ,  .,., l) in modo tale ehe 

( ~ )  (:¢),, = Z (xi, n-,n~), " (ai), (xii - -  0 per j <: 0). 

Poieh~ (c¢)o :4= p indurrebbe :¢ : l :  P* e quindi a(s*) - -  s* - -  1 • s*, possiamo 
limitarei al caso di ! a )o - "p  e prendere x i o -  0. 

Da (a - -  Z x i , , _ m  i • ai), = (a),, - -  E(x~,n-~i),,~ • (:q), - -  O T M  segue (red. 271) 

(~-) (a(s*) ~) a - -  Z x~,,,_,,,~ • a~ C P ' + ~ .  s* - -  p*"+~ 

e quindi l 'es is tenza di una forma a(u~, ..., u~) + p*[ul,. . . ,  u~]Ea(s*) (con 
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a(u) ~ s[u]) di grade n + 1 tangente il membro sinistro di (+) e soddisfaeente 
pereib a 

(++) a(p~, .... P~) C ~ - -  Z ~ ,  ~-n,i • at -1- pn+~. s*. 
t 

Ora, date ehe le forme (.)  costituiseono una base del l ' ideale  fl(s*), avremo 
una rela~,ione a(u~, ..., u~) C Z b~(u~, ..., u~).  a~(u~, ..., u~) -}- p*[u~, ..., u~] (con 

i 

b~(u)~s[u] di grade n - - m ~ q - 1 ) ,  d~dla quale segue mediante  (***): a ~ , . . . , p ~ ) - -  
- -  Z bdp~, ..., p)~), at C P'+~* s* oppure,, tenure eonto di (++), 

t 

a - -  Z (wt,~-,,~ q- bt(p~, ... ,ph)) .  a~ C P"+"" s*, 

siceh~ ponendo xi . . . .  ,,,,+1 = xt, ,,_,,~ + bi(p~, ..., Ph) (i = 1, ..., l), troviamo 

(~),,+~ = ~ (a~ . . . .  , . ,+,), ,+~" (~ i ) .+~,  

in analogia a (**), e nello stesso tempo 

xi  . . . .  .., + P ' - " ' + '  D ~ , , , - , . ;+~  + P " - " ' + ~ .  

Cib descrive un procedimento infinitamente eontinuabile the  definisce 
eiementi ~ E s* con le approssimazioni ( .~) , --xt . ,  q - p " + ~ .  

Da ( . . )  e ~ - -  xi, ,_ ,~  C P"-"~+~ • s* segue ~ .  ~i - -  :q" ~ ,  ,_m i C l) ''+~- s* 
e quindi 

(~),, = Y, (x~, , ,_. .~). .  (~t),, = "' (~t),, • (~),, 
i i 

per n qualunque,  fatto equivalente  a a - - ~  ~i '  ~ ,  e. d. d. 

273. Se l' ideale p ha base finita, per  ogni ideale a i n  s con (~) finito vale 

Quindi,  s* ~, regolare (perfetto), se s ~ regolare (perfetto). 

DIMOSTRAZIONE. - I. Con 

(* *) ~ + p " + ~  • s* ~ (~)., 

si definisee un isomorfismo di s*/pm+~.s* su s /p  'n+~, poieh~ (p'~+~.s*),,,--p ''+x 
e, viceversa, da (~),,----p"+~ segue ~ E p,n+~, s* (red. ~71). 

II. Dnll ' ipotesi ,  ehe (~) sia finite, si deriva l 'esisten~a di u s a  potenza 

P '+~  Ca .  Contenendo allora l ' idea le  a .s*  il nueleo p'~'+X.s* del l ' i somorfismo 
(**), si stabilisee (red. 215) con (**) una eorrispondenza biunivoca fra gli 
idoali eontenenti  a - s *  di s* e quelli di s /p  "~+~ eontenenti ( a .  s*),n "- 
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= a  + p"+~/p'~+~--a/p "+~, i quali, dal conto lore, corrispondono biuniv0ca- 
mente  agli ideali in s contenenti  a. Le sequenze irriducibili di ideali misu- 

ranti  (secondo 2 0 8 ) i  numeri  ( - - ~ - ) e  sono pertanto costituite dal mode. 

simo numero di termini, come afferma (.). 

III .  Poich6 la regolarith d i s  significa (red. 234): s ~ noetheriano e 

( ~ ) _  ( ~ r ~ ) ,  es~a si trasporta, di seguito a 272 e Fuguagl ianza (.), subito 

al l 'anel lo s*. Se s ~ peffetto, si ha regolarith e h - -  1, propriet~ the  altresi 
subito si t rasportano a s*. 

Viceversa, se s* b regolare (perfetto), si pub affermare,  t he  s 6 regolare 
(perfetto), purchb si sappia 8 essere noetheriano. 

'274. Per s noetheriano vale s* r~ (s) ~ 8. 

a 
DIMOS~'nAZmN:~. - Sia x - - ~  con a, b E s C 8" elemento qualunque di ~.~). 

Se x Cs* ,  si ha a - - - ~ : . b  e quindi (a), = ( x ) . . ( b ) ,  per ogni n. Ne segue 
a c b . s + p ' ÷ ~  epperb (red. 236), a c b . s ,  cio~ wEs,  c . d . d .  

275. L'  ind iv iduat i t~  8o* di un  aslgetto perfeUo So ~ solto-anello dell'i~idi. 
v idua l i td  s* di una  qualsiasi  8ua eslensione s ~oelheriana. 

DIMOS~RAZlO~]~.- Se a ogni ~oEso*, determinate  da (~o),, = x,, + po "+* 
(x,, E so) si assoeia l ' e lemento ~ E s determinate  da (~), - -  ~c,, + p'+x, si defi- 
nisce (di seguito a Po C P) un omomorfismo di So* in s*. I1 nucleo n di questo 
omomorfismo ~ 0 o Do *v ( v ~ 0 ) ,  date che ill So*, che sappiamo e.~sere perfetto 
(red. 273), non ci sono altri ideali (red. 9~). Ad ogni mode sar~t !1 = a .  So* 
con a E so. Ora, a + p '+x = t) "+~ (n --  1, 2, ...) induce (red. 92) a - -  0, sicch~ 
non pub t ra t tars i  the  di un isomorfismo. Basta identificare ogni ~.o Eso* con 
il ~ E8* r isul tante da ~o mediante questo isomorfismo, per rendere  so* sotto- 
anello d i s* ,  identificazione che sempre taci tamente effettueremo. 

276. Per un  8opra-anello noetheriano e pr imar io  A 

retie So segue da 

(~,o . A ~ 
(.)  A - -  Z s o ' y i + p o ' A ,  n =  

~=; \ A  ],o' 
ehe 

di un  aspetto per. 

n 

A/(po" A) °~ = E so* • y~ D so*, n = (so*)-rango di (A/(po • A) ~) 

(A/(Po.  A) ~) --- Z (So*). y~ --  A-(So*). 

2 7 3  - -  2 7 6  
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DI~OS~aAZIO~E. - I. Da E c~ • y~ C Po ~ • A, c~ E so segue c~ C Po ~ . 

Cib r isul ta  per m - -  1 immediatamente  dal l ' ipotesi  (~) e si dimos~ra per 
m > 1 con induzione secondo m, valendosi del ratio, ehe Po- -Po 'So  e Po 

non-infini tesimale.  

II. Gonseguenza diretta di ( , )  ~ A ' -  ~ S o . y ~ + p o ' * + ~ . A  con m qualuvque,  

donde si deduce per ogni elemento 

~: xo + Po.  A D x~ + (l)o. A) ~ D ... D a~,,, + (Do' A) 'n+~ D ... 

dl B = A/(l)o" A) ~ una rappresentazione 

(~),, = x,,, + po '''+~ . A = )3 c,, , .  y~ + po "'+~ • A 
i = l  

dove c,,~ Eso secondo I ~ unico rood po "+~. Ora, inducendo (~),n+~ Jr po"+~.A:-  

"- (~)m l 'uguagl ianza  Z c,~+l, i ,  y~ + po "'+~ • A --  :~ c,.,~, y~ + po "*+" • A, si avrk 
i=l i:=l 

6 r e + i ,  t - -  Cra, i C ~o  m'+' i ,  siech~ 

( ,  .) (y~),. = e,,. + po"+ i .  A (m = !, 2, ...) 

definiscono elcmenti "{i di B, coi quali si scrive 

n 
(***) = 

i = l  

designata con y~ l ' idea  di Yi in B -  A/(po. A) ~ .  

III .  Associando a ogni elemento 

(~) ~o + Po D 0¢~ + po~ D ... D x,~ + po "*+~ D ,.. (x,,, E So) 

di so* l ' e lemento  

xo + (Po" A) D x, + (Po" A) 2 D ... D x,,, + (Po" A ) "  4-~ D ... 

di B, si definisce un omomorfismo di so* in B. Se il nucleo di questo omo- 
morfismo non fosse 0, esso sarebbe (ved. 073 e 94)13o * v - p ~ ' .  So* (v ~ 0), 
ma l ' idea  di p o V E s o C A  in B eerto b diversa da zero, date che di seguito 
al earattere primario di A esiste (red. 72) una prospettiva U5 di base A sod- 
disfacente a ~ D P o "  A (red. 289). Trattandosi  quindi  di un isomorfismo, 
identificheremo So* con la sua immagine ot tenuta mediante quel l ' isomorfismo 
realizzando cosi B D s¢*. 

St 
II risultato (**) insegna ormai B - -  Z so*. y~. 

i = l  

IV. Da una relazione E T~. y ~ -  0 si deriva, ponendo (**), 
i 

Y' ¢,,,i • Y~C Po ''÷~ • A, e quindi ~,~, C Po ' ' ~ ,  cio~ T , -  0. 

276 
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Ne segue subito, che nessuno degli elementi  di So* ~ divisore dello zero in B, 

sicch~ I' oggetto (B) di questo anello contiene [(so*), B] - -  (so*).B ~ ~ (so*).y~-- C. 

So ~ B  ~ attivo in B (red. 63), l ' ideale  ~t. C in C si verifiea subito avere 
l'(so*)-rango uguale a n e coineidere pertanto con C. Cib prova ~-~C C e con 

questo 1' u~uaglianza ( B ) -  C - -  Z (So). y~. 

277. Per  ogni  estensione s--~ so noether iana e p r i m a r i a  di  u n  aspetto 
/ X 

~=z \ S /8o 

s* - -  ~, so*. y~, (s*) - Y, (so*). y~, 

gl i  elementi  y~ essendo l inearmente  ind ipenden t i  sopra  (so*). 

DIMOSTRAZIOI~E. I. Dall ' ipotesi ,  ehe ( P ~ ' s l  sia finito, segue ehe la 
\ S ]~o 

funzione carat ter is t iea 

(red. 210) i~ di grade 0 e ehe quindi (ved. 230 e 193) P o ' s  ~ p-pr imario .  
Par tendo da una relazione OeC p o . s ,  assoeiamo a ogni elemento 

: Xo + Po" s D ~ + po ~ • s D . . .  D x,,, + 00 " + 1 .  s D .., 

di s/(po • s) ~ 1' elemento 

~o + 0 D xl -t-" P'~ D ... D x,,, + p'~+~ D ... 

di s* in modo evidentemente univoco e tale, che si definisce un omomorfismo, 
il cui nucleo ~ costituito dagli elementi  ~ con (~) , , ,Cp '~+l~po"+~ . s /po"+~.s .  
Da (~),~ = (~),,,e+e ~ Po m+l '  s e (~),,,~+e C Po m+l" s segue (~),~ ---- po m+~ . s, eiob 

= 0 .  Si t rat ta  quindi di an  isomorfismo, il quale  di nuovo ei servirk a 
identif ieare quel l ' e lemento  ~ con la sua immagine in s*. 

Tut to l ' anel lo  s* r isul ta  in questo modo da s/(po.s) ¢~, poichb, dato ~Es*, 
si trova, ponendo (~),~ - -  (~)m~+e -{- Oo m+~ " s un elemento ~ di s/(po, s) ~ ,  al 
quale corrisponde sotto quel l ' i somorf ismo un ~Es* con (~P,,, (~),,e+e-{--pm÷~C 
C (~),,, e quindi uguale  a 7. 

II. Poieh~ al l 'anel lo  s/(po.s) ~ si appliea il teorema 276, avremo s/(po-#) ~ 

- -  ~ so*.y~, dove so* designa (red. ~76 III) l ' immagine  di so* ot tenuta  dal- 
i----1 

1' identificazione dell' elemento 

~o: Xo + Po D x l  -t- Po ~ D . .  D a ~  + po "+~ D . . .  (x~ E So) 

276  - -  277  
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di So* a l l ' e lemento  

Xo + Po" s D x~ + po ~ • s D ... D x,, + po "+~ • s D ... 

di s,'(po" s) ~ ,  che appunto eorrisponde al l 'e lemento 

Xo + p D x~ + p'-' D ... D x,, + p'~+~ D ... 

da assoeiare a ~o secondo il prooedimento generale esposto in 275. 
Essendo questa  identifie~tzione d': tecordo con q~xella descri t ta  in I,, essa 

r iduee le affermazioni da dimostrare a quelle prora te  in 276. 

278. 8e per un  sopra-anello pr imario  e noetheriano A di un  aspetto per.  

felto So il numero ~. ~..IP°---'z A)~ ~ finite, l' anello indiv iduale  
\ ~ " $ 0  

21 = A/(po • A) ~ = s~* + s2* ... + s** 

somma diretta delle individuali t& s~* delle estensioni si ~ so di base A, (le 
quali individualith suppongonsi immerse in 21 mediante gli isomorfismi asso. 
eianti lo approssimazioni a + p,"+~ --- a,, • ei ~"~ + Od '+~ • A (a,, ~ A). 

DII~os~RAZlO~. - I. Soddisfatto le premesse del teorema 261, possiamo 
valerei delle den,~minazioni vi usate : 

P o ' A =  N q ~ =  II qi, ql ~ [P~t'~A]-primario, q , + q i = , 4 ,  (i~=j), 
i=i, . . . ,  h i~=i 

,, / -, ( o.a 1 
~=i,j=i } ~ i=t \ A Ao' 

" (po. s,l 
(**) s i =  ~ s o . z ~ i + p o . s ~ ,  n ~ =  . 

i=x 81 /so 

iL  Di seguito ~ ( ,)  possiamo applioare il teorema ~76 e r icavarne 

2t  " -  A / ( p o  • A) °~ = ~ So*.  ~# 

dove ~q, defini~i da (~i~), = z# + po '~-~. A, sono i inearmente indipendenti  
sopra l ' individual i tk  so* immersa in 21 mediante l ' i somorfismo associanto le 
approssimazioni a,, + po "+1 e a .  + po "+1. A (a,, E.So). 

I I I .  Da q i + q ~ = A  (i:4:j) segue q i " + q j " = A  e, ponendo II q i = u i ,  
h ~4:J 

X t l i -  A, donde risulta l 'es is tenza di elementi ei("'C Ill "+~ con le propriet/~ 
i = z  

h 

1 - "  E e?",  e ~ ' . e / m C p o  " + ~ . A  ( i ~ j )  
(:,) 

e~(,, - -  e~,+~ = - -  x (el"' - -  e/-+l,) C Po "+~- A, e " C P1 "+~ (i ~,j~, 

2 7 7  - -  2 7 8  
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le qual i  pe rme t tono  di de f in i re  con (~),~ - -  c+ (''' ~ Oo ''÷~ • A ( n - -  O, 1. 2, ...) 
e l emen t i  ~ soddis facen t i  al le  re laz ioni  

h 

Si osservi  ora, t h e  da ztj C llt si deriva~ z~ .  e~ t') C Po" A (i =4= 1). P o n e n d o  
per  l d~= i (a~),, - -  Po-~" z0"  e~ ('+~, • Po "+~ '  A. (Po -"  Po ' So), si def in iscono,  
pe r t an to  e di segui to  a (**), e l ement i  ~it  E ~t pe r  cui vale (Po' a ~ ) ,  --- zi i .  

• e: <'+~) -[- po '~+~ A - -  zi~.  e~ ('~) -[- po'~+~ • A - -  (~i"  ~)' , ,  cio~ ~i] .~ t - -po 'a~]~  (i~=l~, 
donde  si der iva ,  t enu to  conto  di B = S So* - ~*i - -  Z so* • ~ii • e~, la re laz ione  

4, j i, j, 1 
- -  Z so*. ~ i "  et ~ Po*" ~ che  a sun vol ta  i nduce  (red.  "268) 

i , ]  

(++) ~ = v, so*. ~ .  ~t. 

IV. Di segui to  a (**) poss iamo a.pplicare it t e o r e ma  277 e r i c a v a r n e  

( = . 

dove zii, cons ide ra t i  come e l emen t i  di s,*, sono def in i t i  da  (z~),, --zt~ ~ p~÷~ 
e l i n e a r m e n t e  i a d i p e n d e n t i  sopra  l ' i n d i v i d u a l i t h  So* immers;~ in s~* me d i a n t e  

l ' i somor f i smo  z assoc ian te  le appross imaz ion i  x , , - [ -po ~*+~ e x+, ~p~n+~ (x,  Eso). 
Questo ~ pub es tenders i  a tu t to  l ' a n e l l o  ~ ,  de f inendo  l ' e s t e n s i o n e  v, di 

con 1' e f fe t to  

Da (el),, ~ e/'~ + P o '+ t"  A C p?~+l ( j  ~_: i) segue al lora,  t h e  ~ a n n u l l a  ej 
(j :~= i) e muta  p e r t a a t o  e t - -  1 - -  ~ ~j n e l l ' e l e m e n t o  uno di si*. L ' i m m a g i n e  

n i 

(o) $4~i =- V so*. ~ • ~fl~ - -  v_, so* • z~j 
~,'i ~ /  ]=~ 

L.~ reia~ioni  (-)  mos t r ano  t h e  Z~. ~ ~ so t to -~ne i lo  di ~ e ugua te  a 

~ .  :-:, = Y2 so*- ~ij • ~ 

secondo (++). m e n t r e  (o) insegua  ( B .  ~.~)~<- st*. 
Pe ich~  (ZTIi " ~ii" e~) ~i--  Z;~/" zti (;~/E so*), l ' omomor f i smo  z~ r i s t re t to  a ~ .  ~t, 

J 
i somorf i smo di ~ .  ¢/ su 8,;*, il qua l e  fa e o r r i sp o n d e re  Ie appross imaz ion i  

a • e~ ~') + po +*÷~-. A e ~,, + pt ~-~~', 

sicch/~ I~ decompos iz ione  ~ := ~ • ¢~ pub i n t e rp r e t a r s i  nel sense  ~ - -  ~s~* 
t 

esposto nel  t eo rema  da d imos t ra re .  L ' a f f e r m a z i o n e ,  che ques ta  somma 

278 
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diretta, significa, che ogni elemento ~ E ~ ~ somma ~=~ con a i E ~ .  ~i, nella, 
qua!e a~ b. unico di seguito alla conseguenza :¢. ~ = ~i di tale ducomposi. 
zione. Essa signifiea di pitt la validitg deiie regole 

(~v~) + (y.~) = ,_: (~ + ~) (~, ~ ~ ~t. ~). 

?,79. Agli anelli 21t, si* considerati  nel teorema precedente si apptieano 
le osservazioni 276, risp. 277, ehe insegnano 

n i 

(~) = .~  (So*). ~ii" ~ ,  (s~*) = ~ (so*). z~j, 
*, t ~=1 

helle quali  relazioni si eonsideri l 'individualiti~ 8o* come sotto-ane]lo eomune 
di quegli anelli, identifieando gli eiementi  aventi in ~ le approssimazioni 
a ,  + po "+~ • A, in s~* le approssimazioni a,, + p~'*+* (a, E A). 

G]i anelli suddetti  ammettono il ealcolo delle norme c traeeie relative 
al lore sotto-eorpo eomune (so"') (red. 59). 

Valendosi della decomposizione , --  ~ .  (~e,) --  ]~ . .  ~ di un elemento qua- 

lunque di (~), si ottengono relazioni del ripe 

(*) ~ ~ i j ' ~ - -  E "( i i l '~ . i t '~  ( j = l ,  2, .... n~, i - ' i ,2 , . . . ,h~,  
1=1 

dalle quali si derivano, npplieando l ' isomorfismo z i introdotto in 27~ IV, o 
piuttosto la sua estensione a (~), le relazioni 

(* *) ~ • zii = z£= 7i#" zit valide in (s~*). 

C~dcotato seeondo 59 mediante le formule (**), la norma Na di ~ in (si*) 
relat iva a (so*) sari~ F i -es imo fra i determinanti  parziali 

Y i  u T i  va "(i * n i 

• " ( i  = 1 ,  ;2, . . .  , h , ) ,  

~ i ,  i 1 y i , , i n  i 

in cui si sl)ezza il determinante  fornito da (,) per  la norma N:¢ di o: in (kl) 
relativa a (so*). Cib dimostra il teorema seguente:  

Sotto le premesse del teorema 278 valgono per  ogni :¢ E (B) le formule  

h h 

(pureh6 s ' identif iehino gli elementi  aEso*,  s~, Zd definiti r ispet t ivamente da 

(a),, = a,, + po ''÷~ , a,, .+ pi'*+~, a,, -+- po '*+x • A, (a,, E so)). 

2 7 8  ~ 2 7 9  
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280. Sia so perfetto e S oggetto pr imar io  e finite sept,+ il corpo (So) (cio+ 

S finite), mentre p sia prospet t iva non-totale  di  S. algebrica s o p m  di range (~o) 

so (red. 26~i). Se O~ (i = 1, .... h) sor~o tutte le estensioni di  p con un  dato- 
insierae fir~ito E di elemeati di S, integri  sopra s, allora valggno le regole : 

b 1, 

N(s ,  ) ~ - -  II N ( s ,  )~ , T+s, ) ~ = Z T(s+, )~ 
i+ *i +=" (++*) i+.-'i +:'  ice*) 

per ogni ~.6(s*), (purch~ s ' identif ichino gli elementi  ~ di So*, s*. si* definiti 
r ispet t ivamente da (~),+ -- x ,  + p d  ++~, x,, + p"+~, x ,  + p+n+L me, 6 so). 

DIMOSTRAZlO~E- I. Dalle ipotesi su 0 e Pc segue p ~ p o .  I1 ragionamento 

267 I. si appliea al ease presente s - +  so e dimostra che (P°-:~sl = q 6 finite, 
\ S /,~ 

q 

sicch+ s - -  Z s0. y+ + Pc'  s e in conseguenza (red. 277) 

q 

C+) (s*) = ~ (So*). y+ - -  s .  CSo*). 

Essendo l 'anel lo A - - [ s ,  E] un s-modulo finite, esso avrh di seguito a 

Pc" s i finite una so-base finita rood Pc" A e permette pert~ulto l '~pplicazione 
S ]8+, 

dei teoremi 276 e ~79, dei quali l 'uno insegna 

(++) ~=A/COo.  A) ~ =  A "so* , ( Z t ) =  A.(so*~ 

mentre  i 'a l t ro  fornisce 

( A )  2v(z   - I1 N(+,,) per E 
i = 1  - - -  

('-++o*) (so*) 

(e la eorrispondente formula r iguardo alle traccie), perch+, come dimostre- 
remo in II., p+ ( i =  1 .... , h) sono appunto tutte le estensioni di Pc aventi 
la base A. 

II. Si t ra i ts  di dimostrare,  che V(A)D O ' ~  Pc equivale a I (A)D  P'--* P .  
Sis  V(A)Dp'  -+ Pc. Se l ' insieme p ' f '~sDp' f '~So --  pc=l=0 the  di seguito 

a A D s  /~ ideale prim,, in s, n , n  fosse l), esso individuerebbe (red. 73) una 

prospettiva p " >  p non totale, contrario al fatto ord ~- = 1 (red. 267 I). Quindi • p 
V ( A ) D I ) ' - -  Pc induce V ( A ) D p '  ~ p, e l ' inverso risulta d a p  -~ Pc. 

S 
III .  Supposto il range (~o)finite, vale S = ( s ) = s . ( S o ) ,  (come si vede 

p. es. con le e~molusioni esposte in 267 V). 
Se fosse P o - " ' s C A  per ogni r > 0 ,  sarebbe ( s o ) . s C A C S = ( s o ) ' s ,  il 

f~80 



E. KXHLER: Geometr~a A~tmet iea  193 

/,~x / , ~ . \  
t he  si esclude a causa d i A  C I (~ )=~  S. (Si osservi p. es. po-~c] : I  (~)) .  Esiste 

dunque  una potenza .Po" tale the  

(+) Po". A C s 

IV. L ' idea le  Po. s individua in V(s) una f igura (Po- s), di cui ~ certo 
non ~ prospettiva, perchb Po" s c = ~ .  l~e risulta, che p, in quanto prospettiva 
immediata  (red. II), ~ la sola prospettiva di (Po. s), sicchb l ' ideale  Po" s 
primario e pertanto superiore a u n a  potenza p~: 

(÷+) Po • s D P'. 

V. le relazioni (+) e (++) permettono di interpretare  s* come sotto-anello 
di 21. 

All' uopo si associ a ~ E s* definito da (~)~ - -  ~ ,  ~ p ' ~  (0~,~ Es) l ' e lemento  
E 21 definito da (~). --  ~¢.~+e "{- Po n+~" A. 

Da (++) segue, che ~ ~ determinato da ~ in modo unico, sicch~ si t rat ta  
di un omomorfismo, mentre  (+) insegna che a--0,  equivalente a ~- ,+e C po "+~. A, 
induce ~,,e-ee " Po ~ C po "+~" s, cioi~ ~,e+e C Po "+~-r • s, (~)n = (~),~+e+nr "1- t0 '*+~ C 
C Po "+ '*~- ' '  • s @ tY TM, equ iwlen t e  a ~. : O. Identif icando 1' immngine • di 
sotto quell 'omomorfismo, ormai riconosciuto quale isomorfismo, con ~, ~i 
rende s* sotto-anello di 21. 

VI. Ci6 posto, concludiamo da (+) t he  A .  (So*)C s .  (So*), mentre  A D s in- 
duce la situazione inversa e con cib (red. ( .)  e (**)) 

(21) = A .  (8o*) = s .  (so*) - -  (s*), 

il t he  significa, tenuto conto di (***), le formule da dimostrare.  
L 'appl icazione di queste formule presuppone 1' interpretazione di ~ E(21) = 

- - s -  (So*) come elemento di (s~*), definita in 279, la quale identifica ogni 
elemento ~Es  (avente in 2t le approssimazioni (~)n --  ~ ~ Po n÷~. A) alFelemento 
xEs~ dato da (x),~--0~ ~ t0~ ~÷~, cio~ al l ' idea di ~e in s~*. Poich~ l ' immers ione  
di s* in 21, descri t ta  in V, a l t resf  identif ica 0~ con la sua idea rispettiva, Ia 
vaiidit'~ di quelle formule ~ completamente definita, dicendo, che 1' argomento 
sia ogni volta quell '  elemento E c t .  Yt (ct E(so*)) del rispettivo oggetto (s~*), ohe si 
ott iene da una (qualsiasi) espressione Z c t - y t  del l 'e lemento ~E(8*)----. ~ (so*). Yt, 

sostituendo a y~ E s la sua idea in sd*. 

281. 8otto le premesse del teorema 280 vale 

280 - -  281 

Annali di Materaatica 25 
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D~OS~RAZlO~E. - So s -" E so.  y~ + Po r con n ---- (l~o" s t . avremo 

(red. 277) s - -  Z so*- y~ con y~,. . . ,  y,~ l inearmente indipendenti sopra (so*). 
i 

Quindi 

iV(s.l p°=po" s ' l  , 

donde si deriva con la regola dimostrata  in 280 pon.-~ H poni 

relazione da dimostrare.  

e con eib la 

282. Se una estensione completa t2 P~ ~ Po di una prospettiva per. 
i = l . . . . ,  h 

fetta Po ~ contenuta in una variet~ aritmetica I'. il cui oggetto S ~ primario 
e finito sopra (so), al lots  valgono le regole 

(s-i ' (80') (~ ~ (s,*l 

per ogni ~E S. Le stesse relazioni valgono sotto le premesse pile generali del 

teorema 266. 

DI~OST~AZIO~E. - Soddisfatte le premesse di 266 che sono anche quelle 
di 267, possiamo r iprendere le notazioni usate in 267. 

I1 teorema 266 assieura  l 'esis tenza di un anello A D so di so-base finita, 
col quale si eostruiseono le situazioni 

(,)  V(A) D U P~i ~ Po 
i, 1 

(**) V(A~) D I,J p# ~ p~ (Ai = [A, s,]). 
i 

I. Siecome O Pi~ ~ la totalitk delle estensioni di Po aventi  la base A 

(red. 250 fide), il quale anello ~ del tipo presupposto in 279. avremo, ponendo 

A/(po. A) ~ -  ~ ,  le formule 

- -  ~. T(s~s, } c~ N t ~  } ~ - -  .II1~%.,} ~, Tl~t) ~.~ 

per ogni a E ( ~ ) -  A-  (so*), helle quali si caleolano le norme e traeeie, sosti- 
tuendo a ogni elemento di A la sua idea nella r ispett iva individualit~ s*.,j 

II. Poich~ l 'anel lo  A ~ generato da So e un insieme finito di elementi 
integri sopra so, e quindi sopra s~, le prospett ive P~i ( J ' - 1 2 , . . )  costituiseono 

281 - -  ~82 
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una completa (ved. 262) estenslone di p~ soddisfaeente alle premesse del teo- 
rema 280, siech~ valgono le relazioni 

(so*) (So*) : (so*) (so*) 

per ogni ~ E (s~*), mediante le quali le formule (***) si semplificano in 

(+) = n, 1 = 
(so) (so) (so) is0) 

III .  In  quanto So-modulo, 1' anello A ha una  so-base linearmAnte indipen- 
dente (red. 99), e questa sar'k, secondo l 'osservazione 268, anehe l inearmente  
indipendente rood Po • A, sicch~ essa serve a caleolare eel procedimento esposto 
in ,59 le norme e traecie, tanto in S relat ivamente a (So), quanSo in (~t) rela- 
t ivamente a (so*), essendo essa anche So*-base l inearmente  indipendente  di L~. 
(Ved. 276). 

Qualora a~ sia elemenSo di S, come presuppone il teorema da dimostrare,  
troveremo quindi 

(~.+) NSa~ = ~(Zt) x, T s x - -  T(Z~) x 
(s-i (so,) (Si (s**) 

in un sense tale, che per x E A i membri destri sono le idee dei membri  
sinistri di queste equazioni. Da (+ )e  (++) seguono le relazioni asserite nel  
teorema suddetSo, 

4. D i f f e r e n t i  re la t ive .  

288. Una varieS,~t V estensione di una varietit V,, (ved. 250) sar~t dist inta 
come estensione algebrica della Vo, allora e soltanto allora, the  ogni prospeS. 
Siva ~ E  V h a  una base anello algebrico sopra la proiezione So ~--S del. 
1' aspetto S. 

Ramment iamo che varietit estensioni si eonsiderano soltanto nel ease di 
variet'h primarie.  Se S ~ l 'oggetto di tale variet~ V, ehiameremo S l y ,  eio~ 
il soggetto della prospettiva totale di V, il corpo della variet~ V, e la carat- 
terist iea di questo sark delta la caratteristica della varietY. 

Una varieti~ ar i tmetica ~ ovviamente estensione algebrica di ogni variettt, 
di cui essa sia semplicemente estensione. 

284. Sia V variettt estensione algebrica della varietal Vo. 

I differenti relativi n-esimi 

(so) 
b,, ~ V~s  --- So~ Vo 

282 - -  284  


