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268. Come corollario di 267 IV e V, utile in altre applicazioni, notiamo
Se So & perfetlo e A wun s,~modulo con s,~base finita, allora da A =
= E S+ Qi+ Do A 88 pud concludere 4 = ‘... S+, ¢ nel caso in cui A sia

i=1 =1
sopra-anello primario di s, vale (A)= A . so).

§ 3. Anelli individuali.

269. Ogni percezione A/C di un anello 4 (ved. 63) & il principio di una

sequenza
AJC, A/, A/c?, ...

di percezioni A/C"*+' di precisione n infinitamente crescente. Questa ascesa di

anelli sbocea in un anello
A:]cm

individuale alla percezione A/c, definito nel modo segunente:
Ogni sequenza infinita del tipo

() G +CDa;+CDa+CDag+¢*D... (a, € A4)

determina un elemento « di 4/C®, e viceversa. L’(n<41)-mo termine della
sequenza, in quanto determinato da « e dalla precisione n, sarh designato con

(@)n

e s8i dira la n-esima approssimazione di a.
I calcoli in A4/c*® si effettuano mediante le approssimazioni:

@+ Bl =@+ @, (@B =@)n- (B

Un elemento a€ A approssima «€ A/cC® con la precisione n allora e
goltanto allora che a +4- ¢+ = (a),.

Ogni elemento @ di A approssima uno ed un solo elemento a di A/c®
con precisione infinita, e cioé quello dato dalla sequenza

(%) a4+cdDa+CDa+CDa+4Ct..

che chiameremo !’idea di a in A/C™.
Le idee in A/c® di elementi di 4 costituiscono un sotto-anello di A/c®
omomorfo all’anello A mediante 1’ associazione

A3a — a€4/¢* con (x), = a -+ ¢+,

Allora e soltanto allora che questo omomorfismo sia un isomorfismo, 1’anel-
lo A diventa sotto-anello di A4/c®, identificando ogni elemento di A con
la sua idea, identificazione che in tal caso sempre tacitamente supponiamo
effettuata. La condizione necessaria e sufficiente affinche sia ACAlc™,
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& N =0, come si verifica p. es. quando esiste un aspeito noetheriano
B Ly Saaeny

S di basgD A soddisfacente a P D C (ved. 42).

Dare un elemento di 4/¢c® significa. dare le sue approssimazioni. Conviene
ricordare, che con la n-esima approssimazione di un elemento si conoscono
anche tutte le sue approssimazioni di precisione minore di n, valendo
(@), == (&), - €™ per m = n.

270, 1/ anello s/p= individuale al soggetto s/p di una prospettiva p sarh
detto I’individualitc di s/p (o semplicemente di p oppure di s)

L individualita s p>® & aspetto s*, I origine del quale é la lolalita p* degli
elementi approssimati da elementi di p.

DiMosTRAZIONE L. - Gli elementi £ € s/p™ approssimati da elementi di P
sono proprio quelli soddisfacenti a (§), = p. Ora, da ) =P, () =) segue
E—=Mo=Eo— (=0 € E- o=k (8o=1p per ogni {€s/p>, il che veri-
fica p* quale ideale in s;p®. L’idea di 1, cioé I’elemento approssimato da 1
con infinita precisione, non appartiene a p*

II. Per oguni E€s/p>®, Ecl-p* dimostriamo l’esistenza di un inverso
7 € 8/p™, costruendo successivamente le sue approssimazioni

(%) Yo+ PO +0'D80+ DD . DYus+ P

Sia €)= Xm + P (X,, €5). Da £ cj=p* segue x, c/=P e quindi I’ esistenza
di 2t =y, €s.

Avendo gia costruito la sequenza (x) in modo tale che z,, ¥, =1, dedu-
ciamo da %, ;- Yo =1¢e @, C&,n + D", che x, -y, =1+ p con pcp"
sicchd g, =(1 + )~ *+y,_.€s soddisfa a x, .y, =1 e a g, +P"7 Cyu_+P"
e approssima pertanto » con la precisione n + 1.

Con I e II ¢ dimostrato il teorema.

Sapendo ormai, che 1'ideale p* & origine di una prospettiva s* — s¥/p*
ammetteremo anche per questa la denominazione «la individualita di po».

Nell individualita, s* di una qualungue prospetiiva P vale

N opFr =0

§m1, 2, .0 GO

271. Conveniamo di designare le idee di elementi di s (ved. 264) con gli
stessi segni come questi, comunque sia s sotto-anello di s* o semplicemente
segno di un sotto-anello di s* omomorfo all’aspetto s.

Se Uideale P ha base finita, la totalita degli elementi di s* approssimati
dallo zero con la precisione m — 1 é p™«s*. In particolare

pr=1p-s* e s*=s+4 p".st con m qualungue.
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H
DIMOSTRAZIONE., - Sia p7 = X P,.s. Dato un elemento £€s* approssi-
: i=1
mato dallo zero con la precisione m. 1, cioé soddisfacente a (%), .,=p", sup-

poniamo gid determinati ;€8 (i =1....,H, 0 <l =< n—m) tali che

xiu + {3 D 9-'5:;1 + U: Dwi'z + DS :) oo :} mi. 1 + pn_mq-]

H
N

e (E)u = X Li,o—am Pi + D"+1- Di Seg‘ﬁm a (E)n = (a)m-—l + p”m}hl - p""H si
i=i
prendano @; ,_,, = 0 per n < m {ved. 269 fine).

I fatto (’),,+,C(E),, permette di scrivere (§),4, =+ p"*+* con =
H

= I Xy P+ I pi- Pi con p, € P, Se quindi si pongono
-1

i =3

L, w1 = Li, n—m -+ b (i = 1, vee y H).

questi elementi soddisfano tanto a % ,em + P""H D X popys + PO
H

quanto a (€)...o = I X,y mga s P4 P72,
i=1
Con questo procedimento si ottengono le approssimazioni (§), =, +p"+’

di elementi £ €s* soddisfacenti a

@) = S @i, u_m - P+ P70 epperd =3 (%), « (P), per ogni n,
{ i

£

sicché £ =% §» P;Cp™ - s* Viceversa, dalla regola (a.f), = (a), - (), e dal

fatto (p).=p segue (P7-s%), CP"+-P**+* e quindi(f) ,_,=p™ per ogni & € p7.g*,

E dimostrato con cid, che la totalita degli elementi £€g* soddisfacenti
oy =P8 Pt

Applicando questo risultato al caso m = 1, otteniamo p* = p . s*,

Poiché per ogni {€s* vale §o=a + P con 2 €s, avremo (—uix) = pe
quindi Z—xz€p.s*. Cido dimostra §* =s+ P-+s* ¢ con questo la relazionc
pitt generale §* = s 4 p™ . s* dove m & qualunque.

292. Se U ideale P ha base finita, U anello s* é noetheriano.

h

DiMOSTRAZIONE. - . Sia p = S pi- s e quindi p* = ...p, s*,
Da una relazione 2‘3 ¥ - p’“ = P° «8* (y; € s*) segue (L o P ==
=X{h(Ph =P e pertanta po*lendo (Yh=c + P (c:€8), X Lo p, Cpt. Ne

rnsulta nel caso che p,,..,p, sia base minima di p, come presupporremo,

che si avrd ¢, CP, (Yo ={h—+D=D e percid 1; C p¥*, sicche py,..,p, é
anche base minima di p*.
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IL Di seguito a s*=s - p* possinmo identificare i corpi s/p e s*/p*
mediante 1’ isomorfismo & 4+ p* — (£), (€ € 6% e estendere questa identificazione
agli anelli

/Pty v, ,] = S[ue]Plaa] — */P*[h, .., ] = s*[u)/P[u] = s[u] + p*u)/p*[u],

coi quali si costruiscono secondo 196 le forme tangenti in P risp. in p*

Diremo conseguentemente: la forma f(uy,..., #,+P*us,..., w,] (con f(u)Es{u]
omogeneo di grado m) tocea £€s* allora e soltanto allora che in s* vale
f(p1, s pr) CE 4 p*™+* oppure, calcolando le approssimazioni di precisione
m, (D1, D) + D™ = (f(D1, - D)) C epperd = (E)n. Viceversa, da (§)m =
= f(P1y o, Pu) + P+ si deduce (Ff(Pi, e, P1) — Em = P™+* e quindi (ved. 271)
fP1, e s pr) —ECP™H - s*. Ne risulta, che flu,,..,u,) + p¥u,, ..., u,] (con
fu)€s[u] di grado m) tocca E€s* allora e soltanto allora che f(pi,..,p.) ap-
prosgima £ con la precisione m.

II1. Sia ora a(s*) un ideale qualunque in s* e designi a(s*) Iideale
tangente a(s*), ciod generato in s*/p*u] = s/p[u] dalle forme tangenti elementi
di a(s*) (ved. 197). Se le forme

(*) Aty ooy W)+ Dby, oo, u,] (con aigu)€s{u] di grado my)

(i =1,..., I) costituiscono una base dell’ideale a(s¥), gli elementi a; € a(s*) ap-
prossimati da a{p., .., p,) con la preeisione m;, cio¢ soddisfacenti a

(» *) Ai(P1y e s Pu) C %+ D’”ﬂ’" . 3*,

costituiranno una base dell’ideale a(s*).
Sia, infatti, 2 un elemento qualunque di &(s*), e supponiamo gia costruite
le sequenze

Zio -+ P Dwi + Dz Cu Dy, n—nt, + Dn_mﬁi (n= mi, Tij €s)

(#=1,.., I) in modo tale che

1 .
(***) () = ‘2 (wi, ﬂ»‘m,")ﬂ o (@) (xi}' =0 per j‘ < 0.

$==1

Poiche (x),==p indurrebbe acjz=p* e quindi a(s*)=s*=1.s* possiamo
limitarci al caso di (&), =P e prendere u;, =0,

Da (a — i, nem, * %)n = (@) — B (e, pm,)n * (@) = pT+* segue (ved. 271)
(+) (a(S*) 3) o —— Z Xi, e * %i C Dn-—l—l . g% — p*n+1

e quindi Desistenza di una forma a(u.,.., #,) 4 P¥u,, .., u,] € a(s*) (con
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a(u) € s[u)) di grado n -+ 1 tangente il membro sinistro di (+) e soddisfacente
pereio a
(++) A(Pry ooy Pr) T — Z @i, n—m; * % + p"+z - %,

Ora, dato che le forme («) costituiscono una base dell’ideale a(s*, avremo
una relazione @y, .., u,)C T iUy, ooy Up)* GilUs, ooy Wa) + Pty oy W] (cOn
1

biu)€su] di grado n—m;+ 1), dalla quale segue mediante (##): a(p;,..., p,)—
— Zb(pa, ey Ph)* % C P2 5* oppure, tenuto conto di (++),

% — X (@, mem; + Di(Pa;s e, D4)) 0 C P - 87,
siccheé ponendo @i, . _m 41 = &, vim, + 0i(Pss o, B) (=1, ..., 1), troviamo

(@)t = z (;, n-—mi-i—))n-{»—l » (%)t

in analogia a (*), e nello stesso tempo
xi, LR + pn—mi+1 D xi, =41 + p"—mi-{-z .

Civ descrive un procedimento infinitamente continuabile che definisce
elementi &; € s* con le approssimazioni (&), = x;, 4 p"+*.
Da (x%) e & — i, n—m; C promtl . g* segue ;- Bi — ot o L5, —m; Cpr+t. g*
e quindi
(@) = 23‘ (s, nemtmygn (23)y = -:—“ (CAMER(HM

per n qualunque, fatto equivalente a « = X a;+ &, c. d. d.

273, Se U'ideale D ha base finila, per ogni ideale a in s con (g) finito vale

“ )=

Quindi, s* é regolare (perfetto), se s é regolare (perfetio).

DivosTrAzZIONE. ~ 1. Con
(%) E+ P es® — (Om

si definisce un isomorfismo di s*/p™+.g* su s/p™+', poichd (Pm+i.s¥),=pm-+!
e, viceversa, da (§), = P™+* segue £ € Ppn+i.g* (ved. 271).
. . ay . i, . . . . |
I1. Dall’ipotesi, che (g) sia finito, si deriva I'esistenza di una potenza
pm+'Ca. Contenendo allora 1’ideale a.s* il nucleo p™+*.s* dell’ isomorfismo
(x%), si stabilisce (ved. 213) con (=) una corrispondenza biunivoca fra gli
ideali contenenti a.s* di §* e quelli di ¢p™ contenenti (g « §%), =

202 — 278
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= a4 p"r/prtt = a/p™+, i quali, dal conto loro, corrispondono biunivoca-
mente agli ideali in s contenenti . Le sequenze irriducibili di ideali misu-

. . E: a .
ranti (secondo 208) i numeri (“":g*_) e (g) sono pertanto costituite dal mede.
simo numero di termini, come afferma (x).

III. Poiché la regolarith di s significa (ved. 234): s & noetheriano e

m+1 m+h . . . ,
(p p ): ;t , e8sa si trasporta, di seguito a 272 e I’ ugunaglianza (x), subito
all’anello s*. Se s & perfetto, si ha regolarith e h ==1, proprietd che altresi

subito si frasportano a s*
Viceversa, se s* & regolare (perfetto), si pud affermare, che s & regolare
(perfetto), purché si sappia s essere noetheriano.

274. Per s noetheriano vale s* M (s) = s.

. a .
DIMOSTRAZIONE. - Sia =; con &, b€s Cs* elemento gqualunque di {»)

Se wCs* si ba a=wn-b e quindi (a), = (x), (), per ogni n. Ne segue
aCb-s 4 pt* epperd (ved. 286), a Cb-s, ciod x€s, ¢ d. d.

275. L’ individualita- s, di un aspetlo perfelio s, é sotto-anello dell’indi-
vidualitd s* di una qualsiasi sua eslensione s noelheriana.

DIMOSTRAZIONE., — Se a ogni & €87 determinato da (&), = . + Po"
(x, €8) si associa 1’elemento E€s determinato da (%), =, + p" ', si defi-
nisce (di seguifo a P, C ) un omomorfismo di 8&* in &* Il nucleo n di questo
omomorfismo & 0 o P#*? (v==0), dato che in s* che sappiamo essere perfetto
(ved. 278), non ci sono altri ideali (ved. 94). Ad ogni modo sard n =a - §*
con a€s,. Ora, a 4 P+ =p"+ (n=1, 2,..) induce (ved. 92) a =0, siccheé
non pud trattarsi che di un isomorfismo. Basta identificare ogni & €s* con
il E€s* risnitante da & mediante questo isomorfismo, per rendere s,* sotto-
anello di s* identificazione che sempre tacitamente effettueremo.

276. Per un sopra-anello noetheriano e primario A di un aspetlo per-
fetio s, segue da

(%) A:ﬁiso-yi+po-A, n:(g?z—é) )

+=1
che

A/ A> = Z se* - i D8, = (si*)-rango di (4/(Ps+ A))
1=1

(A/(Do « Ay°) = él (80%) « 9 = A - (86%).
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DiMosTRAZIONE. = L. Da Zc; - C o™ - 4, ¢i €5, segue ¢; C ™.

1
Cid risulta per m = 1 immediatamente dall’ipotesi () e si dimostra per
m > 1 con induzione secondo m, valendosi del fatto, che Po=p,+8 e o
& non~infinitesimale.

H
II. Conseguenza diretta di (x) & 4= I so+7;4 Po™*"+ A con m qualunque,

=3

donde si deduce per ogni elemento
E: mo + po ¢ A :)xl + (DO ¢ A)2 :) sra Dwm + (vo * fl)m+1 D (L1

di B= Ao+ AP una rappresentazione

k3

B =T + P10 A = -§1 Cmi* Yi+ Po™ 0 A4

dove Cui €8, secondo I & unico mod P,”+*. Ora, inducendo )y, 4+ Po™+ied=
= ()m I'uguaglianza E” Omtt,i* O + P e 4 = £ Cmy i Yi -+ Po™ e A, sl avra
Cma1,i — Om, i C Dom"’lz ;icché =

(x*) (Yidm = Cmi + P+ - 4 (=1, 2,..)

definiscono elementi y; di B, coi quali si scrive

n
\]

(***) E.—_.-.}_; Yi*Yis

$:=1
designata con g; I'idea di y; in B = .1/, - 4)>.
III. Associando a ogni elemento

() o+ Po DX 4 Po° D . DX + P D (@ € 8)

di 8* !’ elemento
Lot Qo A) DXL+ Po AP Dt D&y + (Po- )1 D ...

di B, si definisce un omomorfismo di s* in B. Se il nucleo di quesfo omo-
morfismo non fosse 0, esso sarebbe (ved. 273 e 94) Po*° = po” - 8* (v =0),
ma l'idea di p,°€8 C 4 in B certo & diversa da zero, dato che di seguito
al carattere primario di A esiste (ved. 72) una prospettiva P di base 4 sod-
disfacente a PDOP.+ 4 (ved. 269). Trattandosi quindi di un isomorfismo,
identificheremo s,* con la sua immagine ottenuta mediante quell’ isomorfismo
realizzando cosi B D g.*.

H
1l risultato (%) insegna ormai B = X §*.y,.

i=1

IV. Da una relazione Z v;.y; = 0 si deriva, ponendo (),
i

n
Z Cmi Y C P-4, e quindi omi C P, ciod 1 =0,

=1

276
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Ne segue subito, che nessuno degli elementi di s,* & divisore dello zero in B,
sicchd 1'oggetto (B) di questo anello contiene [(s*), B] = (8*)- B = g‘; (86™) yi=C.
i=1

Se &€ B & attivo in B (ved. 63), 'ideale §.C in C si verifica subito avere
I’ (so*)-rango uguale a n e coincidere pertanto con C. Cid prova f~*C C e con

questo I’uguaglianza (B) = C= § (80) * ;-

277. Per ogni esiensione s — 8, noetheriana ¢ primaria di un aspetio

n »
perfetto s, segue da 8= Z S Y+ Po-8, B = (Do s) » che

[ 8§

n nw
s*= 2 8"y, = 2 (&M,
i=1 f==1

gli elementi y; essendo linearmente indipendenti sopra (8,*).

p°s' 8) sia finito, segue che la
3

DimosTRAZIONE. - 1. Dall’ ipotesi, che (

funzione caratteristica

et oy

8 8

(ved. 210) & di grado O e che quindi (ved. 280 e 193) p,-s & p-primario.
Partendo da una relazione P*C P, s, associamo a ogni elemento

E: o+ DoeSD% 4+ D’ 8D e D%m + Po™ 8D
di s/(po» 8)° 1 elemento
o+ PIOT+P°D . D%+ P+ D
di s* in modo evidentemente univoco e tale, che si definisce un omomorfismo,

il cui nucleo & costituito dagli elementi £ con (§),, C P™+ + P/ - 8/Pe™ 8.

Da ®m = Omere + D"+ 8 € Emetre CP™H* -8 sogue (S = P+« s, ciod
E=0. Si traita quindi di un isomorfismo, il gquale di nuovo ci servird a
identificare quell’ elemento £ con la sua immagine in s*

Tusto 1’ anello s* risulta in questo modo da 8/(,-8)®, poiche, dato v €s*,
si trova, ponendo (E)m = Mmesre + D™+ + 8 un elemento £ di s/(p,- )™, al
quale corrisponde sotto quell’isomorfismo un {€s* con ({hn  (Mmese+PmHC
C () © quindi uguale a 7.

I1. Poichdé all’anello s/(P,-s)® si applica il teorema 276, avremo §/f(p,-8)®
=3 8o*+9;, dove s* designa (ved. 276 III) 'immagine di 8* ottenuta dal-
de=1
I’ identificazione dell’elemento

Eo: Lo+ PoD® 4+ P’ D DB+ P (i € 8o)

276 — 27
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di s,* all’elemento
o+ Poe8DLL 4+ PP 8D . D%+ P e8D
di s/(P + 8)°, che appunto corrisponde all’elemento
Lo +PD X+ P Do D+ PP D

da associare a § secondo il procedimento generale esposto in 275.
Essendo questa identificazione d’accordo con quella descritta in I, essa
riduce le affermazioni da dimostrare a quelle provate in 276.

278. Ne per un sopra-anello primario e noetheriano A di un aspetio per-

‘iz-‘-’-) & finito, I anello individuale

B = AP+ A)® = 8% + 8,* ... 4 8,*

fetlo s, il numero (

¢ somma diretta delle individualita s;* delle estensioni s; — s, di base A, (le
quali individualith sappongonsi immerse in Zl mediante gli isomorfismi asso-
cianti le approssimazioni a -4 p;i"*t* — @, & 4 P A (a, € 4.

DimosTRAZIONE. -~ I. Soddisfatte le premesse del teorema 261, possiamo
valerci delle denominazioni vi usate:

Por 4= ﬂ q, =1 Qi, Qi & [P Al-primario, Qi+ q; =4, (G F7),
$=1

i=1,..
h " .
(%) A'—:E(E 'S'u'zii)+vo'A, z,-jéﬂq,,imz(% A) ,
i=1 =2 léf:i (==Y A 8
" . .
(%) 8= 2 & 2%+Do8i, MW= (&“_'S;') .
o=z 8i 8

II. Di seguito a (x) possiamo applicare il teorema 276 e ricavarne
H= A/, A)® = _Z'So* < &ij
Wi
dove (i, definiti da (8iy)n =2 + Po"** - 4, sono linearmente indipendenti
sopra 1'individualita s,* immersa in 2l mediante 1’isomorfismo associante le
approssimazioni a, 4 Po"** e a, 4+ Pt - 4 (a0, €5,

III. Da q;: + q; = 4 (@ ==4) segue q;" + q;” = 4 e, ponendo II q; = Ui,

2.. U; = A, donde risulta 1’esistenza di elementi e;” C u;*+* con le proprleta

i=1

i
. L= 2 e, o e/ CP,+e 4 (k)
(%) -
em — ei("'H) e i (6 e (n+1)) CPo n+1 A e (M C D;’"““ (z :%:J};
1 3

27 — 208
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le quali permettono di definire con (&), =& + 0, " -4 =0, 1. 2,..)
elementi ¢; soddisfacenti alle relazioni
& .
(+) ~ Ei:':l, € EJ‘:)(Z:]), Ej ¢ € — Eq.
=1

Si osservi ora, che da #; CW; si deriva & e CPo- A (5= 1). Ponendo
per la=d (i), = Po 2 oM 4 P e Al (Do = po ¢ 80), si definiscono,
pertanto e di seguito a (%), elementi aij, € per cui vale (po« i), = 2
s oY L A =20 S e (Q]' <€)y, Cl0® Gijeey=poraugy (4D,
donde si deriva, tenuto comto di Bl =Xs8*-3;;= I 8%-(;-¢;, la relazione

iy i iy §

H=2Xg* {ij-ei -+ Po* - B che a sua volta induce (ved. Z68)

ij
(+4) B o= 2s*Gijeein

67
IV. Di seguito a (++) possiamo applicare il teorema RY7 e ricavarne
’Vl'&
() s = B so* - #ij,
j=1

dove z;, considerati come elementi di 5%, sono definiti da (vy), = 2; + P’
e linearmente indipendenti sopra l'individualithy s,* immersa in s* mediante
I’isomorfismo o associante le approssimazioni w, 4 Po*** e x, + P (&, €8)

Questo o pud estendersi a tutto I’anello H, definendo 1’estensione o; di
s con U effetto
0;: (@) = @, + P - 4 — a, + P (x€H, a,€A)

Da (5), = e + P+« AC P (j 4= 4) segue allora, che o; annulla ¢
(j4=1i) e muta pertanto g =1 — 2 ¢; nell’elemento uno di s* L’immagine

74
e
N C . o,
(o) Ho; = X 8% g,-; cgli= X o8t -2y
i j=1

5 gquindi tutte Vaanszlle g* deto In ()
> relasioni (—) mostrano che H .z & sotto-aneilo di A e ugnale a

secondo (++). mentre {0) insegna (B - &) = 87

Poiche (Zyij + Bij » 8% = Xvij ¢ B4 vi;€8.%), Pomomorfismo o; ristretto a El.g,;,

7 b . .
¢ isomorfismo di HE.¢; su &% il quale fa corrispondere le approssimazioni
a e F Pt A e a, 4 Pt

sicchd la decomposizione H = S . pud interpretarsi nel senso H = Xs*

%
esposto mnel teorema da dimostrare. I/ affermazione, che questa somma &

278
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diretta, significa, che ogni elemento « € Zl & somma Za; con ;€ H - ¢;, nelia
guale o«; & unico di seguito alla conseguenza o.e = a; di tale decomposi-
zione. HEssa significa di pit la validita delle regole

(Zog) + (ZR) = B+ P) (o, Bi€ R &)

i i [

279. Agli anelli #, s* considerati nel teorema precedente si applicano
le osservazioni 276, risp. 279, che insegnano

"
(B) =2 (8%« Gjv e, (87)= 2 (8% 23,
s =
nelle auali relazioni si consideri I’individualitd s,* come sotto-anello comune
di guegli anelli, identificando gli elementi aventi in Z le approssimazioni
G, -+ Pt 4, in 8% le approssimazioni a, 4 Pt (a, € 4).
Gl anelli suddetti ammettono il calcolo delle norme e traccie relative
al loro sotto-corpo comune (s* (ved. 59).
Valendosi della decomposizione o = -+ (Ze;) = Za -+ ¢; di un elemento qua-
%

lunque di (), si ottengono relazioni del tipo

i

(*) % Ct] b -7 :EE A(ijl M gii - € (,?21} 25'"$ Hi, i:ia 23"': h\;
=1

dalle quali si derivano, applicando ’isomorfismo o; introdoito in 278 IV, o
q. ) l p 2 1
piuttosto la sua estensione a (M), le relazioni

’ﬁi

(% %) aezij= I Yiji* % valide in (g;*).
I=1

Calcolato secondo 59 mediante le formule (++), la norma Na di « in (%)
relativa a (s,*) sard I’i-esimo fra i determinanti parziali

Yiu Yie Yitnm, 1
I . :
i : ° t E=1, 3., &,
Yinil Yinini l

in cui si spezza il determinante fornito da () per la norma Nz di « in ()
relativa a (s,*). Cid dimostra il teorema seguente:
Sotto le premesse del teorema 298 valgono per ogni o € (R) le formule

k %
N,@a = i{{ N(‘?’r’ * ’ T(ﬂ_)_a = EJ T(SZ_%’ %
(80%) (80%) &% (s

(purché «’identifichino gli elementi a€s,%, si, B definiti rispettivamente da
(“)n = Oy + l-’o'H'] y Og + pin+1a Uy "l' p0n+1 * A: (“’n € SO))'

278 — 279
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280. Sia s, perretto e S oggelio primario e finilo sopra il corpo (8,) {(cioé

S .. . . .

di rango (—s‘— finito), menire P sia prospeitiva non-totale di S. algebrica sopra
0,

s, (ved. 266). Se P; (¢ = 1,..., h) sono fulte le estensioni di P con un dalo-

insieme finito B di elementi di S, integri sopra s, allora valgono le regole:

N({,* E — H N{S E + T,b*’ E T‘s':ﬂe_

8071 s *) (55%] 5,9

-
I i
-

per ogni E-€(s*), (purché s’identifichino gli elementi § di &% s* s#* definiti
rispettivamente da (£), = x, + P*+, @, + P wx, + P, @, €8).

DimosTrAZIONE - 1. Dalle ipotesi su p e p, segue p—P,. Il ragionamento

267 I. si applica al caso presente s — 8, e dimostra che (psﬁ-) =¢q o finito,
3y

q
sicche 8= X s+ ¢ + Do+ 8 e in consegnenza (ved. 277)

=1
q
(*) (89 = I (%) yi = 8 + (86%).
i1

Essendo ’anello 4 ={[s, E] un s-modulo finito, esso avra di seguito a

C8Y e - . N
(m ) finito una s,-base finita mod P+ A e permette pertanto |'applicazicne

dei teoremi 276 ¢ 279, dei quali ’uno insegna
(x %) H=d4/P- A°=dA-87% , E)=4.06"

mentre I’altro fornisce

(+"%) Nwt=, H  Nigm&  per E€(H

(\"o*) (-So ,)

(e la corrispondente formula riguardo alle traccie), perché, come dimostre-
vremo in IL, p; (6 = 1...., h) sono appunto tutte le estensioni di P, aventi
la base A.

II. Si tratta di dimostrare, che V(4A)D P — P equivale a V{AHDP —P.
Sia V(4)DP — Po- Se Vinsieme P sDP M s = Po =0 che di seguito
a ADs & ideale primo in §, nun fosse P, esso individuerebbe (ved. 73) una

prospettiva P” > p non totale, contrario al fatto ord‘p =1 (ved. 267 I). Quindi
V(4)DP — P, induce V(4)Dp — p, e 'inverso risulta da p — p,.

I1I. Supposto il rango —S—) finito, vale S =(s)=128+(8), (come si vede

p. es. con le conclusioni esposte in 267 V).
Se fosse p,~"-8C A per ogni r > 0, sarebbe (s))+8C ACS=(s)-s, il

280
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. S .
che si esclude a causadi A C I(g):ir S. (Si osservi p. es. p,—te~1 (E))' Esiste

dunque una potenza p,” tale che
(+) por A C S

1V. I’ideale p, - s individua in V(s) una figura (p,-s), di cui [ certo
non & prospettiva, perché p,.s c-|P. Ne risulta, che p, in quanto prospettiva
immediata (ved. II), & la sola prospettiva di (P,+s), sicch® l'ideale p,.s &
primario e pertanto superiore a una potenza p¢:

(+4) P.e8D P

V. le relazioni (+) e (++) permettono di interpretare s* come sotto-anello
di A,

Al uopo si associ a £ €s* definito da (§), =, 4+ p**+* (x,.€s) I’elemento
2 € Bl definito da (@), = ®nepe + P« 4.

Da (++) segue, che & & determinato da & in modo unico, sicch® si tratta
di un omomorfismo, mentre (+) insegna che a=0, equivalente a .., ,C P;"**- 4,
induce .1 Po" C P - 8, Ci0® Xuere C P72 8, (E)n = Elngetepnr + P C
C P17 . 5 4 p*+Y, equivalente a £ = 0. Identificando I’immagine o di &
sotto quell’omomorfismo, ormai riconosciuto quale isomorfismo, con E, si
rende s* sotto-anello di .

VI. Cid posto, concludiamo da (+) che A - (8,*)C s - (8,*), mentre 4D s in-
duce la situazione inversa e con cid (ved. (x) e (xx))

(B) = 4+ (8*) = 8+ (8*) = (s%),

il che significa, tenuto conto di (,%), le formule da dimostrare.

L’ applicazione di queste formule presuppone I’ interpretazione di & €(#) =
=8-(s*) come elemento di (s#, definita in 279, la quale identifica ogni
elemento x€s (avente in B le approssimaszioni (x), =x + p.tt. A) all’elemento
xz €s; dato da (x), = o + P;"*, ciod all’idea di « in s* Poich® !’immersione
di &* in B, descritta in V, altresi identifica x con la sua idea rispetfiva, la
validita di quelle formule & completamente definita, dicendo, che I’ argomento £
sia ogni volta quell’ elemento X ¢, .y, (¢, €(s,*) del rispettivo oggetto (8*), che si
ottiene da una (qualsiasi) espressione ?o, - 4, dell’ elemento £€(s%) =3 (s,%)- y;,

sostituendo a y, €s la sua idea in s*.

281. Sotto le premesse del teorema 280 vale

(po-S) -3 (po-s.-) _
8 8

8 [t 83

280 — 281
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DIMOSTRAZIONE. - Se s=2X8 ¥+ Do-r con n= (?-"—ws) , Aavremo
i s

Se

(ved. 77) 8= -y con y.,.., ¥y, linearmente indipendenti sopra (s*).
Quindi

N_(i”:)_ Po=D0"y, NigxyPo=po", M= (po : 85} ,

(84%) )

31' E

donde si deriva con la regola dimostrata in 280 p,* = p," e con c¢id la
. i

relazione da dimostrare.

282, Se una estensione completa U p; — P, di una prospettiva per-
i liees, B
fetta P, é contenuta in una variela aritmetica V. il cui oggetlo 8 é primario
e finito sopra (s,), allora valgono le regole
Nﬁw::{IN%w, T_S_ac=l’_‘4 T
(s (86%) (s) (86%)

per ogni € S. Le stesse relazioni valgono sotto le premesse pit generali del
teorema 266.

DIMOSTRAZIONE. - Soddisfatte le premesse di 266 che sono anche quelle
" di 267, possiamo riprendere le notazioni usate in 267.

11 teorema 266 assicura 1’ esistenza di un anello 4 D s, di s,-base finita,
col quale si costruiscono le sitnazioni

(*) V(A):)’U]p,, — Do
(+%) V(4)D U py — pi (4; =4, s
1

1. Siccome U pi; & la totalitdh delle estensioni di P, aventi la base 4

(ved. 250 fipe), i‘i}quale anello & del tipo presupposto in 279, avremo, ponendo
A)(p.+ A° = H, le formule

N 2= 0N T *=ZTeme

*
() (1 B P | [ T sy

per ogni « € (B)= 4 -(s,*, nelle gquali si caleolano le norme e traceie, sosti-
tuendo a ogni elemento di A la sua idea nelia rispettiva individualith .

II. Poiché I'anello 4 & generato da s, e un insieme finito di elementi
integri sopra s,, e quindi sopra 8, le prospettive Py (= 1.2,...) costituiscono

281 — 282
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una completa (ved. 262) estensione di ; soddisfacente alle premesse del teo-
rema 280, sicché valgono le relazioni
1 N{ﬁi} 2= Ngma, ZTgme=Tip a

(50%) (%) % (80%)

per ogni « € (s;*), mediante le quali le formule (,*,) si semplificano in

Nagyr =0 Nigwe, Tgye=3Txe

(%0) _(so) (80) W

(+)

IIL. In quanto s;-modulo, ’anello 4 ha una s,-base linearmente indipen-
dente (ved. 99), e questa sard, secondo !’ osservazione 268, anche linearmente
indipendente mod P, « 4, sicché essa serve a calcolare col procedimento esposto
in 59 le norme e ftraccie, tanto in § relativamente a (s,), quanto in (B) rela-
tivamente a (s,*), essendo essa anche s,*-base linearmente indipendente di B.
(Ved. 276).

Qualora x sia elemento di S, come presuppone il teorema da dimostrare,
troveremo quindi
({‘+> .NE.’E:N‘E)%, TS%..":T(a).’E

(s (502) (s (89

in un senso tale, che per *€ 4 i membri destri sono le idee dei membri
sinistri di queste equazioni. Da (+) ¢ (++) seguono le relazioni asserite nel
teorema suddetto,

§ 4. Differenti relative.

283. Una varietd 1 estensione di una varieta V, (ved. 250) sara distinta
comé estensione algebrica della-V,, allora e soltanto allora, che ogni prospet-
tiva PEV ha una hase anello algebrico sopra la proiezione S, «— S del-
I’ aspetto S.

Rammentiamo che varieta estensioni si considerano soltanto nel case di
varieth primarie. Se & & I’oggetto di tale varieta V, chiameremo S/P), ciod
il soggetto della prospettiva totale di V, il corpo della varieta V, e la carat-
teristica di questo sara detta lo caratleristica della varield.

Una varietd aritmetica & ovviamente estensione algebrica di ogni varieta,
di cni essa sia semplicemente estensione.

284. Sia V varieta estensione algebrica della varietd V,.

I differenti relativi n—esimi

b,,(%) V3§ — 8,€V,

282 — 284



