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Invero, la prospettiva € V individua (ved. 78) in s, C S una prospettiva
Do di cui P o estensione, sieché S, D s, & la proiezione di 8.

COoROLLARIO. - Da sC &8 in V segue § CS, per le proiezioni s, s,
So — S in Vo V.

255. Ogni figura & in una varietd V, si estende in modo unico a una
figura & in una varietd estensione V — V,, ponendo

a(S) — a(SO) . S, 8e S g So-

Invero, da s C S in V segue (ved. 254) s, C S, per le corrispondenti
proiezioni, sicche si pud concludere &(S,) = &(s,) + S;, essendo & figura in V,.
Cid mostra che a(s) = a(so) - 5 e A(S) = &(S,) » S stanno nella relazione A(S) =
= a(s) - S caratteristica per gli ideali di una figura in V.

Designeremo di solito la figura estensione che in questo modo si deriva
da una data figura in V, con lo stesso segno come questa.

Si verifica subito, che ciascuna delle relazioni

asb afb=¢ ab=c

rimane valida per le figure estensioni a4, b, C in V — V,, qualora essa sia
vera per le figure 4, b, ¢ in V,.

Quanto alla relazione M b=c in V,, essa certo induce a Nb<¢ in
V — V,, poiché per s s, vale a(s) ™ b(s) = a(s,) - s M b(s,) - 8 D [A(80) M bisy))-
» § == ¢{s), ma non si pud garantire ugunaglianza nel caso generale.

§ 2. Estensioni complete.

256. DEFINIZIONE. - Conviene definire anche nel caso in cui V; designi
un sistema qualunque, varietd o no, di prospettive di un medesimo oggetto
primario (V) la situazione

V., & completa estensione di V, (seriviamo: V, — V)

come quella, nella quale siano soddisfatte le condizioni I e II stabilite in 250
per le varieta, aggiungendo perd la postulazione (implicith nel caso di varietd)
che ogni P, € V, non estenda che una sola P, € V,.

Questa definizione ¢ d’accordo con quella data in 250 per il caso parti-
colare dell’estensione completa contenuta in una varieta V, di una prospet-
tiva P contenuta in una varietd V, — V,.

Notiamo ancora: se una estensione completa U p; di una prospettiva p,

13
é contenuta in una varieta V,, essa & umica (e coincide pertanto mnel caso
di P €V, «~ V; con quella definita in 250, fine). Infatti se anche U p/CV. e
i
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completa estensione di P,, si conclude da P; — p, I’ esistenza di p; — p — p/,
il che esige (ved. 111) p; = p/, e viceversa da P/ — P, si conclude Py =1p,.

257. Volendo stabilire taluni teoremi su estensioni complete, premette-
remo una serie di lemmi riferentisi al simbolo (B)’ che definiamo ormai,

estendendo le considerazioni di 208, per s-moduli qualunque & CD come la
lunghezza ! di una sequenza 8 =8, Ca:C..C8a,=Db di s-moduli &;, irridu-
cibile nel senso che sia &;==4a;,;, (¢>>0) e che non esista un s-modulo
intermedio fra &; e &;,, diverso da questi. Sar necessario talvolfa di rilevare

. . . a
Pipotesi che & e D sono da considerare come s-moduli, scrivendo (B)
£

. . (&
invece di bl
Lo condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una sequenza 8, Ca,.C...C &,
sia irriducibile é
(%) Qs =i+ Wy * S CON gy cz&;, aip-pCa;.
I’ esistenza di 41 € 8ip1, Giys CZ 8, & necessario per iy, &. Se fosse
QipyPCl-@;, si avrebbe &, C &+ Gips - PC i+ Gy -8 C8iya e quindi una
P
-
sequenza riducibile. I’ affermazione reciproca si dimostra letteralmente come
in 209.

258, Fer s-moduli aCb vale nel caso di P — P (g) =(g) . (g) Se

acCy e Uideale a ™ 8, & primo mentre (g) & finito, I anello /& é 8,/P~modulo

8o

di rango (g) .

39

DIMOSTRAZIONE. - L. Siano a =a8,Ca,C..C8a, con &y =&+ Gir1°8
sequenza irriducibile di s-moduli, e Yy =9, CY: C..C Y =5 con Pia =9Y;+
+ ¥;.s + So sequenza irriducibile di s,~moduli. Ponendo

aijzai"{"ai_{.g_‘gj (OS'i<l, OSiS'f)

si ha & jp1=Qij + Givs* Y1 S0 © Gigr*Yigr-PoC Giga - Y5 C &y, mentre iy -+
“Yj+1 C &i; darebbe gy - (¥4 —}—h T yneCn)Cai, (6,€8) e quindi ¥+ hﬁ,’ Yne
=7
. A i .
. ¢, C P contrario all’ ipotesi p;,=y;. Cid mostra (54’——> =1 e quindi, tenito
i, j-+1/8
conto di &y = Qi 0 = Riya,

1 fel) g,
() (a) =3 3 (-ﬁ’?_) =1.f

a4, i=0 =0 \&i, j1/e

256 — 268
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Se (g) ¢ finito, si pud.prendere &,=D, cios I = (%) , e allora (») consfata
L &

la prima delle formule da dimostrare. Qualora perd (%) sia infinito, ! pud

essere scelto quanto grande si voglia, il che dimostra che in questo caso

anche (ﬂ) ¢ infinito.
b/,

II. Per dimostrare la seconda affermazione, osserviamo che nel caso di
(g) =1 finito &0 si ha s—a- E a,-so {a;€s), sicché s/a risulta s,--8/8-mo-
dulo con ! elementi base a;+ 4. Ora aCp implica Mg C P8 =p,, sicché

(%%) Ty 48— Tod P @ E€8)

definisce un omomorfismo di s, + a/a sul corpo 8,/p,.
Siccome I’ipotesi che (g) sia finito induce a D P™ con un certo m,

B su - .
Iideale primo a /™ s, conterrd P™ /Mg D (P s)™ = P, e coincide pertanto
con P,. Trattandosi quindi in (xx) di un isomorfismo, possiamo stabilire

(o 4 Po)e(z+a)=(x, + &) :(2+a) per ogni x,€sy, 2€5s

con 1'effetto, che s'a diventa s,/pPe~modulo con la base a;+a (E=1,..,10,

che subito si verifica' essere indipendente, dato che una relazione lineare

(@isa+a)+ Z (¢;4 Do) (aj+a)=a equivarrebbe alla seguente: a;, -+ Z ¢;-
j = j=i

«a; C 4, esclusa dall’ ipotesi (g) =1

36

259. DeFINIZIONI. - Gli oggetti primarii potendosi considerare come aspetti
(ved. 81), scriveremo talvolta S, s, ecc. per tali oggetti e, di seguito a questo,
B, p, ecc. per i loro radicali. Il fatto, ugnalmente constatato in 81, che un
oggetto primario & estensione di ogni sua sotto-oggetto, ¢i permette di genera-
lizzare la nozione di grado relalivo al caso di oggetti primarii SO con
la definizione

5= (B) = grado /B _
grad08 *(S),_”mdos—l—\l)/ﬂ) ;

aggiungendo perd due alire nozioni, superflue nel caso di corpi, e ciod il
rango relativo definito da

ran 0§— 9
g 8—(‘8):

258 — 269
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e la molleplicita di S

molf. S = (%>s

legate a quella mediante la relazione
rango g = grado S «molt, §

che subito segue dall’applicazione di 258.

Sara utile notare che ogni elemento di un oggetto primario di rango r
relativo a un suo sotto-oggetto s soddisfa ad un’equazione algebrica di
grado = con coefficienti in s, il primo coefficiente essendo 1.

)
(80

e se U'anello A intermedio fra s e (8) ha s-base finita, allora vale

260. Se ! oggeito (s) é primario di rango ﬁmto, 8, essendo perfetlo,

Po- 4\ _ (po . 3) .
( ] )so_ A supposto finilo.

. h
DIMOSTRAZIONE. — 1. Se (p"s q) & finito, sicch® s= 2 so-#i+ Do+ 8 (e
f==1

»
quindi s = 3 8,+y; + Po™ - §), anche 4 avra s,~base finita mod p, - 4
i=1

(%) 4= Eso-z,+po 4 (e quindi A_Zso-z,—}-p.,"’ . 4).

f=1

Qualora in una relazione 2 Ci* % CPor A (€i€8,) sia p. es. ¢ €= Po,

I’ elemento 2, sara superfluo in quella base. Supponendo # minimo, possiamo
affermare che da

(%) Ze-; CDy - 4 (6 €8;) segue ¢; C P~ i=1,.., n).
F2== 1

Infatti, si conclude dapprima, ponendo P, = p,,-so, che ogni ci=p, ¢

con ¢i €s,. Poich® p, & attivo in 4 C(s), si ottiene 2 ¢ 2 CPm 4, e

=1
proseguendo in questo modo si dimostra (xx).

Mediante gli s,-moduli
1=isn)

a,-,.:po'"-A—|—j§iso,’51‘+poh'zicaé,h-q:aik + Dtz 8 1< k<m)

259 — 260



1, KAuLer: Ceomelrio Arifinetica 171

dove 8o == &iq1, m, 8i calcola (ved. 257)

poﬂ‘l . A)
el =men.
( A s
dato che p*—':2;+ Po C iy ¢ che pt—*+2; C &, equivarrebbe a una relazione
(P + Dt 0) 2+ T ocje2;CP™+ A (con ¢, ¢;€8,) impossibile secondo (x+).
J<i

Supponendo anche A minimo, potremo applicare (xx) al caso di 4 =s,

n = h, z; =1y, trovando in particolare h =(pos. *‘?) '
8

IL. Sia b€s non-infinitesimale e e, 4 e,-b+...+¢,+b'=0 (ei€s,, €,24=0) con
1 ($ rango é?)) minimo. Allora ¢ = —e6,—...—¢;: b0 e quindi b.¢ =
PO
= ¢, 3= 0. Ne concludiamo che per ogni b€s non-infinitesimale si troverd c€s
tale che & - ¢ == p,".
Applicando questa osservazione al numeratore comune b degli elementi

base w; = %" (E=1,..,q), (a;c8), dell’anello 4 = §2 8+ w;, avremo
§z=1

(:*) p’ - ACs.

h
IIL. Lipotesi ADs= X &+ ¥+ P;" -8 permette di scrivere (ved. I)
=1

h+4-n
4= ‘E So Yi -+ Po™ + A con yni=2z;. Mediante gli s,-moduli
=1
Ax=p"- 4+ Eisli‘?/j F+PF e CApa =8+ D - Y- 8
h
l<ish4n, 1 <k < m) soddisfacenti alle relazioni a;,= &iys,,, si ottiene

Rod) _f g(m) Lt g
30 * 8

A =1 k=1 \&i, k-1 i=hopr k=1 \8i, x—1

Ora, ogni termine di queste somme & =<', quelli della seconda somma
essendo O per k >> 7, poiché secondo (%)

h
Py Cptt e s C .21 So- Y+ Po”-8Cai per > h.
’=

Ne risulfa (ved. 1.)

+) (l%-«é) =m-n=m-h+r.n

260
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Dall’altra parte si osservi, che &y = Q; k.., © impossibile per 7 =<h,
k <'m—r poiché allora si avrebbe una relazione (p,*~*4c-p*) -9+ Z ¢;-y; C
j<i

CP" - ACP™ "8 (¢, ¢;€8,y), la quale esigerebbe secondo («+) (applicato al

caso di 4 =), che k — 1 = m — r. Quindi (aa‘k \):1 per i=h, k<m—r,

£y K1

epperd

(panl - A

o) =k m—n),

++)

sicche, dato D arbitrarietd di m, da (+) e (++) segue

_ Q'A — . Do-8
n_( 4 )sc—-h-( 8 )ﬂo

e. d. d.

261. Se per un sopra-anello primario A di un aspetto s, (Do}; A) é finito,

(P57, =2 (557,

la somma eslesa a tutle le estemsioni s — s, di base A.

st ha

DIMOSTRAZIONE. - I. Poiché (p°j;~ A) o finito, si ha
4
(#) A:‘E‘l 8o+ Wi = Do+ 4,

i=1

e lanello A/, 4 & noetheriano.
Sia CDO P+ 4 ideale primo e designi x un elemento di 4 non contenuio
in C. Questo x soddisfa, come ogni elemento di 4, a una congruenza
n
|2 8y — @i | CPo- A CC(oij€8,), conseguenza di @ -miC % ayjw;+pr 4, la
. fe=1
quale, scritta nella forma X a;+®*CC, (@;€8,, @, = 1), fornisce
=0

(%) ™ e (G + ) CTC

88 a@,, & il primo coefficiente a; non contenuto in P,. Da (x+) e x<c|-C segue
O + ... CC ciod a,, CC+x+ A e finalmente 4 =C 4 x+ 4.
Oid dimostra che ogni ideale primo ¢ D P, 4 & massimale.

260 — 261
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II. Sia po- 4= N @ decomposizione noetheriana con @ C;-primario.
£=1..,h

Allora ¢; 4 C; = 4 secondo I (per i4=j) e quindi

h
33;:'-"11 se&:ﬂq]-.
$==1 f=o

h
Si scelgano e; € a; soddisfacenti a % e¢; = 1, sicche 4 = 2 4 .e;. Sia
fud i=1

(&%) A'3i=.§1so'zi;+po-A’\A-e;
I.——"

con 2;;€4-e; (j=1,..., n;) linearmente indipendenti mod po+4 M A4.¢; sopra s,.
Allora A= % 8.2+ P-4 e

9,]

+) da 2 @« 2;; CPo- A (4;;€80) segue ai; C Po,
i

poiché z,;Ca,C Qi per l==i induce Zay+2;CQq, e quindi, di seguito a
, i
2;Cq, CF=14), Zai;2;CP,+ 4, ciod finalmente a;; C P, a causa dell’ indipen-

1
denza lineare mod Po- AN 4.0 di 2iy,..., 2is,.
Dall’ osservazione (+) si deduce

1) QE.,:_.A.. — N
(++) ( 4 ).0—-2‘_‘"':-
II1. Designi p; la prospettiva di base 4, individuata da ¢; = pi 4.

Essendo 1 = Ze,, mentre ¢, C q; CP; (I=14), sard e; clzP;, e da e;. ¢, C ﬂ 4=
=P+ 4 segue e; CPo- 8 e pertanto

(++ Az?Aoej:A-e;-kpo-s,-.

Ora, 8,€ V(4) induce &/pi= (4 + pyPi)= A4 + Pi/pP; poiché quest’ ultimo
anello ha 8, 4 pi/pi~base finita. Tenuto comto di P;=C;-s;, si deriva da
8; = 4 -} pi, successivamente:

$i=A+C [A+pl=44+p'=..=4+pL (L qualunque),
e siccome per L abbastanza grande sard C¢LC @, e;-CGLCPo-4 e quindi
P C Do - 8, avremo secondo (1) e ():

By

(0) si=Ad+pPorsi=Adce+Poesi= 2 505+ Do s

i=1

Se fosse P,-s; + El'so-z,-,-=p°-s,-+ I 8,-2;;, 8i troverebbe 2z, = 3 bj-zij+
i< =l j<l

b
-§-po-a’ con bi€s, Po€ho, a, bEA, achp;, ciod as(@y— 2 b;-2:) CPor A C qs.
<<l :
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aclzCi=pi4, il che esigerebbe, dato che ¢; & C;~primario, #;,— 2 b;-2; C qu
‘ i<l
epperd C Po- 4, poiché z; C q, ({3=7). Ma cid contraddirebbe all’ osservazione (+).

Da (o) segue ormai (9";f-) = #; e quindi, tenuto conto di (++),

8

pe‘A) _%(pn"?i)
(A —i:1 8 30‘

IV. L ipotesi s — 8,, SEV(A) induce p > AD Po+A epperd P4 D¢; con un
certo i, ma essendo C; = P; ™ 4 massimale, (ved. L), esso coincide con P4,
sicchd p @ identico a P;. Viceversa, ogni P; estende pP,, poichd s, =5=P; 8, D pe
esige ;M8 =1,.

262. Se Uanello primario A Ds ha s-base finila, esiste un numero finito
di estensioni di p con A, e la loro tolalité é completa estensione di p.

DIMOSTRAZIONE. — La prima affermazione risulta dall’applicazione del
teorema precedente a P invece di P,.

Ogni aspetto &' — s compaiibile con l'oggetto (4) di A ammette una
estensione S” con 4, dato che gli elementi di A sono integri sopra s (ved. 83
e 76). Secondo 74 si troverd allora la situazione

mﬂ

PN

M4 PEV(4)
-

~
p

caratterizzante la totalith delle prospettive [P soddisfacenti a P — p, PEV(4)
quale completa estensione di P.

268. Se Uintegrita I (i—{) di un corpo K relativa ad un aspetto perfetto s
ha s-base finita ¢ K é finito sopra (s), ogni estensione I di P soddisfacente a
K>8>1 (?), & prospettiva perfetta di base I (?), e la varieta V (I (i—{))
estende la stella V(s):

(*) V(I(f;f)) — V(s).

DiMOSTRAZIONE. -~ 1. Sia P—p con KDSDI (§>’ quale prospettiva
certo esiste secondo 83, e designi [ — [ la prospettiva individuata da P

in T é) Allora [y & perfetta (ved. 125 e 127) e quindi uguale alla [ che

pertanto appartiene alla varieta V(I (g))

261 — 263
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IL. Ogni PE V(I (%)) soddisfa a P s=P o 0, poich® in s non ci sono
altri ideali primi diversi da s. Ne risulta, che tutte le prospettive nella
varietd V(I (g sono estensioni dell’nna o dell’altra fra le due prospeitive

di cui & costituita la stella V(s).

III. Se 8’ — &' € V(s) & compatibile con K, esso ammette (ved. 83) di
seguito a s C ¢ C K una estensione S” con I(%:Z), la quale estende (ved. 73)

un aspetto §€ V(I (% )) .

Le osservazioni 11 e III dimostrano (+).

264. La transitivita del procedimento di estensione dimostrata in 251 per
il caso di varietd, non si pud garantire generalmente, quando si ftratta sem-
plicemente di sistemi di prospettive di un medesimo oggetto primario. Questo
fatto rende utile una nozione pit debole di quella designata con V,— V, in 256.
Scriveremo
V, =V

per indicare, che il sistema V, soddisfa in rignardo al sistema V, alle condi-
zioni 1 e II stabilite in 280, ma che si rinuncia alla postulazione (fatta nel
caso V, — V), che ogni [P, € V, estenda solamente una P, € V,. Vale allora
la transitivita

Da V, = V,, Vy, — V, segue V, — V,,

che si dimostra letteralmente come in 251, sostituendovi il segno — al
segno - , ovunque questo combini sistemi di prospettive.

11 teorema 111 permette di affermare:

Se V; =V, e V, & conlenuto in una varieta, allora V, — V,. Sary utile
notare ancora:

Da Vi =V (i=1, 2,..) segue U V; = U V; purché
i i
(V) =(V)), (Vi'=(V}), G, =1, 2,..).

Avvertiamo finalmente, per evitare un eventuale equivoco, che il simbolo
P — p designa generalmente che la prospettiva ) & estensione di p, e che
I altra possibilita d’intendere questo simbolo, e ciod che [P sia completa
estensione di P, non vale che quando cid sia detto espressamente.

266. Applicando un omomorfismo .S — S/Q determinato da un ideale
D-primario Q, agli aspelti s, s', S supposti nella relazione

s€ V), SeV(), SeVE) s—¢,

263 — 265
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si ottengono aspetli s, s, di S~ nella relazione
sTEV(4Y), 8ST€V(), STeV(ET, §— §n.

DIMOSTRAZIONE. — Secondo 216 IT sono s7, &7 aspetti di ST, ¢ 216 TII
insegna §* € V(47), ST€ V(s7), S*€ V(s).

Da. 17 czp~ segue s Pp*s§", mentre P s =p fornisce P s"D
D[p N s =p", siecché pT &7 non pud essere che p.

266. Per indicare , che una prospettiva abbia base aritmetica (risp. alge-
brica sopra un anello 4), la chiameremo prospetliva aritmetica (risp. prospet-
tiva algebrica sopra A), e similmente diremo 1’aspetto corrispondente.

Se una campleta estemsione U P, di una prospetiiva perfetia P, é conle-

i=1,.., 0
nuta in una varield algebrica sopra s, il cui oggetio S sia primario di rango

finito sopra il corpo (s,), e se Uinlegrita relativa I (S) del corpo S8 ottenulo

da S mediante Uomoimorfismo t:S — S/ ha sc-base finita, il che certo
capita, quando P, ¢ arilmetica o che ST sia separabile sopra (s,7), allora esisle
un anello 4 in S, di base finila sopra s, e lale, che la variela V(A) contiene
una completa estensione di U D; e quindi di p,.

1

. S* n
DIMOSTRAZIONE. - I. Sia I (.;T) = 2 8§ +&  comn 2 €8,
] LESY

n
Siccome ogni € € ¥ & -2 -+ [P soddisfa ad una congruenza

fmt
a4+ a0, CP (con o, € 8,),
esso soddisfera anche ad un’equazione
@ 4 a4, =0 (L. abbastanza grande).

Ne risulta, che Panello B={[, #,.., 2.] ha s-base finita, sicch® I anello
|si, B) avra si-base finita. Esiste quindi una estensione completa Upi; di p;
i

con la base [s;, B] (ved. 262). L unione Up;; di queste estensioni & allora
i

completa estensione di U p; e quindi (ved. 264) di p,, poiche Upy; — Up; e
. ) i3 )

quest’ ulfimo sistema & contgnuto in una varietd (ved. 264).
Avremo la situazione

Pij
PN
D /p'ij € V(B).

~
'S

Po
dalla quale si deduce. applicando 1"omomorfismo <, (ved. 265), pi; — p;é V{B").

265 — 266
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Ora, essendo s;; perfetto in conseguenza a B = lZ‘. STzt =1 ( ) (ved. 263), si

trova s; = 8, ciod s; C &5 + I e finalmente
(%) & CS8ii+ P
II. Supposte le prospettive p; algebriche sopra s,, sia
(%) 8 = V([8, @i, s, Tim)-
Secondo (») e §'; € V(B) avremo

a, )
) wif'—?;——‘pwcm: con @y, b€ B, byl P, =py s

e quindi bi,' C|: pij-
L’ anello 4 generato da s, e da tutti gli elementi 2, p; ovviamente
integri sopra 8,, ha s-base finita, e ogni p; pud estendersi- con ACI(§)

8¢
(ved. 83 e 76), precisamente a una sola prospettiva p;. Invero, ogni ideale

primo €D P;;+ [8i;, A] (ved. 80) contiene tuiti gli elementi (infinitesimali) p,,,
sicché esso-¢ identico all’ideale generato da p;; e da quelli p,,, dato che
questo ideale & massimale.

Tenuto conto di 262, ne segue P; — Py;; e quindi Up;; — Upy e final-
mente U py— Up; (ved. 264). b "

Ooxlx’cjludiam(l) dapprima da (x+), che ogni elemento della base [s;, 4]
di P;; & quoziente g con u €[So, Lir, ., Tm, Al, VE[So, By, oor, Tim) ¥ 2Py=
=p,;Ns; e quindi v P Applicando 75 possiamo dedurne, che [s, x;,...,
Tim , A] & base di Py. Ora (%) insegna, che ogni x; & quoziente g con u€A,

vEBC A, vel- Py = P,; "8y, ciod vel=py;, sicchd nuova applicazione di 75
dimostra, che 4 & base di p;;.

11 fatto V(A)DUp,; — Up: @ qguel che volevasi dimostrare.
i i
IT1. Se il corpo S< ¢ separabile sopra (s,), si ricava da 108 che

(+) I (g) ha s;"~base finita.

Quando perd S* & inseparabile sopra (s;7), la stessa proprieta (+) pud
affermarsi almeno nel caso in cui P, sia aritmetica. Si osservi all’ uopo, che

266 -
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da 8,€ V([1, ®,,..,%y)) si deduce per ogni y €8P ° una rappreseuntazione

—1 -] 1 - - 1 p—
@, @2T) @ e e T gl )P

- —1 —1, -
gl L, 2P 9@, .. )

Y

(p = car 8% g, ... X) €= Pu)

1

con f(X), gX)€[l. X,, .., X,,), dalla quale segue che s~ = {s,, @7, ...
o w}g’“’] ha s,-base finita e che quindi sono soddisfatte le premesse
del teorema 104,

267%. Sotto le ipotesi del teorema 266 vale la relazione

.% (pO' 8

) = rango ol
8 /sy (80

i)

oppure (ved. 208)

hoPse s sijpi . _ [0 S
21( ) . grado S paD T o (§> - grado (_s;)'

i

DiMOSTRAZIONE. - 1. Sia s — 8, aspetto q‘ualunque in S di base algebrica
sopra s,. Poiché S ¢ di rango finito sopra (s,), il corpo §7 & finito fopra (s,7),
e siccome 8,7 & perfetto, I’ aspetto §* D s,", sarh immediato (ved. 218):

(%) Ordl—Qz Ordn—)—:zl.

p

Ora Po+ S =S mostra, che [P s non & divisore primo dell’ideale p,.s.
Rimanendo quindi solamente P come divisore primo di P,+s, questo ideale

& p-primario e (p—"sﬁj risulta finito.
Con una base B =[S;. X1, ..., %y] di P si calcola

S/p = (80 + p//p; xl + p7 bl ,w!n + p)'
Se questo corpo non fosse (-dimensionale sopra 8 + p/p, si troverebbe
(ved. 137) una estensione P’ — P, di base B ={[so, %1, ...,%»] per la quale
pBOYP M B, ciod ord %21 e quindi ord gz = 2, mentre (x) si applica
aucha 21: p’ invece di p. Ne segue che sp & algebrico e O-dimensionale
sopra 8 -+ ;P e quindi

Po- ¢ wvo‘s‘\' 8P -
( p )80...< ) grado swg-}-p/pé finito.
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11. Sia 4 Ds, un anello in S con s,-base finita e tale, che

V(d)D U Pij — U e (con Pij — P
if i
Essendo allora (p"f; A) finito, si pud applicare il feorema 261 :
Do 4\ _ 5 (Do : 8) - (l?,of_?ii) i
(%%) ( Y )Bo-- b . eo-—-—? 55 (ved. 256 fine).

8 > By
€

Siccome 'anello A;=/{s;, A] intermedio fra s; e (s)= S8 ha s;~base finita,
avremo secondo 260

* (l?o' Ai) _(go'si
(s%) P Mk )

dato che il membro a destra & finito (ved. I).

III. Quest’ ultimo fatto induce pure che s ha s~base finita mod P,.s; o
quindi A4; ha s,-base finita mod p,- 4;, il che permette di applicare 261
anche all’anello 4; trovando cosi

) Pod) = 5 ()
Ai 8 8= 8 § 8
3> V(A,_)

Dimostreremo che questa somma si estende precisamente a tutte le prospet-
tive pi]' (j == 1, 2, ...).
Secondo 74 possiamo dedurre da s — 8, s€ V(4,) la configurazione
pEV(4y)
PR

PEVS) peEV(A)
~
Do

nella quale P” non pud essere che una delle prospetiive p,;, dato che U p;;

comprende tutte le estensioni di p, contenute in V(4) (ved. 256 fine).
Essendo ogni base di p; anche base di P’ € V(s;) (ved. 180), la prospettiva

P’ — Do soddisfa alle premesse di I e si ha ordgzl, il che, preso insieme
con ord g: 1, ' = pi, mostra p' = p:. Abbiamo quindi la situazione

p
N

P: Prj — Da,

267
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dalla quale si ricava k=14, giacch® ., Pr appartengono a una medesima
varietd (ved. 111). Ne segue che p€ V(4,) estende P;;. Ora s8;D &, ;€ V(4)
mostrano s; € V(4,), sicchd p deve essere identica alla p;.

Viceversa, ogni P soddisfa alle condiziomi s;;— $,, 8;€ V(4,) poste in
(+) per s.

L’ equazione (+) equivale dunque a

Po- Ai) — ¥ (po . S‘ij) * Do+ Si) — (Qg_‘ﬁg)
( Ai 8 _;‘ Sij 8y oppure (ved' (**)) A \ 8t /sy _.7 8ij !o’

e la relazione (x») assume la forma

(27), =22,

IV. Dimostreremo ora che

(Do‘; A), == (8,)-rango dell’anello [4, (8)] = 4 « (8).

h
Scrivendo k per questo numero, avremo A= X S+ Po- 4 (ved. 257).

3I=1

m
Mediante una s,-base di 4= X s,+b, se ne deducono equazioni del tipo
I=1

13 o . . . *
bi= 2 Gj-a;+ 2 pu+b G=1,.., m) con ¢;€8, pi €Po, le quali si risol
{ Tz

i=1

h
vono nella forma b, 2s,+a; e insegnano pertanto 4 = X 8 -a:. Supposto

i . . 2. . =1

che gli elementi a; non siano linearmente indipendenti, avremmo una rela-

.
gione 2 c;i-a; =0 con G;EP =p°+8 (¢=1,..., k) e p. es. ¢, clzP,"*+". Dopo

i=1
la divisione con p"(c- ) lotterremmo @, C Z 8- a: e quindi A= 2 s a;

i>1 i>1
. . . <A
contrario all’ipotesi ( 2 yi ) = h.
3o

V. Rimane solamente a dimostrare 4. (8)=S.

Ogni elemento 2€S & quoziente g con u-v€A, veEP, dato che
8 = (s;) = (8) = (4). L’ (so)-modulo v-A-(s)CA-(s) ha lo stesso rango h

dell’ (so)-modulo A4 .(s,), poiché 1) da A:(s) = Zk (o)« @& segue v A «(s)=
i=1

= .;: (80)+ @i - v © 2) una dipendenza lineare é ci- ;o v =0 (c; €(sp)) indurrebbe
i—1 i==1 :

E‘: c;oa; =0 di seguito a vc=P. Vale dunque v:A4-(so) = 4-(8), il che

i=1

mostra v+ A - (So) D1, ciod v=*C A« (s), e finalmente 2z = u+v"C 4 + ().

267
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268. Come corollario di 267 IV e V, utile in altre applicazioni, notiamo
Se So & perfetlo e A wun s,~modulo con s,~base finita, allora da A =
= E S+ Qi+ Do A 88 pud concludere 4 = ‘... S+, ¢ nel caso in cui A sia

i=1 =1
sopra-anello primario di s, vale (A)= A . so).

§ 3. Anelli individuali.

269. Ogni percezione A/C di un anello 4 (ved. 63) & il principio di una

sequenza
AJC, A/, A/c?, ...

di percezioni A/C"*+' di precisione n infinitamente crescente. Questa ascesa di

anelli sbocea in un anello
A:]cm

individuale alla percezione A/c, definito nel modo segunente:
Ogni sequenza infinita del tipo

() G +CDa;+CDa+CDag+¢*D... (a, € A4)

determina un elemento « di 4/C®, e viceversa. L’(n<41)-mo termine della
sequenza, in quanto determinato da « e dalla precisione n, sarh designato con

(@)n

e s8i dira la n-esima approssimazione di a.
I calcoli in A4/c*® si effettuano mediante le approssimazioni:

@+ Bl =@+ @, (@B =@)n- (B

Un elemento a€ A approssima «€ A/cC® con la precisione n allora e
goltanto allora che a +4- ¢+ = (a),.

Ogni elemento @ di A approssima uno ed un solo elemento a di A/c®
con precisione infinita, e cioé quello dato dalla sequenza

(%) a4+cdDa+CDa+CDa+4Ct..

che chiameremo !’idea di a in A/C™.
Le idee in A/c® di elementi di 4 costituiscono un sotto-anello di A/c®
omomorfo all’anello A mediante 1’ associazione

A3a — a€4/¢* con (x), = a -+ ¢+,

Allora e soltanto allora che questo omomorfismo sia un isomorfismo, 1’anel-
lo A diventa sotto-anello di A4/c®, identificando ogni elemento di A con
la sua idea, identificazione che in tal caso sempre tacitamente supponiamo
effettuata. La condizione necessaria e sufficiente affinche sia ACAlc™,

268 — 269



