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Invero, la prospet t iva ~5 E F individua (red. 73) in so C S una prospett iva 
~o di eui ~ ~ estensione, sieeh~ So D so ~ la proiezione di S. 

COROLLARIO.- Da s C S in V segue so CSo per le proiezioni s o ~  s, 
S o - - S i n  Vo V. 

255. Ogni f igura a in una varieth Vo si estende in modo unico a una 
figure a in una variet~t estensione V ~  Vo, ponendo 

a(S)  = a(So) • 8, se 8--*  So. 

Invero, da s C S in V segue (red. 054) So C So per le eorrispondenti  
proiezioni, sieeh~ si pub eoneludere a(So)--~(so).  So, essendo a f igure in Vo. 
Cib mostra ehe a(s) "- a(so) • s e a(S) ---- a(So) • S stanno nella relazione a(S) - -  
- - a ( s ) .  S earat ter is t iea  per gli ideali di una f igure in V. 

Designeremo di solito la figura estensione ehe in questo mode si deriva 
da una data  f igura in Vo con lo stesso segno come questa.  

Si verif iea subito, ehe ciascuna delle relazioni 

a-<.b, a+b--c, a.b=c 

r imane valida per  le figure estensioni a, Io, C in V ~ Vo, qualora essa sia 
vera per  le figure a, b, c in Vo. 

Quanto alla relazione a : ' ,  b - c in Vo, essa eerto induce a f ' ,  b <_¢ in 
V ~ Fo, poieh~ per s so vale a(s) f "  I~(s) = a(so) • s f ' ,  b(so) • s D [a(so) f '  bfSo)]. 
• s - - c ( s ) ,  ma non si pub garant ire  uguaglianza nel easo generale. 

§ 2. E s t e n s i o n i  c o m p l e t e .  

256. DEFINIZION]~. - Conviene definire anehe nel ease in eui V~ designi 
un sistema qualunque,  varieth o no, di prospett ive di un medesimo oggetto 
primario (V~) la situazione 

V~ ~ completa estensione di Vo (seriviamo: F~ ~ Vo) 

come quella, nella quale siano soddisfatte le condizioni I e I I  stabilite in 250 
per le varietfi, aggiungendo perb la postulazione (implicit'h nel ease di varlet'h) 
t he  ogni ~ I E  V1 non estenda ehe una soia ~o E re. 

Questa definizione ~ d 'aecordo con quella  data in 250 per il ease parti- 
eolare del l 'es tensione completa contenuta in una varietk VI di una prospet.  
tiva ~5o contenuta  in una variet~t Vo ~ V1. 

Notiamo aneora:  se una estensione complete  U Pi di una prospet t iva Po 
i 

eontenuta in una varieth V1, ease ~ uniea (e coincide pertanto nel ease 
di Po E Vo ~ V~ con quella  ~ definita in 250, fine). Infatt i  se anehe U P/C_ VI 

i 

254 - -  256 
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comple ta  es tens ione di Po, si conclude da p~--+ Po l ' e s i s tenza  di p ~ - p  ~ pj', 
il che esige (red. I l l )  p ~ - - p / ,  e v iceversa  da  P t ' ~  Po si conclude  P t ' - - P a .  

257. Volendo s tabi l i re  t a lun i  teoremi  su es tensioni  complete,  premegte- 

 or,e r,for n , , remo l l n a  

es tendendo le considerazioni  di 208, per  s -modu l i  q u a l u n q u e  a C b come ]a 
lunghezza  l di una  sequenza  a --  a0 C al C ... C at - -  b di s -modu l i  a~, i r r idu.  
cibile nel sense che sia at=~= a~+l ( i > O )  e che non  esisga un  s -modu lo  
in te rmedio  fra  a~ e a~+l d iverse  da quest i .  Sara  necessar io  ta lvo l ta  di r i levare  

l ' ipo tes i  t h e  a e b sono da cons iderare  come s -modul i ,  scr ivendo ~), 

invece di (~ ) .  

L a  condizione necessaria e suffieiente affinch~ una  sequenza ao C ax C ... C a~ 

sia irriducibile 

(*) ai+l "-  at q- a t + l .  s con a~+l e l :  a~, a i + l .  P C a i .  

L ' e s i s t e n z a  di a~+~ E a~+l, ai+l  el- a t ,  ~ necessar io  per  ai+l=]= a , .  Se fosse 
a~+l • p c [ : a , ,  si avrebbe a, c m  + a¢+~ • p c a ~  + a~+l • s c a ~ + l  e quindi  una  

sequenza  r iducibi le .  L ' a f f e r m a z i o n e  rec iproca  si dimosgra le tgera lmente  come 

in 209. (") (o)(;) 
~g8. Fer s -nwdu l i  a c ~  vale nel case di p---*po: {)so-- S ,o" . Se 

(a) znito, l' a.el lo s/a So/po- d,,lo a C O e l ' ideale a f'~ So ~ pr imo mentre _s ,o 

(") di range s ,o" 

D I ~ I O S T R A Z I O N E .  - I .  Siano a --- ao C a~ C ... C at con a~+~ - -  ai -4- a~+~ • s 
sequenza  i r r iducib i le  di s -modul i ,  e ~ - -  ~o C ~ C ... C ~f -" s con 9~i+1 - -  ~1.4- 
"~ Yi+~" So sequenza  i r r iducib i le  di So-moduli. Ponendo  

a~i = a~ + a~+~. ~i  (0 --< i < l, 0 <_ i ~ f) 

si ha  a~, i+1 - -  a~i ~- a~+~. Yi+~ " So e a~+z. y]+~.Oo C ai+l • ~ C ati ,  ment re  a~+t - 
Z y~. - y i + l C a ~ i  darebbe  a~+l . (Yi+~ q- Z y ~ . c , ) c a ~ ,  (c~eSo) e quindi  Y~÷~ q-a~i 

• ca C p contrar io  all '  ipotesi  ~i+~:~:~t. Gib mostra  ( aq ] _ 1 e quindi ,  tenure 

congo di air - -  ai+~, o - -  ai+x 

= 2; 2 ---a~- = l . f .  

2 5 6  - -  ~bS 
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(a) ( a ) ,  e allora (.) constata Se ~ , ~ finito, si pub .prendere  a t - - b ,  cio~ l - -  ~ • 

(") la pr ima delle formule  da dimostrare.  Qualora perb ~ ,  sia infinito, I pub 

essere seelto quanto grande si voglia, il che d imost ra  che in questo caso 

(a) ~ infinito. anche b 8o 

II.  Per  d imostrare  la seeonda affermazione,  osserviamo the  nel easo di 

- - l  finito =1=0 si ha, s - - a +  2; a~.so (a~Es), sicch~ s /a  r isul ta  s o + a / a - m o -  
So i=1 

dulo con l e lement i  base a~+a. Ora a c p  impl iea  a~soCpC',So=Po, sicch~ 

(**) Zo + a .-. x ,  + Po (Xo E so) 

definisce un omomorf ismo di So + a/a sul corpo So/po. 
(a) sia finito induce a D p m  con un certo m, Siceome l ' ipotes i  ehe s s0 

1' ideale p r i m o  a c-~ so conterr~ pm f-~ so D (P fn so)m -- po,n e coincide per tanto 
con Po. Trat tandosi  quindi  in (**) di un  isomorfismo, possiamo stabilire 

(Xo + Po)- (z q- a) --  (xo + a ) .  (z -1- a) per  ogni xo E so, z E s 

con l 'effetto,  t he  s/a diventa  Sdpo-modulo con la base a i - I - a  (i ~-1,  ... ,t), 
che subito si ve r i f i ca  essere indipendente ,  dato the  una  relazione l ineare 
( a ~ + l + a ) +  Z ( c i + p o ) . ( a i + a ) = a  equivarrebbe alla seguente :  a i + l +  Z c i .  

~___i i< i  

- - t .  • ct i C 1t, esclusa dall '  ipotesi s s, 

259. DEFINIZIONL - Gli oggetti pr imar i i  potendosi  considerare  come aspett i  
(ved. 8]), scr iveremo talvolta S, s, ece. per  tali oggetti  e, di seguito a questo, 

p ,  etc.  per  i loro radieali .  II fatto, ugua lmente  eonstatato in 81, t he  un 
oggetto pr imario  ~ estensione di ogni sua sotto-oggetto,  ci permet te  di genera.  
lizzare la nozione di grado relativo al caso di oggetti pr imar i i  S D s  con 
la definizione 

grado S (~ )  S / ~  • --  - -  grado s + ~ / ~  ' 
8 # 

aggiungendo perb due al tre nozioni, superf lue  nel caso di eorpi, e cio~ il 
rango relativo definito da 

s 
rango ~ --  , 

2 5 8  - -  2 5 9  

Annali di Matematica 22 



170 E. K$,HLER : (~eometria Aritmetiea 

e la  molteplicit~ di S 

molt. '~----(-S)s 

legate  a quel la  med ian te  la relazione 

S S 
rango s = grado s- ' molt. S 

ehe  subito segue da l l ' app l i caz ione  di 258. 
Sar~ ut i le  no ta re  t h e  ogni e lemento  di un  oggetto p r imar io  di rango r 

re la t ivo  a un  suo sot to-ogget to  s soddisfa  ad u n ' e q u a z i o n e  a lgebr ica  di 
grado r con coeff ic ient i  in s, il pr imo eoeff ic iente  essendo I. 

(s) finito, So essendo perfetto, 260. Se l' oggelto (s) ~ primario di rango ~o ) 

e se l'anello A intermedio fra s e (s) ha s-base finita, allora vale 

_(po..t /~o - ~ - ' T  /,o supposto finito. 

DIMOSTR,~Zm~E. - I. Se ~ finito, sieeh~ s --- E So. Ys ~ Po ' s (e 
S=;L 

h 

quind i  s - -  E so • ys -t- Po ~ • s), anehe  A avr~ so-base f ini ta  rood Po • A : 
S = l  

(,) A --  E so. zs ~- Po "A (e qu ind i  A ---- Z So. Zs + Po""  A). 

Qualora  in u n a  re lazione Z cs. ~ s C p o .  A (csEso) s i a p .  es. ~1 c l :Po ,  
/----x 

l' e l emen to  zl sara super f luo  in quel la  base. Supponendo  n minimo,  possiamo 
a f f e rmare  che da 

( ,  , )  Z c~- zs C Po" • A (c~ E so) segue c~ C pom (i ---" 1, . . . ,  n). 
i = 1  

Infa t t i ,  si conclude  dappr ima,  ponendo Oo -- Po" so, ehe ogni  c s - -  Po • cs 

con c ( E s o .  Po ich~  Po ~ at t ivo in A C ( s ) ,  si o t t iene  Z c s ' . z s C p o ' a - l . A ,  e 

p roseguendo  in questo  modo si d imos t ra  (**). 
Median te  gli So-moduli 

(1 ~ , i  < n )  
ash --  Po" ' A ~ Z So • z i ~ Po' • zs C as, k-1 - -  ash ~ po ' -  1. z~. So 

i<~ (1 <_ k ~ , m )  
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dove  aio = a i+ , , , , ,  si ca leo la  (red. 257) 

A & m . n .  

date  ehe po a-~ • zi" Po C a~k e ehe Do ~-~ • z~ C a ~  e q u i v a r r e b b e  a una  re laz ione 
(po a-~ + leo ~ • c) .  z~ + Z c i .  z1 C Po m.  A (con c, ~i ~ So) imposs ib i le  secondo (,  ,). 

S u p p o n e n d o  anehe  h minimo,  po t remo app l i ea re  (**) al ease  di A " - s ,  

n - -  h, z~ - -  y~, t rovando  in pa r t i co la re  h _ ( P o  "s t  
~ \  8 /So" 

II .  Sia  b E s non - in f in i t e s ima le  e eo + e~.b+.. .+et.bt=O (eiESo, et:4:0) con 

(s) t minimo,  h l l o r a  c' 1 <_ r ange  (so)/ = - - e l - - . . . - - e z .  b~-~:4:0 e quind i  b.c '  = 

= eo =~:0. Ne eone lud iamo ehe per  ogni bEs non- in f in i t e s ima le  si trover~t y e s  
tale ehe b • v - -Po".  

Appl i eando  ques t a  osservaz ione  al n u m e r a t o r e  eomune  b degl i  e l emen t i  

as (i ~ 1, (a~ E s), dell '  anel lo  A - -  ~ s .  ~v~, av remo base  w~ - -  ~ . . ,  q), 

(***) po ' .  A c 8. 

h 
I I [ .  L'  ipotesi  A D s - -  Z so.  y~ + po 'n • s pe rme t t e  di se r ive re  

h + n  
A "- Z so. y~ + po '~ • A con Yh+~ "-  z~. Median te  gli so-modul i  

i = l  

(red. I) 

a~h = po m .  A + Z s~. Yi + Po*" y~ C a~, ,_~ = a~, + po ~-z  - y~ .  80 

(I ~ i ~ ' h + n ,  1 ~ . k  ~ m) soddis facen t i  al le  relazioni  a i o =  ai+z,, ,  si o t t iene  

Ora, ogni t e rmine  di ques t e  somme 6 ~ ,  1, quel l i  de l la  seconda  somma  
essendo 0 pe r  k ~ r, poich6 secondo  ( * * )  

PO A - t  ' ~/i M-W" .~0~ $ i ~ , ' ~ 1  

~ e  r i su l ta  (red.  I.) 

h 

• 8 C  So.y +po .SCa   per  i > h .  
i = t  

(+) (po ~ • A) 
= m . n ~ C , m . h + r . n ,  

so 

260  
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Dal l ' a l t ra  parte si osservi, ehe a~k --  at, k_1 ~ impossibile per i ~ ' h ,  
k ~ m - -  r poiehb allore~ si avrebbe una relazione (po ~-~ + c.  pea). yi d- ~icj" Yi C 

C Po"" A C Po m- ' ' '  s (e, ciESo), la quale esigerebbe seeondo (**) (applieato al 
( a , ~ ]  ease di A - - s ) ,  ehe k - - l ~ m - - r .  Quindi \ \ t - ' l  per i ~ h ,  k ~ ' m - - r ,  

epperb 

(o°m (++) - - -X--  ~ h .  (m -- r), 
o 

siceh~, date 1' arbitrariet/~ di m, da (+) e (++) segue 

- - . o  \ \ / , 0  
e. d. d. 

261. Se per un  sopra-anello primario A di un  aspetto so 

si ha 

(p°"l 
A ].o = ~  . \ \ / . o  

(pS_2 ).o :,,,,o, 

la somma eslesa a tutte le estensioni s--~ so di base A. 

DIMOSTRAZlONE.-I. Poieh~ (~)o~__A) ~ finite, 8i ha 
- . ~ t \  i s  o 

N 

(~) A --  Z so" w~ q- Po* A, 
i= I  

e l 'anel lo  A/po .  A b noetheriano. 
Sia C D Po" A ideale primo e designi x un elemento di A non eontenuto 

in ¢. Qnesto x soddisfa, come ogni elemento di A, a una eongruen~.a 

I x .  ~q - -  aq t C Po- A C C(aq E So), conseguenza di a~. wi C ~ a q .  wj -{- p • A, la 
j = t  

quale, seri t ta nella forma 

(--)  

a~. ~x t C C; (a~ E so, a,, - -  1), fornisce 

x m. (am + ...) c c, 

so am b il primo coefficiente a~ non contenuto in Po. Da (~4,) e x c I : C  segue 
a m + . . . C C  t ie6 a m C C - { - x ' A  e finMmente A = ¢ + x . A .  

Oib dimostra ehe ogni ideale primo C D Po" A ~ massimale. 

2 6 0  - -  2 6 1  
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II .  S ia  0o" A-- -  ~ qi decompos iz ione  n o e t h e r i a n a  con q~ C~-primario. 
i = l . . . . , h  

Allora  Ct + C i ---- A soeondo I (per  i ~ : j )  e qu ind i  

h 
E a i - - A  so a i =  A qi .  
i=i i~i 

h h 
Si see lgano  ei E a~ sodd is facen t i  a v~ el - -  1, s iech~ A : ~ A • e~. Sis  

i~l t = l  

n i 

]=x 

con  ziiEA.e~ ( j - - I , . . . ,  n~) I i n e a r m e n t e  ind ipenden t i  rood po.ArXA.e~ sopra  so. 
Al lo t s  A - -  Z So. z~ i q- Po '  A e 

i , i  

(+) da Z a~ i . z ,  i C p o . A  (a#Eso) segue  a O C p o ,  
i , i  

poich~ z l i C a t C q ~  per  l=4=i i n d u c e  E a i ~ . z  OCq~ ,  e quindi ,  di segui to  a 
t 

zii C qt (l :~= i), E a~ i • z~ i C [o "  A, cio~ f i n a l me n t e  a~j C Po a causa  dell '  ind ipen .  
i 

denza  l i nea re  rood Po" A r'~ A • e~ di zl ~ . . . . .  zt,~. 
D a l l ' o s s e r v a z i o n e  (+) si d e d u c e  

(po. a I = 
(++) \ A A, , 

I I I .  Des igni  1)~ la p rospe t t i va  di b~tse A, ind iv idua ta  da C~_  O~f~A.  
Essendo  1 - -  Y. e~, m e n t r e  et C q~ C t)~ (lYFi), sar~ e~ "1-- Pi, e da e t .  e t C 7) {l j - -  

i 
- -  Po" A segue  e t C Po" si e p e r t a n t o  

(+++) A = Z n .  e t - -  n .  et + p o . s t .  

()ra, si E V(A) i nduce  s~/pt -" (A + Pi/pt) = A + Pt/Pi poich6 q u e s t ' u l t i m o  
anel lo  ha  so q - p i / p t - b a s e  f ini ta .  T e n u t o  eonto  di O r - - C i .  si, si de r iva  da  
si - -  A + Or, sueeessivamente : 

s~ - -  A -t" ¢i"  [A ~- Or] = A + pt ~ - -  ... - -  A + pi L (L qua lunque) ,  

e s ieeome pe r  L abbas t anz a  g r a n d e  sarfi ¢~Lcq~, e ~ ' C ~ C p o .  A e qu ind i  

a w e m o  seoo do (+++) e ( : . ) :  

n i 

(o) s~ = A -t- Po" s~ = A .  e~ + p o .  s~ = ~ So. ~ i  + Po" st. 
i=x 

Se fosse po.s~-{- Z So. zt i ' -  p o . s ~ +  ~2 So.Z~i , si t r ove rebbe  z~ : E bi.z~ 1 + 

b 
• - con big, so, P0EPo,  a, b~A,  ac[=P~, c.,'o~ a.(z~--  Z b ~ . z , ) C p o . A c q i .  q-P°  a 

j</  
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a~'[:Ci--pifXA, i[ che esigerebbe, date the ql ~ Cl-primario, zit-- ~ bi.ziiCqi 
i<z 

epperb C Pc" A, poich~ z~] C qt (l.~=i). Ma eib eontraddirebbe all' osservazione (+). 

Da (o) segue ormai (P_o-s~ t __ n i e  quindi, tenuto conto di (++), 
\ si /,o 

IV. L'ipotesi s-*so,  sEV(A) induce p Z ' , A D p o . A  epperb p f a A  DCl con un 
carte i, ma essendo Ci='pi  r~ A massimale, (red. I.), esso coincide eon p fxA,  
sicch~ p ~ identico a p,. Viceversa, ogni Pi estende Pc, poich~ so =[= p i t ' so  D pc 
esige pi rx So = P0. 

262. Se l'anello primario A D s ha s-base finita, esiste un numero finite 
di estensioni di p con A, e la lore totalit~ ~ completa estensione di p. 

DI~tOS~RAZlOI~E.- La prima affermazione risulta dall 'applicazione del 
teorema preeedente a p invece di Pc. 

Ogni aspetto S'--* s compatibile con l'oggetto (A) di A ammette una 
estensione S" con A, date eho gli elementi di A sono integri sopra s (red. 83 
e 76). Secondo 7~ si trover/~ altora la situazione 

e V(A) 

P 

caratterizzante la totalit/~ delle prospettive [~ soddisfacenti a ~--* p, ~EV(A) 
quale completa estensione di p. 

263. 8e l'integritd I(~) di un corpo K relativa ad un aspetto perfettos 

ha s-base finita e K ~ finite sopra (s), ogni estensione ~ di p soddisfaeente a 

K D S D I ( K ) ,  ~ prospettiva perfetta di base I ( K ) ,  e la varieta V(I(K))  

estende la stelta V(s) : 

Sia ~ - - * p  con K D S D I ( K ) ,  quale prospettiva DI~OSTRAZlONE. - I. 

eerto esiste secondo 8~, e designi ~ ' ~ - ~  la prospettiva individuata da 

in I(~). Allora ~ ' ~  perfetta (red. 125 e 127) e quindi uguale alia ~ the 

pertanto appartiene alla varieth V(I(K)). 

2 6 1  - -  2 6 3  
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I / T ( \ \  
II.  0gn i  ~ E  V ~ I ~ t }  soddisfa a ~ t ' ~ s = t ~  o 0 ,  poich~ i n s  non ci sono 

altri  ideali  pr imi  diversi  da s. Ne risulta,  che tut te  le prospet t ive nella 

variet~t V ( I ( . ~ ) ) s o n o  estensioni  d e l l ' u n a  o del l ' a l t ra  fra le due prospet t ive 

di cui ~ eost i tui ta  la stella V(s). 

III .  So S ' ~  s 'E V(s) 6 compatibi le  con K, esso ammet te  (red. 88) di 

estensione S" con I ( ~ ) ,  la quale estende (red. 73) seguito a s C s' C K una  

Le osservazioni I I e  I I I  d imostrano (.). 

264. La  transitivit~t del procedimento  di estensione dimostra ta  in 251 per  
il caso di variet~t, non si pub garant i re  generalmente ,  qu~ndo si t ra t ta  sem- 
pl icemente  di sistemi di prospett i~e di un  medesimo oggetto primario.  Questo 
fatto rende uti le una  nozione pi/l debole di quel la  des ignata  con V ~  Vo in 256. 

Ser iveremo 

per  indicate ,  t he  it s is tema 1~ soddisfa in r iguardo al s is tema Vo alle condi. 
zioni I e I I  stabili te in 250, ma che si r inunc ia  alla postulazione (fatta nel 
case 1,~ ~ Vo), t he  ogni ~ E Vt es tenda solamente una  ~oE Vo. Vale allora 
la transi'tivit~ 

Da V2 ~ V~, ~ -.., Vo segue V, ---, Vo, 

ehe si d imostra  le t tera lmente  come in 251, •ostituendovi il segno ~ al 
segno ~ ,  ovunque  questo eombini  sistemi di prospett ive.  

I1 teorema 111 permet te  di af fermare:  
Se V1 --" Vo e Vo ~ ~ontenuto in  ~na. varietdt, allora V~--* Vo. Sar~ uti le  

nota te  aneora:  

Da Vi --, V{ (i = 1, 2, ...) segue U I t  --, U Vi' purch$ 
i i 

(V~) --  (Vi) , (V~', --- (Vj'), (i, j ------ 1, 2 .... ). 

k~vvertiamo f inalmente,  per  evitare un  eventuale  equivoco, t h e  il simbolo 
~ p designa genera lmente  e h e l a  prospet t iva  ~ ~ estensione di p, e ehe 

l ' a l t r a  possibilit~ d ' i n t ende re  questo simbolo, e cio~ che ~ sia completa  
es tens ione di p, non vale the  quando cib sia detto espressamente.  

265. Applivando un  oraomorfismo ~" 8 ~ S / ~  determinato da un  ideale 
~ - t r f i m a r i o  ~ ,  agli  aspetti  s, s', S supposti  nella relazione 

s E V(A), 8 E V(s), S E V(g), s ~ s', 
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si ottengorw aspetti s', s", di S ~ nella relazione 

s • E V(A'), S ~ E V(s% S • E V(s"), s ' ~  s'-. 

DI~OS~R~,zm~E. - Seeondo 216 I I  sono s ~, s '¢ aspetti di S ¢, e 216 I l I  
insegna s ~ E V(A% S • E V(sz), S ~ E V(s'% 

D a  1 r el: p~ segue s "~ =1= pz ~ s ~, mentre  p ~ s' - -  p' fornisee p: f'~ s '~ D 
[p c'~ s,]~--p'~, sieeh~ p~ c-~ s,¢ non pub essere ehe p'~. 

266. Per  indicare , che una prospvtt iva abbia base ari tmetiea (risp. alge- 
br iea sopra un anello A), la ehiameremo prospettiva aritmetica (risp. larospet. 
tiva algebrica sopra A), e similmente diremo l ' aspet to  corrispondente. 

Se una  completa estensione U p~ di una  prospettiva perfetta Po ~ conte- 

nu ta  in una  varietd algebrica sopra so, il cui oggetto S sia pr imario  di tango i(s3 
fiuito sopra it corpo (so), e se l'inlegritdt relatgva ~so ~] del corpo S" ottenuto 

da S mediante l 'omomorfismo ~" S ~ S /O  ha SoU-base finita, il the certo 
capita, quando Po ~ aritmetica o che S"  sia separabile sopra (so'), aUora esiste 
un  anello A in  S, di base f inita sopra so e tale, the la varielg~ iS(A) contielqe 
una  completa estensione di U Pi e quindi  di Po. 

i 

DIMOSTRAZIONE.- I. Sia I - -  N so' .  z~" con z~ E S. 
i = l  

Sieeome ogni x E Z so" z i - { - ~  soddisfa ad una congruenza 

x" + a , -  x "-~ + ... + a,, C ~ (con a~ E so), 

esso soddisfer~ anehe ad un 'equaz ione  

(W" + a l  " Z "-1  " ~  . . .  + a . )  L - -  0 (L abbastansa grande). 

Ne risulta, cbe l 'anel lo  B - -  [so, z~,... ,  z.] ha so-base finita, sieehb l 'anel lo  
[s~, B] avr/~ s~-base finita. Esiste quindi una estensione eompleta  U P~i di Pl 

1 
con la base [s~, B] (ved. 262). L 'un ione  L) pq di queste estensioni 6 allora 

i, j 

eompleta estensione di U p~ e quindi (ved. 264) di Pa, poiehb U p# --, U P i e  
i i , i  i 

quest '  ultimo sistema ~ eontsnuto in una variet'~ (red. 264). 
Avremo la situazione 

7 %, 

p~ p'~ . E V ( B). 1 

Po 

dalla quale si deduce, applicando 1" omomorfismo z, (wd.  265), P~i "-* p~.E V(/3~). 
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?~ 
= . Ora, essendo s~ perfetto in eonseguenza a B = ~ so = z:~ - -  (ved. 263), si 

~=~ ~so ~] 
T t~: trova sq -~ sq ,  eio~ s~iC s'q -}- ~ e finalmente 

(.) s~ C s'~i + ¢>. 

II .  Supposte le prospettive p~ algebriche sopra so, sia 

(**) s, = V([so,  ~ , , ,  . . . ,  ~ ,~]) .  

Seeondo (*) e s',i E V(B) avremo 

(:.) ai]  ~ 

e quindi b~j el: P'i" 
L'anello A generate da so e da tutti gli elementi ~,  p~j ovviamente 

sopra so, ha so-base finita, e ogni pij pub e stendersi con A C/(S)-  integri 

(red. 83 e 76), precisamente a una sola prospettiva pq. Invero, ogni ideale 
primo c D p q .  [sq, A] (red. 80) contiene tutti gli elementi (infinitesimali)P,t ,  
sicchb esso~ identico all ' ideale generate da pq e da quelli p~ ,  date che 
questo ideale ~ massimale. 

Tenuto conto di 262, ne segue Pii ""  P~ e quindi U Pii "-" .U P~j e final- 
x, I ~, I 

mente U Pij ~ U p~ (red. 264). 

Coneludiamo dapprima da (**), che ogni elemento della base [sq, A] 

di p~# ~ quoziente u - con u~[So, ~,~,... ~ . ,  A], v~[So, ~,.,. . . ,  ~, . ]  v~ lzp ,  j -  

--I) ,~f '~s,  i e quindi v c t zp ,  i. Applicando 75 possiamo dedurne, ehe [s, xa, . . . ,  

a~,,,, A] ~ base di ~i#. Ora (~**) insegna, che ogni ~ j  b quoziente u - con u E A ,  

v E B C  A, v,']:p,j -- pqr~s~, eiob vc]=pq, siech~ nuova applieazione di 75 
dimostra, ehe A ~ base di pq. 

I1 fatto V ( A ) D  U t~ ~ [2 p~ ~ quel ehe volevasi dimostrare. 
i, J i 

IH. S e i l  eorpo S • 6 separabile sopra (so~), si rieava da 103 ehe 

(+) 11=--] ha So~-base finita. 
\Soy 

Quando perb 8 ~ 6 inseparabile sopra (so~), la stessa propriet~ (+) pub 
affermarsi almeno nel case in cui Po sia aritmetica. Si osservi all 'uopo, che 

266 
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da so E V([1, x~, . . . ,  win]) si deduce  per  ogni y E so ~-~ una  rapprese~tazione 

f(xlcP -x  . . . .  , ~-l) y - - ,  .=. 
g(~c,~ '-1 . . . .  , ~,-~)  

f(xVp -1, ..., x:~-~) . g(xVp -~, ..., X~ -I )p-' 

g(x, -~, . . . ,  x2)  

(p --- car S~. g(x~, . . . .  x,,,) el: p,,) 

con f(X),  g(X) ~ [1. Xa, . . . ,  X,,], dal la  
.., , ~-.~ ~ 1 ~ ,  ] ha So~-base f ini ta e the  
del teorema 104. 

quale segue cite So ~p-~ - -  [so, x~"~-~, ... 
quindi  sono soddisfatte le premesse 

267. Sotto le ipotes i  de l  t eorema  ~66 va le  la  re laz ione  

~2 Po* s~ _ S 
~=1, sl /so range (~.) 

o p p u r e  (red. 2~8) 

~ (po • s , l .  grade s,/p,  _ (O). grade (~o) 
~=1\ ~ / so q- p,/p~ 

DL'dOS~RAZIONE. - I. Sia s ~ so aspetto qua lunque  in S di base algebrica 
sopra so. Poieh6 3 6 di range finite sopra (so), il corpo S ~ ~ finite ,~opra (s,7), 
e s ieeome so • 6 perfetto, l ' aspet to  s ~ D s o  ~, sar~ immedia te  (red. 218): 

e r d a - - - o r d e r - - 1 .  (*) p p~ 

0 r a  Po" S = S mostra,  t h e  15 c'~ s non ~ divisore pr imo del l ' idea le  Po" s. 
R imanendo  quindi  solamente  p come divisore pr imo di Po" s, questo ideale 

p -p r imar io  e (P~°.Q'-s)risulta finite. 

Con una base B- [so. x~...., xm] di p si ealeola 

s/p = (so + p/p  ; xl + P , . . . ,  ~,, + P). 

Se questo corpo noa fosse 0 -d imens iona le  sopra so Jr l~/P, si t roverebbe 
(ved. 137) una  estensione p ' ~  Po di base B = [ s o ,  w l , . . . , x , , ]  per la quale  

o r d P - - ~ l  e quindi  o r d e r 2 ,  ment re  (,) si appliea p' c'~ B D p f'~ B , cio~ =~ t)' P 
attc5o a p' invece di p. :N'e segue che s/I) {~ algebrico e 0 -d imens iona le  
sopra so q - ~ ; p  e quindi  

Po" st (p s\ . grade s/l~ ~ finite. 
-~--],o = ~ ) so + p/o 
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lI .  Sia A Dso un anello in S con so-base finita e tale, the  

]~o • A Essendo allora (~A----)8 ° 

V(A) D U p,i ~ U Pt --* Po (con pq --* p~). 
t, j i 

fiuito, si pub applicare il teorema 261: 

( . . )  (O°A-----A-A) = Z (Pc__7__ "s/ = Z (P°:s~J/ (red. 256 fine). 
\ .  /~0 s--*~o \ o / , o  tj \ Sii 1~o 

Siccome l 'anello A~=[st, A] intermedio fra st e (st)= S ha st-base finita, 
avremo secondo 260 

(2,) A, /so \ 8, /8o 

date the  il membro a destra ~ finite (ved. I). 

III .  Quest 'ul t imo fatto induce pure ehe s~ ha so-base finita rood Pc'  st e 
quindi A, ha so-base finita rood Pc" A~, il che permette  di applicare 261 
anehe all' anello A~ trovando cosl 

s~ VIA i) 

Dimostreremo che questa somma si estende precisamente a, tutte le prosper. 
t i re  P~i (J = 1, 2, ...). 

Secondo 74 possiamo dedurre  da s .--* so, s E V(A,) la configurazione 

p E V(A~) 
7 ", .  

P' E V(s,) p" E V(A) 

Po 

netla quale p" non pub essere ehe una delle prospettive Pki, date t he  U P,i 

eompreude tutte le estensioni di Po eontenute in V(A) (red. 256 fine). 
Essendo ogni base di Pi anche base di p 'E V(s~) (red. 180), la prospettiva 

P'--* Pc soddisfa alle premesse di I e si ha ord ~ = 1, il ohe, prose insieme p'  

= 1, p' ~ Pi, mostra p' = p~. Abbiamo quindi la situazione or(] con 

P 

P, Pkj ~ Ph, 

267 
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dalla quale si r icava k ~ i ,  giacchi~ p~, p~: appartengono a una medesima 
variet~ (red. I1|) .  ~Te segue che p E V(AI) estende Pli. 0 ra  sq ~ si, sli E V(A) 
mostrano sq E V(A~), siechi~ P deve essere identica alla pq. 

Vieeversa,  ogni pq soddiafa alle condizioni sq ~ so, sqE V(A~) poste in 
(+) per  s. 

L' equazione (+) equivale dunque  a 

{ p o . s , \  _. ~ (po. s~,/ ' 
At / ,o j x sij /8° 

e la rela~ione (**) assume la forma 

A / 8 o - - ~ \  s~ 18o' 

IV. Dimostreremo ora ehe 

{,,°i - -  "- (So)-rango dell' anello [A, (So)] - -  A .  (So). 
\ /so 

k 

Scrivendo h per  questo numero, avremo A -  ~ so. a~ 2r Po" A (ved. 2.~7). 
i = l  

Mediante una  so-base di A - -  ~ so-bt se ne dedueono equazioni del tipo 

h m 
b~-- Z c~ i . a  i-{- Zp~l .b~ ( i ~ 1 , . . . ,  m) con ~ iEso ,  P~tEPo, le quali  si risol- 

j-----1 Z= I  
h 

vono nella forma b i c  Y, so. a i e insegnano pertanto A = Z so. a~. Supposto 

ehe gli elementi  a~ non siano l inearmente indipendenti,  avremmo una rela- 
h 

zione E o ~ . a ~ - ' 0  con c~Epo~--po~.So ( i - ' 1 , . . . ,  h) e p. es. v~cl:po ~+~. Dopo 

la divisione con poV(ci:~) !otterremmo a~ C ~' so" a i e  quindi A -  ~ So-ai  
i ~ l  /,~1 

contrario al l ' ipotesi  (O°AA) 
/$o 

V. Rimane solamente a dimostrare A .  (so)-" S. 

Ogni elemento z E S  ~ quoziente u - con u - y E A ,  v c l : ~ ,  dato ehe 
v 

S - -  (st) - -  (sq) --" (A). L' (So)-modulo v .  A-  (so) C A-  (so) ha lo stesso rango h 
h 

deW(so)-modulo A .(so), poich~ 1) da A . ( s o ) ' - ~  (so).a~ segue v .  A . (so)--  

h 

- -  E (so). a~. v e 2) una dipendenza lineare ~ c i .  a t .  v - -  0 (oi E (so)) indurrebbe 
i~ -1  i ~ 1  

k 
c ~ . a ~ - - 0  di seguito a v , - I=~ .  Vale dunque v . A . ( s o ) ~ A . ( s o ) ,  il ehe 

mostra v .  A • (so) D 1, eio~ v -~ C A • (so), e f inalmente z -" ~ .  v -~ C A .  (so). 
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268. Come corollario di 267 IV e V, utile in altre applieazioni, notiamo 

Se So ~ perfetto e A un  so-modulo con so-base finita, allora da A = 

- -  ~ S o . a ~ + p o . A  si pub coneludere A - -  ?3 so.a~, e net ease in  eui A sia 
i = 1  i = l  

sopra-aneUo primario di so vale (A) "- A • (so). 

§ 3. A n e l l i  i n d i v i d u a l i .  

269. Ogni pereezione A/C di un anello A (red. 68) 6 il principio d i u n a  
sequenza 

A/c, A/c", AIc ~, ... 

di percezioni A/C ''+t di pre~isione t~ infinitamente crescente. Questa ascesa di 
anelli sboeea in un anello 

A/C ~ 

indiv iduale  aUa percezione A/C, definite nel mode seguente :  
Ogni sequenza infinita del ripe 

(*) ao + C D al  + C 2 D a2 + C a DaB + C 4 D . . .  (a,  6 A) 

determina an elemento ,¢ di A/C ~,  e vioeversa. L ' ( n + l ) - m o  termine della 
sequenza, in quanto determinate  da a e dalla preeisiono n, sark designate oon 

e si dira la n--esima approssimazione di :¢. 
I calcoli in A/coo si effet tuano mediante le approssimazioni:  

(~ + 6), = (~),, + (~),,, (~" ~), = (~),, • (~),. 

Un elemento a 6  A approssima o~ 6 A/C °° con la preeisione n allora e 
soltanto allora ehe a + c "+1 = (a),,. 

Ogni elemento a di A approssima uno od un solo elemento ~ di A/Coo 
con precisione infinita, e cio~ quello date dalla sequenza 

(**) a + c D a  + C~Da + C ~ D a +  O.. .  

che chiameremo l ' idea di a in  A/C °°. 

Le idee in A/coo di elemeati  di A eosti taiseono un sotto-anello di A/coo 
omomorfo a l l ' anet lo  A mediante  l 'associazione 

A 9 a --~ ~ 6 A/C °° con (a),, = a + C "+~. 

Allora e soltanto allora ehe questo omomorfismo sia un isomorfismo, l ' ane l .  
1o A diventa sotto-anello di A/C ~,  identif ieando 0gni elemento di A con 
la sua idea, identifieazione ehe in tal ease sempre taci tamente supponiamo 
effettuata.  La condizione neeessaria  e suffieiente affineh~ sia A C A / c  °°, 
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