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e f inalmente  
rf6 

×(st, m) = c .  m + c' + X X(a + a .  f,  l). 

Essendo X ( s t + f - A ,  m) per m > m ~  polinomio di grade r e < n ,  la sua 
sommazione estesa da m - - r + l  fine a un m > m o = m a s s i m o  di r + l  e 
m~ dark per X(St, m) una espressione come polinomio di grade ~ n = dim(st). 

III .  Per  dimostrare  the  il grade di qnesto polinomio ~ appunto n, 
osserviamo ehe fra gli elementi  u~, .... uh debbono trovarsi n, siano ut,  ..., u .  
tali ehe 

(, ,) a ~ k[u~, . . . .  u,,] = o. 

Se infatti  cib non si verificasse, so eio~ per n qualunque presi ui,,..., u~,, 
si trovasse un polinomio g(ui, , . . . ,  ui,):~=0, E St, si avrebbe per ogni ~ la 
dipendenza algebriea 

g(u~l, ..., ul,) C D~ f~ a 

fra u i~+ ~ , . . . ,  u, ,  + ~ ,  eontrario all ' ipotesi t he  per un ~ almeno sia 
dim ~ ,  = n. 

Ora da (**) segue, che ci sono almeno \ ( l +  n - - 1 ) f o r m e  di grade 1 
n - - 1  / 

l inearmente  indipendenti  dalle ~(st, l) forme di grade l in St, cio~ 

e quindi 

h - - 1  ~ 0 ( s t ,  l ) +  n - - 1  

l=o l=O n -  1 - -  ~ 

sicchb il grade del polinomio X(st, m) non pub essere minore di n = dim (st). 

§ 7. Funzione earatterist iea di una flgura. 

207. DEFI~IZlONI. - La funzione carat teris t iea X(st(s), m) di una  figura a 
in una variet'k V associa a ogni prospettiva p E V e ogni numero intero m > O, 
il valore 

XISt(s), m)--X(st(s), m) 

della funzione earat ter is t iea (red. o01) del l ' ideaie  St(s) the  individua il cone 
tangente (St(s)) (red. 197) d i St in p. 

206 - -  '207 

Hmmli di Malrmatica t? 
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Dal i 'osservaz ione  19/4 risulta ehe Z(a(s). m) non d ipende da l l ' a rb i t r i o  
nel la  see.lta de l la  base min ima  de l l ' i dea l e  p. 

L a  di~ttensio~e in  P di  u,na fi£psra a 6 la d imens iom,  del suo cono tan- 
genre in p t~ qu ind i  ugua lmen te  ind ipenden te  da l la  base minim~t d i p .  

208. Cons iderando gli ideali  in un aspetto s come gruppi  addi t ivi  t h e  
ammet t0no  gli e lement i  di s come omomorfig,ni  in sb (endomorfismi),  si pui~ 
appl icare  il t eorema di J O R D A ~ I - H 6 L D E R - S C H I t E I E R  a | i e  s ~ q u e n z t ~  

a . : - a o  C a~ C a . , C  ... C at - -  b 

di ideali  ai in s e affo, 'mare ehe la lunglwzza l di una  tah, s~,guenza, fra 
a e b ~ ind ipenden te  da t la  seel ta  par t ieolare  dei membri  in te rmedi  as, 
purch6 ia sequenza  sia irridueibile nei senso, t in,  a s : ~ : a ~  ~' cite non e.~ista 
un ideale  in te rmedio  fra. tl~ ~' a~i~ diwq.so da questi .  

R iprodur remo I:t d imost raz ione  di questo teorema segu~quh~ tin' ide.'t di 

Z A S S E N H A U S  : 

Sia 

I I  a = a',, C a', C ... C a',,, = [~ 

u n a  sequenza  q u a l u n q u e  fra a ~' [.'~ D a c~,n a'~ :[= a'~ ! ~ • 
[n te rca lando  entro  as e ai-t, }a sequen~a 

ai  = :  tli a t- ait-~ f'~ a'o C a~ -t- a i  t~ f ~  a', C ... C a~ A- a ~ i ,  ~ a',,, = a ~ ! ,  

e entro  a'h e [1'~1 ht sequenza 

a ' ~ : a ' ~  4 - a ' ~ i ~ f ~ a , ,  C a'k A- a ' k ~ f ' ~ a ,  C -. C a'k -4- a'.~i, f ' ~ a : - - a ' ~ . i ,  • 

si o t tengono due  ~equenze | ' ,  | l '  cost i tu i te  tu t te  e due  da  l . m - 4 - I  termini  

(dist inti  o no). 

t ° t x "-- ai "-~ a'~ col! a'~ E a'k C a k + l ,  a.~ E at e tts - -  x m a'~ E a k l ~, ciot'~ cti E a'u ,,, f'~ 
f'~ a l ,  siech~ a'k + a'k i ~ f '  a ~ - -  a'~ -F a'k+, f ' ,  as~ 1. ba  sequeuza, lI '  eontiem, 

quindi  al pih tant i  termini  dis t int i  quant i  ne oontiene 1'. eio6 al pi~t l-t-  ! 
t e rmin i  dist int i ,  da ta  la irriducibilit~'I del la  sequenza  1. N~, risulta. ~n _~<l. 
poiehb anehe  la sequ~,nza l I  non pub aver~, pi/t di l -4-1 t~q'mini dis t int i .  Se 
in par t ico la re  I I  ,'~ i r r idueibi le ,  si pub inver t i re  il ra~ ionamento  e d imos t ra re  
n t - - l ,  eio~b it fat to e h e l a  lunghezza  di una  sequensa  i r r iducibi le  fra a e b 

d ipende  u n i e a m e n t e  da  quest i  ideali  f inal i .  

2 0 7  - -  2 0 8  
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Per  ogni eoppia di ideali a C b (C s) definiamo il simbolo 

come la lunghezza di uaa  sequenza irridueibile fra a e ~, qualora ce 
esista, e come + ~ ,  so tale sequenza non esiste. 

Vale allora 

( ,)  ( a l - l - ( ~ / = ( ~ a  / p e r  aC l~CC(Cs) ,  
\ t , /  V~/ \~.,/ 

n e  

I~X I h .  
poich~ nel case in cui ( ~ ) e ( ~ } s o n o  finiti si otfiene una ,equenza  irridu- 

\ - - /  - - - /  

cibile fra a e C, continuando una sequenza irridueibile fra a e l) con una  
sequenza irriducibile fra b e C, mentre  in ciascun altro case si ottengono 
sequenze fra a e c con tanti termini distinti quanti  se no vuole. 

Se (sa)~ finite , si ha 

209. Quanto al calcolo del simbolo ( ~ ) g i o v a  osservare 

a + x . s  =1 ,  so x . p c a ,  ze l=a .  

Se, infatti, c ~ a - - l - x . e  con a E a ,  e E s  b elemento ci_-a di un ideale C 
intermedio fra a e a + x .  s, si conclude da x ,  p Ca, c h e e  ei=p e quindi 
x - - ( c - - a ) . e - ' E c - l - a - - c ,  cio6 c - - a q - x . s .  

(,) 

(**) 

210. La fnn~ione caratteristica di una figura a 

x(a(s), m)----( a(s) ~ s P'+~)" 

DtMOSTRAmOZ~,. - Secondo la rela~ione 208 ( .)  si ha 

Introdueendo le notazioni di 196, scegliamo una base indipendente 

f~!u~,..., uh) + ptu~,. . . ,  u,d ,~ s/p[u.,..., uh] 

9 0 8  - -  9 1 0  
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- - - ~  

(i = 1, ..., ~0(A, l)) doll' s /p-modulo delle forme di grado 1 tale, ehe le q0(a(s), .m) - -  
prima di questo forme costituiseano una base indipendente del l ' s /p-modulo 
della forme di grado I tangenti elementi  di a(s). 

Allora 
(+) 

e per i~ 

(÷+) 

P" fi+x(Pl, ..., Ph) C p~+i 

i 

f~+,fp~, ..., p~,) e l :  Z f~(p~, ..., p~). s + a(s) + p~+', 
i = a + i  

poiehb una relazione 
i 

f~+l(p) - -  :C f / p ) .  cj C a(s) + pa+, 
j=:t-{ i 

(con c i E s} 

significherebbe the  la forma 

i 
h + l ( u ) -  y, f i (u) .~ j  + p[u] e s /pN1 ,  .. . ,  uh] 

i=~+1 

tange un olemento di a(s) eontrario al l ' ipotesi  sulla base (**). 
Mediante gli ideali 

ai - -  a(s) + pi+l -t- y. f i (p , ,  . . . ,  pn,). s (i > o~) 
i=aq-x 

si caloola 

(+++~ (,(s) + ' ,  

giaaehb secondo (+) e (++) 

- - 1  

(red. 209). Da (,) e (+++) segue il teorema da dimostrare.  

21[. Per ideali qualunque a, b in  s vale 

e , o ~ e ~ n # a  immediat, a ddP s-~omofismo a Ira gli s-moduli  

a/a ~ b e a + b/b 

210 -- 211 
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definite da 
(a + a r-, b)" = a + b (a E a). 

Invero,  questo isomorfismo a e il sue inverse stabil iscono una  eorrispon.  
denza biunivoea fra le segaenze di ideali entre  a f'~ b e a e quelle ent re  b 
e a c h .  

Se (a-f~--~-v)/~ finite, si pub dedur re  dalla relazione suddet ta  l' equazione 

(ved. 208 (**)) 

(.) 

212. Le funziol~i varatteristiche delle figure a, b, a - k  b, a f ~ b  in una 
varietd soddisfano alla disuguaglianza 

×((a f', b)(s), m) ~ ×(a(s), m) + X(b(s), m) - -  x((a + b)(s), m). 

Applieando |a  relazione 211 (.)  agli ideali a(s) -{- p,n~, e b(s) ~ p'"+~ 
invece di a, [,  e teneodo eonto della  eonseguenza 

di a(s) -{- pro+, f-~ b(s) -[- p,n+t D a(s) ~ b(s) + p " + ' ,  si trova la d isuguagl ianza 

s ~+' ass (b(s) (a(s) b(s)-t-p m+') 

equivalente  a quel la  da dimostrare  (ved. 210). 

§ 8. S u b o r d i n a z i o n e  di prospet t ive .  

213. DEFI~TIZIONE. - Una prospet t iva p ~ subordinata a una  prospet t iva  
allora e soltanto allora che ~ appar t iene  alia stella V(s)di p, par  essendo 

essa diversa da p. Diremo anche,  che in questo case 1' aspetto s b subordinate  
all ' aspet to S. 

La  subordina~ione di prospet t ive ~ transit iva,  eio~, se p ~ sabord ina ta  :t 15, 
mentre  ~ ~ subordina ta  a [Y, anehe p ~ sabord ina ta  a [~'. Infat t i  da 8~  V(s), 
S'E V(8) segue S' E V(s) (ved. 180). 

Questa transitivitfi permet te  di def inire  una  subordinaaione di p sotto [~ 
quale segaenza di prospet t ive 

(*) P = Po, P~, P=, . . . .  Pt " -  O 

dove c iascuna p~ ~ subordinata  alia seguente  Pi+l. 

~11 - -  213  


