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e finalmente

W@ my=c.m+¢ +r’+§1x(a L A-f, D,

Essendo @ + f- 4, m) per m > m, polinomio di grado m <mn, la sua
sommazione estesa da m =—=r 4 1 fino a un m > m, = massimo di r41 e
m, dard per y(a. m) una espressione come polinomio di grade < n = dim (a).

III. Per dimostrare che il grado di questo polinomio & appunto =,

osserviamo che fra gli elementi u,,..., u; debbono trovarsi », siano u,, ..., u,
tali che
(»+) anku, .., u]=0.

Se infatti cid non si verificasse, se cioé per n qualunque presi % ,..., u;,

si trovasse un polinomio g(u;, ..., u;,)3=0, €48, si avrebbe per ogni ) la
dipendenza algebrica

g(uin rery ut‘n) C lpi ™4

fra u; 4+ Pi, ..., u;, + P: contrario all’ipotesi che per un [P almeno sia
dim ‘pi == N.

Ora da (»*) segue, che ci sono almeno (l-[—n--—l) forme di grado 1

n—1
linearmente indipendenti dalle ¢(a, /) forme di grado ! in &, cio®

I+ h

e e L S (i

n—1

e quindi

o m=E e, n—gm, n=F ((F TN (" ),

sicché il grado del polinomio x(a, m) non pud essere minore di n = dim (a).

§ 7. Funzione caratteristica di una figura.

207. DEFIN1ZIONT. - La funzione caratteristica y(a(s), m) di una figura a
in una varietd 1 associa a ogni prospettiva p €V e ogni numero intero m >0,
il valore

x(a(s), m) = y(@s), m)

della funzione caratteristica (ved. 201) dell’ideale a(s) che individua il cono
tangente (a(s)) (ved. 197) di a in p.
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Dall’ osservazione 198 risults che y(@(s). m) non dipende dall’arbitrio
nella scelta della base minima dell’idenle p.
Lia dimensione in p di una figura 3 & la dimensione del suwo cono fan-
gente in P ¢ quindi ugualmente indipendente dalla base minima di P.

208, Considerando gli ideali in un aspetto s come gruppi additivi che
ammettono gli elementi di s come omomorfismi in &8 (endomorfismi), si pud
applicare il teorema di JORDAR-HOLDER-SCHREIER alle sequenze

1 a=a cacac.ca=>b

di ideali a; in s e affermare che la lunghezza [ di nna tale scguenza fra
a e¢ b ¢ indipendente dalla scelta particolare dei membri intermedi a;,
purchd la sequenza sia irriducibile nel senso. ehe 8, a;,, ¢ che non exista
un ideale intermedio fra a; ¢ ai;, diverso da questi.

Riprodurremo la dimostrazione di questo teorema seguendo un’idea di
ZASSENHAUS:

Sia
1 a=a,Cca.C..ca’,=Db

una sequenza qualungue fra 8 ¢ DO con % F=a% .
[ntercalando entro a; e i, In sequenza

Qi == ﬂi + aHd m alu C h + ni‘il ™ a’| C ... C ai + ﬂii t m n'm - aif 1
e entro 'y, e &%), la sequenza
Ar=ak+a%, N Car+ak,,Na C..Cax+a%,, N =a%.

si ottengono due sequenze U, 11 costituite tutte e due da [.m 41 termini
(distintéi o no).

Ne Qi+ 8" 0%k==a& + & DXk, ogni z€a;, M Nk O somma
g i @k con @€A% CWepai GE R ¢ =2 —a% €Ak, €i0d @€A%, 7
Nag, sicche A% + &k N i=% + 8k D Aija. La sequenza I contiene
quindi al pid tanti termini distinti quanti ne contiene I'. ciod al piu {41
termini distinti. data la irriducibilitd della sequenza 1. Ne rvisulta. m <V,
poichd anche la sequenza 1T uon pud avere pin di {41 termini distinti. Ne
in particolare II & irriducibile, si pud invertire il ragionamento e dimeostrare
m =1, ciod il fatto che la lunghezza di una sequenza irriducibile fra a e b
dipende unicamente da questi ideali finali.
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Per ogni coppia di ideali a Cb (Cs) definiamo il simbolo

a
b
come la lunghezza di una sequenza irriducibile fra @ e b, qualora ce ne

esista, e come 4 oo, se tale sequenza non esiste.
Vale allora

(%) (%)+(g)=(g) per- aCbCc(Cy),

poiché nel caso in cui (%) e (5) sono finiti si ottiene una sequenza irridu-

cibile fra 8 e C, continuando una sequenza irriducibile fra @ e D con una
sequenza irriducibile fra b e C, mentre in ciascun altro caso si ottengono
sequenze fra 8 e C con tanti termini distinti quanti se ne vuole.

Se (2) o finito, si ha
= 5-6)-6)

209. Quanto al calcolo del simbolo (g) giova osservare

a -
(-a_}_w:é)_l, ge z-pCa, zcl-a.

Se, infatti, c=a +z-e con a€q, e€s ¢ elemento ci-a di un ideale ¢
intermedio fra a8 e 8 4 z-s, si conclude da z-pCa, che e c-p e quindi
z=(c—a)re'€C+a=¢C, ciod C=a-+z-s.

210. La funzione caratleristica di una figura a é
Lo
x(ags), m)=(z—‘(—s)j;9—-—~)-

DiMOSTRAZIONE. - Secondo la relazione 208 (x) si ha

(a_(e_a_) + j?i'ii‘.)_ g (a(s) - v”i)

—_
*
~—

T im0 as) + 'pl '
Introducendo le notazioni di 196, scegliamo una base indipendente
(x%) fi(“.l) see s %h) + piuu ey “h} € sfp{uu very uh}
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(E=1,..., $(4, 1)) dell’ s/p-modulo delle forme di grado I tale, che le p(als), m) =«
prime di queste forme costituiscano una base indipendente dell’s/p-modulo
delle forme di grado ! tangenti elementi di a(s).

Allora
" P iy ey ) C P
¢ per t > a
(++) fi+1(l)1, ey ph) C|:7' z+ f;’(l’u ey ph) 84 3(8) + pl+‘9
=a41

poich® una relazione
fisalP) — 24 1f,f(P) -c;CAa@s) + Pt (con ¢;€s)
je=a
significherebbe che la forma

fra() — §+1fj(u) v+ Dlu) € 8/Ds, .., t4a)

=

tange un elemento di a(s) contrario all’ipotesi sulla base (xx).
Mediante gli ideali

f=a8)+ P+ E fpu, e, s Gz
1=a-1

si caleola

] A -1 . —
(e (LR =TT () < o, - a=otd, —9(@E) D

giacché secondo (*) e (*¥)

()= rir)="

(ved. 209). Da () e (,*,) segue il teorema da dimostrare.
211. Per ideali qualungue a, b in s vale
( b )_(a m b)
a+b \ a /)
conseguenza immediata dell’ s-isomofismo o fra gli s-moduli

aamnb e a+b/b
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definilo da
@+anbyr=a-+Db {a € a).

Invero, questo isomorfismo o ¢ il suo inverso stabiliscono una corrispon-
denza biunivoca fra le seguenze di ideali entro a b e a e quelle entro b

ea+b
Se (gf\_b) ¢ finito, si pud dedurre dalla relazione suddetta 1’equazione
]

(ved. 208 (*))
. A Ay

212. Le funzioni caratteristiche delle figure a, b, a4 b, anb in una
varietd soddisfano alla disuguaglionza

x(@ M bys), m)= y(as), m) -+ x{bs), m) — x(@ + bxs), m).

Applicando la relazione 211 (+) agli ideali a(s)-p=** e bs) 4 pm+
invece di a, b, ¢ tenendo conto della conseguenza

(8_@) 4 PO bis) pm+!) s(a(s) M bis) + pm+n)

8 8

di a(s) -+ pm+ M bs) 4 prrDals) N bis) + p, si trova la disugunaglianza
as) M bis)4 pr! aes) + pm+ b(s) 4 pm+! a(s) + b(s) + pm+t
( )2( 8 )+( s )_< )

8 8

1y

equivalente a quella da dimostrare (ved. 210).

§ 8. Subordinazione di prospettive.

213. DEFINIZIONE. ~ Una prospettiva p & subordinate a una prospettiva
D allora e soltanto allora che P appartiene alla stella V(s) di p, pur essendo
essa diversa da P. Diremo anche, che in questo caso I’aspetto s & subordinato
all’ aspetto S.

La subordinazione di prospettive ¢ transitiva, ciod, se p & subordinata a P.
mentre P & subordinata a [, anche p & subordinata a [y. Infatti da §€ V(s),
S € V(8) segue §' € V(s) (ved. 180).

Questa transitivita permette di definire una subordinazione di p soito P
quale seguenza di prospettive

(*) P="0D Di: P:, .., pl=p

dove ciascuna p; & subordinata alla seguente P;,.
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