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§ 5. Cono tangente.

195, Il numero minimo (<< oo) di elementi costituenti una base dell’ ori-
gine p di una prospettiva p sard chiamato I’ ampiezea della prospettiva,
mentre tale base stessa sard. distinta come base minima di p dalle basi di p
aventi pit elementi di quanto indica !’ampiezza di p. Volendo dire che
I’ampiezza di una prospettiva & finita, diremo semplicemente che la pro-
spettiva & finila.

La condizione necessaria e sufficiente perché assegnati elementi p;€ P
(¢ =1, .., h) costituiscano una base minima di una prospettiva finita P ¢

(x) che p=2p;-8+D° e che da Zc, -p, CP°. ¢, €8 seqgua sempre c; CP.
i f

DimosTrAZIONE, - 1. La prima delle condizioni (») equivale all’ esprimere
che p., .., p» ¢ base dell’ideale P. Se, invero, ¢; (¢=1,.., m) & base qua-
lungue di p, sussisteranno relazioni ¢;=23by-p,+2cpuqq G=1,.., m)

i it
con by, o, €s, le quali, scritte nella forma Za,, -ga =3I b,;-p; con a; — 3,
. ,
Cp e quindi | a; | =1 mod P, mostrano ¢; CLp;-s.
II. - La seconda condizione (+) & necessaria affinché p,, .., p, sia base
h

h
minima. Supposto p. es. = ¢; - p; CP* con ¢, |7, si troverebbe p, C I s+ p; + P*
i=1 =2

B
e quindi, tenuto conto del risultato I, p = 2 p, - 5, siccheé p,, ..., p, non & base

=2
minima di p.

I11. - Soddisfatte le condizioni (x), supponiamo ¢, .., ¢ sia una base mi-
nima di p. Allora p, = S a,, - ¢, con a,;€s. Se fosse m < h, ci sarebbero c, €8
i
h
tali che Zc;»ay; CP (j=1, 2, ..., m) senza che siano tutti i ¢; elementi di p.
j==1
La relazione S ¢, - p; C p* perd contradirebbe all'ipotesi (x). Dunque m=h, ciod
i
Pi- ., Pp © base minima di p.
196. In corrispondenza a nna base minima p;, .., Pu di p costruiamo

1’ anello
8/P[usy ey M) (=s/plu))

dei polinomi in h argomenti liberi #,.... u, con coefficienti € s/p. Serive-
remo talvolta un elemento P(#s, ..., #,)==S 2 . « Wi .. wpls (2.5, € 8/P) di
s/plu] come elemento f(its, .., up) 4 Ps. ..., #,] di

S[ts, ooy UplPlUas o s U
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scegliendo f(ty, ..., #p) =2 @i .i, * " ... upn di modo che a; .5 =a; i + D
Se in particolare ¢(u) & forma di grado m sceglieremo anche f(u) omogeneo
di grado m.

DEFINIZIONE. -~ Una forma ¢(u,, ... u,) € s/plu] di grado m flange 1’ ele-
mento z € s allora se oltanto allora che, scrivendo o(#, . ..., Up) = flU,, ... up)-+
+ platy, ..., uy] con € su, ..., uy] di grado m, vale

(P, s pu) Tz 4 pmHi

E ovvio che il sussistere di tale relazione & indipendente dalla scelta
della forma f(u) di grado m rappresentante la forma o(u).

Si constata subito: Se ¢(u) di grado m tange z. (u) di grado n tange y,
allora o(u)- Y(u) tange z -y e, nel caso di m =n, ¢u)=Y(u) tange z = y.
Infatti, ponendo g(u)=f(w)+ Plu). Yu)=g(u)+ plu], si deduce da f(p)C
Cz+p"+, gp)Cy+p"*', che f(p)-g9(p)Cx-y -+ p™*+"*, f(p)Eg(p)C
C x & y + pm*‘i‘

197. 1’ ideale a(s) generato in s/p{u] dalle forme che tangono elementi di
un dato ideale a(s) in s, & omogeneo nel senso, che i componenti omogenei
f*(u) di un polinomio qualunque f(u) = I f*"(u) appartenente all’ideale sono

essi pure elementi dell’ ideale. Ora, da una rappresentazione f*"™(u)=ZI a(u) baw)

con a,u) di grado n; tangente a;€als), b u) di grado m —m; tangente
b; € s, segue (ved. 196) che f“"(u) tange % a, - b; €a(8), il che mostra:

Tutte le forme contenute nell’ ideale a(s) generato dalle forme tangenti ele-
menti di un doto ideale a(s) langono elementi di a(s).

Come ogni ideale § di un anello 4 individua nella varietd V(4) di base 4
una figura (a) definita da

@xS)=a-8 per ogni P € V(4),
cosi quell’ideale a(s) individua nella varietd affine

V(s/p[ula seey u’h])

una figura (a(s)) che chiameremo il cono fangenie della figura a in P, se a(s)
& 1'ideale in s di una figura a (come sempre pud supporsi secondo 181).

198. La definizione del cono tangente dipende dalla scelta della base mi-
nima p;,.., p, dip. Sia @¢,.., g, un’alfra base minima di p legata a
quella mediante le relazioni p;,=2a:; -qx, ¢: =2 bx e Pa, s, bin€5. Fra

k k

gli anelli
8/P[Uy, e, U] € 8/P[vy, ..., )

196 — 198

Anneli di Matematica 16



122 E. KirmLer: Geometria Aritinetica

associati a quelle due basi si pud stabilire una corrispondenza affine ponendo
(*) 74,-15!1,*"0;;, (*%) lﬂi'zzﬁtk'uk
k

con o ==y + P, Bix =bic -+ P, © ?aiz » Bix = Oi;, dato che secondo 195 vale
Zag bk — 3 C P, con dixg =0 o 1, secondoche ik o =k
!

Ogni forma di grado m @(u,, ..., up)= f(4z, ... up) + Pltts. ... . u,] tangente
z € s mutasi dopo la sostituzione () in una forma

YOy, vy Vp) = cp(% Ly * Vky ooy % i * Vk)
tangente z, poiche

YOy eee s vh)zf(%;%k”vk;---, ;‘lahk-vk)—{—p{vl,..., vn)

f(%alk Qg e s %Cﬁhk cqi) = f(pr, o s pp) T+ Pt

Viceversa. dal fatto che (xx) ¢ l"inversione di () risulta che ogni forma
(@, , ..., vy) tangente z si oftiene da una forma y(u,.... ux) tangente x me-
diante la sostituzione (x). sieché possiamo dire:

11 cono tangente (a(s)) di una figura & in una prospettiva P subisce la
trasformazione affine biunivoca w; =X (ai + P)- ve. Se si passa, ponendo
k

pi=Z aix - qu, da una base winima p; dell’ ideale P o un alira gi.
k

§ 6. Ideali omogenei.

199. 11 presentarsi di ideali omogenei nella definizione dei coni tangenti
ci induce a richiamare talune proprietd di siffatti ideali.

Designeremo in quel che segue con &, b, q. ecc. ideaii (omogenei o no)
in un anello 4 = k{u,, ..., up] di polinomi sopra an corpo % che subito
estendiamo a un corpo K= (k, {) 1-dimensionale sopra k. 1/ estensione di 4
all’anello 4 - K= K[u,, ..., u,] conduce a estensioni a - K degli ideali a dalle
quali si ritrovano questi nel modo 8- K™ 4 =a (ved. 40). Notiamo che gli

1 .
elementi di @K possono si scrivere nella forma ]%—)Zai- t con f()Elk, ¢,

a; € a. Ne segue subito, che sempre b.KMc-K= (b ¢]« K. Invero, ogni

z€b. KM ¢. K ammette le rappresentazioni z == L Zb;- t*’=~}—20,~ ¥, dalle
) &)

1
quali si trae b=c; € bC.
Se q & p-primario, q-K ¢ p - K-primario.
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