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§ 5. Cono tangente. 

195. I1 numero  min imo ( ~ o c ) d i  e lement i  eos t i tuent i  una  base del l 'or i -  
gine p di un~ prospet t iva  p sar'~ eh iamato  l ' a m p i e z z a  del la  prospet t iva,  
mentre  tale  base stessa sar/~ d i s t in ta  come base m i n i m a  d i p  dal le  basi d i  p 
avent i  pifi e lement i  di quanto  indica l ' ampiezza  di p. Volendo dire  t he  
l ' ampiezza  di una  prospet t iva  b finita,  d i remo sempl ieemente  e h e l a  pro. 

spet t iva  b f ini ta.  
L a  condizione necessaria e suff iciente perch~ assegnat i  elementi  p~ ~ p 

(i--~-1, . . . ,  h) ¢ostitugscano u n a  base m i n i m a  di u n a  prospett iva f in i ta  p 

( . )  che p - - ~ p ~ . s - - b p L  e che da  Y c, . p~ C pL c~ ~ s segua sempre c~Cp.  

DIMOS~RAZIO~]~. - I. L a  p r ima  delle condizioni  ( , )  equ iva le  all '  espr imere  
t h e  p ~ , . . . , p ~  ~ base de l l ' i dea le  p. Se, invero, q~ ( i ' - - ' l , . . . ,  m) ~ base qua- 
l unque  di p, suss i s te ranno  relazioni  q~ --- E b u • p t  q-- E c~,q)q~ (i ---- 1, . . . ,  m) 

con be ,  cu~ ~s, le quail ,  scr i t te  ne l la  fo rma E a , , - q ,  _ v  bu . p j  con a ; a - - 8 i ~  
k 

C P  e qu indi  }a~, [ ~ 1  rood p, mostrano q, C Z p t . s .  

I I .  - L a  seeonda eondizione ( . )  i~ neeessar ia  affinchi~ p~, . . ,  Pl, sia base 
h h 

minima.  Supposto  p. es. Z c i .  p~ C p2 con c~ el= p, si t roverebbe p~ C N s .  Pi -4- P~ 
i=1 i==2 

h 

e quindi ,  tenure  conto del r i sul ta to  I, p ~-- )2 p~ • s, sicch~ pl ,  .... p~ non ~ base 

m i n i m a  d i p .  

I I I . -  Soddisfa t te  le condizioni  (.), supponiamo q~, . . ,  q,, sia una  base mi- 
n ima  d i p .  Al lora  p,  - -  3 a o • qj con at~ E s. Se fosse )r~ ~ h, ci sa,rebbero c~ E s 

k 

tali  che v. c~. au  C t~ ( j - - 1 ,  2 .. . .  , m) senza che siano tut t i  i c~ e lement i  di t3. 

La  relazione v c, .p~ C P'~ perb cont rad i rebbe  all" ipotesi  (.). Dunqne  m ~ h ,  cio8 

p~ ... .  ,p~  ~ base min ima  di p. 

196. In  corr ispondenza  a una  base mi n i ma  p~ .... , ph 
l' anello 

. . . .  , u . ]  ( =  s/p[u])  

di O eos t ru iamo 

dei pol inomi in h a rgoment i  l iberi  u l , . . . ,  uh con coeff ie ient i  E s/O. Serive- 
remo talvolta, un  e lemento  "~(ul, . . . ,  ut,) ~ Z ~i .... i h . u l  ~1... uh ~ (~i .... ~h E sip) di 
s/p[u] come e lemento  f(~.l, ..., ua ) - t -p [u l  .... , u~] di 

s[u , . . . ,  u l,p[u , . . . ,  
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seegliendo f(u~, ..., Uh) = ~ ai~...ij " u~ ~ ... Uh ih di mode the  ai~-..ih ----- al .... i~ + 1). 
Se in part ieolare ~(u) ~ forma di grade m seeglieremo anehe f(u) omogeneo 
di grade m. 

DEFINIZIO~E. - Una forma ~(u~, .... uh) E s/p[u] di grade m range l'ele. 
mento x E s allora se oltanto allora the.  scrivendo ~(ux .... , uh) ---- f(ux, .... uh) 
-~-p[ux .... , u~] con f ~  s[u~ ..., u~] di grade m, vale 

f (p~  , . . . ,  p~)  C x "t" P'~+~. 

1~ ovvio che il sussistere di tale relazione ~ indipendente dalla seelta 
d e l l a  forma f(u) di grade m rappresentante  la forma ~(u). 

Si constata subito: Se ~(u) di grade m range x. ¢(u) di grade n range y, 
allora ~(u). ~(u) range x . y  e, nel case di m--~ n, ~(u)=i=~(u) range x=l=y. 
Infatti ,  ponendo ~(u) ----- f(u) ~ p[u], tp(u) - -  g(u) ~ p[u], si deduce da f (p)  C 
C x ~ p~+~, g(p) C y ~ P'+~, che f (p) .  g(p) C x .  y ~- O ' ' '+ '+ ' ,  f (p)  =t= g(p) C 
C x =t= y ~ O ~+~. 

197. L' ideale a(s) generate  in s/p[u] dalle forme ehe tangono elementi  di 
un date ideale a(s) in s, b omogeneo nel sense, che i componenti  omogenei 
f~'~'(u) di un polinomio qualunque  f ( u ) - - E  f ' ( u )  appar tenente  a l l ' ideale  sono 

essi pure elementi  dell' ideale. Ora, da una rappresentaT, ione fern'(u)-- v a~(u) .b,(u) 
con as(u) di grade n~ tangente a~Ea(s), bi(u) di grade m - - n ~  tangente 
bi E s, segue (red. 196) the  fcm)(u) range E ai .b~Ea(s), il t he  mostra:  

i 

Tutte le forme contenute nell'ideale a(s) generate dalle forme tangenti ele- 
menti di un  date ideale a(s) tangono elementi di a(s). 

Come ogni ideale a di un anello A individua nella varieth V(A)di  base A 
una figura (~t) definita da 

( a ) ( S ) - - a .  S per ogni ~) E V(A), 

eosi quell '  ideale a(s) individua nella varietY, affine 

v ( s / p [ u ~ ,  . . . ,  u~]) 

una f igura (a(s)) ehe ehiameremo il oono tangente della figura a in p, se a(s) 
/~ l' ideale in s di una figura a (come sempre pub supporsi seeondo 181). 

198. La definizione del cone tangente dipende dalla scelta della base mi- 
n ima p l , . . . ,  P~ d ip .  Sia q~,..., qh un ' a l t r a  base minima d i p  legata a 
quella mediante le relazioni p~ - -  ~. a~h • q~, q~ -" E b~h "Pk, a ~ ,  b~A E s. Fra  

k k 
gli anelli  

s / p [ u l ,  . . . ,  uh] e s /p[v~ . . . .  , v~] 
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associat i  a quel le  due  basi si pub s tabi l i re  una  cor r i spondenza  af f ine  ponendo  

( , )  u ,  ---- Z a ,~ .  v~,  (**)  v~ : Z ~,~ • u~ 
k 1¢ 

con a ; k " a , a + P ,  ~ = b i ~ + p ,  e Zai~. ,~z~=~i~,  date  che secondo 195 vale 
l 

Z ai~. b~ -- di~ C P, con d~ --  0 o 1, secondoeh(~ i :~= k o - -  k. 
l 

0gn i  fo rma di grado m ~(u~, . . . ,  u~)==-f(u~, . . . ,  u ~ ) +  p[u~ . . . . .  un] t angen te  
x ~ s mutas i  dopo la sost i tuzione ( ,)  in u n a  fo rma  

~p(v~, ..., v~) - -  ¢p(Z a~k' vk, . . . ,  Z ahk • vk) 
k k 

t angen te  x, poich~ 

~(vl,  . . . ,  vh) - -  f (  Z a~k . vk , . . . ,  Z aak . v~) + p[v~, ..., vh] 
k k 

f (  Z a ~  • qk , . . . ,  52 a~k • qk) --- f(P~ , . . . ,  Ph) C x T P " + ' .  
k k 

Viceversa.  dal fat to ehe (**) ~ F inve r s ione  di ( ,)  r i su ] t a  che ogni forma 
'b(v~,..., vh) tangente  x si ott~ene da una  forma ~(u~ . . . . .  uh) tangente  x me. 
d iante  la sost i tuzione (,). sicchb possiamo d i re :  

I l  cono t a n g e n t e  (a(s)) di  u n a  f igura  ~ i n  u n a  p r o s p e t t i v a  p subisce la 

l r a s / o r m a z i o n e  a f f i n e  b iun i voca  ul "-- Z (a~jc q- 1)) " vk.  se si  p a s s a ,  p o n e n d o  
k 

p~ ~ Z a i k .  q~, da  u n a  base m i n i m a  p~ de l t ' i d ea l e  p a u n  u l t r a  q~. 
k 

§ 6. Ideali omogenei.  

199. I1 presentars i  di ideali  omogenei  nel la  def inizione dei ton i  tangent i  
ci induce  a r i ch iamare  ta luue  proprieti~ di s i f fa t t i  ideali.  

Des igneremo in quet  che segue con a, b, ~l, eec. ideaii  (omogenei o no) 
in un  anello A ' - k [ u ~ ,  . . . ,  uh] di pot inomi sopra an corpo k, t h e  subito 
es tendiamo a un  corpo K - - ( k ,  t) 1 -d imens iona le  sopra k. L :e s t ens ione  di A 
alF anello A • K - -  K [ u l ,  . . . ,  uh] conduce  a es tens ioni  a • K degli  ideal i  a dal le  
qual i  si r i t rovano quest i  nel  modo a .  K f~ A ~---~t (red. 40). Not iamo ehe gli 

1__ Z t ~ e lement i  di a .  K possono si scr ivere nel ta  form~ f ( t )  a i .  con f ( t ) E  [k, t], 

a~ E a. l~e segue subito, che sempre  D • K : "  c • K - -  [b fa  c] .  K. Invero,  ogni 

__ l l _ z b ~  t i . _  1 • Zc~. t ', dal le  x E b .  K f ' '  C. K ammet t e  le rappresentaz ioni  x - -  f ( t )  ~ ~ 

qual i  si t rae b~ - -  c~ E b f "  C. 
Se  q ~ p - p r i m a r i o ,  q .  K ~ P .  K - p r i m a r i o .  

198 - -  199 


