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Da I e I I  segue x . [ a ( s ) f " s ' ] C  (3 qi N qk = f l ( s ' ) o  piut tosto 
S i : = s  Sh~s 

x .[a(s) r'~ s'] C a(s') f'x a(s) e per tan to  a(s) :'~ s' C [a(s') f'~ a(s)] • s, il ehe most ra  

a(s)  = [a(s) ~ s ' ] .  s c i s ( s )  ~ a(s')t - s c a(s) .  

~qel caso a(s') ~ s' si osservi 8(s) - -  [a(s) f-x s'] • s (ved. 174). 

184. Se ciascun aspetto in una varlet& p r i m a r i a  V ~ n o e t h e -  
r i a n o ,  la figura ( a , ) i n d i v i d u a t a  da un  suo ideale (ao)(so)--ao $ m i n i m a  

fra tutte le figure a Don a(So)= ao. 
Invero ,  t enu to  conto del  t eo rema  preceden te ,  si conc lude  da a ( s o ) - - a o  

ehe a(s) --- [a(so) f'~ a(s)] • s c fad f'~ s ] .  s ~ (ao)(S) per  ogni s E V, il ehe  s ignif iea  

a ~ (ao). 

185. Se vias~un aspetto in una  variet~ p r i m a r i a  V ~ n o e t h e .  
r i a n o, per  le figure (ao), ([o) individuate da ideali ao, Do di un  medesimo 
aspetto so E V valgono le relaaioni 

(ao) :> (Do), se ao C [o, e (~o) f~ ([o) --" (ao r~ Do) sempre. 

DIMOSTRAZIO~E. - I. Da ao C Do segue (red.  181) 

(aoXs) = fad r-, s ] .  s c [bo : "  s ] .  s = (Do)(~) 

eio~ (ao) ~ (Do). 

II .  - s i a n o  ao. Do ideali  q u a l u n q u e  di so. Appl ieando il r i su l t , t o  I si 
trova (ao f'~ Do) ~ (ao), (flo r~ Do) ~ (Do) e pertanto (ao ~ Do) ~ (ao) fN'(Oo). Ma 
(ao ('~ Do)(so) ~- ao r~ [o -- (ao)(So) f'~ (Do)(so) mostra (ao r~ Do) ~ (ao) :'~ (Do), poichb 
(So f'~ Do) b minima fra le figure aventi in so lo stesso ideale (red. 1840. 

Osserveremo ehe la eone lus ione :  

da ao C Do segue (ao) ~ (Do) 

i nd ipenden te  da qualsiasi  ipotesi  sul la  varietk.  

§ 4. P r o s p e t t i v e  essenzia l i  di una  flgura.  

186. Ogn! prospet t iva  p E V in eui  una  da ta  f igura  a p resen ta  un suo 
aspet to  (red. 169), sara  det ta  prospettiva di a. Le al t re  prospet t ive,  cio~ quel le  
p con a ( s ) - - s ,  non  sono prospet t ive  di a. 

La  f igura  p r ima  ( p ) i n d i v i d u a t a  (red. 178 e 182) da l l ' o r ig ine  p di una  
prospe t t iva  p di a si ch i amerk  f igura  pr ima di a. Tale  f igura  (p)~ eon tenu ta  
in a, poich/~ (p)(s') - -  p f'~ s' D a(s) :'~ s' D a(s'), se s' C s, e (p)(s') - -  s' D a(d) se 
s' ct :S .  Viceversa ,  se una  f igura  p r ima  (p) /~ e o n t e n u t a  in a, l ' i d ea l e  
p ~ (p)(s)D a(s) ~ or ig ine  eli u n a  prospe t t iva  p di a. Le  f igure  p r ime  (p) eli 
u n a  f igura  a aono d u n q u e  eara t te r izza te  da  a ~ (p). 

183 - -  186 
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187. Seriveremo S ~ s  per esprimere S E Y(s), mentre S > s signifiehi 
S E V(s), S =~s. 

L' idea le  fl(s) di una figura a ~ eontenuto in tutti gli ideali a(S) di a 
nella stella V(s) di s. Aiiora e soltanto allora ehe 

s n a(s) ~ a(s) 
S~s 

sia diverso da a(s), diremo, ehe la prospet t iva l~ b prospettiva essen~ale di a 
(the l ' aspet to  s i~ essenziale per a). 

Sono essenziali per es. le prospettive estreme p di una f igura a earatte.  
rizzate da 

a(s):4=s, a ( S ) - - S  per SEV(s), S:4:s .  

Gli aspetti  s eorrispondenti  e eio~ solamente essi saranno detti estremi 
per  a. 

188. La sola prospettiva essenziale di una figura ~ -pr imar ia  ~ ~ la sua 
sola prospettiva estrema ~ .  

Difatti, si t rova (red. 177) 

per s C S, s =~= 8: ~(s) C s n ~(s') c s ,n ~(8) - -  ~(s), 
S'~s 

per s el.= ~ : ~(s) - -  s - -  s n ~(8'), 
3'~s 

per  s----S : ~(s) :4: s n ~l(S') = s. 
8~,s 

189. La condi~ione nec~ssaria e sufficienle pereh~ un aspetto s noetheriano 
e primario sia essenziale per una figura a ~ ehe p sia divisore primo del. 
l' ideale a(s). 

Di~os~m~ZlOXE. - Sia a(s)--- n qi una deoomposizione noetheriana 

r i d o t t a di a(s), e designi ~ = (q~) la f igura ~ - p r i m a r i a  individuata dab 
l ' idea le  q~. Avendo le figure a e n ~ i  in s lo stesso ideale, esse coinoidono 

in tutta la stella V(s), eio~ 

a ( s ) = n ~ t ( S )  per  SE V(s). 

Ora 

5"~s 

secondo ehe ~ sia ~= p o p (red. 188), epper6 

s N a(~)  ~ a(s) o - -  a(s) 

secondo che p s i  trovi fra i divisori prlmi D~ f'" s di a(s) o no. 

1 8 7  - -  1 8 9  
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190. Le prospetlive essenziali d i a  appartenenli ella stella V(s) di un  
aspetto noetheriano e primario s sono appunto quelle individuate dai divi. 
sori pr imi  di a(s). 

DIMOS~RAZIONE. - Riprendiamo le notazioni di 189. 

Della decomposizione noeth~,riaua ridotta, 

(,) a(s) = n q, = n ¢ , ( s ) ,  
i i 

segue, tenure conto di ~ ( S ) - - S  per S ~l:S~. la deeompouizione 

n o e t h e r i a n a ,  poich/~ ~i(S) - -  q i .  S~ r~ S (~ [Oi rx S]-primario, 
peroh6 una riduzione 

r i d o t t a ,  

(il membro destro contenendo meno termini del membro sinistro) indurrebbu 
una riduzione 

s,-.n s ¢  = 8 n e.,(s) = ~ n '  e.,(s) = n '  q, 
• s ~ s  

applicabile in (,). 

NoI case di S-----Sk si trove ~)k fra i divisori primi l~i f ' ~  di a(S~), 
sioeh6~ la prospettiva ~k  6 essenziale per a (red. 18,9). Se S d i f f e r i s ce  da 
ogni S~, nessuno degli ideali ~ ~ S 6 ~), e la prospettiva ~ ~ inessenziale 
per la f igura a (red. 189). 

191. Tutte le prospettive essenziali di una  f igure (ao) indiv iduata da un  
ideale ao di u n  aspetto noetheriano e pr imario  so trovansi nella stella V(so). 

Da a o - - O  qi segue (red. 185) (ao-----N (qi). Se q~ 6 [~r '~so]-pr imar io ,  
la f igure (q~) 6 ~ - p r i m a r i a  e 

s n (q~XS) ----- (¢l~Xs) per  s ~ St E V(so), 

donde si deduce per  s c t=  V(so): 

s n (ao)(S) - -  n s n (q~X8) = n (q~)(s) = (aoXs), 
S ~ s  i 5 ~ s  i 

c. d. d. 
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192. Se l'ideale in s di una figura a ~ p-primario, la prospeltiva p 
eslrema per a. 

L' idea le  a(s) individua una figura p-pr imar ia  (a(s))~ q, la cui sola pro. 
spettiva estrema ~ p, e, avendo le figure a e q in V(s) gli stessi ideali, 
quella prospettiva ~ estrema anche per a (red. 188 e 187). 

193. La eondizione neeessaria e sufficiente perch~ un aspetto noetheria~o 
e primario s sia estremo per la figura a, ~ il sussislere di una relaaione 

( ,)  pc C a(8) C P ~on verto I 

oppure il earattere l~-primario dell' ideale a(s). 

D I M O S T R A Z I O N E .  - Dall 'osservazione precedente  segue che il carat tere  
p-pr imar io  di a(s) ~ sufficiente. 

Supponiarn% viceversa, che p sia prospettiva estrema di a. Se a(s) non 
fosse p-pr imario,  esso avrebbe un divisore primo ~ ~ s =~= p e 1' ideale a (S) - -  
a(s). S sarebbe contenuto in [~  z-~ 8]. S ~ ~ ,  eontrario all ' ipotesi  che p sia 
estrema per a (ved. 187). 

It sussistere di una  relazione (.)  equivale al earat tere  p-pr imar io  di a(s). 
Difatti, sia x . y C a ( s ) ,  yct~.a(s), x, y e s .  Allora x C p  epper6 x ICa(s) .  
pereh~ altr imenti  y - - x  -~ • x . y  C a(s). Dunque a(s) ~ primario in eonseguenza 
di (,). La stessa relazione mostra immediatamente  che p ~ l ' ideale  primo 
associato a l l ' ideale  primario a(s). 

194. Le prospettive estreme di a ~ b coineidono con queUe d i a .  b e fro. 
vansi fra quelle di a e di b. Ogni prospettiva eslrema di una di queste vhe 

estrema o non prospettiva dell' allra, ~ estre~na per a f'~ b. Le altre prospettive 
e~lreme di a o di D non sono e,~treme per a f ' ,  b. 

D I M O S T R A Z I O N E .  - I. Se p ~ prospettiva estrema di a f'~ b, si ha (a f'~ b)(s) --- 
a(s) f'~ b(s) C P e quindi a(s) C l) o b(s) C p, siccch~ p/~ prospettiva di a o di b, 
e eio~ estrema, poich~ da a(S) f'~ b(S) - -  S per  S E V(s) segue a(S)--- b(~) --- S. 

I I . -  Supposta P prospettiva estrema di tutte e due le figure a, b o 
estrema per l 'una,  sia a, e non prospettiva dell' altra, si avr~ a(s) C P, a(~) ~-- 
b(S) - -  S e pertanto a(s) N [(s) C t~, a(S) N b(S) --= S, il che earatterizza p come 
prospettiva estrema di a :~ b. 

I I 1 . -  Applicando lo stesso ragionamento alla figura a .  b, si trova 
altresi che appunto le prospettive nominate in II  sono estreme per a . b .  
C. d. d. 
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