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166. Dobbiamo ammettere che le g parti A((C, V7)), in cui si spezza lo
spazio S(V) considerato in 164, abbiano punti comuni. C’¢ perd un caso
importante e generale, in cui qunelle g parti certo sono sconnesse 1’una con
I’ altra.

L’ integrith I(K) del corpo K di una varietd aritmetica prima V & base
di una varietd V(I(K)) chiusa (ved. 88 e 118). La suna sintesi (VI(K)), V)
con 1" (ved. 116) contiene dunque di ogni prospettiva appartenente alla V
almeno una estensione. Hssa & chiunsa, quando V & chiusa (ved. 121).

Chiameremo infegra una varietd aritmetica prima V proprio allora che
sia V= (VI(K)), V), cioé che ogni aspetto appartenente alla ¥ contenga
I’ integrith del corpo della V.

In questo caso & ovvio, quelle g = grado K parti 4((C, V<)) non hanno

punti comuni, giacché un elemento z€ I(K) generante il corpo Il/é—()) = ((K))
(ved. 142) assume nelle g realizzazioni analitiche di K g valori complessi
distinti 2@, 27, ..., 2%, sicche A(C, V=), & identico con la totality dei
punti PE€S(V) per i quali 2(P)=z%. Lo spazio della varieta V(I(K))
consiste di g punti p;, .., p; determinati da z(p;)=2%, e A(C, V%) @
la totalita dei punti di S(V) sovrapposti a p; (ved. 135). Ricordiamo che nel
caso di una varietd chiusa V tutti questi spazi parziali A(C, V%)) sono
compafti (ved. 139).

167. Concludiamo con 1’osservazione che 1’analisi effettuata in 150 fino
a 136 si trasporta facilmente al caso di una varieta V(C, ., .., 2,) ana-
litica e algebrica. Il polinomio ®(z, y | u) corrispondenie sara irriducibile in
Clz, y, u] e si dimostra come in 159 III ¢ 165, che lo spazio analitico di
una varietd prima algebrica sopra C & 2m-dimensionalmente connesso, se il
suo oggetto & corpo analifico n~dimensionale.

CAPITOLO V1

FIGURE IN UNA VARIETA

§ 1. Il calcolo delle figure.

168. Un ideale a(s) s di un aspetto commutativo s determina un aspetto
s/a(s) con U origine p/a(s).

Invero, da a(s)4=s segue a(s)C p, sicché p/a(s) =p + a(s)/a(s) & ideale
= s/a(s) in s/a(s). Se z -+ A(s) con z€s non appartiene a P/a(s), si ha z cl-p
e quindi con z7* 4 a(s) €s/a(s) un inverso di z + a(s) in s/a(s). (Ved. 68).
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169. DeFiNizioNi. - In una varietda V & data una figura & allora e sol-
tanto allora che a ogni aspetfo s€V sia associato come ideale di & in s
{in P) un ideale a(s) C s in modo tale, che sempre vale

(%) AS)=a@)-S per sCSET,

{cioé che Pideale a(8) ha la base a(g).

Una figura & passe per ogni prospettiva p € V, dove a(s) 4= s, presentandovi
I aspetto s'd(s) (ved. 168) come il suo aspetfo. Kssa non passa per le altre
prospettive p€ V.

170. Quanto all’applicazione della condizione (x) giova rammentare, che
in una varietd la situazione sC S sempre equivale a P sCP (ved. 112
oppure a S€V(s), ciod che § ha la base s. (Ved. 110 I). La varietd parziale
Vis) di V sara talvolta chiamata la stella di s (di p).

Tenuto conto di S€ V(g), si deduce da () che ogni z€a(S) & quoziente

a .
z= con a€ais), mes, mc P,

e che viceversa ogni tale quoziente & elemento dell’ideale a(S).

171, 11 calcolo degli ideali si trasporta subito alle figure esprimendo
cosi importanti operazioni geometriche.
La intersezione di figure 4, b, ..., C in V ¢ definita come la figura

a+b4 . 4¢
con gli ideali
@4 b4 ... 4 C)ls) = a(s) + D) + ... + Cls)
che di cunseguenza a
@b+ . O =S +bES) +. . +S) =) - S+ by S+... +C8)- 8
= (&(s) + b(s) + .. + Cs) - &

davvero soddisfano alla condizione caratferistica per le figure.
La unione di fignre @, b,..., ¢ in V & la figura

anbN..MN¢

definita da
amnbMN.L.Ncys)=aE) N bisy ..M s).

£ ovvio, che sC N € V induce
@b .. MNCYs) - SCaE) - SMNbs)- SN L. MDCs) - S =
—AS) N BS) N L AYS) =@M LLNDS).
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Per dimostrare la situazione inversa, osserviamo che ogni elemento z di
@aNbN. . Ny =a§) NSy N ..M C(S) ammette (ved. 170) le rappre-
b

sentazioni z = :; == =§ con a€as), bebs), .., Cees); m, n,.., pe€s.

) 1
c B, le quali danno :c=m:zlp con m«n..p c|- P, ciod men.p €8e

deag) M bis) ™. M), il ehe mostra a(S) M PE) M LD CS) C (as) M bs) M
ML) S, e d d
Il prodotto di figure &, b,.... ¢ in V & la figura
a.-b-..-¢
definita da
@-b-...ci8) = a) - bs)- ... - CLs).

La condizione caratteristica per figura si verifica subito con la regola
di moltiplicazione di ideali mediante le loro basi.
La figura a&.a....8 sarh scritta 8™ se m ¢ il numero dei « fattori» a

di tale prodotto.
172. Meno importante ma utile in qualche dimostrazione & la divisione
a:b
di figure a. b in T, ciod I operazione che associa a ogni aspetto s€ 7V
I ideale
@: bys) = a(s) : b(s)

cioé la totalithd dei c€s con c¢- b(s) C a(s).
Non possiamo garantire in generale che si ottenga cosi una figura in V.
Pur verificandosi subito

@:bys)- Sc@: bys)

come conseguenza di (a: b)(s)- b(S) =@ : b)s) . bs). SC a) . § = a(S), dobbia-
mo ricorrere all’ ipolesi che ogni aspetto fra V sia noetheriano, per poter
verificare la ~ituazione inversa di quegli ideali.

Se by, bz, .y by & base dell’ideale b(s), si pud caratterizzare (a:bYS)=
= (8) : b(S) quale totalith dei quozienti ;; con ¢, n €8, n c[=-P (ved. 170} che

soddisfano a

c , . Coby oy
" b CaS) G =1,.., h), ciod ——;{-f:’;; con a;€8(8), m€s, c-P.

Ne segue (m - c) - b; € &(s), ciod m - c€ a(s): b) e 2 €(a(s): bes) . mln c@:bys. s
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e quindi
@:psyc@ bis) - S

178. Relazioni di situazione fra figure in una varietdh T si derivano da
analoghe relazioni fra ideali.
Diremo che la figura & contiene la figura b e scriveremo

a=b  (oppure b<a)
allora e soltanto allora che sia
ae) C b(s) per ogni se V.

La transitivitah di questa relazione & ovvia. Poiché I’ nguaglianza di figure
a, b equivale alla coincidenza a(s) = b(s) dei loro ideali in tutte le prospettive
pevV, si ha 8a=0D0, quando a=b e a <.

Seriveremo & > b, se a>> D senza che sia a=0>0.

Notiamo le relazioni generali

anbz=a, a.b=anb, at+b<a

e le relazioni
a:b<a (:b.-b=a

valide qualora & :Db sia definita come figura in V. Da @8 =b segue

a.c=b.c, anc=bNe, at+c=b+4c

174. Per ogni ideale a(S) in un aspetto S di base A vale

as) = [a® N 4. 8

ﬂ . a
poiché ciascun z€&(S) & quoziente « = - oon a, meAd, mcP e a==zx-

mCals)MN4, mCS.

§ 2. Figure prime e primarie.

175. Se q & ideale p-primario dell’ anello A, Uideale q -8 generato da
esso in un aspetio S di base A é p - S-primario.

DIMOSTRAZIONE. - Nel caso p c- ) sard anche q c= P e quindi p. S=5,
q-S=2_. Sia ora pC Pfe designamo con b, ¢, m, n, r elementi di 4.

I. Da %%:g con m, n, rcj=P, g€q segue b-cCq, poiché r c=p.

h
Se dunque §c§:q .S, ciod cclzq, si avra B*Cq e (%) Cq-8 con certo h.
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