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166. Dobbiamo ammettere  che l e g  parti A((C, V~i)), in eui si spezza lo 
spazio S(V) considerato in 164, abbiano punti  comuni. C'b perb un caso 
importante e generale, in cu i  que l l e  g parti  certo sono seonnesse l ' u n a  con 
l' altra. 

L ' in tegr i th  I(K) del corpo K di una varietk ari tmetica prima l/ b base 
di una variet'h V(I(K)) chiusa (red. 83 e 118). La sua sintesi (V(I(K)), V) 
con V (ved. 116) contiene dunque di ogni prospettiva appartenente alla V 
almeno aria estensione. Essa b chiusa, quando V ~ chiusa (red. 121). 

Chiameremo integra una varietk ar i tmetica prima V proprio al lots  che 
sia V--(V(I(K)),  V), ciob che ogni aspetto appartenente  alla V contenga 
1' integritfi del corpo della V. 

In questo caso 6 ovvio, quelle g - - g r a d o  K patti  A((C, V~)) non hanno 

punti eomuni, giacch~ an elemento xEI(K)  generante  il corpo I ! ~  =(I (K))  

(red. 142) assume helle g realizzazioni anali t iche di K g valori complessi 
distinti x ~, x ~'-', ..., x~g, sicch~ A((C, V:O), ~ identico con la totalitk dei 
punti  PES(V)  per i quali x ( P ) - - x ~ .  Lo spazio della variet~ V(I(K)) 
consiste d i g  punti  p~, ..., pa determinat i  da x(p~)--x~, e A((C, V~)) 
la totalitk dei punti  di S(V) sovrapposti a p~ (red. 135). Ricordiamo the  nel 
caso di una varietk chiusa V tutti  questi spazi parziali A((C, V~)) sono 
compatti (red. t39). 

167. Concludiamo con l 'osservazione ehe l 'analis i  effet tuata in 150 fine 
a 156 si trasporta faci lmente al case di una variet~ V([C, xl ,  ..., x,n]) ana- 
litica e algebrica. I1 polinomio ¢(x, y [ u )  corrispondente sara irriducibile in 
C[a~, y, u] e si dimostra come in 159 I I I  e 165, che lo spazio analitico di 
una varieth prima algebrica sopra C ~ 2n-dimensionalmente  connesso, se il 
sue oggetto ~ corpo analitieo n-dimensionale .  

CAPITOLO VI  

FIGURE IN UNA VARIETY_ 

§ 1. I1 caicolo deile f igure.  

168. U• ideal~ a(s)=4= s di un aspetto commutative s determina un aspetto 
s/a(s) con l' origine p/a(s). 

Invero, da a(s) =t= s segue a(s) C P, sieeh6 p/a(s) = p q- a(s)/a(s) ~ ideale 
:~= s/a(s) in s/a(8): S e x  ~ a(s) con x E s non appart iene a p/a(s), si ha x c!:  p 
e quindi con x- '  -]- a(s) E s/a(s) un inverse di x q- a(s) in s/a(s). (Ved. 68). 
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169. DEFINIZIONL - in  una  var ie ta  V ~ da ta  una  figura a a l lora  
tanto a l lora  ehe a ogni aspetto s E  V sia associate  come ideale di a 
(in p) un  ideale  a(s)C s in mode tale, ehe sempre  vale 

{.} a ( S ) = a ( s ) . S  per  s c S E  I ,  

e sol- 
in  s 

(eio~ che l ' i dea le  a($) ha la base a(s)). 
U n a  f igura  a passa  per ogni prospet t iva p E I,  dove a(s) :4: s, presen tandovi  

l ' a spe t to  s(a(s) (red. 16S) come il sue aspetto. Essa  non passa  per  le altr~ 
prospet t ive  pE V. 

170. Quanto  a l l ' app t i caz ione  del la  condizione ( ,)  giova r ammen ta re ,  che 
in una  varieti~ la s i tuazione s C  S sempre  equivale  a ~ f'~ s C p  (red. 112) 
oppure  a SE V(s), cio~ che S ha la base s. (Ved. 110 I t. L a  varieti~ parzia le  
V(s) di V sarh ta lvol ta  ch iamata  la stella di s (d ip ) .  

Tenu to  eonto di SE V(s), si deduce da ( , ) c h e  ogni xEa(S)  b quoziente  

X " -  
C~ 

c o n  
'J'R 

a E a(s) ,  m E s ,  m c : -  ~ ,  

e che viceversa  ogni tale quoziente  i~ e lemento  de l l ' i dea le  a(S). 

171. I1 calcolo de~li ideali  si t raspor ta  subito alle f igure  espr imendo 
eos~ impor tan t i  operazioni  geometr iche.  

La. intersezione di figure a, b, . . . ,  c in V 6 def in i ta  come la f igura 

a + b + . . . + c  

con gli ideali  
(a + b + .,. + c)(~.) : a(s) + I~(s) + ... + c(s) 

che di consegucnza  a 

( a  + b + ... + c ) (S)  - -  a : 8 )  + i~(,~,') + . .  + c ( S )  = a(s) • S +  b',s). S + ... + c ( s ) .  ,~ = 

= (a(s) + b(s) + ... + c(s)) • ~' 

davvero soddisfano al la  condizione ea ra t t e r i s t i ca  per  ie f igure.  
L a  unione di fig~tre a, D,.. . ,  ¢ in V b la  f igura  

a :-, l0 :-, ... f--, c 

de f in i t a  da 
a r- ,  b ,~ ,  . . .  f "  c)(s)  = a(s)  ~ b(s) r ~  ... : - ,  c(s) .  

]~ ovvio, ehe s C ,< E V induce  

(a f "  b f'~ ... f'~ C)(s) • S C a(s). s f~ b(s). ~' f~ ... 

= a(S) ~ b(8) : "  .., ~ ,  c(S) = (a f ' ,  b f ' ,  ... 

: "  c ( s ) .  8 = 

,", c)(8). 
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Per dimostrare la situazione inversa, osserviamo ehe ogni elemento x di 
(a r~ b f'~ ... ¢'~ C)!,<,') -- a(S) ~ bfS) ~ ... r~ ¢(8) ammette (red. 170) le rappre- 

a b 
sentaz ioni  x - -  - -  - - -  con crEW(s), bEb(s)  . . . .  , CEc(s);  m, n , . . ,  pEs .  

m n p 
d 1 

c ~ ,  le qual i  d/ tnno x - -  con m . n . . . p  c:[._~, eioib E S e 
m . n . . . p  m . n . . . p  

d E a(s) f ~  D(s) f'~ ... f-x C(s), il ehe  mos t ra  a ( S )  ~ D(S) r-x ... f-~ c(S) C (a(s) r'~ D(s) r'~ 
... ~ c(s)). ,~', c. d. d. 

II prodotto di figure a, b . . . . .  C in V 6 la f i gu ra  

a.b.....c 

definita da 

( a .  b . . . . ,  c)(s)  = a ( s ) .  tO(s) . . . .  . c(s).  

La  condiz ione  e a r a t t e r i s t i e a  pe r  f i gu ra  si ve r i f i ea  subi to  con la regola 
di mol t ip l i eaz ione  di ideal i  med ian te  le loro basi.  

La  f i gu ra  a .  ft . . . . .  fl sark se r i t t a  fl", se m ~ il n u m e r o  dei  ~ fa t tor i  • a 
di tale prodot to .  

172. Meno i m p o r t a n t e  ma  u t i l e  in qua l ehe  d imos t r az ione  6 la divisione 

a ' b  

l ' o p e r a z i o n e  ehe  assoeia a oo~'ni aspe t to  s E I" di figure a. b in 1, ciob 
l' ideah,  

(a : b)(s) = a(s): b(s) 

cio~ la totalitfi dei c E s con c. b(s)C fl(s). 

Non possiamo garantire in generale ehe si ottenga cosi una figura in I'. 
Put verificandosi subito 

(a  : b)(s) • ~,' C (a  : b)(8)  

come conseguenza  di (a : b)(s) • b(?;') - -  (a : b)(s) • b(s). S C a(s) .  S - -  a(S), dobbia-  
mo r i c o r r e r e  all '  ipotesi the ogni aspetto fra V sia noetheriano, per  po te r  
ve r i f i ca re  la s i tuaz ione  inve r sa  di quegl i  ideal i .  

Se b~, b~,..., b, b base d e l l ' i d e a l e  D(s), si pub earatterizT, a re  (a:bX8)---_ 

- - a ( S ) "  b(S) qua le  total i th  dei quozient i  c 
- ,  con ~, nEs,  n c:lx ~ (ved. 170~ t h e  
n 

soddis faao  a 

C . b ,  c a ( S )  ( i - - l , . . .  h), cio~ c . b ~  a, c o .  a ,  E a(s), m ¢ s, el: D, 

Ne segue (m. c). b~ E a(s), cio~ m .  c E a(s) : b(s) e n E (a(s): b(s)l • C (a" b)(s) • ,~ 
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e quindi 
(a. b)(s) c ( a  bits), s. 

173. Belazioni di 9ituazione fra figure in una varieth V si derivano da 
analoghe relazioni fra ideali. 

Diremo e h e l a  figura a eontiene la figura b e seriveremo 

a ~ I~ (oppure b _< a) 

allora e soltanto allora ehe sia 

a(s) Cb(s)  per ogni sE  V. 

La transitivit~ di questa  relazione ~ ovvia. Poich~ 1' uguaglianza di figure 
a, b equivale  alla eoineidenza a(s) - -  b(s) dei loro ideali in tutte le prospett ive 
pEI~  si ha a - - b ,  quando a ~ b  e a ~ b .  

Seriveremo a > b, s e a  ~ b senza ehe sia a = b. 
Notiamo le relazioni generali  

a c ~ b ~ a ,  a . b > a c ~ b ,  a + t , ~ a  

o lo relazioni 
a : b ~ a ,  (a :b) .b~_a  

vatide qualora  a"  b sia definita come f igura  in V. Da a ~ b segue 

a . c ~ b . c ,  a ~ c ~ b ~ c ,  a + c ~ b + c .  

174. Per ogni idea!e a(S) in un aspetto S di base A vale 

a(s) = [a(s) c-, A]. S 

poichi~ eiaseun xEa(S) ~ quo~iente x - - - -  con 

• m C a(8)  ~ A, m -1 C S. 

a, m E A ,  met=[5 e a - - x .  

§ 2. F i g u r e  p r i m e  e pr imar ie .  

175. Se q ~ ideale p-primario dell'anello A, l'ideale q ,  S generato da 
esso in  un  aspetto S di base A ~, p .  S-primario, 

DIMOSTRAZIONE. - Nel easo p of= [5 sar~ anche q ¢'f: [5 e quindi p .  S - = S ,  
q .  8 = S. Sia ora p C  [sZe designamo con b, e, m, n, r elementi di A. 

b o  q I. Da - - - - - -  con m, n, r c [~ [5 ,  q E q  segue b . v C q ,  poichi~ r c ! = p .  
~ n n  r 

Se dunque  n c! :  q • S, eio~ e c l :  q, si avr~t b h C q e q .  S con eerto h. 
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