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Allora a c ] : ~ '  per tntte le prospettive ~ '  portanti, punti  di Ulv, cosi 
che B C S', cio~ ~ '  E V(B}. Infatti ,  ~ '  ~ estensione della prospettiva [5" E V(B) 
individuata da ~ '  ~ B lved. q3} e pertanto ived. 111) ugaale  a ~" .  

Il fatto che tutti i punti  Q E UN siano portati da prospettive che appar- 
tengono alla VIB), e soddisfino alle disuguaglianze 4'*) conduce alia conelusione 

UrcC U(P, B, y~, y~,.. . ,  y , ,  r~, r~, . . . ,  r,} 

the  esprime proprio l 'ass ioma da verificare. 

§ 2. S o v r a p p o s i z i o n e  di  p u n t i .  

135. D~'INIZlONE. - Un punto P ~ sovrapposto al punto la allora e soltanto 
allora the  la prospettiva ~ portante P sia estensione della prospettiva 0 
portante p e t he  valga x(P} = x(p) per ogni x E s. 

La  sovrapposizione di pnnti  ~ ovviamente transit iva come l 'es tensione di 
prospettive. 

Chiameremo prospettive aritmetiche qaelle prospettive the  ammettono ana  
base aritmetica. Par tendo dal ratio evidente ehe il corpo s(p) dei valori com- 
plessi z(pl in an  punto p portato da  una prospettiva ar i tmet iea p ~ an  insie- 
me numerabile,  possiamo dimostrare:  

Se la prospettiva ~ ~ estensione della prospettiva aritmetica p con un 
numero finito di elementi, ad ogni punto p portato d a p  ~ so~rapposto almeno 
un punto P portato da ~ .  

DIMOSTRAZIONE. - Risulti ~5 dat l 'estensione di p con x.1, x2, ..., w~. 
Allora S / ~  K = (k. ul ,  u2, ..., urn} con k = s-]- ~ / ~  isomorfo a s / p  

[red. 67} e u~ = xl + ~ .  L' ipotesi  che s /p  sia isomorfo al sottocorpo S(p) del 
eorpo C dei humeri  eomplessi garantisee t he  S / ~  ~ di earat teris t iea 0 e 

perta.nto separabite sopra k. Ponendo dim k = h, possiamo presupporre  la 

numerazione degli x~ tale ehe sia K = [ k ,  ul ,  u2, . . . ,  uh, v) con v = y + ~ ,  
definito sopra Ko = Ik. u~. u2, ..., uh) dalt 'equazione 

f(v, u~, u.o, .... U~,} --  v" Jr- el-  v "-1 Jr- ... -{- c,, --- O, (e, E Ko}. 

Per  dimostrare il teorema basra realizzare gti elementi  di K con numeri  
eomplessi in modo tale t he  ne risalt i  un isomorfismo di K in C estendente 
l ' isomorfismo k - ~  slp) dato col punto p. 

I1 fatto suddetto the  s(p} ~ insieme numerabi le  permette di dimostrare 
suceessivamente l 'es is tenza di humeri  complessi at tall t he  aL, a2,.. . ,  a~ 
siano algebricamente indipendenti  sopra s(p). 

Invero, se sono gi~t trovati l ( ~ 0 )  tali numeri,  ~ chiaro che il corpo 
ls{p)~ a~, a2 .... , at} generato da ess fsopra  s(p) ~ pure an  insieme numerabile.  
cosieeh4, qualora non si potesse trovare un numero at+l algebrieamente 
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indipendente sopra quel eorpo, la totalit~t C dei 
numerabile.  

(*} 

s e  

humeri  eomplessi sarebbe 

Dope aver seelto a~, a~, ..., ah nel mode suddetto, si definisca 

ai~ ... i h{p )  • a, i~ . . .  ah ih 
~IP) = ~v b,~...,~(p), a,', ... ah~ 

(con a~, ._,h, bi~ ...,h E s) 

e generalmente 

(**) ~(P) = ~ z,(P) • b ~, 

con b E C ottenuto dalla soluzione dell 'equazione 

f(b) = b" + c,(P) • b "-~ + ... + c,,(P) = O, 

8 e  
z + D = E (~ + D)" vl (con zi + D E Ko). 

La indipendenza algebrica dei numeri  a l , . . . ,  ah sopra s(p) rende possi- 
bile senza eceezione la definizione (*) ehe ovviamente fornisee un isomorfismo 

(***) ~ + ~ - ~(P) 

di Ko in C avente in s 1' effetto z ( P ) =  z(p). La seelta di b assieura quindi 
ohe l 'es tensiene (**) di (***) at corpo K eonservi il carattere di isomorfismo 
in U. 

L'omomorf ismo or ora definito z ~ z(P) 0 un punto P portato dalla 
prospettiva D e sovrapposto al punto p. 

136. Se la prospetliva D e estensione della prospettiva p con un insieme 

finite di elementi tali che sia 

s/D 
dim 8 / 0  - -  O, grado -- n, 

s + D / D -  s + DID 

ad ogni punto p portato d a p  aerie sovrapposti precisamente n punl i  portati 

d a D .  
D I M O S T R A Z I O N E .  - Possiamo riprendere la dimostrazione del teorem~ 

precedeate, poieh~ l ' ipotesi  ivi fatta, ehe p sia prospettiva aritmetiea diventa 
irrilevante nel ease ehe sia h = 0. 

Per  completare la dimostrazione bisogna soltanto mostrare, ehe ei sono 
proprio n soluzioni b dell' equazione /~b}---0 di grade n. 

Dall'irridueibilittL del polinomio f(v} in k[v] eonsegue un'identiti~ f (v) .  
. g(v) + f'(v), h(v) --- e ~= 0 con g(v), h(v) e k~v], c e k, designando con f'(v) la 
derivata di f(v). Se si applica ai eoefficienti di quei polinomi l ' isomorfismo 
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k -  s(p), si ottiene una simile identitk f ( v ) - g ( v ) +  f'(v), h (v ) - -e{p) :~O nel- 
l 'anel lo s(p)[v], la quale mostra f~b):~O e con eib la semplieitk di ogni 
soluzione b di f(b~----0. 

137. L'applieabilit~t del teorema preeedente ~ r istret ta dall ' ipotesi  ehe 
la dimensione di S / D  sopra s - } - D / D  sia 0. ]~ utile pereib osservare ohe 

Se D estende p con x l ,  x2, ..., ~ ,  esiste anche un'estensione ~ '  d i p  con 
~ ,  x2, ..., a~,~ denlro S (eiob S ' C  S} tale vhe sia 8 ' / ~ '  O-dimensionale 
sopra s + D'lD'. 

DIMOSTRAZmNE. - II teorema ~ vero se K-= S / ~  ~ 0-dimensionale sopra 
K 

k --  s -b ~ / ~ .  Supponiamolo dimostrato per dim ~- < n e eonsideriamo il case 

K 
d i m ~  --  n > 0. 

La numerazione degli xi pab essere presupposta tale ehe u~--a:~ + 
( i - - 1 ,  2, ..., n) siano algebricamente indipendenti  sopra k. Designando cob 
h il grade di K sopra K o -  (k, u~, . . . ,  u . )  si pub scrivere 

h 

K - - ~ K o . v l  con v ~ - - y , ' l - D ,  y iEA-- - - [s ,x . l ,  x2,.. . ,x.M], y ~ ' - l .  
i = l  

Esiste c E Ao-" Is, x~ , . . ,  ~.], v =]: D tale che 

h 

c . x ~ C ~ A o . y t + D  ( i - -  1, 2, . . . ,  m) 

h 

c .  y~. y~ C ~' Ao. y~ + D (i, j - -  1, 2, ..., h). 

Per  ogni g G A vale allora una relazione 

8 

c a'. g C E Ao" yt ~ ~ con /V abbastanza grande. (,) 

Si scelga era  f E Ao tale ehe i polinomi f(u~,. . . ,  u ,)  - -  f ~- ~ e e(u~, ..., u . )  ---- 
- - c  ~ D siano relat ivamente primi in k[u~, .... u , ] ,  f essendo cl--k. 

Vale allora cL =_l_f A - ~ - ~  per ogui espononte L ~ 0 .  Invero, se fosse 
c L C f .  g -}- D con g E A, si troverebbe, ponendo seeondo (.), con N abbastansa 

h 

grande, c ~ • g C 2: fi" Y~ ~ D, una relazione 
i-~--1 

h h 

c L+lv C E f .  fi" Y~ -{- D, oppure eL+~' --. ~. f .  ~ .  Vl 
i=1 i=1 

eon ~ E k[u~, ..., u,]. Per I' indipeudenza lineare dei v~ sopra K~ dovrebbe 
essere allora ~ L + ~ f .  1'1, i! che ~ escluso dall ' ipotesi  ohe f sia primo 
rispetto a ~. 
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1~ dimostrato in par t ieolare  ctm l ' ideale a -- f .  A T ~ ('1 A ~ diverse 
dall 'anello intero A .  

Poieh~ l 'anollo A/a,  in quanto omomorfo a A / ~  (5 A ~_ A ~ ~ / ~ - -  
k[u~, ..., u,~], ~ noetheriano, si pub parlare dei divisori primi d i a  (red. 91}. 
Se questi, tutti quanti eontenessero c, si avrebbe per L abbastanza grande 
~5C f .  A-{-:~,  il ehe abbiamo visto non pub aecadere. 

Sis dunque C divisore primo d i a  non eontenente  c. Date ehe ~ N A C ¢ 
e ehe ~ N A individua una prospettiva ~ ,  quell ' ideale primo C eomprende 
tutti gli elementi  di A inattivi in A e individua pertanto una prospettiva ~5" 
di base A (red. 72). 

Da ~ " N  A - - C  ~ a ~ r ' ~  A segue S " C S .  Ponendo S " / ~ " - - K " ,  
's-~- ~ " / ~ '  - -  k", x~ ~- ~ "  - -  u~", (k", u~", ..., u,,") - - ~  go", yi -~- ~ "  - -  V(', e 
tenendo conto di (*) e di c ~-[=~", si pub serivere 

h h 
A + ~ " 1 ~ "  --  ~, K , " .  v(',  oioi~ Is:" --  v. Ko"* v~", 

essendo A ]~  ~ " / ~ "  anello e K" il sue corpo quoziente. Dunque K" ~ 0-di- 
mensionale sopra Ko", ehe, essendo f C ~",  ~ al pifi (n - -1) -d imens iona le  

K "  
sopra k". Il fatto ehe sia d i m ~  < n ,  permette di applicare un proeedimento 

di induzione e di derivarne l 'esistenza di una estensione ~ '  d i p  con 
K' 

x~, x2, ..., ~,, ,  soddisfacente alle eondizioni S' C ~'" C b', dim ]~; -- 0 per 

K ' = S ' / ~ '  e k ' - - s - { - ~ ' / ~ ' ,  c. d. d. 

138. Ogai aspetto eapaee di portare un punto eontieno il eorpo primo (1). 
Se dunque si tratta solamente dello spazio di una variet~ IT.. basta sosti- 
tuire alia V il sistema parziale (V, (1)) di V eostituito dalle prospettive 

E V ehe preseatano aspetti contenenti  il eorpo (D. Designamolo con (V,(D! , 
poiehi~ esso si verifies subito essere la si~tesi di V e della varieth (1), che 
eonsiste soltanto dell 'aspetto totale del e0rpo (1). 

Date  the  i valori degli elementi de! eorpo primo in un punto P non 
dipendono da P, si pub dire, che lo spazio di una varieth, cioi~ ogni punto 
di questo spazio, ~ sovrapposto al l 'unieo punto portato dai corpo primo. 

§ 3. Lo spazio di una variet~ algebriea ehiusa. 

139. L a  totalitd dei pun t i  dello spazio di una varietd algebrica, e chiusa 
sopra u n c ,  orpo k che sono sovrapposti a. un  medesimo punto  p portato da k. 

s p a z i o  o o m p a t t o  di Hausdorf f ,  purvh~ si definisva la topologY(, c~on 
intorni  di base algebrica sopra k. 
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